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dab D 4 als gute NS.herung ftir den Grundboge n D des Kurvenzuges der periodisehen 
Sehwingung gelten kann. 

Ist eine ausreiehende N~iherung ftir D gefunden, dann mug noeh naehgeprtift 
werden, ob die zugeh0rige Bewegung wirklich mOglieh ist, oder ob irgendwo auf D 
die Stillstandsbedingungen erftillt sind. Man wird also auf den Verl~ngerungen der 
Zentralen $1~1 bzw. Ss~s die Krtimmungsmittelpunkte P'I,P'I, bzw. P's,P'~ yon D 
auftragen. Liegt dann tier Mittelpunkt 0 nicht zwisehen P~ und P~ bzw. P~ und P~, 
dann sind naeh einer Bemerkung am Sehlufl yon  Ziff. 2 c die Stillstandsbedingungen 
nirgends erftillt; D stellt also eine m6gliehe Sehwingung dar. 

Die praktisehe Durehftihrung gesehieht amvorteilhaftesten, indem man auf dureh- 
seheinendes Papier zeiehnet und sieh yon der Grundkurve C O des Linienbildes der 
unged/impften Schwingung eine. Sehablone herstellt. Dureh Verschieben derselben ge- 
winnt man raseh die KUrvenzi~ge D 1, D ~, . . . .  Tr~igt man auf der Schablone bei der 
Konstruktion yon CO die verwendeten Krtimmungsradien und -mittelpuhkte ein, so 
erleichtert man sieh die Konstruktion der Zentralen sowie die Kontrolle hinsiehtlieh 
der Stillstandsbedingungen. 

(Eingegangen am 26. Februar I938.) 

Schwingungen kraftgekoppelter Kreisel. 
Von K. Magnus in G6ttingen. 

Abgrenzung der Aufgabe. In der vorliegenden Arbeit soUen Sehwingungen unter- 
sucht werden~ die auftreten kOnnen, wenn man zwei Kreisel durch Federn so mit- 
einander koppelt, dab sieh ihre SchWingungen gegenseitig beeinflussen. W~hrend 
fiber die Theorie eines einzelnen Kreisels viele Untersuchungen vorliegen, ist bisher 
das Verhalten zweier Kreisel, die durch eine irgendwie beschaffene Kopplung mit- 
einander verbunden sifid, noch nicht genauer behandelt worden. Lediglich ganz 
knappe Angaben finden sieh in der Literatur. Zum Beispiel bei Grammel 1, der das 
Verhalten zweier aufeinander rotierender Spielkreisel qualitativ beschreibt, .und bei 
Routh 2, der for Sehwingungen einer Kette yon Kreiseln die allgemeine rechnerische 
Methode angibt, aber nicht weiter ausftihrt oder diskutiert. 

Den praktischen Wert der Kl~irung dieses Problems erkennt man, wenn man 
bedenkt, daft die Technik tats~ichlich Kreiselverb~inde benutzt, so zum Beispiel beim 
Kreiselkompafl.- Aueh beim Schiffskreisel sowie bei der Einsehienenbahn hat man 
vorgeschlagen, auftretende Fehler durch zwei miteinander gekoppelte Kreisel zu 
verringern. Schlie/31ich wird sich nachher zeigen; dai] die Ergebnisse der Arbeit noch 
sehr viel verallgemeinert werden kOnnen, so dab sich zum Beispiel der Fall der Kopp- 
lung eines Kreisels mit einer tr~igen Masse als Sonderfall der allgemeinen L6sung ergibt 
Und so die-Rechnu.ng auf fast alle technischen Kreiselprobleme angewandt werden 
kann. Denn immer'ist ein Kreisel mit irgendwelchen Massen geltoppelt, sei es auch 
nur verm6ge der Elastizit~t des Aufh~ingemechanismus oder der Kreiselwelie mit 
den Massen der Aufh~ingung. Im folgenden sollen die Kreisel stets symmetrisch sein 
und um die Symmetrieachse rotieren. Dagegen k6nnen die mit dem Kreisel ge- 
koppelten Massen aueh unsymmetriseh sein. 

1 R. Gramme!, Der Kreisel, S. 123. Braunschweig 192o. 
z E. J, Routh, Die Dynamik der Systeme starrer K6rper, Bd. 2, S. 3o9. Leipzig 1898. 
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I. Aufstellung und LSsung des Differentialgleichungssystems. 
I. Die Art der Kopplung. Um zu erkennen, welcher Art die Kopplung zwischen den 

beiden Kreiseln ist, soil zun~chst die fertige Versuchsapparatur (Abb. I) beschrieben 
werden. 

Die als Kreisel dienen- 
den Schwungscheiben sind 
auf die waagerechtliegen- 
den Achsen zweier Elektro- 
motoren aufgesetzt. Die 
Motoren sind in je einem 
kleinen Kardanring gefaflt, 
der seinerseits so in einem 
groflen Kardanring gelagert 
ist, dab er sich um die waage- 
rechte Achse drelxen kann, 
die senkrecht zur Motor- Abb. i .  Ansicht der Kreisel. 
achse ist. Der grof3e Kardan- 
ring ist um die lotrechte Achsc drehbar. Die Kreisel haben also drei Freiheitsgrade. 
Um eine Kopplung der beiden Kreisel um die beiden Kardanachsen zu erreichen, 
sind auf beiden Seiten der Achse des kleincn Kardanringes Aluminiumhebel befestigt, 
auf denen kleine, mit ()sen versehene Schieber angebracht 
sind. In diese 0sen werden einerseits zwischen den beiden x 
Kreiseln und zum anderen zwischen den auf dem Bilde 
sichtbaren raumfesten Stangen und jedem Kreisel Federn 
eingehgngt. Diese letzteren Federn bewirkten eine Raum- 
fesselung der Kreise], da die Kreisel selbst im Schwerpunkt 
gelagert waren und so die Schwere keine Raumfesselung 
bewirken konnte. Die Kopplung ist nun so beschaffen, dab 
die Auslenkung des einen Kreisels um eine Achse ein Moment / ' ~  /} z 
ftir den anderen Kreisel um dieselbe Aehse erzeugt. Dutch 
"Verschieben der 0sentr~ger an den Hebeln und Stangen 
kann man die Kopplung and Raumfesselung in der einen Abb. 2. 
Ebene beliebig vergndern. Da in dcr anderen Ebene der 
Hebelarm unveriinderlich ist, so ist hier eine Anderung der Kopplungsst~rke dutch 
Einh~ingen anderer Federn, also durch f, nderung der Federkonstanten mfiglich. 

2. Aufstellung der Differentialgleichungen. Wir 
legen in das Bild der Abb. I ein Koordinatensystem 
derart hinein, dab die z-Achse in die Richtung der 
Gleichgewichtslage der Kreiselspitze f~illt. Dann wird 
die x-Achse zur Hochachse, urn die die grogen Kardan- 
ringe drehbar sind und die y-Achse zur Querachse, 
die im Gleichgewichtsfall mit der Achse des inneren 
Kardanringes zusammenfiillt (Abb. 2). Eine Drehung 
um die x-Achse bezeichnen wir mit dem Winkel ~v, 

(- : l  

Abb. 3. 

um die y-Achse mit dem Winkel #. Und zwar so, daf3 die Vektoren ~b und ~ in die 
Richtung der positiven x- und y-Achse fallen. Mit dem Zeiger I sei jedesmal der 
Kreisel I, mit dem Zeiger 2 der Kreisel II bezeichnet. 

Bei der AufsteIlung der Gleichungen sollen kleine Winkel vorausgesetzt werden, 
so dab man nach de/n yon A. F6ppl angegebenen Verfahren den Impuls in seine 
Komponenten in Riehtur~g der Koordinatenachsen zerlegen kann (Abb. 3)- 

Ist d~ der Impuls des Kreisels um seine Drehachse, Oy und 6), das Tr~igheits- 
moment des Systems um die y- und x-Achse, so bekommt man nunmehr ftir kleine 

13 
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Winkel ~p und 0 die Impulskomponen ten  

des Kreisels I: 

J~ = 4 , ,  

J Y =  Y' dl 

dwj 
G = O , ,  a i  + & , 0 1 ,  

des Kreisels I I :  
& = . L . ,  

d~l - -  &~.W3, 
du --  0u.., d~ 

G = 0 . ,  d~= + G~ 02 . 

Die Komponen ten  des Moments  g)t, die man  bei Auslenkungen der Kreisel um 
die Winkel 01 und 03 bzw. ~01 und */~3 erhSlt, sind 

M= - - o ,  M~ = o ,  
My = - -  r ,  0 ,  + Q (02 - -  Ox) , M y  = - -  r 3 0 2 + q (0~ - -  02) , 

~/~ = - r .  v~  + c3 ( v ' 2 -  ~ ) ,  m .  = - -  q V'2 + c2 (V~ - -  V'3)- 

Dabei bedeuten r 1 bis r 4 die Koeffizienten der Raumfesselung in den entsprechcnden 
Ebenen  u n d c  1 und c= die Koeffizienten der Kopplung.  

Wir wollen uns auf den Fall beschrSnken, dab dic Lagerre ibung vernachlgssigbar  
klein ist, so dab dadurch keine stOrcnden Momente  auftreten.  Der  EinfluB der Reibung 
wird erst in einem sp~tteren Abschni t t  behandel t  werden. 

FOr die weitere Rechnung wenden wir den [mpulssatz  an: 

Er  liefcrt die Gleichungen: 
I. for die z -Komponente  

ddz, __ O 
dl 

oder integriert  
~, --  const 

2. fiir die y- und x -Komponen te  

I. 

lI. 

III. 

IV. 

d J  = 9)~. 
dt 

und flJ:~ = o 
d l  

und ~.  = const. 

~} d 2 ~1 
c6,, - ~ -  - -  &, @ t '  + r191 - -  q (92 - -  01) - -  o, 

d 2 02 __ ,fz~ d y,~ 
~}Y' d)  i " dg @- ;v2 02 - -  s (01 - - 0 2 )  = O, 

Ox, d~vh -~)~- + G, @ + r3 ~01 - -  c3 (~f2 - -  PI) ----- o, 
d z ~,~ @ 

Ox.~ff--}-Jz., -i- r4tP2 - -  c3 O/J1 - -  ~02) --" 0 .  

( I )  

Das sind vier lineare Differentialglcichungen mit  kons tan ten  Koeffizicntcn, die 
einmal in den Geschwindigkeitsgliedern gekoppclt  sind (I mit  I I I  und I I m i t  IV) 
und zum anderen in den Kraftgl iedern (I mit  i I  und I I I  mit  IV). 

3. L 6 s u n g s a n s a t z  u n d  E i n i i i h r u n g  d i m e n s i o n s l o s e r  OrOBen. Wir gehen in das Glei- 
chungssystem (I) mit  dem Ansatz  ein 

01 = d e at, ,32 -= B e at, ~o 1 ----- C e at, V;2 = D e at. 

Dami t  bekommen  wir fiir die Ampl i tudenfak toren  A, B, C, D die Gleiehungen 

d (Oy~ ,~3 + q + q) __ B c 1 - -  C ~,  2 = o, 
- -  A c 1 + B(Oy, 23 + r 2 + q ) - - D & ,  2 = o ,  

(2) A J., 2 + C ( 0 . ,  23+r3 + c 2 ) - - D c 3 = o ,  

B&, 2 - - C  c 2 + D(O,, X 2 + r 4 + c 2 )  = 0 .  

Um den folgendcn Reehnungen gr6flere Allgemeinheit  zu verleihen und v o n d c r  
Annahme  besonderer Werte  far  die Gr6gen O, d,, r, c frei zu werden, fiihren wit dimen- 
sionslose Kons tan ten  auf folgende Weise ein: Wit  dividieren alas Gleiehungssystem (2) 



IX. Band x93 g. M a g n u s :  S c h w i n g u n g e n  k r a f t g e k o p p e l t e r  IZre ise l .  1 8 I  

dutch eine GrOBe co, die die Dimension der Federkonstanten c und r haben soil, tiber 
deren Bctrag wit jedoch vorl~tufig keine Annahme machen wollen. Man kann c o auch 

als ,,charakteristische Federkonstante"  bezeichnen. Mit Hilfe der GrOfie co _ ~,~ 

die die Dimension des Quadrates einer Frequenz hat, k6nnen wit nun folgende dimen- 
sionslosen Gr6Ben bilden: 

0,,i " - / ' i ,  0:,.," = t':', 6)y, ' 

dz, ~ hi  ' ,lz.~ v - -  h2, 
Cn Co ] 

c~ _ a~ , c~ = a?,. 
Co CO - 

r z r2 ~--- b~ ra ,, r4 ,, 
Co - -b~ '  co "' co = b ~ '  Co = b i "  

(3) 

Die ,,FrequenzgrOfie" ), ist t in Marl for die Frequenz einer Schwingung; k~ und k, a 

nennen wit ,,Impulsgr6t3en", a, und a~ ,,KopplungsgrOflen", bx bis b~ ,,Raumfesselungs- 
grOBen". Die Verh:,iltnisse der Trggheitsmomente, die Kopplungsgr0Ben und die 
RaumfesselungsgrOfien sind stets positiv und deshalb als Quadrate angesetzt. 

Mit diesen neu definierten Konstanten  gehen wir in das System (2) ein. Wir haben 
dort vier lineare homogene Gleichungen for die vier Ampli tudenfaktoren A, B,  C, D.  
Sollen diese Gleichungen eine L6sung haben, so muB die Determinante der Koeffi- 
zienten verschwinden. 

~2 4- b~ 4- a~ 
- -  a~ 

ka )' 
o 

oder ausgereehnet 

mit den Kocffizienten 

Dies liefert die charakteristische Gleichung 

- -  a~ - -  lq  y o 

o 6 ~ 7 ~ 4- b~ 4- a":, - -  a":, 
le,~ ~, - -  a'-.', / 4  6~ 7 ~ + b] 4-  a~ 

= 0  

(4) 

PI : / q  tq. 6 4, 
[,,,~ (G + a~) + I,~ + a.-,] +/,":, a 4 [/'~ (b~ + a~) + l,~ + a~] + le~ ~2 .., . . . .  P 2 : / ' t ~ 6 2  " 'z . . . . . . . . . .  o l q  /t:, 4 -  /ea 62, 

o o I ~ o o o p a = l , i ( b ~  7_a~) (b.~ + a a )  + l , .  54(b.~ +a.~) (ba + a ~ )  ., 4 ,, --/q" a., --/~=. 64 a~ 4- 

+ 1~.'_-', [,~ (l,~ + a~) + ~,~ + a~l + #~ [tq (b~, 4- ,~,) +/,~ ,~ (Z,.~ + ~)] ,  

+ 6= [t*~ (b~ + a'.-',) + b] q- a~] [(b~ 4-  a~) (b:", 4- a'~) - -  a4j -k  2 a'~ a~ tq  le~ 4-  
+ k~ (~ + ~) (~ + a:2,), 

- a~ (~,~ + al) (~ + a'~) 4- a~ a*,,. 

(4a) 

4. Die a l lgemeine  Integrat ion des Di f ferent ia lg le ichungssystemes .  Die Oleichung (4) 
hat acht Wurzcln, yon denen je zwei den gleichen Betrag habcn, da ja nur gerade 
Potenzen yon 7 auftreten. Es l~iflt sich weiter zeigen, dab die L6sungen rein imagin~ir 
sind. l)as ist physikalisch einleuchtend, da wir in den Gleichungen keine Reibungen 
angesetzt haben. 

Ohne auf die Diskussion der L0sung n~her einzugehen, setzen wir jetzt  ffir die 
Frequenzen 7, = v Yi mit reellen Zahlen li an 

21 = + i ll, 22 ---. -- i li, 2a = + i 12, 2~ = --  i I2, 
2 5 - =  § i la, ).~ = --- i [a, 7. 7 = -  4-  i l~,  2 ,  ~ -  - -  i l 4 . 

I3"  
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l n g e n l e u r - A r e h i v  

Dan:it bekonmlen wir die allgemeine l,Osung 

#,  = A1 e+ , , t  + A .ae- i6 ,  + . . . + A s e - i l ,  t ' 

9.2= Ble+, l , t  + B2e a,~ + . . . +  Bse- i t ,~  ' 
V) 1 _ C l g + l l t t _  ~_ Cgg-il, t_~_...jr_ C8(~ il, t, (5) 
, t ,o=i) le+i t ,~  + l )2e - i t , t  + . . . +  Dse  , , t .  

])abei sind jedoch die A], Bi, Ci, l)~ (]'= I, 2, . . .  8) nicht unabhSngig voncinandcr, 
sondcrn dutch die Glcichungcn (2) mitcinander vcrkn0pft.  Rechnet man dic Ver- 
hfiltniswerte aus (2) aus, so kommt man zu sehr unfibcrsichtlichen Ausdrficken, aus 
denen man jedoch entnehmen kann, dab B / A  reell ist, wfihrend C/A und D / A  imagingr 
sind. Ohne die genauen Wcrte hinzuschrciben, setzcn wit an 

Bj Cj = i vj, Dj Ai = u i ,  Ai & = i w i  ( j =  i, 2 . .  8). 

Die GrOBcn ui, vj, w 1 sind rcell. D a y  in B/A nut  als Ouadrat vorkmnmt,  so hat man 
ferner die Beziehungen 

" t t l =  ~r / g 3 -  gt4~ 7 ~ 5 :  Zt6~ 7~7 : Zt8" 

Entsprechend ersicht man aus C/A und /)/A die Bcziehungen 

V 1 : - - 7 3 2 1  U a ' - - - - - Z I 4 1  V5 = - - U 6 1  737 ~ - - - V 8  

701 : - -  - -  ?s ~ ?U3 = - -  ?U4 I ~15 --= - -  7(26 ~ 7U7 ~ - -  ?tJ8 " 

Dic in]agin{ircn e-Funkti(mcn dcr L6sung (5) forn:cn wir noch um in die reellen 
Sinus- und Cosinusfunktionen. Dazu fiihren wit die ncuen Unbekannten El, Lr2, Ea, 
If 4 und %, T'a, (Pa, % ein, die dutch bekanntc Bczichungen mit de:: bishcrigcn Unbe- 
kannten A, H, C, D sowie den Verh~ltniswerten u, v, w, zusammenhSngcn. ])ie Um- 
formung bcdeutet ein Zusammenfassen jc zweier Gliedcr der L6sung (5) in ein Sinus- 
bzw. Cosinusglied. l )adurch tretcn an Stcllc dcr jewcils acht VerhSltniswcrtc nur 
noch deren vicr auf (zum Beispiel u2, u4, u6, us) , die wir abk/irzcild mit u.,j, v.,i, w.,i 
bezeichnen wollen ( j =  I, 2, 3, 4)- Damit  ergibt sich als ],0sung 

4 

~91 = V ]~i sin (li l + *Pi), 
4 

= x '  �9 ; s i n  ( l i l - F , ; o j )  ~/2 j-.~_lu2, 1-~ 

4 (6) 
- " �9 : ( l ~ l + 9 q )  t/21 --j "~= l"l'~'~! J;'l c o s  

4 
Y~2 = X_] w.,i /~i cos (l i t q- qai) . 

Das sind vier fibereinandergelagerte, im allgcmeinen elliptische Schwingungen mit 
den Frequenzen l i u n d  den Phasenverschiebungen q2i. 

Die allgemeine L6sung (6) enthSlt noch (lie acht Integrationskonstantcn E:, ]Z2, 
Ea, IZ~, %, q22, r/Oa, %, die aus den jeweiligcn Anfangsbedingungcn zu bestimmen sind. 
Die Rcchnung 15fit sich ftir den allgemcinstcn Fall yon Anfangsbedingungen durch- 
ffihren und ffihrt im wesentlichen auf die AuflOsung zwcicr Gleichungssysteme mit 
je vier Unbekannten.  

II. D i s k u s s i o n  d e r  W u r z e l n  d e r  c h a r a k t e r i s t i s c h e n  O i e i c h u n g .  

1. Der Sonderfall gleicher Abmessungem Dic wichtigste Fragc ist dic nach den Wurzeln 
tier charakteristischen Gleichung (4)- Denn diese Wurzeln bestimmen die Eigenschaftcn 
des Kreisclverbandes. Wir wollen deshalb untcrsuchen, wic sic yon den einzelnen 
Gr/)flen (Impuls, Tr~gheitsmoment, Kopplung und Raumfessclung) abhgngen. Die 
charaktcristischc Gleichung (4) ist in dicsen Gr6Ben jcdoch so unfibersichtlich, daft 
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man aus ihr den Verlauf der Wurzeln nicht wohl entnehmen kann. Bezeichnen wir 
die acht Wurzeln mit • Yl, :t: 7~, :k 7a, 4- 74, so liefert lediglich die Formel 

~ 2  ~,'~ ~,2 ~,~ _ _  P 5  
1 T '2  ~ ' 3 / 4  - -  p l  

einigen AufsehluB. Da die Koeffizienten Pl und P5 yon der Impulsgr6fle k unabh~ingig 
sind, so bedeutet das: Das P r o d u k t  der  a c h t  W u r z e l n  is t  e ine  v o m I m p u l s  
u n a b h g n g i g e  GroBe. 

Dabei sei bemerkt, dab wit die Bezeichnung so wghlen wollen, daft 71 die kleinste 
und }'4 die grOBte der Frequenzgr0flen ist. 

Um den Wurzelverlauf fiberblicken zu k6nnen, behandeln wir zungchst den Sonder- 
fall ,,gleicher Abmessungen". Darunter wollen wir verstehen: 

I. gleiehe Tr~gheitsmomente beider Kreisel, also O y =  O,, und Ox,= Ox, und somit 
2 - -  ' 2 - -  

2. gleich starke Raumfesselung beider Kreisel in beiden Ebenen, also 

3. gleich starke Kopplung der Kreisel in beiden Ebenen, also 
a~ = a~ =- a 2. 

Die Impulse beider Kreisel mfissen aber nicht gleich groB sein. Jedoch soll dieser 
Fall vorangestellt werden, da er am leichtesten zu fibersehen ist. 

a) G l e i e h g r o B e r  u n d  g l e i c h g e r i e h t e t e r  I m p u l s  b e i d e r  Kre i se l .  L~Bt 
man beide Kreisel gleieh sehnell und im gleiehen Sinne umlaufen, so wird k 1 = k 2. 
Jetzt vereinfachen sieh die Koeffizienten (4a) yon Gleiehung (4) folgendermaBen: 

Pl = 64, 
p~-----262[(b ~ + a  ~)(I + d " ) + k 2 ] ,  
p3~-bi(b2.-}-2a 2) (I -t-402+04) + 4 a4 62 + 2 (b 2 + a  2) (I + 6 ~) t#-{-k), (7) 
p,  = 2 b~(b ~ + a~) (b 2 + 2 a~) (~ + ~)  + 2 k~(b~ + 2 b2 a~ + 2 a~) , 

Ps = b4( b2 + 2 a2) ~. 

In diesem Falle gelingt es durch einen Gedankenversuch zu einer strengen LOsung 
zu kommen und die Wurzeln explizit anzugeben. Wir betrachten dazu die Grenzf~lle 
versehwindender und starrer Kopplung, wfihrend die anderen Gr0~en festbleiben 
sollen. 

Bei versehwindender Kopplung (a 2 ~--- o) hat jeder Kreisel fiir sich zwei Frequenzen, 
die wegen der Voraussetzungen fiber gleiche Abmessungen und gleiehen Impuls ffir 
beide Kreisel gleich sein mtissen; denn man hat ja zwei Kreisel mit gleiehem Impuls, 
gleiehen TrS~gheitsmomenten und gleicher Raumfesselung. Wir k6nnen die Frequenzen 
berechnen, indem wir aus dem System (I) nur die Gleiehungen I und III oder II 
und IV benutzen und auBerdem c =  o setzen. Die LOsung, die sich aus der daraus 
folgenden charakteristischen Gleiehung 

6~ r + [b~(~ + 6~) + k ~ ]  ~ + b  ~ = o (S) 
ergibt, ist 

a2 ~ [ /  4 6a 6--~ ' 
(9) 

b~ (~ + 6~) + k= ~ ]/~b ~ (~ + 6~) + /#?  b~ 
Y~ . . . . .  ~262 - - - - -  46a 6 ~ ' 

und zwar sei 71 als PrS~zessions-, 7a als Nutationsfrequenz bezeiehnet. 
Beim zweiten Grenzfall ist c : ~ ,  d. h. beide Kreisel slnd starr miteinander ver- 

bunden. Dann kann man das System als einen einzelnen Kreisel mit doppeltem Impuls, 
doppelten Tr~ighcitsmomenten und doppelter Raumfesselung auffassen. W~ihlt man 
auch die charakteristische Federkonstante c o doppelt so groB wie zuvor, so sieht 
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man aus den Definitionen (3), dab jetzt alle dimensionslosen Gr6Ben unver~tndert 
bleiben. Dieses System muB also auch die beiden Eigenfrequenzen (9) haben, wie 
sie zuvor jeder Kreisel ffir sich zeigte. Diese Tatsache legt es nahe, zu untersuchen, 
ob nicht auch ftir jede andere Kopplung diese beiden Frequenzen vorhanden sind, 
ob also die L6sungen (9) ftir die beiden GrenzfSAle auch zugleich L6sungen far die 
allgemeine eharakteristische Gleiehung (4) mit den Koeffizienten (7) sind. Das w~re 
aber gleichbedeutend mit einer Aufspaltung der Gleiehung (4) in ein Produkt yon 
zwei Gleiehungen zweiten Grades ftir 7 2. 

Wir wollen deshalb die Bedingungen ftir eine solche Aufspaltung angeben. Die 
Gleiehung (4) soll dargestellt werden in der Form 

(q~ r + q ~ 2  + q~) (q~ 74 + q~ ~ + q~) = o. (lO) 

Durch Ausmultiplizieren und Koeffizientenvergleich bekommt man 

Pl = ql q4, 

P~ -= ql qs q- q~ q4, 
P3 = ql q6 + q2 q5 + q3 q~, ( I I ) 
P4 : q2 qs + q3 qs, 
Ps = q3 q~. 

Anstatt  das Gleichungssystem (II) naeh den q aufzul6sen, wollen wir annehmen, 
dab die einc quadratisehe Gleichung yon (I0) schon durch (8) gegeben sei. Wir setzert 
also 

ql = ~2, ] 
q ~ = b ~ ( I + 6 2  ) + k  2, j (12) 
q3 = ba" 

Dann bekommt man aus der ersten, zweiten und ffinften Gleiehung (II) 

q4 = d2, ] 
q5 = ( b~ + 2 ~) (~ + ~) +k~'  / (~3) 
q6 = ( b2 + 2 a2) 2. 

Da man aus (II) und (4) rtiekwS.rts rechnend wieder eindeutig zu (IO) kommt, 
so sieht man, dab die Bedingungen (I I) notwendig und hinreichend ffir die Aufspaltung 
sind. Wir haben jetzt nur noch nachzusehen, ob die Werte (12) und (13) auch noeh 
der dritten und vierten Gleichung yon (II) gentigen. Man tiberzeugt sich leicht durch 
Ausrechnen, dab das tats~tchlich der Fall ist. 

Wir k6nnen nunmehr aus (Io) mit den Koeffizienten (I2) und (I3) die strenge 
L6sung yon (4) ftir den betrachteten Sonderfall angeben: 

2 ~2 - 2 ~ 6 2 (i4) 

,4  = i r  2 a2)(I-~ ~2)-~ k 2 i / [ (b2 -~ 2 g2) (I + ~') ~- k2] ~2 (b2 ~- 2a2) l 

Hier wollen wir Yl und 72 als PrS~zessionen, 7n und )q aIs Nutationen bezeichnen. Die 
Werte 72 und 7a gehen ftir # = o in die yon der Kopplung a ~ vollkommen unabhS.ngigen 
Wurzeln )'1 und )'3 fiber. Wit haben also durch die Kopplung eine Aufspaltung der 
Nutation und der PrS.zession in je zwei Schwingungen, yon denen die eine ihren Wert  
beibehS.lt, wie aueh immer die Kopplung gewS.hlt sein mag. 
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Die Kurven in Abb. 4 zeigen die Wurzeln )* abhS.ngig von der ImpulsgrOBe k ffir 
verschiedene Kopplungen. Es sind bei dieser sowie bei allen folgenden Kurvenbildern 
als Ordinaten die Betr/ige der Wurzeln 7 aufgetragen; denn die Wurzeln selbst sind 
ja stets imaginfir. Gestriehelt gezeichnet sind die Wurzeln Y1 und ).3, die sich nieht 
mit der Kopplung versehieben. Die Wurzeln )*2 und )'4 sind yon der Kopplungs- 
gr6t?e a = abhgngig und in der Abbildung ftir die Werte a e yon I bis 6 ausgezogen. 
Sie nehmen ffir wachsende a 2 zu, d.h. die e 
Schwingungen werden schneller. Im Grenz- 
fall a2-= oo gehen aueh Ye und )'4 nach o% 
so dab dann nur noeh ).1 und )*3 bleiben. 
Mit waehsender Kopplung gehen also sowohl 
die beiden Nutationsfrequenzen als auch 
die beiden Pr~izessionsfrequenzen weiter aus- 
einander. Das entsprieht vollkommen den 
yon der Theorie der gekoppelten Pendel- 
sehwingungen her bekannten Tatsachen. Der 
Gang yon )' mit der Impulsgr0Be k ist in 
allen Fgllen der gleiche: mit wachsendem k I 

3 
nehmen die Nutationsfrequenzen zu und die 7' 
PrS~zessionsfrequenzen ab, und zwar so, daft 
jedes einzelne der Produkte )'1 Y3 und )'2)'4 
einen yon k unabh~ingigen Wert beibehS.lt, a 

Wie sich eine Anderung der Raum- 
fesselung auf die Wurzeln auswirkt, ersieht 
man leicht aus (I4). Nit starker werdender 
Raumfesselung, also waehsendem b e, nehmen * 
auch alle vier Wurzeln gr6t3ere Werte an, 
d. h. die Sehwingungen werden sehneller. 

b) G le i chg roBer ,  abe r  e n t g e g e n -  a , z 3 
g e s e t z t  g e r i c h t e t e r  I m p u l s  b e i d e r  k 
Kre ise l .  In diesem Falle werden die Koeffi- Abb. 4. Y =l(l*) ffir gleieh g'roBe und gleiehgeriehtete 

Impulse der Kreisel (/~l ~ k=) bei versehiedenen Kopplungen. 
z i e n t e n  (4 a) DiG angeseb.rteb . . . .  Zalaletx bezeiehuen die Wert  . . . . .  ~. 

Es is t  d ~ = b = = i gesetzt. 

P l  = t~4, 

p ~ : 2 d  2 [ ( b ' + a  2 ) ( I+02)+k~] ,  
p3----be(be+2a 2) (I +4d2-{-b a) +4a2b2-~-2(be+a e) (I +de) ke-~-k4, (15) 
#4 = 2 b2(b ~ + 2 ~e) (b2 + a2) (~ + ~,) + 2 b'(b~ + 2 a ~-) k '~, 
P5 = b4( b~- + 2 ae) 2. 

Jetzt gelingt es nicht, eine allgemeine und strenge LOsung der charakteristischen 
Gleiehung anzugeben. Lediglich in einigen GrenzfS.11en und im Sonderfall 62~---I 
ist das m6glieh. 

Es seien zuniichst Grenzfiille betrachtet. Ftir die Fglle k = o und a 2 =  o sind die 
Koeffizientcn (I5) mit (7) identisch. Wir kOnnen dann also die strenge L6sung (14) 
tibertragen. Im Grenzfall starrer Kopplung behalten wir yon (15) nur die Glieder bei, 
die a 4 als Faktor haben. I)ann fallen die Koeffizienten Pl und P2 fort und man kommt 
zu elner charakteristischen Gleiehung zweiten Grades in )'~ mit der L6sung: 

.b 
Yl = ~ ?- ,  Y2 --- i b,  (I 6) 

also zwei vom Impuls unabh~ingige Schwingungen. 
]3er Grenzfall starrer Raumfesselung ist unwesentlich, da dann die Kreisel ihre 

Freiheitsgrade verlieren. Im Fall fehlender Raumfesselung (b2= o) verschwinden 
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in (15) die Koeffizienten P4 und P5, so dab wir wieder die strenge LSsung angeben 
k0nnen: 

71 ----- o,  7~ = i --1/i 
2 a 2 + k2 

t 

72 = 0 , ya = i ~ 2 a~ 6~ + 

Die Kreisel machen dann also nur  Nutat ionen.  
Die Grenzf•lle 6 s =  o und 82--- oo sind ohnc praktische Bedeutung.  Dagegen 

]egen es die L6sungen (I6) und (17) nahe, zu untersuchen, ob im Falle b2--- ~ I eine 
Vereinfachung der Rechnung zu erzielcn ist. 
Denn in beiden F~llcn gehen ftir 8 2 =  I 
die L6sungen ineinandcr fiber, es t re ten also 
Doppelwurzeln auf. 

Wir wollen deshalb im Falle 82= I ver- 
suchen, die charakterist ische Gleichung mit  
den Koeffizienten (15) durch einen Ansatz 
ftir Doppelwurzeln zu 16sen, suchen also (4) 
darzustellen in der Form 

(qz 9'* + q2 72 + q~)S = o. 

Wir kommen zu den Bedingungen:  

Pl  = q~, 
Ps ~ 2 qz qs, 
p~ ~-- 2 qx q3 + q~, 
P4 ~ 2 q2 q3, 
p~ ~ q~. 

Wie zuvor  berechnen wir wieder aus der 
ersten, zweiten und fiinften die Koeffizienten 
qz, qs, qa und erhalten 

q l =  I ,  
q2 = 2 (b s + a 2) + k s, 

0 t g 3 
k . q 3 = b 2 ( b 2 + 2 a 2 ) .  

A b b .  5.  ? = ] ( k )  f f i r  g l e i c h  g r o B e ,  e n t g e g e n g e s e t z t  g e r i e h i e t e  
Imp~l~ ae~ r(r~i~ <k,~-~,l boJ ~,,~i~d . . . .  Kopp- Die dri t te  und vierte Bedingung sind wieder 
lungen. Die angeschrieb . . . .  ZahlenbezeichnendieWerte notwendig und hinreichend for  das Vor- 

Y o n  a ~ t i i r  (~2 ~ b ~ = z .  

handensein yon  Doppelwurzeln. Wie man 
sich leicht durch Ausrechnen iiberzeugt, sind sie im vorliegendcn Falle erftillt. Wit  
kSnnen nunmehr  die strenge Ltisung ftir den Fall ~ z =  I angeben: 

(~8) 

Das Ergebnis ist: Im Fall gleicher Abmessungen und gleichen, abet  entgegengesetzt  
gerichteten Impulsen t re ten ffir 8a=  I Doppelwurzeln auf. Wir haben also nur  eine 
Nuta t ion  und eine Pr~izession. 

:Der EinfluB der lmpulsgr• k sowie der Raumfesselungsgr6Be b s ist in (18) genau 
so, wie im vorangehenden Fall der gleichsinnigen Rota t ion beider Kreisel. Anders 
jedoch ist diesmal der Einflul3 der Kopplung a s. Das zeigt Abb. 5, worin 9' abh~ngig 
yon k ffir verschiedene a z dargestellt ist. Die Nuta t ionskurven haben den gewohnten 
Verlauf, ihre Frequenzen wachsen mit  wachsendem a 2 fiber alle Grenzen. Die Frequenz- 
kurven der Pr~izessionen jedoeh gehen ftir alle a s yore  Funkte  ( k =  o, 9' = I) aus 
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und nehmen dann je nach der Gr6t3e yon a 2 melar oder weniger stark ab. Auch hier 
geht das Anwaehsen der Nutationsfrequenzen 78 = Y, sowie das Abnehmen der Pr/i- 
zessionsfrequenzen 71= ?9 derart vo r  sieh, dab stets ?x?a = ?274 eine vom Impuls 
unabhS~ngige Gr6ge ist. 

c) V e r s c h i e d e n e r  I m -  
puls  b e i d e r  Kre i se l .  Sieht 
man yon den leichter zu be- 
handelnden Grenzf{illen z.B. 
ftir verschwindende oder starre 
Kopplung ab, so kann man 
bei versehiedenem Impuls der 
Kreisel einen Uberbliek fiber 
den Verlauf der Wurzeln nur 
dadurch bekommen, dab man 
die charakteristische Gleiehung 
(4) naeh einer numerisehen 
Methode auflOst. Das ist in 
zwei F~illen auch ausgeffihrt 
worden. Abb. 6 zeigt den Ver- 
lauf der Wurzeln, berechnet 
ftir die Werte ~2--- I, b2= I, 
k2= o, d.h. der zweite Kreisel 
soll stehen. Dieser Fall ist 

6 

51 ~z-o: --- 
if2_ 0 ~e_ 7 : - -  

't . . . .  

-r -3 -g  - !  0 1 g $ 

Abb. 6. y =l(k~) f/Jr den Fall, dab nur ein Kreisel lgmft. Die Kurven geh{Sren 
z u  ~ 2  ~ O~ g 2  ~ I~  lz  = ~ C o  $ O W i e  ~ 2  ~ b 2 ~ I .  

~berall da yon Bedeutung, wo ein Kreisel mit einer trS.gen Masse gekoppelt ist. Da k 1 
ftir diesen Fall in der eharakteristisehen Gleichung nur als Quadrat vorkommt, so 
ist das Kurvenbild symmetriseh zur ?-Aehse. Bei niehtgekoppelten Kreiseln (a2--=o, 
gestrichelte Kurve) sind drei 
Schwingungen vorhanden: fiir 
den laufenden Kreisel I eine 
Nutation und eine Pr~izession, 
far den stehenden Kreisel II 
eine Pendclsckwingung, deren 
Frequenzgr6Be bei den ge- 
wS.hlten Zahlen den Wert I 
hat. Wird die KopplungsgriSBe 
a 2 = I (ausgezogene Kurve), so 
hat das System vier Frequen- 
zen, und zwar eineNutation und 
eine Prgzession und dazwisehen 
zwei Sehwingungen, die far 
kx---~ oo gegen denselben Grenz- 
wert gehen. DieseTatsaehe be- 
weist, dab bei einem noch so 
schnell laufenden Kreisel, der 
mit einer tr/igen Masse gekop- 

6 

~e.O:--_ 
i hz_g ~z..-l: 

ga~,.oo: . . . .  

/ i  I /  

/ t"  

-r 
]r I " 

Abb. 7. ? = l(kn) bei verschiedenen Impulsen der Kreisel. Die Kurven geh6ren 
Z U  ~ 2  ~ O j  g 2  = I~ g 2  = O0  $ O W i e  ~2  = b ~ ~ I u n d  ~ l  = 2 .  

pelt ist, Frequenzen auftreten 
kOnnen, die die GrOBenordnung einer Pendelschwingung haben. Wird die Kopplungs- 
grOBe a 2 noch grOfler, so wandert die Nutationsfrequenz zu immer grOBeren Werten hin, 
aber auch der Grenzwert der beiden mittleren Frequenzen wird grOfler. Im Grenzfall 
a2~---oo (starre Kopplung) sind schlieBlieh zwei FrequenzgrSflen unendlieh groB ge- 
worden. Es bleiben dann nur die strichpunktiert gezeichneten FrequenzgrOBen 71 
und Yg, die sich auch leicht formelm~it3ig aus dem Grenzfall starrer Kopplung ergeben. 
Man kann aus dem Kurvenbild ohne weiteres die Bezirke herauslesen, die von den 
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einzelnen Frequenzgr6flen )J durchlaufen werden, wenn  a 2 alle m6glichen Werte yon 
0 bis oo durehl~iuft. 

L~iuft aueh der Kreisel II, so kommen die Kurven yon Abb. 7. Dabei ist ffir den 
zweiten Kreisel die Impulsgr6Be k 2 =  2 gesetzt worden. Sind die Kreisel nieht ge- 
koppelt (a 2 = o, gestrichelte Kurve), so hat  jeder Kreisel ftir sieh zwei Eigenfrequenzen. 
Da die Wurzeln fiber der Impulsgr6Be k I aufgetragen sind, so sind die Frequenzea des 
Kreisels II  natfirlich unveriinderlich. Fa r  die Kopplungsgr6f3e a 2 = I zeigen die aus- 
gezogenen Kurven  den Verlauf der Wurzeln. Ffir k 1 -~ oo geht stets eine Wurzel 
gegen Null, eine andere gegen Unendlich, wS~hrend die beiden dazwischenliegenden 
Wurzeln sieh best immten Grenzwerten n~ihern, die nur noch yon der Kopplungsgr6Be 
und der RaumfesselungsgrOfie abhS.ngen. Die beidcn ftir negative k 1 grOt3eren Wurzeln 
gehen m i t a  2 --~o~ auch gegen Unendlich,  w~ihrend die beiden anderen Wurzeln 
als Grenzkurven ftir a 2 -+o~ die str ichpunktiert  gezeichneten Kurven haben. Ffir 
k 1 = - - 2  kommen wieder die sehon zuvor behandelten Doppelwurzeln der gegen- 
sinnig laufenden Kreisel. 

2. Verallgemeinerung der strengen Liisung im Fall gleichsinniger Rotation. Die L6- 
sung (14) gibt zwar sehon einen guten l)berblick fiber den Einflul3 der einzelnen GrOt3en 
auf den Gang der Wurzeln. Um sic zu erhalten, sind jedoch viele vereinfaehende An- 
nahmen gemaeht worden. Es liegt nahe, zu untersuchen, ob dureh einen iihnliehen 
Gedankengang wie den, der zur Gleichung (14) ftihrte, eine L0sung yon gr613erer 
Allgemeinheit abzuleiten ist. Wir fragen nach den FSAlen, in denen eine Aufspaltung 
der eharakteristischen Gleichung (4) in zwei quadratisehe Gleichungen m6glich wird, 
yon  denen die eine unabh~ingig yon  der Kopplung ist. Die Bedingungen daffir lassen 
sich durch folgende (3berlegung finden: Soll die eine quadratische Gleichung unab- 
h~ingig yon a 2 sein, so lassen sieh die ihr entspreehenden Wurzeln aus einer Unter- 
suehung der GrenzfSAle a 2 =  o und a ~ =  oo bestimmen. Es mfissen also dieselben 
Frequenzen auftreten, wenn einmal jeder Kreisel for sich sehwingt (a2= o) und zum 
anderen, wenn beide Kreisel starr miteinander verbunden sind (a~= oo). Wi t  be- 
kommen so die eharakteristischen Gleichungen 

I. bei ungekoppelten Kreiseln: ftir Kreisel I 

8~ ~4 + (82 b~ + b~ + k~) ~,~ + b~ b~ = o, (I9a) 
ffir Kreisel II 

82 ~ ~ ~ ~ + b ~ b 4 = o  , (I9b) f21#2 T4 + (py dS b~ _/ #l b ~ + k~) ~,e e e 

2. bei starr gekoppelten Kreiseln: 

as (~ + ~) (~y + ~) r + [(t,,~ + 1) (by + b~) + 8 s (~y + 1) (b~+ +(b~by)+b~) + (k~(b~ ++b~) ks)~] =o.~2 + ,/(19c) 

Sollen die Wurzeln der drei charakteristischen Gleichungen (19) gleich sein, so 
mtissen auch die einzelnen Koeifizienten gleieh sein. Man bekommt dureh Vergleich 
die Bedingungen 

! ~ --/~s = I, bl 2 = by, b a --  b4, k 1 = k 2. (2o) 

Wir haben jetzt  nachzuprfifen, ob mit  Einffihrung der Annahmen (2o) eine Auf- 
spaltung der Gleichung (4) in ein Produkt  yon der Form (IO) m0glieh ist. Dazu maehen 
wir den Ansatz ql = as, | 

q2 = 82 b~ + b~ + k z, J q~ = bl ~ ~ .  

Dann bekommen wir aus der ersten, zweiten und ffinften Gleichung (II) 

q4--- 52, 
q~ = as (~ + 2 a~) + b~ + 2 a~ + k s, 
q0 = (b~ + 2 a~) (~ + 2 a.~). 



IX. Band x93S. Magnus: Schwingungen kraftgekoppelter Kreisel. I89 

Sind auch noch die dritte und vierte Bedingungen (I I) erfOllt, so ist eine Aufspaltung 
der charakteristisct~en Gleichung (4) mit dem erw~ihnten Ansatz m6glich. Man tiber- 
zeugt sich leicht durch Einsetzen, dab das auch tatsgchlich der Fall ist. Wir k6nnen 
nun sofort die verallgemeinerte L6sung angeben: 

=~ ' , '  ,/r6'~b~+ b~ + k " l  ~ b~ b~ .1/6 b'l-b'q-}-k2 V[ ~z~ 
71-~ ~ V ~ J ~* , 

Y2 
_ _  1 / /  8 /  - -  

F 2 6"* V [  2 6 ~: J 6 ~' ' 

r a = i  6 =b~+b~+k = ] / [6  b t + b s + k '  '-' b~bg 

Y4"~-i~ 6~(b~+2a~)+b~+2a~2+k=26 a ~" /[5~(b~+2a~)+b~+2a~+k=]'-'~6 ~ (b~+2a~)(b,+2a~)6, 

Dieses L~sungssystem gilt unter der einschr~nkenden Voraussetzungen (20). Es 
daft also dlesmal die Kopplung sowie die Raumfesselung tier Kreisel in der O- und 
~o-Ebene verschieden sein. Jedoch muB Gleichheit der Raumfesselungen der Kreisel 
in der 0-Ebene bzw. in der ~o-Ebene verlangt werden. AuBerdem mfissen die Trgg- 
heitsmomente der Kreisel in der #- bzw. in der ~o-Ebene sowie auch die Kreisel- 
impulse gleich sein. 

3. Niiherungslfsungen fiir gro•en lmpuls. Die L6sungen der bisherigen Sonderf~lle 
bieten zwar schon einen ganz guten Uberblick; sie sind jedoch bei der ungeheuren 
Vielzahl yon M6glichkeiten lange nicht ausreichend. Die charakteristische Gleichung 
enth~lt II Gr6flen, die unabh~ngig voneinander ihre Wertebereiche durchlaufen 
k6nnen; die Mannigfaltigkeit der zu erwartenden Erscheinungen ist also auf3erordent- 
lieh grol3. In jedcm zahlenm~f3ig gegebenen Fall kann man zwar aus der charakteri- 
stischen Gleichung (4) die FrequenzgrO13en numerisctl ausrechnen; jedoch sind ffir 
eine Kl~rung der allgemeinen Verh~ltnisse Ngherungsformeln wertvoIler, die man 
durch gewisse VernachlXssigungen und Vereinfachungen gewinnt. Da nun in der 
Technik haupts~ichlich schnellaufende Kreisel verwendet werden, so sollen ffir sie 
gen~herte L6sungen ffir die einzelnen Frequenzgr6Ben angegeben werden. Dabei 
sei unter ,,schnellaufendem Kreisel" und ,,groBem Impuls" verstanden, dab die in 
der charakteristischen Gleichung (4) vorkommenden Gr6Ben a 2 und b z, auch wenn 
sie mit den Verhgltnisfaktoren ~2 und #~ multipliziert sind, dort vernachl/issigt werden 
sollen, wo sie additiv zu den ImpulsgrOflen te e hinzukommen. 

a) N g h e r u n g e n  ffir d ie  P r g z e s s i o n s f r e q u e n z e n .  Da )'1 und )'2 ftir grogen 
Impuls sehr kleine Gr6gen sind, so wollen wir die beiden h6chsten Potenzen ),s und ),6 
vernaehlgssigen und nur ),~, ),z und das konstante Glied beibehalten. Die Koeffizienten 
wollen wir vereinbarungsgem~iB vereinfachen, so dab dann als charakteristische 
Gleichung fibrig bleibt 

Pa 7 ~ + P,, )'" + P5 : o. 
Die L6sung ist 

, ,  4- (22) 

Hieraus k6nnen ffir alle Sonderfglle die Ngherungen fgir grot3en Impuls gewonnen 
werden. So erhSAt man zum Beispiel aus  (22) ffir den Fall k~ ~---k 2 und ,,gleiehe Ab- 
messungen" die einfachen Formeln 

�9 b = .b = + 2 a  ~ ( 2 2 a )  
y i = t T ,  Y~=z T ,  

ein Ergebnis, das man natfirlich aueh aus der L6sung (14) sofort hgtte gewinnen k6nnen. 
b) N~ihe rungen  ~tir die N u t a t i o n s f r e q u e n z e n .  Ganz entspreehend kann 

man bei der N~herungsrechnung ffir die beiden Nutationsfrequenzen verfahren. Ffir 

(2i) 
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hinreichend grofien Impuls sind die Frequenzgr6fien 7a und 74 sicher so grol3, dab 
man unbedenklich das konstante Glied sowie .das Glied mit 7 ~ in der charakteri- 
stischen Gleichung (4) streichen kann. Dann bleibt 

/91 Y 4 -+- P2 7 ~ -1- Pa = o 
mit den Koeffizienten 

Pl = 04 /~ /~ ,  
2 2 2 p~ = 0 2 (k~ + k~ ~ / ~ ) ,  

p~ = kl ~ k~. 

Die L6sung nimmt die Form an 

kl - i :k~ (2s) 7 3 : i  T ,  ?4-- 6~1t,2" 
Wegen des einfachen Baues der Formel wollen wir in diesem Fall die ursprtinglichen 

dimensionsbehafteten Gr6flen naeh (3) wieder einffihren. Wir erhalten dana ftir die 
Nutationsfrequenzen 

J1 J, 
~ - 1 / ~ o T ,  ' ~ ' -  f o ~ - ~  (23 a) 

Das sind aber genau die Nutationsfrequenzen, die jeder Kreisel ffir sieh haben w(irde, 
wenn er nicht gekoppelt w//re. Wir kommen also zu dem Satz: Ffir groflen Impuls 
und nieht zu starke Kopplung haben gekoppelte Kreisel dieselben Nutationsfrequenzen 
wie die ungekoppelten Kreisel; jedoeh finder dutch die Kopplung eine 15bertragung 
der Nutationsfrequenz des einen Kreisels auf den anderen statt, so dab bei jedem 
Kreisel beide Frequenzen auftreten. 

4. Bemerkung zur Stabilitiit der Bewegungen. Die Frage nach der StabilitS.t der 
Bewegungen h~ingt wesentlich yon der Gestalt der Wurzeln der eharakteristischen 
Gleichung ab. Offenbar gibt es zwei M6gliehkeiten, bei denen InstabilitS.ten auf- 
treten k6nnen, crstens, wenn eine oder mehrere Wurzeln positiv reell oder komplex 
mit positivem Realteil sind, zweitcns, wenn Mehrfachwurzeln auftreten und dadurch 
die vor dcn entspreehenden L6sungstermen stehenden Amplitudcnfaktoren Polynome 
der Zeit sind. 

Es l~ifit sich nun ganz allgemein zeigcn, dab bci dem betrachteten Differential- 
gleichungssystem InstabilitS.ten dureh reelle Wurzeln oder positive Realteile der 
komplexen Wurzeln nicht auftreten k6nnenL 

Weiter l~iflt sieh zeigen, dab beim Vorhandensein yon Doppelwurzeln die Glieder 
in den Amplitudenfaktoren versehwinden, die die Zeit t als Faktor haben. Der dadurch 
entstehende Mangel an verftigbaren Konstanten wird durch eine entsprechende Unbe- 
stimmtheit der bleibenden Konstanten ausgeglichen. Lediglich in dem Grenzfall, 
dab beide Kreisel in derselben Ebene keine Raumfesselung besitzen, brauchen die 
Faktoren der Zeit vor den L6sungstermen nieht zu verschwinden. Aber dann be- 
deutet das keine eigentliche Instabilit~it, sondera nur eine wandernde Gleiehgewichts- 
lage, um die dann die anderen stabilen Schwingungen erfolgen. 

i l i .  Die B a h n k u r v e n  der  K r e i s e l s p i t z e n .  
1. Allgemeine Diskussion. Die Bahnkurven, die die Spitzea..der Kreiselachsen 

bescllreiben, ergeben sich, wie aus Abschnitt I bekannt, durch Ubereinanderlagern 
yon vier elliptischen Sehwingungen. I~ber die Achsenverh~iltnisse dieser einzelnen 
Ellipsen soll im folgenden eine Aussage gcwonncn werdcn. Dazu mtisscn wir aus den 
Gleiehungen (2) die VerhSAtnisse A/B, A/C, AiD, BiD berechnen. Aus diesen Ver- 
hiiltnissen, deren Werte wegen ihrer Unfibersiehtlichkeit nicht erst hingeschrieben 
werden sollcn, kann man folgendes ersehen: 

1 Siehe z . B . E . J .  Routh, Essay on the stability of motion. 
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t. Die Verhfl tnissc A/C, =J/D, B/D crscheinen in kolnplexer Form. Das ist klar, 
da sit ja Verhiiltnisse der Ampli tuden yon jc zwei zueinander senkrechten Sehwin- 
gungen darstellen. ~4/B ist als Verh~iltnis der Ampli tuden 01 und va2 reell. 

2. Beide Kreisel machen :,ihnliche Bcwegungen, wcnn A/C== BID ist. Dureh 
Vergleieh sehen wir, dab dies eintr i t t  fiir 

also ftir zwei Kreisel mit glcichem Impuls, gleichen Tr~igheitsmomenten und gleichen 
Raumfesselungen in der ~9-Ebene und in der 7,-Ebene. 

Z. Niiherungen fiir groBen lmpuls. Wie bei den FrequenzgrOl3cn, so bringt ouch bei 
den Amplitudenvcrhgltnissen einc BeschrSmkung auf sehr groi3en impuls erhebliche 
Vereinfachungen. 

Wir  bctrachten zunSchst die Amplitudenverhiiltnisse der Nutat ionsschwingungen 
und gehcn hierzu mit den zuvor ft~r die FrequenzgrOBen errechneten NSkerungsformeln 
in die aus (2) sich ergebenden Vcrh~iltniswerte ein und vernachlgssigea die GrOt~en a 2 
und b 2 dort, wo sic additiv zu den GrOt3en k 2 hinzutreten.  So kommt  man zu sehr 
einfaehcn Formeln, die noch durchsichtiger werdcn, wenn man wieder mittels (3) 
die ursprt'mglichen dimensionsbchaftetcn Gri}i,~en cinftihrt, n:,imlich 

|10~,, ' 

(-'c ~.,=/' -o~.: ~,J,O~:,+<'~.J~o,.,' 
-,/0.~, c~ ,I1 0.,..: + c2,12 O,,, 

1 t ~ 1~) y , ,  ' 

Da 7~ die ]'2igennutation des Kreisels I und ;q die Eigennutat ion des Kreisels II 
ist, so sieht man: Jeder  Krcisel hat  ftir die Frequenz, dic ibm eigen ist und die er im 
ungekoppelten Fall allein zeigen wtirde, ouch das Alnplitudenverh;~iltnis, das ihm eigen 
ist. Die durch die Kopplung tibertragene Nutatim~ hat aber tin AmplitudcnverhSJtnis, 
das wesentlieh van der Kopplung und den Impulsen abhangt.  

Bei den Amplitudenverhfiltnisscn der Prfizessionen kommt  man nicht zu so klaren 
Formeln, da ja schon die entsprechenden Nfherungsformeln far  die FrcquenzgrOi3en 
sehr viel verwickelter sind, jedoeh sieht man, dab die Tr;,~gheitsmomente nieht in 
die Rechnung eingehen, da die entsprechenden Glieder (tie Or6Benordnung Ifk e haben 
und so gegen die die Stabil i tStsmomente b e und a 2 vcrnaehlSssigt werden kOnnen. 
Die Amplitudenverhfiltnisse dcr Pr~izessionsschwingungen hSngen also nur  noch yon 
den Momenten der Raumfesselung und der Kopplung ab. 

Rechnen wit im Sonderfall ,,gleicher Abmessungen << und gleichen Impulses mit  
den N:Ahcrungsformeln (2za), so nchmen s:,imtliche Verhi~ltnisse den Betrag eins an, 
d. h. die PrUzcssionsschwingungcn sind f/Jr diesen Fall Kreisschwingungen. 

IV. Orenziibcrgiinge zu starren Kol~plungen. 
I. Allgemeine N~iherungsl~sungen. Bei den in Abschnit t  I[, 3. gerechneten NS&c- 

rungsl6sungen fflr groBen Impuls ist stets in der charakterist ischen Gleichung (4) 
einc Gr6fie a 2 oder b 2 dort  vcrnachl~issigt wordcn, wo sic addit iv zur lmpulsgr6Be k ~ 
hinzutri t t .  Dicsc VernachtSssigungen sind sieher fiberall erlaubt, wo die Kopplung 
durch nicht zu starkc Zug- odor Torsionsfedern geschieht. Dagegen muB dic Rechnung 
versagcn, wenn zum Beispiel eine schwanke Welle des Kreisels eine Kopplung mit 
den Massen der H~ingung hervorbringt.  Oder, wenn zwei Kreisel zwar in der einen 
]~bene mit Federn gekoppelt  sind, jedoch durch eine starre, in Wirklichkeit  abcr 
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immer etwas clastiscl{e Verbindung gezwungen wcrden, in der andcrcn Ebene stets 
gleiche Ausschlfige zu machen. In diesen F~illen k6nnen nfimlich die Kopplungsgr/3fien 
oder auch die Raumfesselungsgrt)fien sehr grofie Werte  annehmen. Dann wird man 
aus einer Absch~itzung der Gr6fienordnungen leicht ersehen, welche Vernachlgssigungen 
in der eharakteristischcn Glcichung gemacht  werden dtirfen. Liegt eine Kopplung 
dutch eine elastische Kreisclwellc oder durch die unvermeidliche Elastizitiit der Auf- 
h;Angung des Kreisels vor, so wird im allgemeinen bci praktischen Problemen der 
dieser Kopplung entsprechende Koeffizient grofi sein gegen die Impulsgr6gen, und 
dicse werden wieder grofl sein gegen i. 

Fiir die gen~iherte L0sung der charalr Gleichung kana  man nun die 
Tatsache ausnutzen, dab die VCurzeln 7 oft sehr verschiedene Gr6genordnungen 
haben. Sind die 7 klein gegen eins, so kann man sicher die beiden h6chsten Potenzen 
in (4) fartlassen und erh~ilt aus dcr dann zurtickbleibenden quadratischen Gleichung 
ftir ),2 eine N'aherungslOsung. Wenn dagegen die Wurzeln 7 grofle Werte  annehmen, 
so sind die beiden letzten Glieder, das Glied mit ?2 und das konstantc Glied fortzu- 
lassen. NachtrSglich muff man sich dann tiberzeugen, ()b die gemachten Vernach- 
FAssigungen wirklich erlaubt waren. Man bekommt  auf dic angegebene Weise aus der 
charakterist ischen Gleichung (4) die NfiherungslOsungen 

7 1 ~ - -  - -  P4 -4- 1 / -  p ~ - 4 p a p ' ~  , / 
ap:, ~- / s 4r (241 

y-r * -- --  72~ i- -- V 4 J2~ ' 

In cinigen Fhllon haben die V(urzeln alle eine vcrschicdene GrOt3unordnung, so 
daft man sich dann die Rechnung noch weiter vereinfachen kann, indom man einfach 
aus der charakteristischen Gleichung ]e zwei Glieder hcrausgrcift und daraus ]ede 
VVurzel einzeln bestimmt. Auf diese W'eise kommt man zu der Li~sung 

/, P~ ., P:, 
t'~' (25) 

ya -- P4 y~ 
p~ , p, 

l)iese I'(gllerungsl6sungen haben ve t  allem dort  eine Bedeutung, we es sich darum 
handelt,  dun Einflufl der verschiedenen Gr61len auf den Gang der Wurzeln zu erkennen 
und um eine allgemeine I~'bersicht tiber die Eigenschaften des Kreiselverbandes zu 
gewinnen. 

An zwei Beispielen so]l gezeigt werden, wie vielseitig und aufschluBreieh das Ver- 
fahren sein kann. 

2. Kopplung in einer Ebene start, l)ie Kopplung sei so beschaffen, dab die Kreisel 
zum IBeispiel in dcr w-Ebene gleiche Bewegungen machen mtissen. Dann wird c 2 
und damit  a~ der Theorie nach unendlich graft sein. Wegcn der Elastizits jedoch 
wird cs eincn zwar sehr groBen, aber doch endlichen Wert  haben. I)abei ist es gleich- 
gtiltig, we man diese Elastizit;~t lokalisiert, ob in der Kreiselwclle, im Kopplungs- 
mechanismus oder in der Aufhiingung; nur muff man beachten, was dann unter  dun 
verschiedenen Tr~igheitsmomenten gemeint ist. 

Wegen a,] >~> I k6nnen wir in der charakteristischen Gleichung (4) setzen 
o o o ~ o b~ + a~ ~ a~,  b'~ + aa ,~ a.-,, 

aber 

Gegen diese Glieder sollen alle additiven Glieder yon der Gr6Benordnung a~, b~, 6 2, 
it 2 vernachlSssigt werden, nicht jedoeh die Glieder mit k 2. Denn wir wollen uns aueh 
hier auf den teehnisch wichtigen Fall des sehnellen Kreisels besehr~inken, so daft 
wir auch die sehon in Abschnit t  II, a. besproctlenen Vernactfl~issigungen ftir ,,groBen 
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lmpuls" gelten lassen dtirfen. Wir behalten demnach yon der charakteristischcn 
Gleichung (4) die Koeffizientcn 

" ~6 2 " I) 0 2 ' "  " ~ ~ p~=a. , /q  (1,:,.+ + (k~ +E,~/,,,leO, 
- -  s ~ 2 o p~ - ,, (k,,. -5/,~ k~) + te~ k~, 

P4 = a~ [(kx + / e , ) '  - a~ + k~ hl + k~ b ~ ,  
p.~ = a~, (b~, + b~,) [b~ b~ + a{ (b~ + b~,)]. 

Setzt man diese Koeffizienten in (24) ein, so finder man, dab die Gr6flen 4 Pa Ps 
bzw. 4 Pl Pa ihrerscits klein sind gegen p~ bzw. p~, so dab man tatsiichlich die Rechnung 
noch welter vereinfachen kann, indem man (25) benutzt. ])urch Finsetzcn sicht man 
naehtr~glich leicht, weshalb eine sMehe Vereinfachung der L6sung m6glich war. Alle 
Wurzeln haben nSanlich eine verschiedene GrOl]enordnung, und zwar yon ),~ bis Y~' 
die Gr6fienordnungen I/k 2, I, k 2, a~. 

Ohne das Ergebnis erst in der dimensionslosen Form hinzusehreiben, ffihren wir 
wieder die ursprtingtichen dimensionsbchafteten Gr613en ein und geben, um das Ergebnis 
der Anschauung n~iher zu bringen, gleich die Schwingungszeiten an: 

1 /  r.. J~ § r1.1~ -+- cl (J1 q- j=)2 

/ J~, oy.: + a'~ o>., + ~ .  a~ al 

r2,1~ + rl J,~ + cl (.I1 + 4 )  2 ' 

= o, , :Wa,  (26) 
Ta 2 

T 4  = "9 ~rr, --..  C2 

Die Gr6gen a2/ce sind bier die Verbesserungsglieder, die ftir die ElastizitSt in Reehnung 
zu setzen sind. Wenn auch c e sehr grofle Werte haben mag, so kann doch a~/c z bei 
schnellen Kreiseln so groB werden, dal3 es nieht vernachlfissigt werden darf. 

Nachtrfiglieh kann man in den Formeln (26) den Grenztibergang cg --> oc machen 
und bckommt dann die Formeln dcr Schwingungszeiten bei absolut starter Kopplung 
in dcr wEbene. 

Schlieglieh sei tiber die Gr6Benordnung dcr Schwingungen noch folgendes bemerkt. 
T~ ist eine typisehe PrS.zessionsschwingungszeit, die in dieser N~iherung unabhSngig 
yon elastischen Wirkungcn der Kopplungen ist. Die Schwingungszeit T2 verdient 
wohl die meiste Beachtung. Sic liegt in der Gr013enordnung einer normalen Pendel- 
schwingung und wird ffir a~ = a~ vollkommen unabh/ingig veto Impuls, wenn man 
Yon dem Verbesserungsglied absieht. Das ist durchaus nicht selbstverst~indlich und 
zeigt, dab auch bei sehnellaufenden Kreiseln Pendelsehwingunge n um Achsen, die 
zur Kreiselachse senkrecht sind, auftreten kOnnen. Der Kreiselverband verhS~lt sich 
also so, als ob die Kreisel gar nieht liefen. Durch das Verbesserungsglied wird die 
Sehwingung langsamer. T 3 ist cine typische Nutationsschwingungszeit, bei der im Z~ihler 
und im Nenner Zusatzglieder auftroten, so dab sieh die elastisehen Wirkungen der 
Kopplungen teilweise aufheben. Da bei T~ der Faktor I/c~ auftritt, so hat T~ die 
Gr6flenordnung der bei Schwingungen yon elastischen Stgben auftretenden Schwin- 
gungszciten und grenzt schon an das Gebiet der Akustik. 

3. Kopplung in beiden Ebenen starr. Dieser Fall soil hauptsgchlieh wegen der Ver- 
besserungsglieder angegeben werden; denn ffir v6llig starre Kopplung in beiden 
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Ebenen brauchte man nicht das Verfahren iiber die eharakteristische Gleichung (4) 
anzuwendcn, sondern k6nnte einfach aus dem Gleichungssysten~ (l) die 1.6sung 
herleiten. 

\Vir gcben den Kopplungskaeffizieneen q mad c 2 und damit auch den dimensions- 
lasen Kopplungsgr6t3cn a~ und a~ schr groBc, abcr cndlichc \Verte. ])ann ftihrcn wit 
\vie in dcm zuw)r besprochenen Fall Vernachliissigungen tin. Man erh~ilt so aus (4a) 
die Kocffizicntcn 

. . . . . .  ~ '.'. (~2 a l  a',", o I ) " I ) ,  Pa --=- k:-', (a'?, + b2 a{) 4- k~ let,. 4- k; (Iq a., ' " . . -~/, ,~ a2 a'~) + . ( /q  + (/,,:,. + 

p~ = a'~ ~ (k,  + I~,3 ~ , 
p~ = a,  ,~ (b~ 4- b~,)(b~ + ~ )  . 

Zur l~cstimmung dcr t.Trcqucnzgr6i.kn kann ma~: die Glcichungen (24) und  (25) 
bcnutzen. ])a Yl die Gr6Bcnordnung I/]e hat, ),~ al)er (lie GrOficnordnung k, so k6nnen 
wit zur Bcstimmung dieser beiden FrequcnzgrOt3en die cinfachen Forineln (25) an- 
wenden. Ffir 7a und Y4 jedoch rout3 Gleichung (24) genommen werden. ])iese beiden 
Schwingungen sollen nicht erst hingeschrieben werden; doch sieht man schon aus 
ihrer Gr0Benordnung a~, dab es zwei sehr schnelle Schwingungcn sind, deren Frequenz 
noeh tiber dcr der Nutat ion liegt. Ffir die beiden anderen Schwingungen bekommen 
wir nach Einfflhrung der ursprfinglichen Gr61.~en die Schwingungszeiten 

./1 q ./z } 
Y 1 = 2 y 1/ir ' + r,) {}a-+-;,) ' / ]/(o.,+o..)(~,.,q o>)+J,~( 9 ~ " +  ~ 1 7 6  o * ' - ] + J ~ J ~  (27) 

1 /  " " \ 6 2  e l  / " \ ,  ci c1 / clc2 
7'~ = 2 x r . . . . . . . . . . . . . . . . . .  .I, :+:-4 

I)araus sehen wir, dab dic Prfizessionsschwingung 7' 1 in erster N~herung nicht 
dutch elastische Einfliisse gest6rt wird, wohl abet die Nutationsschwingung T=, bci 
der noch drci Verbesserungsglieder auftreten. 

Wir wollen die Forme]n (27) noch auf einen besonderen Fall anwenden, n~imlich 
auf ein Kreiselpendel, das in einem Kardangeh:,~nge gelagert ist. Die Kreiselachse 
so]l senkrecht stchen und die Kardanringe sollen dem Kreisel Bewegungsfreiheit um 
die waagerechtcn Achsen geben. Wir nehmen an, die Kreiselwelle sei etwas elastisch 
und vermittle so eine Kopplung zwischen dcrt Massen der AufhKngung und dem 
t4.reiselk6rper. Mit dem Zeiger I wollen wit die lI~ingung, mit 2 den Kreisel selbst 
bezeichnen. Dann haben wir in unseren Formeln zu setzen 

J1 = o ( =  Impuls der l-l';ingung), 
J 2 =  d ( =  Impuls der Kreiselscheibe), 
(9,== ~)y== 6)1, ( =  Tr{igheitsmoment der Kreiselscheibc um die Ouerachse), 
O,, 4- Ok-~-6).. ( =  Trggheitsmomcnt des gesamten Systems um die x-Achse), 
6)y, + ~gk= ~9~. ( =  Tr~igheitsmoment des gesamten Systems um die y-Achse), 
r 1 + r e =  G~ lq ( =  Stabilit~itsmoment des Systems um die x-Achse), 
r a + r ~ = G z h  ~ ( =  Stabilit{itsmoment des Systems um die y-Achse), 
c~ =- c u = c ( =  Kopplungskoeffizicnt der dastischen Kreiselwe]le). 

]3amit bekommen wir die Schwingungszeiten 

2 n , l  

(27a) / d z  

. . . . . . . . .  g . . . . . . . . . . .  
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Die Pr~izcssion bleibt also unbeeinfluBt, die Nutation jedoch wird langsamer gegen- 
tiber der Nutation bei v611ig starrer V~relle, und zwar um so mehr, je gr613er die "i'r/ig- 
heitsmomente der Kardanringe sind, und je kleiner c ist. AuBerdem fiillt das Ver- 
bcsserungsglied um so mehr ins Gewicht, je gr6ger der Impuls ist. 

SchlieBlich sci noch das Ergebnis fiir einen anderen Fall bekanntgegeben ohne 
Durehfiihrung der Rechnung im einzelnen. Ein Kreisel mit etwas clastischer WelIe 
sei so in einem einzelnen Kardanring aufgehgngt, dab er nur noch zwei Freiheits- 
grade besitzt. Die Ausrechnung der Schwingungszeit mit starrer Welle ergibt einfach 

r =-= 2 Jr ]/77.103'hl ' ~0' 

also eine yore ]mpuls unabll~,ngigc Scilwin- 
gungszeit. Rechnct man dagegen naeh tier la" 
angegebenen Methode, so bckommt man 

,12 ~ I  
OY +-7- 

T =- z.~ a , / , ,  - '  (27 b) g 

Wir haben also eine AbhSmgigkeit vom hn- ;tOo 
puls. ])as ist aber genau dieselbc Formel, 
die schon A. F6ppl 1 ffir eine Kreiselpendel 
mit elastisch nachgiebiger Stiitzung auf 
anderem Wege abgeleitet hat. 

4. Allgemeine Bemerkung. Die in den 
beiden angeftihrten Beispielcn bei den 
Koeffizienten Pi vernachlfissigten Glieder 
kt)nnte man ohne jede Sehwierigkeit in der 

aku~sche 

Pendelschw. 

DUl7 

normu/e Kopp/ung Kopp/z{ng KuppJung m &i- 
Ifopplung :neine," /n beideh den f ben~n ,'eine 

Ebene sl~" Ebenenslurr RuumP. slum 
Kopplungs~:ud 

Abb. 8. 

wcitcren Rechnung beibehalten. Jedoch werden dadurch die Gleichungen nur untiber- 
sichtlicher. Auch wiirde die dadurch erreichte h6here Genauigkeit wegen der Fehler 
der gcn/ihcrten L6sungsmethodc ohne Bcdeutung sein. Man muff sich jedoch hiiten, 
nachtr{iglich in den L6sungcn Grenztiberggnge (z. B. k -+ o) zu machen, wcil dann 
in vielen FSllcn gerade den vernachl~issigten Gliedern die ausschlaggebende Bedeutung 
zukommt. Es ist deshalb vorecilhafter und fiihrt auch sclmeller zum Ziel, wenn man 
in jedem cinzelnen Falle yon der charakteristischen Gleichung (4} ausgeht und dort 
die M6glichkeit yon Vernachl~issigungen in den Koeffizienten pi naehpr~ft. 

Als allgemeine Eigensehaft der Wurzeln 7~ k6nnen wir feststellen: Mit st~irker 
werdendem Kopplungsgrad nehmen die Wurzeln gr6Bere Werte an, d. h. die Schwin- 
gungen werden schneller. Und zwar k/Jnnen so die Frequenzen in ganz andere Gr6t3en. 
ordnungen kommen. Wir bezeichnea die ganz langsamen Schwingungen (bis zu 
IO -~ Hertz) als Pr:~izessionen; das sind Sehwingungen, deren Frequenz im wesent- 
lichen durch den Kreiselimpuls und die Stabilit~tsmomente bestimmt ist. Sehwin- 
gungen, dercn Frequenz die Groflenordnung T Hertz hat, woHen wit kurz a[s Pendel- 
schwingungen bczeichnen; sic sind haupts~iehlich durch $tabilithtsmomente und 
Tr~igheitsmomente gcgeben. Die darauffolgenden, yon Impuls und Trfigheitsmomenten 
abh~ingigcn Schwingungen yon der Groflenordnung etwa Io Hertz sullen Nutationen 
heificn. Schliefllieh seien die ganz schnellen Zitterschwingungen v o n d e r  Frequenz 
etwa Ioo Hertz und mehr als akustische Sehwingungen bezeichnet. Diese sind dutch 
die elastischen Eigenschaftcn der ,,starren" Kopi~lungen bestimmt. 

Tragen wir uns diese Gr613enordnungen der Sehwingungen tiber dem Grad der 
Kopplung auf, so kommen wit zu der schematisehen Abb. 8. Diese zeigt anschaulich 
eine wescntliche Eigenschaft der einzelnen Sehwingungen. Die auf der Ordinate 

1 A. F6ppl, Technische Mechanik, Bd. VI, w 4 o. 

14 
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aufgetragenen Zahlen sind nicht Werte  in Hertz,  sondern Maflzahlen ftir die dimen- 
sionslosen Frcquenzgr6Ben 7i. Die Gr6fie ist jedoeh so gew;~hlt worden, dab sic mit 
den oben angegebenen Werten tibereinstimmt. Es ist sofort ersichtlieh, dab mit st~irker 
werdendem Kopplungsgrad alle Schwingungen sehneller werden. So durchl{iuft 
z .B .  die Frequenzgr613e ~2 fiir die der Abbildung zugrunde gclegte Kopplungsskala 
den ganzen Bercich der Sehwingungen von den PrS.sessionen fiber die Pendelsehwin- 
gungen und die Nutat ionen his zu den akustisehen $chwingungen. 

V. Einf lul l  d e r  R e i b u n g .  

1. Aufste l lung der charakter i s t i schen Ole ichung unler  Beri icks icht igung der Lager- 
reibung in den Kardanringen.  Das Gleiehungssystem (I) ist natfirlieh ein idealisierter 
Grenzfall. In "Wirklichkeit wird stets etwas Reibung in den l ,agern dcr Kardanringe 
vorhanden sein, die die Schwingungen in best immter  Weise beeinfluflt. ])ie Art  dieses 
Einflusses soll im folgenden behandel t  werden. 

Es sei angenommen, daft beide Kreisel sowohl um die x-Achse als auch um die 
y-Aehse Reibungen in den Lagern der Kardanringe besitzen, deren Koeffizienten wir 
mit s 1 bis s~ bezeichnen wollen. Die Reibungsmomente  selbst werden der Winkel- 
geschwindigkeit proportional angenommen. Damit  geht das Glcichungssystem (I) 
fiber in 

d = - -  da -a;il + 

d ~2 
dt 2 ~ -  + r 2 #,~ - -  C 1 (01 --  02) = O, 

(2s) 
d2~ol d ~  d~pl 

*,- j)- f-+ J1 ~, + s a d ) - +  r3~Pl--C2(~p2--~lh) = o ,  

-~ ~-/2-- + 32 --dr + s4 -dT + r4 W2 - -  c2 (Wt - -  ~P2) = O. 

Die L6sung dieses Gleiehungssystemes verlSmft formal gcnau so, wie im reibungs, 
losen Fall. Nur sind jetzt  aufler den dimensionslosen Gr6i3en (3) noch vier dimensions- 
lose Reibungsgr6Ben o 1 bis 04 einzuffihren, definiert dutch 

o ; -  ~i~ (j = ~, 2, 3, 4)- 
C0 

So kommt  man zu der eharakteristisehen Gleichung 

7 ~ + ol 7 -r b~ + a~ - -  a~ - -  kl  7 o = 
- -  a~ /~  ),2 + o2 7 + b~, + a~ o - -  k2 7 o 
k~ 7 o 6 2 7 2 + oa ~, + b.~ + a~ - -  a~ 

O k 2 )~ - -  a~, /'~, 0 2 r e -~- 0 4 )~ + b, 2 + a~ 

oder ausgerechnet 

Pl 78 -}- P2 77 @ fl~ 7 ~ + ])4 Ys -t- P5 74 27 fie 7 a -~- P7 Y~ + Ps Y -~- Po = O. (29) 

Von einer Angabe der Koeffizienten sei hier abgesehen, da sic sieh als sehr lange und 
~iut3erst unfibersiehtliche Ausdrficke erweisen. 

2. Niiherungsl6sung fiir kleine  Reibungen.  Sieht man von dem Fall des absichtlich 
gebremsten Kreisels (z. 13. Sehiffskreisel) at), so wird im allgemeinen die Lagerreibung 
klein sein gegen die Kreiselkr/ifte und die Federkrfifte. Da es keine MOgliehkeit gibt, 
die Gleichung (29) auf algebraischen Wege zu 16sen, so muff man sieh durch irgendein 
N;,iherungsverfahren die Wurzeln Yl bis 7s verschaffen. Das kann ffir kleine Reibung 
auf folgende Weise gesehehen. Die Frequenzgr6fle 7 sei als Funkt ion der Reibungs- 
gr6Be o aufgefaBt. Dann cntwiekeln w i r y  : / ( o )  ftir den Punk t  G--  o in eine Taylor-  
reihe d r ( o )  a "~ d ~ ( o )  + . . .  

y ( o ) = r ( o ) + o  d o  " v d o ~ -  
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Die L0sung 7(0) far den reibungslosen Fall ist aus dem Vorhergehenden bekannt. 
Die Differentialquotienten aber kOnnen wir uns nach den Regeln der Differentiation 
yon impliziten Funktionml aus der Gleichung (29) bestimmen. Bezeichnen wir diesc 
Gleichung abk0rzend mit P =  o, so sind die Differentialquotienten 

d P  
d ?, d9 
da d P  

dy  

( d P \" d~ P 
d2 y __ \ - 7 - s  " tiT" 
d a e 

d P  d P  d 2 P  ( d P ~  2 d2P  
- - - ~ "  a~ . . . . .  ~aTd~dd~ , +  ~v / __d-~. 

(dFT' 
\ d 7 /  

Damit k6nnen wir schrittweise die Funktion y(o) aufbauen. 
E r s t e r  S c h r i t t .  Bilden wir aus (29) den Differentialquotienten d y / d a  und setzen 

darin a = o, so bleiben nur noch gerade Potenzen yon 7(o) stehen. Da aber, wie zuw)r 
bewiesen wurde, die Wurzeln y(o) stets rein imagin~ir sind, so ist d y / d o  reell. Der 
erste Schritt licfert also den Realteil zu den bisher rein imagin~iren Wurzeln 7, d. h. wir 
bekommen gedSmlpfte Schwingungen, deren Frcquenz (Imagingrteil yon 7) in erster 
Ngherung ungeSndert bleibt. 

Z w e i t e r  S c h r i t t .  Im Ausclruck ftir d27/do ~ wird, wie man sich dureh Ausrechnen 
leicht ~iberzeugt, der ZShler reell, w{ihrend der Nenner rein imagin{ir wird; also ist 
d~7/do  2 auch rein imaginS~r. Demnach liefert die zweite N~herung keinen Beitrag 
zur DSmpfung der Schwingungen, sondern lediglich eine Verbesserung der Frequenz. 

Wir kOnncn nunmehr in zweiter N~iherung die L6sungen schreiben 

r (o) = o e r < ~ 1 7 7  r (o) 4 (30) da 7 ' 

I)abci liefcrt das erste Glied, dcr Rcalteil, die D~impfung und das zweite Glied, der 
lmagin/irteil, die Frequenz. ~vVir erhalten also jetzt acht komplexe \Vurzeln 7, yon 
denen jc zwei konjugiert zueinander sin& 

VI. Versuche mit kraftgekoppeiten Kreisein. 
1. Beschreibung der Apparalur. Um die theoretischen Ergebnisse auch experimentell 

zu best~tigen, wurden im Institut ffir angcwandte Mechanik der UnivcrsitS~t G6ttingen 
Versuche durchgeffihrt. Es wurde eine Apparatur gebaut, wie sie Abb. I gezcigt 
hat. An den Kreiseln waren Einrichtungen vorgeschen, die das Festhalten eines 
oder auch beider Kreisel um eine der beiden Drehachsen gestatten, sowie eine starre 
Verbindung beider Kreisel in der ~0-Ebenc, so dab stets Wl = W~ skin muB. 

Als Antriebsmotoren sind NebensehluBmotoren verwendet worden. Eine besondere 
Spannungsteilersehaltung ermOglichte ein bequemes Einstellcn sowie eine groge 
Veriinderlichkeit der Drehzahlen der Kreisel (yon o his 5 ~ in der Sekunde). Aut3erdem 
waren noch Umsehalter for eine Anderung des Drehsimles jedes Kreisels angebracht. 

Zur Ermittlung der Sehwingungen des Systemes wurde ein Schreibgergt angebaut, 
so dab die Sehwingungskurven yon den Kreiseln selbsttgtig aufgezciehnet wurden. 
Dazu war an d e m u m  die x.Aehse (Hoehachse) drehbaren Kardanring ein Aluminium- 
winkel angebracht, tier an einer Blattfeder vorn den Sehreibstift tr~gt. Eine Rgndel- 
schraube gestattet ein bequcmes Einstellen des richtigen Sehreibdruekes. Als Schreib- 
stiff wurde ein mit Tinte geffilltes Glasr6hrchen benutzt, das zu einer sehr feinen Spitze 
ausgezogen war. Auf diesc Weise war es mOglich, die stOrende Reibung zwischen 
Schreibstift und Papier auf ein MindestmaB zu beschr~inken. In gleieher Weise wurden 
yon einem Relais, das yon einer Uhr bet~itigt wurde, Sekundemnarken auf den ab- 
laufenden Fapierstreifen geschrieben. Schliet31ich war noeh tin Bleisehreibstift vor- 
gesehen, der die Gleiehgcwichtslage des Systemes auf dem Papier einzeiehncte. Das 
geschah zur Erleiehtcrung des Auswertens der aufgezeiehneten Schwingungsztige. 

~4" 
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Die Geschwindigkeit des waagerecht auf einem Schreibtischchen vorbeilaufenden 
Papieres konnte durch verschiedene Qbersetzungen sowie durch die VerXnderlichkeit 
der Drehzahlen des Antriebsmotors in sehr weiten Grenzen abgeXndert werden. Das 
war n6tig, um einerseits die sehr schnellen Nutationsschwingungen (bis zu 30 sec -1) 
und andererseits die langsamen Pr~zessionsschwingungen (bis zu etwa 1/5o sec -1) 
in gut auswertbarer Weise auf das Papier zu bringen (Abb. 9 zeigt noch einmal die 
gesamte betriebsfertige "Apparatur). 

2. D u r c h f i i h r u n g  der Versuche .  Um einen gleichm~ifligen Gang der Kreisel zu bc- 
kommen, wurden die Motoren zun~ichst durch etwa halbsttindiges Anlaufenlassen auf 
Betriebstemperatur gebracht. Dann wurde die zu dem Versuch notwendige Drehzahl an 

dem auf Drehzahl geeichten 
Spannungsteilerwiderst and 
eingestellt und schliefllich 
mit einer Stroboskopscheibe 
und Stoppuhr geprfift. 

Je nach den Anfangs- 
bedingungen bekommt man 
irgendwelche Schwingungen 
des Systemes. Man kann 
dutch geschickte Art des An- 
stoflens der Kreisel erreichen, 
daft nicht alle Schwingungen 
gleichzeitig auftreten, son- 
dern nur jeweils zwei oder 
auch nur eine allein. Da- 

Abb. 9. Gesamtansicht der Apparatur. 
durch wird das Auswerten 

der Schwingungsdiagramme erheblich vereinfacht. In manchen F~illen jedoch muf3 
man die l~lbereinanderlagerung verschiedener Schwingungen mit in Kauf nehmen. 

Ist nur je eine Schwingung aufgezeichnet, so gestaltet sich das Auswerten einfach. 
Treten zwei tibereinandergelagerte Schwingungen auf, so kann man in zwei Grenz- 
f~illen leicht zu den Ergebnissen kommen. Wenn nXmlich erstens die Frequenzen 
der tibereinandergelagerten Schwingungen ann~ihernd gleich sind, also wenn Schwe- 
bungen auftreten, und zweitens, wenn die  Frequenzen der tibereinandergelagerten 
Schwingungen sehr voneinander verschieden sind, also eine schnelle Schwingung 
tiber einer langsamen liegt. Im ersten Falle kann man nach den bekannten Formeln 
aus der Frequenz der Schwebung und der Frequenz der Schwingung die Einzelfre- 
quenzen bestimmen. Im zweiten Falle al~er kann man die schnelle Schwingung als 
Einzelschwingung mit langsam wandernder Gleichgewichtslage auffasssen und so mit 
guter Genauigkeit ausmessen. 

Im allgemeinen Fall hat es sich als zweckm~flig herausgestellt, mit Hilfe yon 
graphischen Methoden die tibereinandergelagerten Schwingungen zu trennen, und 
zwar in der Weise, daft aus den Umkehrpunkten der schnelleren Schwingung unter 
Berticksichtigung der immer vorhandenen Diimpfung die Durchschlagspunkte kon- 
struiert wurden und aus diesen dann durch Verbinden bzw. Interpolieren die Durch- 
schlagspunkte der langsameren Schwingung dutch die auf dem Papier mit aufgezeich- 
nete Gleichgewichtslage. Die so erzielte Genauigkeit reicht vollkommen aus, sie liegt 
wenigstens innerhalb der Grenzen, die durch die unvermeidlichen "qersuchsfehler 
bedingt sind. 

3. Ergebnisse  der Versuche .  Ftir die ersten Versuche wurden die Verh~ltnisse so ge- 
w~ihlt, daft die Raumfesselungen sowie die Kopplungen unter sich in den verschiedenen 
Ebenen gleich waren, also 

b I - -  b~ = b~ = b] = b 2, a~ = a~ = a 2. 
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Dabei wurde bei allen 
Ausrechnungen zu den 
Versuchen die charak- 
teristische Federkon- 
stante Co, deren GrOBe 
ja beliebig angenomme~ 
werden kann, so ge- 
w~,hlt, dab stets b 2 = I 
wurde. Dieser Wert gilt, 
wenn es nicht bei den 
einzelnen Abbildungen 
ausdrficklieh anders er- 
w/ihnt wird, ffir aUe fol- 
genden Kurvenbilder. 

Der~ einfachsten Fall 
zeigt Abb. I o, die die Fre- 
quenzen y=/ (k )  bei ver- 
schiedenen Kopplungen 
a 2 und gleich grorlen und 
gleichgerichteten Impul- 
sen der beiden Kreisel 
darstellt. Nur die lang- 
samen Schwingungen, 
also die Pr~izessionen 
sind wiedergegeben. Ftir 
niehtgekoppelte Kreisel, 
also a g = o  gibt die 
untere Kurve den theo- 
retisehen Verlauf, w~h- 
rend die eingezeiehneten 
Kreise den gemessenen 
Werten entspreehen. 
Naeh den Formeln (I4), 
die wir auf diesen Fall 
anwenden k0nnen, rout3 
diese Kurve auch ftir 
alle anderen Werte yon 
a 2 gelten. Das zeigen 
aueh die Versuche. Nur 
sind die Werte, die sich 
aus den Messungen bei 
gekoppelten Kreiseln er- 
geben, ftir die lang- 
samere Pr/izession nieht 
mit eingetragen, da sie 
bei dem gewiihlten Marl- 
stab tiberhaupt nieht 
von den bei ungekoppel- 
ten Kreiseln gemessenen 
Werten zu unterscheiflen 
waren. Bei den Kopp. 
lungsgr6ren a ~' -~- o,66 
und a2=2,I2 kommen 
zu der Grundpri~zession 

~,s 

~0 

o,s 

e.Tz 

o,u 

L t i L ~ ~ - -  j l  .*- ~ i~ ~'~ : _ : _ ~  
o tO ~ 30 ~ 

k 
Abb, xo. Pr~izessioasloarven y ~/{k~ bei gleich groRen, gleichgerlchteten Impulsen tier 
Kreisel ffir verschiedene Kopplungen. Die angeschriebenen Zahlen bezeichnen die GreBe ~. 

_ . ! . .  

Abb. xL Pr~esslonsk~rven ~,~l(k) bei gleich grot~en, e~tgege~ge~t~t ge~ichteten Imlmlsen 
der Ks ffir verschiedene Kopplungen, Die angeschriebenen Zablen bezeichnen die GrOBe at. 
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O tO gO 30 ~0 
k -- 

Abb. x2. Pr~tzessionskurven ~;=/(/0 beigleich groflen, gleichgerichteten Impulsen der Kreisel 
f0r verschiedene Ratlmfesselungen. Die angeschriebenen Zahlen bezeichnen die Grt}Be M. 
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Abb. x3. Kurve tier Grundnutation ~'s =/()~). 
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Abb, x4, Nutationskurven bci gleich groBen, gleichgerichteten Impulsen der Kreisel 
t f i r  d i e  K o p p l u n g e n  a ~ = 2 ~ , 4  u n d  a ~ = 2 , x z .  
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Abb.~5. Frequenzkurven y = l ( k , )  ffir h a l o  und a2=2x ,4  . 

noch die eingetragenen 
Oberpr~izessionen hinzu. 
Auch bei diesen besteht 
gute ~bereinstimmung 
zwischen den Versuchs- 
punkten und den nach 
Gleichung (I4) berechneten 
theoretischen Kurven. Da- 
bei ist zu bemerken, daft 
bei der rechnerischen Er- 
mittlung der Kurven Ver- 
besserungen angebracht 
werden muflten, die dutch 
stOrende Rfickffihrmomen- 
te an der ausgeftihrten 
Apparatur bedingt waren. 
Doch soll darauf hier nicht 
nS.her eingegangen werden. 

Abb. II zeigt die Fre- 
quenzgr6flen der Pr~izes- 
sionen ffir den Fall gegen- 
lgufiger Kreisel und ver- 
schiedener Kopplungsgr6- 
Ben a ~. Die untere Kurve 
(a e -  o) ist dieselbe, wie 
in dem zuvor betrachteten 
Fall, aber diesmal gilt sie 
nur ffir die Kopplung 
a 2 =  o. Wird a 2 gr613er, 
so riickt die tZurve h6her 
und spaltet sich in zwei 
dicht beieinanderliegende 
Aste auf, die ffir grogen 
Impuls wieder zusammen- 
laufen. Die Pr~izessions- 
frequenzen liegen jetzt so 
dicht beieinander, daft bei 
entsprechendem Anstofl 
Schwebungen auftreten. 
Dieser Fall wird spgter 
noch einmal n~her be- 
trachtet werden. 

Die Abh~ingigkeit der 
Gr6fle y yon der Raum- 
fesselungsgrOt3e b ~ zeigt 
Abb. I2. Wieder sind die 
Frequenzen y ~  ](k) auf- 
getragen, aber diesmal ffir 
verschiedene b e. Die Kopp- 
lungsgr6t3e ist ffir alle 
Kurven dieselbe, a S = 0,66. 
Auch bier zeigt sich gute 
l)bereinstimmung zwischen 
Theorie und Versuch. 
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Ffir die Nutationsfrequenzen ergeben sich nach der Theorie ~ihnliche Eigenschaften 
wie ffir die Pri/zessionsfrequenzen. Auch bei den Nutationen bleibt eine Frequenz- 
kurve unabhSmgig yon a s. In Abb. 13 zeigt gestriehelt, wie nach Formel (14) die Funk- 
tion )'a-~-](k) verlS.uft. Dies ist praktisch eine Gerade, die ffir kleine k etwas abbiegt. 
Die Messungen ergaben aber durchweg kleinere Werte, und zwar war die Abweichung 
um so gr6ger, je gr6t3er der Impuls war. Diese Tatsaehe l~igt einen Einflug der ela- 
stischen Eigensehaften des Materials vermuten, und tats/ichlich ergibt sicla unter 
Berfieksiehtigung dieser Elastizit{/t nach Formcl (27a) die ausgezogene Kurve. Dabei 
ist der Elastizit~itskoeffizient auf statischem Wege bestimmt worden. Abb. 13 zeigt 
augenscheinlich den grogen Einflut3 der elastischen Eigensehaften des Materials. Im 
vorliegenden Fall zum Beispiel bestand die Motorwelle aus Stahl yon 7 mm Dureh- 
messer. Die Kreiselscheibe wog 
etwa I kg und hatte einen Hebel- 
arm auf der Motoraehse yon 
1,8 cm. Ihre grt~gte Drehzahl be- 10 
trug 5o/see. 

DieAufspaltung derNutations- 
kurven mit waehsender Kopp- 
lungsgrOfle a s zeigt Abb. 14. Man 
mug in diesem Fall, um die Fre- 
quenzen bis zu gr6geren Impulsen l 

/ 7 
noch getrennt nachweisen zu 
kOnnen, starke Kopplungsfedern 7 
nchmen. Im vorliegenden Fall ist 
a~= 21,4 gewghlt und ffir die halb 
ausgezogene Kurve a s = 2, I2. Die 
Frequenzen der Nutationen liegen 
jetzt so dieht beieinander, dab 0,i 
stets Sehwebungen auftreten. 

DenVerlauf derFrequenzkurve 
ffir den Fall, dab nut ein Kreisel 
l~iuft, also ein Kreisel mit einer 
tr~igen Masse gekoppelt ist, zeigt 
Abb. 15. Dabei ist k 1 = o gesetzt 

-so -s'o 

. ~, d / 

A b b .  x6.  F r e q u e n z k u r v e n  y = [ ( k 2 )  f f i r  kz  = x5 u n d  a 2 = z , x2 .  

worden. Um einen gfinstigen Magstab zu bekommen sind in der Zeichnung nur die 
Frequenzkurven der Pr~izessionen und der beJden Mittelscliwingungen wiedergegeben, 
nicht aber die der Nutation, die jedoeh den bisher tibliehen Verlauf zeigt. Auch die 
Pr/izessionskurve weicht nielat yore bisher bekannten Verlauf ab. Die Kopplung 
ist grog gew~ihlt wordcn, um die beiden mittleren Schwingungen gut voneinander 
zu trennen. Beide Schwingungen streben ftir k --~ oo einem vom Impuls unabh~ingigen 
Grenzwert zu. 

Das Verhalten bei versehiedenen Impulsen beider Kreisel erl~iutert Abb. I6. Dies- 
real ist als Ordinate die Frequenzfunktion y= / (k2)  im logarithmischen Magstab 
aufgetragen, um so auf einem Bilde Nutationen und Pfiizessionen zu zeigen. Auf 
diese Weise kann man die Zuordnung der Kurven zueinander gut erkennen. So geht 
zum Beispiel die Kurve, die ffir gleiehsinnig laufende Kreisel (k s > o) die obere Pr~i- 
zession bildet, ffir gegensinnig laufende Kreisel in die Nutation fiber. Und umgekehrt 
geht eine Nutation bei gleiehlaufenden Kreiseln in eine Pr~izession bei gegenlS.ufigen 
Kreiseln fiber. Die ausgezogenen Kurven sind ffir k > Io naeh den theoretisehen 
NS~herungsformeln berechnet, dagegen ffir k < IO streng nach numerisehen Verfahren. 
Theorie und Versuch stimmen gut fiberein. 

Der Verlauf der Nutationskurven ist sowohl naeh der genS~herten Rechnung als 
auch nacla den Versuchsergebnissen fiir grot?e k~ identisch, gleichgfiltig ob k, positiv 
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oder negativist. Die eine Nutationskurve ist waagerecht, wS.hrend die andere monoton 
ansteigt. Beide Kurven haben in den Resonanzstellen Schnittpunkte. Die strenge 
Theorie jedoctl (vgl. Abb. 6) ergab aueh ftir diesen Fall einen Unterschied, und zwar 
beim Durchgang dureh die Resonanzstelle. Danach dtirften keine Schnittpunkte 
auftreten, es mtil3ten vielmehr die genauen Kurven ohne Schnittpunkte aneinander 
vorbeilaufen, etwa wie Hyperbeln, die die gen~iherten Kurven als Asymptoten haben. 

5 10 15 s a" 10 IS gO 

Abb. xT, Nutationskurven y =/(k2)  fur ka = x5 und a s = 21,4, Abb. I8. Nutationskurven y = l(k=) ftir kt = x5 und. a a = a=,4, 
k s > o .  k ~ < o .  

Um dieses theoretisehe grgebnis auch experimentell zu bestgtigen, wurden weitere 
Versuehe angestellt. Es wurde eine starke Kopplung gewghlt, um die einzelnen Fre- 

~6 
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a,q 

10,s 
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o z 
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Abb. xg. ~zessionskurven ~, =/(k~) ffir k~ = z5 und ~ ~ 2,12, 
k2<o. 

quenzen m6glichst voneinanderzu trennen. 
Nunmehr ergaben sich die Kurven der 
Abb. 17 und 18, die im Resonanzgebiet 
aufgenommen sind. Aus ihnen geht auch 
die geforderte Unsymmetrie bei gleich- 
und gegensinnig laufenden Kreiseln her- 
vor, und sie beweisen so die Richtigkeit 
der Reehnung. 

Eine besonderc Untersuehung erforderte 
aueh die Resonanzstelle der Pr~izessionen 
bei gegenl~iufigen Kreiseln. DieN~iherungs- 
formeln ergaben an der Resonanzstelle 
einfach einen Schnittpunkt der beiden 
Priizessionskurven. Eine genauere Unter- 
suchung zeigt jedoch, dab das nur in be- 
stimmten SonderfS~llen, zum Beispiel ftir 

8~= I, wirklich der Fall ist. Im allgemeinen ergeben sich auch hier hyperbel~hnliche 
Kurven wie die der Abb. 19. Aus dem Versuch allein wtirde sieh diese Tatsache nicht 
mit Sicherheit erschlieflen lassen; denn die Ungenauigkeit der Met3werte kann hier 
leicht das NaB tibersehreiten, das man zur eindeutigen Festlegung des Funktions- 
verlaufes ben6tigt. 

Verbindet man die Kreisel so miteinander, dab sit gezwungen werden, in der ~-Ebene 
gleich grot3e Ausschlgge zu machen, so ergibt die theoretische Behandlung des Falles 
das Auftreten einer Sehwingung zwisehen Nutation und Prgzession. Diese Sehwingung 
ist nacla der Theorie unabh~ngig vom Impuls, wenn beide Kreisel gleich sehnell laufen. 
In Wirklichkeit mug man jedoch die stets vorhandene ]?;lastizit~t des Materials der 
Kreiselwelle, der Kardanringe sowie der Kopplung bertieksichtigen und die Ver- 
besserungsglieder mitnehmen, die in der Gleichung (26) auftreten. Man hat also in 
dem Grad der AbhS~ngigkeit der Mittelschwingung vom Impuls ein MaB ftir die gesamte 
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Elastizitgt des Mechanismus. Abb. 20 zeigt fiir diesen Fall die Ergebnisse der Ver. 
suche. Nur die Mittelschwingung ist dargestellt; denn die Nutation und die Pr~izession 
zeigen den bisher ge- z, sl 
wohnten Verlauf. Die ' 
gestrichelte Kurve gibt 
den Frequenzverlauf der _ 
Mittelschwingung ohne "~"~-~---__.... 
Berticksichtigung der e,o - ' ' -~ '~ - - ._ , . _ .~__ .  
Elastizitiit. Bei der aus- 
gezogenen Kurve sind " " - ' ~ - - ~  
diese Glieder mit in [ 
Rechnunggestellt. Aueh 7 
hier zeigt sich befrie- ~.s 
digende lJbereinstim- 
mung yon Theorie und 
Versueh. 

Zum SchluB zeigen 
L . -L I ~ ~ i I , wir noch einige charak- ~'~a ' 1o zo so qo sa 

teristische Schwingungs- ~ 
bilder, die bei den Ver- Abb. 2o. FrequenzkurvederMittelschwingungI,,~/(klbeistarrerKopplunginderl0-Ebene 

u n d  g l e i c h  g r o g e n ,  g l e i c h g c r i c h t e t e a  I m p u l s e n  d e r  K r e i s e I  {a 2 = 2 , I2 ) .  

suchen yon den Kreiseln 
selbstt~itig aufgeschrieben wurden. Die 
Schwingungen sind keine reine ged~impfte 
Sinusschwingungen, sondern sie sind 
etwas ausgebeult, da ja derSchreibstift  f, /) /~ /~ A ~ _ A ~ ,-. ~ _ 

keine gerade Linie, sondern einen Kreis- 
bogen beschreibt. Das mut?te nattirlich A b b .  2 , .  S c h w e b u n g e n  i n  d e n  P r a z e s s i o n s s c h w i n g u n g e n .  

beim Auswcrten bertieksiehtigt werden. 
Die Abb. 2I und 22 zeigen Diagramme 

mit den langsamen Pr~izessionssehwin- n /~ 
gungen. Der Zeitmaflstab ist oben auf 
den Diagrammen zu sehen. Der Ab- 
stand des Einsatzes zweier Zaeken be- 
deutet jedesmal eine Sekunde. Sind die 

Pr~izessionssehwingungszeiten ann~ihernd A b b .  22, Zwe i  i i b e r e i n a n d e r g e l a g e r t e  Prazessionsschwingungen. 
gleich, so treten Schwebungserscheinun- 
gen auf (Abb. 2I). Rtieken die Sehwin- 
gungszeiten auseinander, so kommt das 
Diagramm Abb. 22, das bei entsprechend 
stS.rkerer Kopplung aufgenommen ist. _.M~]/~/~V~h, . , , j , , . . , A ~ .  
Abb. 23 zeigt besonders die Nutations- 
sehwingungen. In fast allen F~llen treten Abb. 2~. Schw{lbungen in den Nutationsschwingtmgea. 
bei den Nutationsschwingungen Schwe- 
bungserscheinungen auf mit mehr oder 
weniger grot~er Frequenz, je naeh der , ] a ~ / W [ y ~ .  
Differenz der Nutationsfrequenzen. Uber 
den Nutationen liegen noeh zwei tiberein- 
andergelagerte PrS~zessionssehwingungen, 
die das Schwingungsbild der Nutationen Auu. 24. vier iiberelnandergelagerte Schwingungen. 
etwas verzerren. Wesentlieh verwickelter 
wird das Schwingungsbild, wenn die Nutationen yon den Pr~izessionen in ihrer Fre- 
quenz nicht so sehr verschieden sind, wie im Diagramm Abb. 23. Dann bekommt 
man Schwingungsbilder wie z. B. das Diagramm der Abb. 24. Zwar ist die langsame 
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Prizession noch deuttich zu erkennen, aber die schnelle Prizession ist infolge der sehr 
starken Kopplung in die Gr613enordnung der Nutationen gekommen, so dab hier drei 
Schwingungen yon nicht sehr verschiedener Frequenz tiberlagert sind. 

Zusammenfassung. 
Es sind die kleinen Schwingungen untcrsucht worden, die bei zwei miteinander 

gekoppelten Kreiseln auftreten. Als Kopplungsart ist reine Kraftkopplung ange- 
nommen. F/Jr einige Sonderfiille sind strenge analytische L6sungen des Problemes 
gegeben. Ftir den allgemeinen Fall lassen sich nur N~iherungsltisungen angeben oder 
die L6sungen durch numerische Verfahren streng herleiten. Es werden Methoden 
aufgezeigt, wie man sich in besonderen FSAlen NS&erungsl6sungen verschaffen kann, 
insbesondere dann, wenn die Kreiselimpulse grog sind, und wenn bestimmte Kopp- 
lungskoeffizienten grog werden. Der Einflug der Elastizit~t yon Kreiselwelle oder 
Kardangehiinge auf die Schwingungen wird bestimmt. Der ]~influg der Reibung 
wird ftir kleine Reibungen behandelt. Durch Versuclle werden schliefllich die theore- 
tischen Ergebnisse auf ihre Richtigkeit geprtift, was gute l)bereinstimmung zwischen 
Theorie und Versuch ergibt. Die wichtigsten Ergebnisse der Untersuchung an kraft- 
gekoppelten Kreiseln sind: 

I. Die Kreiselspitzen beschreiben Bahnen, die durch vier iibereinandergelagerte 
elliptische Schwingungen mit raumfesten Achsenrichtungen der einzelnen Schwin- 
gungen dargestellt werden k0nnen. 

2. Nutations- und PrS.zessionssehwingungen spalten sich durch die Kopplung 
in je zwei Schwingungen auf, deren Frequenzen um so weit~r auseinanderrticken, je 
st~irker die Kopplung ist. 

3- Das Produkt der vier Schwingungsfrequenzen ist eine vom Kreiselimpuls unab- 
hS~ngige Gr6ge. 

4. Im Sonderfall ,,gleieher Abmessungen" (siehe Absehnitt II, 1.) und gleich 
grogen und gleichgerichteten Impulsen der Kreisel behilt  die kleinere Nutations- 
und die kleinere P riizessionsfrequenz unabhiingig yon der Kopplung ihren Wert bei. 

5. Bei grogem Impuls hgngen die Nutationen nut yon den Trggheitsmomenten 
und dem Impuls, die Priizessionen nur v on den Raumfesselungen und der Kopplung 
sowie dem Impuls ab. 

6. Fiir grogen Impuls haben gekoppelte Kreisel nS~herungsweise dieselben Nuta- 
tionsfrequenzen wie die ungekoppelten Kreisel. 

7. Wenn die Nutationsfrequenzen der beiden ungekoppelten Kreisel gleich sind, 
so treten durch die Kopplung Sehwebungen in den Nutationen auf. 

8. Sind die Kop plungskriifte grog, so daft man die ElastizitS.t der Kreiselwelle, 
der KardangehS~nge usw. nicht vernaehlissigen. Insbesondere sind die elastischen 
Eigenschaften des Materials dann yon erheblichem EinfluB, wenn dem System dureh 
starre Kopplungen oder Raumfesselungen Freiheitsgrade genommen werden. 

9. Bei groger Kopplung und grogem Impuls k6nnen Sehwingungen auftreten, 
deren Frequenz im Gebiet der Pendelschwingungen liegt. 

IO. Bei beliebig starrer Kopplung gibt es stets eine Pr~izession, die in erster N~iherung 
unabhiingig yon den Kopplungskriiften ist. 

II. Die Nutationsfrequenzen werden durch die Elastizit~it der Kopplung stets 
langsamer als im Falle v011ig starrer Kopplung. 

12. Reibungen in den Lagern der Kardanringe bewirken erstens eine Dimpfung 
der sonst ungediimpften Schwingungen und zweitens eine geringfiigige Vergr0t3erung 
der Sehwingungszeiten. 

Diese Arbeit wurde im Institut far angewandte Mechanik der Universit~t Got- 
tingen auf Anregung yon Herrn Prof. Dr. Ing. Schuler durchgeftihrt. 

(Eingegangen am 27. Februar I938.) 


