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dafl D* als gute Niherung fiir den Grundbogen D des Kurvenzuges der periodischen
Schwingung gelten kann.

Ist eine ausreichende Niherung fiir D gefunden, dann mufl noch nachgepriift
werden, ob die zugehérige Bewegung wirklich méglich ist, oder ob irgendwo auf D
die Stillstandsbedingungen erfiillt sind. Man wird also auf den Verlingerungen der
Zentralen 5,5, bzw. §;5; die Kriimmungsmittelpunkte P,,P,, baw. Py P, von D
auftragen. Liegt dann der Mittelpunkt O nicht zwischen P; und P, bzw. P, und P,

dann sind nach einer Bemerkung am Schluf3 von Ziff. 2 ¢ die Stillstandsbedingungen
nirgends erfiillt; D stellt also eine mogliche Schwingung dar.

Die praktische Durchfihrung geschieht am vorteilhaftesten, indem man auf durch-
scheinendes Papier zeichnet und sich von der Grundkurve (° des Linienbildes der
ungedimpften Schwingung eine Schablone herstellt. Durch Verschieben derselben ge-
winnt man rasch die Kurvenzuge DY, D? .... Tragt man auf der Schablone bei der
Konstruktion von C° die verwendeten Krummungsradxen und -mittelpunkte ein, so
erleichtert man sich die Konstruktion der Zentralen sowie die Kontrolle hlnsmhthch
der Stillstandsbedingungen.

(Eingegangen am 26. Februar 1938.)

Schwingungen kraftgekoppelter Kreisel.
Von K. Magnus in Gottingen.

Abgrenzung der Aufgabe. In der vorliegenden Arbeit sollen Schwingungen unter-
sucht werden, die auftreten konnen, wenn man zwei Kreisel durch Federn so mit-
einander koppelt daB sich ihre Schwmgungen gegenseitig beeinflussen. Wihrend
tiber die Theorie eines einzelnen Kreisels viele Untersuchungen vorliegen, ist bisher
das Verhalten zweier Kreisel, die durch eine irgendwie beschaffene Kopplung mit-
einander verbunden sind, noch nicht genauer behandelt worden. Lediglich ganz
knappe Angaben finden sich in der Literatur. Zum Beispiel bei Grammell, der das
Verhalten zweier aufeinander rotierender Spielkreisel qualitativ beschreibt, -und bei
Routh?2, der fiir Schwingungen einer Kette von Kreiseln die allgemeine rechnerlsche
Methode angibt, aber nicht weiter ausfithrt oder diskutiert.

Den praktischen Wert der Klirung dieses Problems’ erkennt man, wenn man
bedenkt, dal die Technik tatsichlich Kreiselverbdnde benutzt, so zum Beispiel beim
KreiselkompaB.. Auch beim Schiffskreisel sowie bei der Einschienenbahn hat man
vorgeschlagen auftretende Fehler durch zwei. miteinander gekoppelte Kreisel zu
verringern. Schlielich wird sich nachher zeigen, dafl die Ergebnisse der Arbeit noch
sehr viel verallgemelnert werden konnen, so daf sich zum Beispiel der Fall der Kopp-
lung eines Kreisels mit einer trigen Masse als Sonderfall der allgemeinen Lésung ergibt
und so die Rechnung auf fast alle technischen Kreiselprobleme angewandt werden
kann. Denn immer ist ein Kreisel mit irgendwelchen Massen gekoppelt, sei es. auch
nur vermoge der Elastlzltat des Aufhingemechanismus oder der Kreiselwelle mit
den Massen der Aufhingung. Im folgenden sollen die Kreisel stets symmetrisch sein
und um die Symmetrieachse rotieren. Dagegen konnen die mit dem Kreisel ge-
koppelten Massen auch unsymmetrisch sein.

1 R. Grammel, Der Kreisel, S. 123. Braunschweig 19z0.
2 E. J. Routh, Die Dynamik der Systeme starrer Koérper, Bd. 2, S. 309. Leipzig 1898.
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I Aufstellung und Losung des Differentialgleichungssystems.

1. Die Art der Kopplung. Um zu erkennen, welcher Art die Kopplung zw1schep den
beiden Kreiseln ist, soll zunichst die fertige Versuchsapparatur {(Abb. I) beschrieben
werden,

Die als Kreisel dienen-
den Schwungscheiben sind
auf die waagerechtlicgen-
den Achsen zweier Elektro-
motoren aufgesetzt. Die
Motoren sind in je einem
kleinen Kardanring gefafit,
der seinerseits so in einem
grofien Kardanring gelagert
ist, daf} er sich um die waage-
rechte Achse drchen kann, § : B T Py
die senkrecht zur Motor- Abb. 1. Ansicht der Kreisel.
achse ist. Der grofle Kardan-
ring ist um die lotrechte Achse drehbar. Die Kreisel haben also drei Freiheitsgrade.
Um eine Kopplung der beiden Kreisel um die beiden Kardanachsen zu erreichen,
sind auf beiden Seiten der Achse des kleinen Kardanringes Aluminiumhebel befestigt,
auf denen kleine, mit Osen versehene Schieber angebracht
sind. In diese Osen werden einerscits zwischen den beiden x
Kreiseln und zum anderen zwischen den auf dem Bilde
sichtbaren raumfesten Stangen und jedem Kreisel Federn
cingehidngt. Diese letzteren Federn bewirkten eine Raum-
fesselung der Kreisel, da die Kreisel selbst im Schwerpunkt
gelagert waren und so die Schwere keine Raumfesselung
bewirken konnte. Die Kopplung ist nun so beschaffen, daf
die Auslenkung des cinen Kreisels um eine Achse ein Moment
fiir den anderen Kreisel um dieselbe Achse erzeugt. Durch »
Verschieben der Osentriger an den Hebeln und Stangen J
kann man die Kopplung und Raumfesselung in der einen Abb. 2.

Ebene belicbig verindern. Da in der anderen Ebene der
Hebelarm unverinderlich ist, so ist hier eine Anderung der Kopplungsstirke durch
Einhingen anderer Federn, also durch Anderung der Federkonstanten moglich.

L -§

2. Aufstellung der Differentialgleichungen. Wir
legen in das Bild der Abb. 1 ein Koordinatensystem
derart hinein, dafl die z-Achse in die Richtung der
Gleichgewichtslage der Kreiselspitze fillt. Dann wird
die x-Achse zur Hochachse, um die die groBen Kardan-
ringe drehbar sind und die y-Achse zur Querachse,
die im Gleichgewichtsfall mit der Achse des inneren
Kardanringes zusammenfillt (Abb. 2). Eine Drehung
um die x-Achse bezeichnen wir mit dem Winkel y,
um die y-Achse mit dem Winkel 4. Und zwar so, daB die Vektoren 4 und 4 in dic
Richtung der positiven x- und y-Achse fallen. Mit dem Zeiger 1 sei jedesmal der
Kreisel I, mit dem Zeiger 2 der Kreisel 11 bezeichnet.

Bei der Aufstellung der Gleichungen sollen kleine Winkel vorausgesetzt werden,
S0 da8 man nach dem von A.Féppl angegebenen Verfahren den Impuls in seine
Komponenten in Richtung der Koordinatenachsen zerlegen kann (Abb. 3).

Ist J; der Impuls des Kreisels um seine Drehachse, @, und @, das Trigheits-
Moment des Systems um die y- und x-Achse, so bekommt man nunmehr fiir kleine
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Winkel w und ¢ die Impulskomponenten

des Kreisels I: des Kreisels 11:
JS =1 ,]z” JZ == -]:;
d
J;v:(')y.fw‘l — e, Jy"@y ’01 — Sz s,
=6, W g, .L:af_,d"’? T8,

Dic Komponenten des Moments M, dic man bei Auslenkungen der Kreisel um
dic Winkel & und &, bzw. 9, und v, crhilt, sind

Mz =0, M::O,
My=—r 3 ¢ (3 —8), My=—ry @y 4 ¢ (B — ),
M, = —rgp; + ca(po—w1), My=—rypy+ca(y —wy) .

Dabei bedeuten 7y bis 74 die Koeffizienten der Raumfesselung in den entsprechenden
Ebenen und ¢; und ¢, dic Koeffizienten der Kopplung.

Wir wollen uns auf den Fall beschrinken, dafi dic Lagerreibung vernachlissigbar
klein ist, so dafl dadurch keine storenden Momente auftreten. Der Einflufl der Reibung
wird erst in cinem spitcren Abschnitt behandelt werden.

Fur die weitere Rechnung wenden wir den Impulssatz an:

ffl*tl:sm.
Fr licfert die Gleichungen:
1. fiir die z-Komponente
de;‘ =0 und %}1%:0
oder integriert
o, = const und J:, = const,
2. fir die y- und x-Komponente
%o d
L Oy, — dwtl‘i'ﬁ — 6 (@ —dy) =0
2
1. Oy, T 1, 9, — 0y (9, — 9 =0, .
I
d?yy dﬂ
MI. s, d;/z + d,1+7’31111 =y —y1) =0,
d2 d B,
V. o, d;zjz“*‘J., i P ey — G (py — ) = 0.

Das sind vier lincarc Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten, die
cinmal in den Geschwindigkeitsgliedern gekoppelt sind (I mit 1II und II mit IV)
und zum anderen in den Kraftgliedern (I mit 11 und III mit 1V),

3. Losungsansatz und Einfilhrung dimensionsloser Groflen. Wir gehen in das Glei-
chungssystem (1) mit dem Ansatz cin
O = Aett, &, = B e, Yy, = Ce*, wy =D e,
Damit bekommen wir fiir die Amplitudenfaktoren 4, B, €, D dic Gleichungen
A@y 241 +6)—Bey—Cd; i=0,
—Aey + B0y, 22 4vytc)—DJ, A=0, l
AL A+ C(O,, B2 +rg4cy) —Dey=0,
Bd,A—Ccy+D{0,, 22 +7,+cy) =0.
Um den folgenden Rechnungen groflere Allgemeinheit zu verleihen und von der

Annahme besonderer Werte fiir die Gréfien @, J;, 7, ¢ frei zu werden, fiithren wir dimen-
sionslose Konstanten auf folgende Weise cin: Wir dividieren das Gleichungssystem (2)

(2)
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durch cine Grofie ¢,, dic dic Dimension der Federkonstanten ¢ und # haben soll, iiber
deren Betrag wir jedoch vorlidufig keine Annahme machen wollen. Man kann ¢, auch

als | charakteristische Federkonstante'* bezeichnen. Mit Hilfe der Grofic —@C"—: 2

. . . . . . Y i
dic die Dimension des Quadrates ciner Frequenz hat, kénnen wir nun folgende dimen-
stonslosen Gréfien bilden:

!

R
o
—
e
=

¥3 9 Vs .
Co Rk Co h Co :bé’ V-C()V:b ’
Dic ,,Frequenzgrofie' y ist cin Maf} fir dic Frequenz einer Schwingung; & und %,
nennen wir ,, Impulsgrofien®, @, und a, ,,Kopplungsgraofien®, &, bis 4, ,,Raumfessclungs-
groffent', Dic Verhdlenisse der Trigheitsmomente, dic Kopplungsgrifien und dic
Raumfesselungsgréficn sind stets positiv und deshalb als Quadrate angesctat.

Mit diesen neu definierten Konstanten gehen wir in das System (2) ein. Wir haben
dort vier lincarc homogene Gleichungen fir dic vier Amplitudenfaktoren 4, B, C, D,
Sollen dicse Gleichungen cine Lésung haben, so mufl dic Determinante der Koeffi-
zienten verschwinden. Dies liefert die charakteristische Gleichung

-

R0+ ad — a? —ley 0
—ai iy tbi4ag 0 —kyy
2 ‘ , .
fey y 0 32 2 -+ b3 + a3 — ad
! 0 kyy —aj 15 0%y 4+ by a3

oder ausgerechnet
. L PLyd ey Pyt pay Hps=0 (4)
mit den Kocffizienten
Pr= 13 8%,
Pa== 13 6% (K303 + a3) + b3 + a3] 3 60 {1 (03 + a2) 4 b3 + a3) Ik 0%t g -+ I %,
Pa== i3 (6 -+ a3) (b3 + a3) 113 5103 + a2) (b3 -+ a3) — 3 @t — i3 % af +
+ 0% [u3 (B -+ a3) + b3 + a3 [13 (05 + a3) + 0 + a3] +Ri 1k +
+ 3 (6203 + a) + 0 + a3 3 [ (03 + a3) 03 802 + )],
Pa= 3 (65 +a) 53 + o] (5 + a3) (65 + a3) — at] + & 03 + a3) (03 + ) -+
+ 02 (13 (B3 + a3) + b3+ a3l (3 + a) (B3 + af) —all +2afaiky ey +
+ &5 (0% + af) (03 + a3),
Ps= (B3 + a3) (b3 + a3) (0% + aB) (b3 -+ a3) — a} (63 + a) (0% + a3) —
— a3 (bf +ai) (b3 + &f) + af a.

4. Die allgemeine Integration des Differentialgleichungssystemes. Dic Gleichung (4)
hat acht Wurzeln, von denen je zwei den gleichen Betrag haben, da ja nur gerade
Potenzen von y auftreten. Es 1afit sich weiter zeigen, dal die Losungen rein imaginir
sind. Das ist physikalisch einleuchtend, da wir in den Gleichungen keine Reibungen
angesctzt haben.

Ohne auf die Diskussion der Losung nidher cinzugehen, sctzen wir jetzt fiir dic
Frequenzen 2, = v ; mit reellen Zahlen /; an

=il dy=—ily,  dg=-kily,  hy=—ily,
Tyt ily,  lg=—ily,  hp=ily,  hg——ily.

(4a)
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Damit bekommen wir dic allgemeine Losung
By = Ay et il 4 Aye=ilt oo Agemind
9,= Byet thi 4 Bye ihi4 o Bye—ikt l
= Cpettht 4 Cpemihi o Cye ilit
g =Dy et it Dye= it v Dye il
Dabei sind jedoch die A;, By, €5, D, =1, 2, ... 8) nicht unabhiingig voncinandecr,
sondern durch die Gleichungen (2) mitcinander verkniipft. Rechnet man dic Ver-
héltniswerte aus (2) aus, so kommt man zu schr undbersichtlichen Ausdricken, aus
denen man jedoch entnehmen kann, dafl 5/A4 reell ist, wihrend C/4 und D/.4 imaginir
sind. Ohne die genauen Werte hinzuschreiben, sctzen wir an

B; C; . D; } .

‘A; A:-:Zw’ A;:zm,' j=1,2...8).

Dic Grobien u;, »j, w; sind recll. Da y in B/.4 nur als Quadrat vorkommt, so hat man
ferner die Bezichungen

()

=Uj,

Uy = Uy, Uy == Uy, Uy = Ug, Uy = Uyg.
Entsprechend ersiecht man aus /A4 und /)/A4 dic Bezichungen

Uy = — Uy, Ug =1, Uy = —Ug, Uy = —Ug,

Wy = — W, Wy = — 10, Wy == — W, Wq == — Wy,

Dic imaginiren e-Funktionen der Losung (35) formen wir noch um in die recllen
Sinus- und Cosinusfunktionen. Dazu fithren wir die neuen Unbekannten 71y, 12, T2,
Iy und @q, gy, g, ¢4 cin, dic durch bekannte Bezichungen mit den bisherigen Unbe-
kannten A4, B, €, 1 sowic den Verhiltniswerten #, #, %, zusammenhingen., Die Um-
formung bedeutet ein Zusammenfassen je zweier Glieder der Losung (5) in ein Sinus-
bzw. Cosinusglicd. Dadurch treten an Stelle der jeweils acht Verhiiltniswerte nur
noch deren vier auf (zum Beispiel 2y, #y, tg, ug), dic wir abkirzend mit g, o2, ws;
bezeichnen wollen =1, 2, 3, 4). Damit crgibt sich als l.osung

4
= N Ejsin(lj 1+ ),
j=1

4
Bo= Mus; I, sin (it +)),
=

i =

4
wi= NvsEjcos 1+ ),

4

ya= Ny [5cos ([t 4-g5) .
J=1

Das sind vier tibcreinandergelagerte, im allgemceinen clliptische Schwingungen mit

den Frequenzen ; und den Phasenverschicbungen ;.

Dic allgemeine Losung (6) enthiilt noch die acht Integrationskonstanten [y,
Itg, Ioq, @1, Pa, Py, ¢a, dic aus den jeweiligen Anfangsbedingungen zu bestimmen sind.
Die Rechnung Liit sich fir den allgemeinsten Fall von Anfangsbedingungen durch-
fihren und fithrt im wesentlichen auf die Auflosung zweier Gleichungssysteme mit
je vier Unbckannten,

II. Diskussion der Wurzeln der charakteristischen Gleichung.

1. Der Sonderfall gleicher Abmessungen. Dic wichtigste Frage ist dic nach den Wurzeln
der charakteristischen Gleichung (4). Denn dicse Wurzeln bestimmen die Eigenschaften
des Kreisclverbandes. Wir wollen deshalb untersuchen, wie sic von den cinzelnen
Groflen (Impuls, Trigheitsmoment, Kopplung und Raumfessclung) abhidngen, Die
charakteristische Gleichung (4) ist in diesen Gréflen jedoch so uniibersichtlich, dafi
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man aus ihr den Verlauf der Wurzeln nicht wohl entnehmen kann. Bezeichnen wir
die acht Wurzeln mit 4, 4 75, + 73, & Ya» SO liefert lediglich die Formel

Yivivivi= 25

einigen AufschluB8. Da die Koeffizienten p; und pg von der Impulsgréfie & unabhingig
sind, so bedeutet das: Das Produkt der acht Wurzeln ist eine vom Impuls
unabhingige Grofe.

Dabei sei bemerkt, dafi wir die Bezeichnung so wihlen wollen, dafl y; die kleinste
und y, die gréfite der Frequenzgrofien ist.

Um den Wurzelverlauf iiberblicken zu kénnen, behandeln wir zunichst den Sonder-
fall , gleicher Abmessungen‘‘. Darunter wollen wir verstehen:

1. gleiche Trigheitsmomente beider Kreisel, also @, = 8,, und 0,,= 0,, und somit

M=pi=1I,
2. gleich starke Raumfesselung beider Kreisel in beiden Ebenen, also
b=y =03 =t =1
3. gleich starke Kopplung der Kreisel in beiden Ebenen, also
a3 =al=a?.

Die Impulse beider Kreisel miissen aber nicht gleich grof sein. Jedoch soll dieser
Fall vorangestellt werden, da er am leichtesten zu iibersehen ist.

a) Gleichgrofler und gleichgerichteter Impuls beider Kreisel. Lifit
man beide Kreisel gleich schnell und im gleichen Sinnc umlaufen, so wird kb = k,.
Jetzt vereinfachen sich die Koeffizienten (4a) von Gleichung (4) folgendermaflien:

pl = 54:

pp=2 O*[(b® +a°) (1 +- &%) 4 &%,

pa=02(02+2a% (1 +40°+ %) 4422 2+ 2(0% 4 a?) (1 + 6%) B2+ &4, (7)
pa=12b2(0%+a%) (V>4 2a%) (1 + 6% +2k2(b* +20%a2 4 24Y),

py— b4(0 4 2 ). |

In diesem Falle gelingt es durch einen Gedankenversuch zu einer strengen Lisung
zu kommen und die Wurzein explizit anzugeben. Wir betrachten dazu die Grenzfille
verschwindender und starrer Kopplung, wihrend die anderen Groflen festbleiben
sollen.

Bei verschwindender Kopplung (a2 = 0) hat jeder Kreisel fiir sich zwei Frequenzen,
die wegen der Voraussetzungen iiber gleiche Abmessungen und gleichen Impuls fiir
beide Kreisel gleich sein miissen; denn man hat ja zwei Kreisel mit gleichem Impuls,
gleichen Trigheitsmomenten und gleicher Raumfesselung. Wir kénnen die Frequenzen
berechnen, indem wir aus dem System (1) nur die Gleichungen I und III oder II
und 1V benutzen und auflerdem ¢ = 0 setzen. Die Losung, die sich aus der daraus
folgenden charakteristischen Gleichung

o 82 %+ [b2(1 + 0%) +- K% 2+ bt =0 (8)
ergibt, ist . bAoA /Tb2(1+62)+/?2]“ bt
R i e (
ORI (5 L5 B VA O 5 et R 7
Vs = EX: T e

und zwar sci y; als Prizessions-, yy als Nutationsfrequenz bezcichnet.

Beim zweiten Grenzfall ist ¢ = oo, d. h. beide Kreiscl sind starr miteinander ver-
bunden. Dann kann man das System als cinen cinzelnen Kreisel mit doppeltem Impuls,
doppelten Trigheitsmomenten und doppelter Raumfesselung auffassen. Wihlt man
auch die charakteristische Federkonstante ¢, doppelt so grofi wie zuvor, so sieht

132
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man aus den Definitionen (3), dafl jetzt alle dimensionslosen Gréflen unverindert
bleiben. Dieses System muf} also auch dic beiden Eigenfrequenzen (9) haben, wic
sie zuvor jeder Kreisel fiir sich zeigte. Dicse Tatsache legt es nahe, zu untersuchen,
ob nicht auch fiir jede andere Kopplung diese beiden Frequenzen vorhanden sind,
ob also die Lésungen (9) fiir die beiden Grenzfille auch zugleich Losungen fiir die
allgemcine charakteristische Gleichung (4) mit den Kocffizienten (7) sind, Das wire
aber gleichbedeutend mit einer Aufspaltung der Gleichung (4) in ein Produkt von
zwei Gleichungen zweiten Grades fir 2

Wir wollen deshalb die Bedingungen fiir eine solche Aufspaltung angeben. Die
Gleichung (4) soll dargestellt werden in der Form

(@19* + q27% +gs) (qa7* + 25 ¥* +g6) = 0. (10)
Durch Ausmultiplizieren und Koeffizientenvergleich beckommt man
P1=4q19,
Pa=q195 + 929,
P3=4q14s + 4295 T 4394, (11)
Pa= 1298+ 9345,
Ps =43 4g-

Anstatt das Gleichungssystem (I11) nach den g aufzulosen, wollen wir annehmen,
daf} dic einc quadratische Gleichung von (x0) schon durch (8) gegeben sei. Wir setzen
also

= 62,
G ="0%(1 + &%) + £, (12)
gy =%
Dann bekommt man aus der ersten, zweiten und finften Gleichung (11)
44 = 627 l
g5 = (b*+2a%) (1 4 8% + &2, (13)

ge = (0% -+ 2 a®)2

Da man aus (11) und (4) riickwirts rechnend wieder eindeutig zu (10) kommt,
so sieht man, daf die Bedingungen (11) notwendig und hinreichend fiir die Aufspaltung
sind. Wir haben jetzt nur noch nachzusehen, ob die Werte (12) und (13) auch noch
der dritten und vierten Gleichung von (11) geniigen. Man iiberzeugt sich leicht durch
Ausrechnen, daf3 das tatsidchlich der Fall ist.

Wir kénnen nunmehr aus (10) mit den Kocffizienten {12) und (13) die strenge
Losung von (4) fiir den betrachteten Sonderfall angeben:

S VS R Ve ) R B
n=itlf ——es [_ﬁe——] —
iy ‘I/(b2 + 2 a?) (1 + 0%) + k* 1/{(1#r 2a?) (14 0%) + kz] it za?)?
Ve T 2 §2 282 T !

Vb2(1+62)+k2 D14 0% + A2 bt
N 1L R e g
_ .‘I/(b2+2a2) (14 6% -+ A2 BE - 2a®) (1+ 08 + k22 (24 2a%)°

o=t 28 + [ 288 ] &
Hier wollen wir p; und y, als Prizessionen, y, und y, als Nutationen bezeichnen. Die
Werte y, und 7, gehen fiir 4 = 0 in die von der Kopplung a2 vollkommen unabhéngigen
Wurzeln y; und y4 liber, Wir haben also durch die Kopplung eine Aufspaltung der
Nutation und der Prézession in je zweil Schwingungen, von denen d:e eine ihren Wert
beibehdlt, wie auch immer die Kopplung gewdhlt sein mag.

(14)
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Die Kurven in Abb. 4 zeigen die Wurzeln y abhingig von der ImpulsgroBie % fir
verschiedene Kopplungen. Es sind bei dieser sowie bei allen folgenden Kurvenbildern
als Ordinaten die Betrige der Wurzeln y aufgetragen; denn die Wurzeln selbst sind
ja stets imaginir. Gestrichelt gezeichnet sind die Wurzeln p; und y,, die sich nicht
mit der Kopplung verschieben. Die Wurzeln y, und y, sind von der Kopplungs-
grofle 4? abhingig und in der Abbildung fiir die Werte a® von I bis 6 ausgezogen.
Sie nchmen fiir wachsende % zu, d.h. die
Schwingungen werden schneller. Im Grenz-
fall a® = o0 gehen auch y, und y, nach oo,
so dafl dann nur noch 9 und y; bleiben.
Mit wachsender Kopplung gehen also sowohl &
die beiden Nutationsfrequenzen als auch
die beiden Prizessionsfrequenzen weiter aus-
einander. Das entspricht vollkommen den
von der Theorie der gekoppelten Pendel-
schwingungen her bekannten Tatsachen. Der
Gang von y mit der Impulsgrifie 2 ist in
allen Fallen der gleiche: mit wachsendem £
nchmen die Nutationsfrequenzen zu und dic »
Prizessionsfrequenzen ab, und zwar so, daf} [ ’ 2 5
jedes einzelne der Produkte y; y3 und y, y, ’ 5
einen von % unabhingigen Wert beibehilt. 2| < ¢

Wie sich eine Anderung der Raum-
fesselung auf die Wurzeln auswirkt, ersieht 2
man leicht aus (14). Mit stirker werdender
Raumfesselung, also wachsendem 42, nehmen ~

auch alle vier Wurzeln grofere Werte an,
d. h. die Schwingungen werden schneller.

b) Gleichgrofler, aber entgegen-
gesetzt gerichteter Impuls beider
Kreisel. In diesem Falle werden dic Koeffi-

—_—

g

Abb. 4.

vy = f(k) fir gleich groBe und gleichgerichtete

Impulse der Kreisel (%, = k,) bei verschiedenen Kopplungen.
Die angeschriebenen Zahlen bezeichnen die Werte von a?.

zienten (4a)
Es ist 0% = b% = 1 gesetzt,

p1=641

Pe=2 0% [(0® +a?) (1 4 &%) + A7,

Py=b2(B% 4202 (1 +4 0%+ 08) 4 4 a2 8 -+ 2 (b2 - a?) (1 - O%) 2 - IA,
Pa=22(b% + 2 a?) (b + a?) (1 - &%) L 2 b2 (b2 = 2 a?) B2,

Ps == b4 (b2 + 2 a¥)2.

Jetzt gelingt es nicht, eine allgemeine und strenge Losung der charakteristischen
Gleichung anzugeben. Lediglich in cinigen Grenzfillen und im Sonderfall 6%*= 1
st das moglich.

Es scien zunichst Grenzfille betrachtet. Fiir die Fille £=0 und a?= 0 sind dic
Koeffizienten (15) mit (7) identisch. Wir kénnen dann also die strenge Loésung (14)
Ubertragen. Im Grenzfall starrer Kopplung behalten wir von (15) nur die Glieder bei,
die @* als Faktor haben. Dann fallen dic Koeffizienten #, und p, fort und man kommt
zu einer charakteristischen Gleichung zweiten Grades in »® mit der Lésung:

(15)

. b .
ylzzfi y2=lb, (16)
also zwei vom Impuls unabhingige Schwingungen.

Der Grenzfall starrer Raumfesselung ist unwesentlich, da dann die Kreisel ihre

Freiheitsgrade verlieren. Im Fall fehlender Raumfesselung (b2 =0) verschwinden
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in (15) die Koeffizienten p, und p;, so daff wir wieder die strenge Lésung angeben

konnen: R
. 2 a4 k2
y1=0) YVa=1 ‘/T ’

1 /2 a5+ k2
VY2=0, 7’4=1V y T

Die Kreisel machen dann also nur Nutationen.

Die Grenzfille 2=0 und 6%= oo sind ohne praktische Bedcutung. Dagegen
legen es die Losungen (16) und (17) nahe, zu untersuchen, ob im Falle 6*=1 eine
5 Vereinfachung der Rechnung zu erzielen ist.
Denn in beiden Fillen gehen fiir 62=1
die Losungen ineinander lber, es treten also
Doppelwurzeln auf.

Wir wollen deshalb im Falle 62=1 ver-
suchen, die charakteristische Gleichung mit
den Kocffizienten (15) durch einen Ansatz
fiir Doppelwurzeln zu lésen, suchen also (4)
darzustellen in der Form

(g1 7* 4 g2 7° + ¢5)* = 0.
Wir kommen zu den Bedingungen:

(17)

PIIQ%y
P2="29142s
3=2¢;193 + 43,
Pa=2424;,
Ps=43.

Wie zuvor berechnen wir wieder aus der
ersten, zweiten und fiinften die Koeffizienten
¢1, 42, g3 und erhalten

0= I7
q=2 (0" +a?) + A

B o e Gy

4
A 1 . ! ] .
g 7 2 J [3

h—e g3 =b2(b*+2a?%).
Abb. 5. p = f(k) fir gleich groBe, entgegengesetzt gerichtete . . . . . .
Impulse der Kreisel (& — —#,) bei verschiedenen Kopp- Die dritte und vierte Bedingung sind wieder

lungen. Die angess(l)x;i:t:e;\“?: éa:l;x: =be:.eichnen die Werte notwendig und hinreichend fijr das VOI‘-

handensein von Doppelwurzeln. Wie man
sich leicht durch Ausrechnen iiberzeugt, sind sie im vorliegenden Falle erfullt. Wir
kénnen nunmehr die strenge Lésung fiir den Fall 6= 1 angeben:

nmp=i 2O RETAEEE a2

2 2

y3=y4=iyz(b“r_a2>+k2+V[gﬁt_ai)_w]tbz(m“z) ,

(18)

2 2

Das Ergebnis ist: Im Fall gleicher Abmessungen und gleichen, aber entgegengesetzt
gerichteten Impulsen treten fiir 82=1 Doppelwurzeln auf. Wir haben also nur eine
Nutation und eine Prizession.

Der EinfluBl der Impulsgrofe & sowie der Raumfesselungsgrofie b2 ist in (18) genau
so, wie im vorangehenden Fall der gleichsinnigen Rotation beider Kreisel. Anders
jedoch ist diesmal der Einflufl der Kopplung a® Das zeigt Abb. 5, worin ¥ abhingig
von k fiir verschiedene a? dargestellt ist. Die Nutationskurven haben den gewohnten
Verlauf, ihre Frequenzen wachsen mijt wachsendem a2 iiber alle Grenzen. Die Frequenz-
kurven der Prizessionen jedoch gehen fiir alle a? vom Punkte (k=o0, y=1) aus
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und nehmen dann je nach der GréBc von a? mehr oder weniger stark ab. Auch hier
geht das Anwachsen der Nutationsfrequenzen y; = y, sowic das Abnehmen der Pri-
zessionsfrequenzen y, = y, derart vor sich, daf stets y;73= P27 eine vom Impuls
unabhingige Grofie ist.

¢) Verschiedener Im -
puls beider Kreisel. Sicht
man von den leichter zu be-
handelnden Grenzfillen z. B.
fiir verschwindende oder starre
Kopplung ab, so kann man
bei verschiedenem Impuls der
Kreisel einen Uberblick iiber
den Verlauf der Wurzeln nur
dadurch bekommen, dafi man
die charakteristische Gleichung
(4) nach einer numerischen
Mcthode auflost. Das ist in
zwei Fillen auch ausgefithrt
worden. Abb. 6 zeigt den Ver-
lauf der Wurzeln, berechnet
fir dic Werte 6 =1, b>=1, sy 6. 5= (t,) fiir den Fall, dab mur ein Kreisel lauft. Die Kurven gehoren
ky=0, d. h. der zweite Kreisel 70 @t =0, a% =1, a? = co sowie & =¥ = 1.
soll stehen. Dieser Fall ist
tiberall da von Bedeutung, wo cin Kreisel mit einer trigen Masse gekoppelt ist. Da &,
fiir diesen Fall in der charakteristischen Gleichung nur als Quadrat vorkommt, so
ist das Kurvenbild symmetrisch zur y-Achse. Bei nichtgekoppelten Kreiseln (a®2=0,
gestrichelte Kurve) sind drei
Schwingungen vorhanden: far
den laufenden Kreisel 1 eine
Nutation und eine Prizession,
fir den stehenden Kreisel 11
eine Pendeclschwingung, deren
FrequenzgréfBe bei den ge-
wihlten Zahlen den Wert I
hat. Wird die Kopplungsgrofle
a®=1 (ausgezogene Kurve), so
hat das System vier Frequen-
zen, und zwar eine Nutationund
cine Prizession und dazwischen
zwei Schwingungen, die fir
ky—> oo gegen densclben Grenz-
wert gehen. Diese Tatsache be-

'3

&

I 1e5¢ 2 . i X | " ) L L N ) .

weist, dafl bei einem noch so =¥ -5 =& -7 0 7 z g #
. 7

schnell laufenden KI‘B]SCI, der AbD. 7. ¥ = f(k,) bei verschiedenen Impulsen der Kreisel. Die Kurven gehdren

mit einer trigen Masse gekop- 2u 4% = 0, a2 = 1, a? = 00 sowie & = 4" = 1 und %, = 2.

pelt ist, Frequenzen auftreten

kénnen, die die Grofienordnung einer Pendelschwingung haben. Wird die Kopplungs-
gréfie a? noch grofler, so wandert dic Nutationsfrequenz zu immer grofieren Werten hin,
aber auch der Grenzwert der beiden mittleren Frequenzen wird grofier. Im Grenzfall
a®> = co (starre Kopplung) sind schlieflich zwei Frequenzgrofien unendlich grofi ge-
worden. Es bleiben dann nur die strichpunktiert gezeichneten Frequenzgréflen y;
und y,, die sich auch leicht formelmaflig aus dem Grenzfall starrer Kopplung ergeben.
Man kann aus dem Kurvenbild ohne weiteres die Bezirke herauslesen, die von den
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einzelnen Frequenzgrofien y durchlaufen werden, wenn a? alle moglichen Werte von
0 bis oo durchlauft.

Lauft auch der Kreiscl 11, so kommen die Kurven von Abb. 7. Dabei ist fiir den
zweiten Kreisel die ImpulsgréBle k, =2 gesetzt worden. Sind die Kreisel nicht ge-
koppelt (a? = 0, gestrichelte Kurve), so hat jeder Kreisel fiir sich zwei Eigenfrequenzen.
Da diec Wurzeln iiber der Impulsgrofle k2, aufgetragen sind, so sind dic Frequenzen des
Kreisels 11 natiirlich unveranderlich. Fiir die Kopplungsgrofle a? =1 zeigen die aus-
gezogenen Kurven den Verlauf der Wurzein. Fiir &y — oo geht stets eine Wurzel
gegen Null, cine andere gegen Unendlich, wihrend die beiden dazwischenliegenden
Wurzeln sich bestimmten Grenzwerten nihern, die nur noch von der Kopplungsgréfie
und der Raumfesselungsgrofie abhingen. Dic beiden fiir negative &, grofieren Wurzeln
gehen mit a% — oo auch gegen Unendlich, wihrend die beiden anderen Wurzeln
als Grenzkurven fiir a® - oo die strichpunktiert gezeichneten Kurven haben. Fiir
k, =—2 kommen wieder dic schon zuvor behandelten Doppelwurzeln der gegen-
sinnig laufenden Kreisel.

2. Verallgemeinerung der strengen Losung im Fall gleichsinniger Rotation. Die Lo-
sung (14) gibt zwar schon cinen guten Uberblick tiber den Einfluf der einzelnen Grofen
auf den Gang der Wurzeln. Um sic zu erhalten, sind jedoch viele vereinfachende An-
nahmen gemacht worden. Es liegt nahe, zu untersuchen, ob durch einen dhnlichen
Gedankengang wie den, der zur Gleichung (14) fiihrte, cine Losung von grofierer
Allgemeinheit abzuleiten ist. Wir fragen nach den Fillen, in denen cine Aufspaltung
der charakteristischen Gleichung (4) in zwei quadratische Gleichungen méglich wird,
von denen die eine unabhingig von der Kopplung ist. Die Bedingungen dafiir lassen
sich durch folgende Uberlegung finden: Soll die eine quadratische Gleichung unab-
hangig von a2 sein, so lassen sich die ihr entsprechenden Wurzeln aus einer Unter-
suchung der Grenzfille @®=0 und a?=oco bestimmen. KEs miisscn also dieselben
Frequenzen auftreten, wenn cinmal jeder Kreisel fiir sich schwingt (¢®=0) und zum
andercn, wenn beide Kreisel starr miteinander verbunden sind (a?= oco). Wir be-
kommen so die charakteristischen Gleichungen

I. bei ungekoppcltcﬁ Kreiseln: fiir Kreisel I
8yt + (B3 + b5+ 47) 2+ bi g =0, (19a)

0% 1} 3 y* + (g 02 b3 +-puf 0 + &) y* + B3 b5 =0, (19b)
2. bel starr gekoppelten Kreiseln:
&% (u2 + 1) (g + 1) 4 [(F -+ 1) (B3 +89) 4 0 (18 + 1) (b3 + B8) + (ky + Rp)?] 92 +-
+@%+@M@+w3=o}“9®
Sollen die Wurzeln der drei charakteristischen Gleichungen (19) gleich sein, so

miissen auch die einzelnen Koeffizienten gleich sein. Man bekommt durch Vergleich
die Bedingungen

fiir Kreisel I

p=ug=1, b=b§, =0}, =k, (20)

Wir haben jetzt nachzupriifen, ob mit Einfiihrung der Annahmen (20) cine Auf-
spaltung der Gleichung (4) in ein Produkt von der Form (10) maglich ist. Dazu machen
wir den Ansatz

9= 621
G= U1+,
g5 = b3 b3,
Dann bekommen wir aus der ersten, zweiten und fiinften Gleichung (11)

9= 62)
gs = 02 (b3 +2a8) + B3 +2 a3+ 12,
gs= (0} +2af) (b 12 aj).
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Sind auch noch die dritte und vierte Bedingungen (11) erfiillt, so ist eine Aufspaltung
der charakteristischen Gleichung (4) mit dem erwihnten Ansatz moglich, Man tber-
zeugt sich leicht durch Einsetzen, daf} das auch tatsichlich der Fall ist. Wir kénnen
nun sofort die verallgemeinerte Losung angeben:

1/ etb by e oI oL AE)T  GiG
=il ' g — 252 T e

—; /PGt 2ah) F bt 248+ A '52‘(6'{’+2a?)+b§+2a5+k2]” _ (bf+2a3) (b +24a3)
V2= T 202 202

o2 b
1/ 8208 + b+ R 3 1 Uit EEE biby
7”’:2]/ T +V[ zaf*] o

_ V62(b2+2a1)+b"+2a‘,+k2 R (b1 2al) + b3+ zal+F AEZ (bl + 2ab) (bR F 24))
Ya=i 207 + ]/ 288 ] 5 .

Dieses Losungssystem gilt unter der einschrinkenden Voraussetzungen (20). Es
darf also diesmal dic Kopplung sowie die Raumfesselung der Kreisel in der #- und
yw-Ebene verschieden sein. Jedoch mufl Gleichheit der Raumfesselungen der Kreisel
in der #-Ebene bzw. in der y-Ebene verlangt werden. Auflerdem miissen dic Trig-
heitsmomente der Kreisel in der &#- bzw. in der w-Ebene sowie auch die Kreisel-
impulse gleich sein.

3. Ndherungslosungen fiir grofen Impuls. Die Losungen der bisherigen Sonderfille
bieten zwar schon ecinen ganz guten Uberblick; sie sind jedoch bei der ungeheuren
Vielzahl von Méglichkeiten lange nicht ausreichend. Die charakteristische Gleichung
enthilt 11 Groflen, die unabhingig voneinander ihre Wertebereiche durchlaufen
konnen; die Mannigfaltigkeit der zu erwartenden Erscheinungen ist also auflerordent-
lich groB. In jedem zahlenmifiig gegebenen Fall kann man zwar aus der charakteri-
stischen Gleichung (4) die Frequenzgroflen numerisch ausrechnen; jedoch sind fir
eine Klidrung der allgemeinen Verhiltnisse Niherungsformeln wertvoller, die man
durch gewisse Vernachldssigungen und Vereinfachungen gewinnt. Da nun in der
Technik hauptsichlich schnellaufende Kreisel verwendet werden, so sollen fiir sie
geniherte Losungen fiir die einzelnen Irequenzgréflen angegeben werden. Dabel
sci unter ,,schnellaufendem Kreisel und ,,groflem Impuls® verstanden, dafi die in
der charakteristischen Gleichung (4) vorkommenden Gréflen 22 und b2, auch wenn
sie mit den Verhiltnisfaktoren 62 und p? multipliziert sind, dort vernachlissigt werden
sollen, wo sie additiv zu den Impulsgréfien %2 hinzukommen.

a) Niherungen fir dic Prdzessionsfrequenzen. Da y und yp, fiir grofien
Impuls sehr kleine Groflien sind, so wollen wir die beiden hochsten Potenzen y8 und »®
vernachlissigen und nur 9% »? und das konstante Glied beibehalten. Die Koeffizienten
wollen wir vereinbarungsgemifl vereinfachen, so dafl dann als charakteristische
Gleichung tibrig bleibt

psyt+ pa ¥+ ps=o0.

y%’g 2?3 = V 21’8 173 (22)

Hieraus konnen fiir alle Sonderfille die Ndherungen fiir grofien Impuls gewonnen
werden, So erhilt man zum Beispiel aus (22) fiir den Fall k4 =k, und , gleiche Ab-
messungen'‘ die einfachen Formeln

. b2 .52 4202
=1t Ve=1 —; £, (22a)
ein Ergebnis, das man natiirlich auch aus der Lésung (14) sofort hitte gewinnen kénnen.

b) Naherungen fiir die Nutationsfrequenzen. Ganz entsprechend kann
man bei der Niaherungsrechnung fiir die beiden Nutationsfrequenzen verfahren. Fiir

Dic Losung ist

(21)
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hinreichend grofien Impuls sind die Frequenzgréfien yg und y, sicher so grofi, daB
man unbedenklich das konstante Glied sowie .das Glied mit »% in der charakteri-
stischen Gleichung (4) streichen kann. Dann bleibt

) Pt part =0
mit den Koeffizienten
pr=0"ui s,
pa= 0% (k3 + K pif 113),
ps =k} E}.
Die Losung nimmt die Form an

y:: .k
Ys=1g", 74:367;?@' (23)
Wegen des einfachen Baues der Formel wollen wir in diesem Fall dic urspriinglichen
dimensionsbehafteten Grofien nach (3) wieder einfithren. Wir erhalten dann fiir die

Nutationsfrequenzen
A gy

===, Ng = —=——or—.
Vs 6y, Yo Gy,

Das sind aber genau die Nutationsfrequenzen, die jeder Kreisel fiir sich haben wiirde,
wenn cr nicht gekoppelt wire. Wir kommen also zu dem Satz: Fir grofien Impuls
und nicht zu starke Kopplung haben gekoppelte Kreisel diesclben Nutationsfrequenzen
wie die ungekoppelten Kreisel; jedoch findet durch die Kopplung eine Ubertragung
der Nutationsfrequenz des cinen Kreisels auf den anderen statt, so dafi bei jedem
Kreisel beide Frequenzen auftreten.

g (23a)

4. Bemerkung zur Stabilitit der Bewegungen. Dic Frage nach der Stabilitit der
Bewegungen hingt wesentlich von der Gestalt der Wurzein der charakteristischen
Gleichung ab. Offenbar gibt es zwei Moglichkeiten, bei denen Instabilititen auf-
treten kénnen, erstens, wenn eine oder mehrere Wurzeln positiv reell oder komplex
mit positivem Realteil sind, zweitens, wenn Mehrfachwurzeln auftreten und dadurch
die vor den entsprechenden Losungstermen stehenden Amplitudenfaktoren Polynome
der Zeit sind.

FEs 148t sich nun ganz allgemein zeigen, dafl bei dem betrachteten Differential-
gleichungssystem Instabilititen durch reelle Wurzeln oder positive Realteile der
komplexen Wurzeln nicht auftreten kénnenl.

Weiter 143t sich zeigen, dafl beim Vorhandensein von Doppelwurzeln die Glieder
in den Amplitudenfaktoren verschwinden, die die Zeit ¢ als Faktor haben. Der dadurch
entstehende Mangel an verfligharen Konstanten wird durch eine entsprechende Unbe-
stimmtheit der bleibenden Konstanten ausgeglichen. Lediglich in dem Grenzfall,
daf} beide Kreisel in derselben Ebene keine Raumfesselung besitzen, brauchen die
Faktoren der Zeit vor den Losungstermen nicht zu verschwinden. Aber dann be-
deutet das keine eigentliche Instabilitit, sondern nur eine wandernde Gleichgewichts-
lage, um die dann die anderen stabilen Schwingungen erfolgen.

Ill. Die Bahnkurven der Kreiselspitzen.

1. Allgemeine Diskussion. Die Bahnkurven, die die Spitzen der Kreiselachsen
beschreiben, ergeben sich, wic aus Abschnitt I bekannt, durch Ubereinanderlagern
von vier clliptischen Schwingungen. Uber die Achsenverhiltnisse dieser einzelnen
Ellipsen soll im folgenden eine Aussage gewonnen werden., Dazu missen wir aus den
Gleichungen (2) die Verhiltnissc A/B, A/C, A/D, B/D berechnen. Aus diesen Ver-
hiltnissen, deren Werte wegen ihrer Uniibersichtlichkeit nicht erst hingeschrichen
werden sollen, kann man folgendes erschen:

1 Siehe z. B. E. J. Routh, Essay on the stability of motion.
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1. Die Verhiltnissc A/C, A/D, BJD crscheinen in komplexer Form. Das ist klar,
da sic ja Verhiiltnisse der Amplituden von je zwei zucinander senkrechten Schwin-
gungen darstellen. 4/B ist als Verhdltnis der Amplituden &, und &, reell.

2, Beide Kreisel machen #ahnliche Bewegungen, wenn A/C = B/ ist. Durch
Vergleich schen wir, daB dies cintritt fiir ‘

}‘,1':/‘727 /L;!;/Lg:II 17"13:17:’;’ bizbj>
also fiir zwei Kreisel mit gleichem Impuls, gleichen Trigheitsmomenten und gleichen
Raumfessclungen in der #-Ebene und in der y-Ebene.

2. Niherungen fiir grofen Impuls. Wic bei den Frequenzgrofien, so bringt auch bet
den Amplitudenverhiltnissen cine Beschrinkung auf schr grofien Impuls erhebliche
Vereinfachungen.

Wir betrachten zuniichst die Amplitudenverhiltnisse der Nutationsschwingungen
und gehen hierzu mit den zuvor fur dic FrequenzgroBen errechneten Niherungsformeln
in dic aus (2) sich ergebenden Verhiltniswerte cin und vernachlissigen dic Grafien a?
und 42 dort, wo sic additiv zu den Grofien A% hinzutreten, So kommt man zu schr
cinfachen Formeln, dic noch durchsichtiger werden, wenn man wieder mittels (3)
die urspriinglichen dimensionsbehafteten Grifien cinftihrt, nimlich

! ) By,
e
(__7) 1/ B e1d2 O+ 2y Oy,
3 C /. 1 @_1'.: £y Jl 6‘)2:2+L"2J2 93'1 ’
By 1/ 0x c1dy O+t cady Oy,
<~_) - l Oy, 130, + 2 Oy,
(ﬁB‘ 1/ O,
D)yx_] 0y,

Da y, dic Eigennutation des Kreisels I und p, dic Eigennutation des Kreisels 11
ist, so sicht man: Jeder Kreisel hat fiir dic Frequenz, dic ihm eigen ist und die er im
ungcekoppelten Fall allein zeigen wiirde, auch das Amplitudenverhiltnis, das ihm cigen
ist. Dic durch dic Kopplung tibertragene Nutation hat aber cin Amplitudenverhéltnis,
das wesentlich von der Kopplung und den Impulsen abhingt.

Bei den Amplitudenverhiltnissen der Prizessionen kommt man nicht zu so klaren
Formeln, da ja schon die entsprechenden Naherungsformeln fir dic Frequenzgréfien
schr viel verwickelter sind, jedoch sicht man, dafi die Trigheitsmomente nicht in
dic Rechnung cingehen, da dic entsprechenden Glicder die Grofienordnung 1/k? haben
und so gegen dic die Stabilititsmomente b2 und a2 vernachlissigt werden kénnen.
Dic Amplitudenverhiltnisse der Prézessionsschwingungen hingen also nur noch von
den Momenten der Raumfesselung und der Kopplung ab.

Rechnen wir im Sonderfall | gleicher Abmessungen' und gleichen Tmpulses mit
den Nzherungsformeln (22a), so nchmen simtliche Verhiltnisse den Betrag eins an,
d. h. dic Priizessionsschwingungen sind fiir diesen Fall Kreisschwingungen,

IV. Grenziiberginge zu starren Kopplungen.

1. Allgemeine Ndherungslosungen. Bei den in Abschnitt 11, 3. gerechneten Nahe-
rungslosungen fir grofien Impuls ist stets in der charakteristischen Gleichung (4)
eine Grofle a? oder b2 dort vernachlidssigt worden, wo sic additiv zur lmpulsgrofic &2
hinzutritt., Diese Vernachlissigungen sind sicher iiberall erlaubt, wo dic Kopplung
durch nicht zu starke Zug- oder Torsionsfedern geschieht, Dagegen mufl dic Rechnung
versagen, wenn zum Beispiel cine schwanke Welle des Kreisels cine Kopplung mit
den Massen der Hingung hervorbringt. Oder, wenn zwei Kreisel zwar in der ecinen
Ebene mit Federn gekoppelt sind, jedoch durch cine starre, in Wirklichkeit aber
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immer ctwas clastische Verbindung gezwungen werden, in der anderen Ebene stets
gleiche Ausschlige zu machen. In diesen Fillen kénnen nimlich dic Kopplungsgroficn
oder auch die Raumfessclungsgrofien sehr grofie Werte annchmen. Dann wird man
aus ciner Abschiatzung der Groficnordnungen leicht erschen, welche Vernachlissigungen
in der charakteristischen Gleichung gemacht werden diirfen. Liegt cine Kopplung
durch cine elastische Kreisclwelle oder durch die unvermeidliche Elastizitit der Auf-
hiangung des Kreisels vor, so wird im allgemeinen ber praktischen Problemen der
dicser Kopplung entsprechende Kocffizient grofi scin gegen dic Impulsgrofien, und
dicse werden wicder grofl scin gegen 1.

Fiir dic gendherte Losung der charakteristischen Gleichung kann man nun die
Tatsache ausnutzen, dafl dic Wurzeln p oft schr verschiedene Grofienordnungen
haben. Sind dic y klein gegen cins, so kann man sicher dic beiden hochsten Potenzen
in (4) fortlassen und crhilt aus der dann zuriickbleibenden quadratischen Gleichung
fiir 42 cine Niherungslosung, Wenn dagegen dic Wurzeln y grofie Werte annchmen,
so sind dic beiden letzten Glieder, das Glied mit 32 und das konstante Glied fortzu-
lassen. Nachtriiglich mufl man sich dann {iberzeugen, ob die gemachten Vernach-
lissigungen wirklich erlaubt waren. Man bekommt auf dic angegebene Weise aus der
charakteristischen Gleichung (4) dic Niherungslésungen

ST TE =1

2P 195 (24)
B e ",:V ’
R L

In cinigen Fillen haben dic Wurzeln alle eine verschicdene Grofienordnung, so
daf man sich dann die Rechnung noch weiter vercinfachen kann, indem man cinfach
aus der charakteristischen Gleichung je zwei Glieder herausgreift und daraus jede
Wurzel cinzeln bestimmt. Auf dicse Weise kommt man zu der Losung

2 o ?i 2 P
y} 17.1 ’ y:i f’2 ’ (25)
‘)}3 = fj,“, yl —_ &

: Ps ’ + P1 )

Diese Naherungslosungen haben vor allem dort eine Bedeutung, wo es sich darum
handelt, den Einflufl der verschiedenen Grofien auf den Gang der Wurzeln zu erkennen
und um ecine allgemeine Cbersicht diber dic Eigenschaften des Kreisclverbandes zu
gewinnen.

An zwei Beispiclen soll gezeigt werden, wie vielseitig und aufschlufireich das Ver-
fahren sein kann,

2. Kopplung in einer Ebene starr. Dic Kopplung sci so beschaffen, daf$ die Kreisel
zum Beispiel in der y-Ebene gleiche Bewegungen machen miissen. Dann wird ¢,
und damit a} der Theoric nach unendlich groff scin. Wegen der Elastizitit jedoch
wird ¢s cinen zwar schr grofien, aber doch endlichen Wert haben. Dabei ist es gleich-
giiltig, wo man dicse Elastizitit lokalisiert, ob in der Kreisclwelle, im Kopplungs-
mechanismus oder in der Aufhingung; nur mufl man beachten, was dann unter den
verschiedenen Trigheitsmomenten gemeint ist.

Wegen a2 > 1 konnen wir in der charakteristischen Gleichung (4) sctzen

b2 + ai= al, b2+ ai~a al,

aber
(b + a3) (b3 + a3) —abr a3 (b 03

Gegen dicse Glieder sollen alle additiven Glieder von der Grofienordnung a3, b3, 62

¢ vernachlissigt werden, nicht jedoch die Glieder mit k2. Denn wir wollen uns auch

hier auf den technisch wichtigen Fall des schnellen Kreisels beschrianken, so dafl

wir auch dic schon in Abschnitt 11, 3. besprochenen Vernachlissigungen fiir ,,grofien
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Impu]s“ gelten lassen diirfen. Wir behalten demmach von der charakteristischen
Gleichung (4) die Kocffizienten

pr=mus 0,

pa— a3 8 3 + 1) + 8% (15 + 3 3 18),
pa= a3 (3 + 13 13) + B B3,

pa=ai [(ky +FRg)% - af + k203 - k353,

ps = a} (b5 +b3) (b3 b5 + a¥ (b3 +83)].

Sctzt man diese Kocffizienten in (24) c¢in, so findet man, dafi die Gréfien 4 p4 p,
bzw. 4 p; Py ihrerscits klcin sind gegen p3 bzw. p%, so dal man tatsiichlich die Rechnung
noch weiter vereinfachen kann, indem man (25) benutzt. Durch Kinsetzen sicht man
nachtriaglich leicht, weshalb cine solehe Vereinfachung der Losung mdoglich war. Alle
Wurzeln haben namlich cine verschiedene Grofienordnung, und zwar von y§ bis y3
die Groflenordnungen 1/k2, 1, &%, al.

Ohne das Ergebnis erst in der dimensionslosen Form  hinzuschreiben, fiihren wir
wicder dic urspriinglichen dimensionsbehafteten Grofien cin und geben, um das Ergebnis
der Anschauung niher zu bringen, gleich die Schwingungszeiten an:

T =21 / i Ji+ o [FAALE
1 - ] (rg--vq) [ 72t c1(rit 7)) '
}/,;z@}. SRLLE R
f2:27[ r2l+1'1.]z—|—c,( +J2) ’
] 031 Oy, (@x,+@x)+@1‘ @y,—J2+ O, @} __,4 (26)
To=12m ,
J2@y +J @3,-}-*) J2JE
1 = 6, O,
—_— _ — 2 — - I
Iy=:2= o _L@ 4 Ondi | Ox
*r 2 63”1:2 @v (2}

Dic Grofien J¥e, sind hier die Verbesserungsglieder, die fiir die Elastizitiit in Rechnung
zu setzen sind. Wenn auch ¢, sehr grofie Werte haben mag, so kann doch J%c? bei
schnellen Kreiseln so gro werden, dafl es nicht vernachldssigt werden darf.

Nachtriglich kann man in den Formeln (26) den Grenziibergang ¢, — oo machen
und bckommt dann dic Formeln der Schwingungszeiten bet absolut starrer Kopplung
in der y-Ebene.

SchlieBlich sci tiber die Grofienordnung der Schwingungen noch folgendes bemerkt.
T, ist cine typische Prizessionsschwingungszeit, die in dieser Nidherung unabhingig
von clastischen Wirkungen der Kopplungen ist. Dic Schwingungszeit T, verdient
woh! die meiste Beachtung. Sie legt in der Groflenordnung einer normalen Pendel-
schwingung und wird fiir J; = J, vollkommen unabhingig vom Impuls, wenn man
von dem Verbesserungsglicd absicht, Das ist durchaus nicht selbstverstindlich und
zeigt, dafi auch bei schnellaufenden Kreiseln Pendelschwingungen um Achsen, dic
zur Kreisclachse senkrecht sind, auftreten konnen. Der Kreiselverband Vcrhalt sich
also so, als ob die Kreiscl gar nicht liefen. Durch das Verbesserungsglied wird die
‘Schwingung langsamer. T, ist cine typische Nutationsschwingungszeit, bei der im Zihler
und im Nenner Zusatzglicder auftreten, so daf§ sich die elastischen Wirkungen der
Kopplungen teilweise aufheben. Da bei 7, der Faktor 1/c, auftritt, so hat T, die
GréBenordnung der bei Schwingungen von clastischen Stiben auftretenden Schwin-
gungszeiten und grenzt schon an das Gebict der Akustik.

3. Kopplung in beiden Ebenen starr. Dicser Fall soll hauptsichlich wegen der Ver-
esserungsglieder angegeben werden; denn fir villig starre Kopplung in beiden
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Ebcenen brauchte man nicht das Verfahren iiber die charakteristische Gleichung (4)
anzuwenden, sondern kinnte cinfach aus dem Gleichungssystem (1) dic Losung
herleiten.

Wir geben den Kopplungskoeffizienten ¢ und ¢; und damit auch den dimensions-
losen Kopplungsgrofien af und & schr grofle, aber cndliche Werte, Dann fihren wir
wic in dem zuvor besprochenen Fall Vernachlissigungen cin. Man erhilt so aus (4a)
die Kocffizienten

p=ia 8,

P = Wa‘-( G 1) 4 e 0% a3 (13 - x) RS R R
2= K3 (a} + 8% at) RS I (1 o g 0% a) o R ataf (o + 1) 0 1),

)
ps= ai ai (ky + ky)?,
Ps = ai af (b5 + b7 +b3).

Zur Bestimmung der Frequenzgrofen kann man dic Gleichungen (24) und (25)
benutzen. Da yy die Groenordnung 1/ hat, y, aber die Grofienordnung &, so kénnen
wir zur Bestimmung dieser beiden Frequenzgrofien die cinfachen Formeln (25) an-
wenden. Fir p, und v, jedoch mufy Gleichung (24) genommen werden, Dicse beiden
Schwingungen sollen nicht crst hingeschricben werden; doch sicht man schon aus
ihrer Grofienordnung a2, dafl es zwei schr schncelle Schwingungen sind, deren Frequenz
noch dber der der Nutation liegt. Fir die beiden anderen Schwingungen bekommen
wir nach Einfithrung der urspriinglichen Graflen die Schwingungszeiten

Ty=2n N
V47 (rat7a)
3 @ o x .. 277? ) 2
(65,4 62 (O, + O] + /1 (D2 D)y Gy Oy AT 27)
Yo—m o ) Sk a 2 1 61 6n
27 g+,

Daraus schen wir, da dic Prizessionsschwingung 75 in erster Nidherung nicht
durch clastische Einflisse gestort wird, wohl aber die Nutationsschwingung Ty, bel
der noch drei Verbesserungsglicder auftreten.

Wir wollen die Formeln (27) noch auf cinen besonderen Fall anwenden, ndmlich
auf c¢in Kreiselpendel, das in cinem Kardangehinge gelagert ist. Die Kreisclachse
soll senkrecht stchen und die Kardanringe sollen dem Kreisel Bewegungsfreiheit um
dic waagerechten Achsen geben. Wir nchmen an, die Kreisclwelle sei etwas clastisch
und vermittle so cine Kapplung zwischen den Massen der Aufhdngung und dem
Kreiselkorper. Mit dem Zeiger 1 wollen wir dic 1lingung, mit 2 den Kreisel sclbst
bezeichnen. Dann haben wir in unseren Formeln zu scetzen

J; =0 (= Impuls der Hingung),

Jy=1dJ (= Impuls der Kreisclscheibe),

0., = 60,,= 0, (= Trigheitsmoment der Kreisclscheibe um dic Querachse),

O, + 0p= 0, (= Traghcitsmoment des gesamten Systems um die x-Achse),

6, + 0,= 0, (= Trighcitsmoment des gesamten Systems um die y-Achse),

¥, +re =G, hy (= Stabilititsmoment des Systems um die x-Achse),

vy -7, = Gy hy (= Stabilititsmoment des Systems um dic y-Achse),

¢, = ¢y = ¢ (= Kopplungskoeffizicnt der clastischen Kreiselwelle).

Damit bekommen wir dic Schwingungszeiten
. 27dJ
VG Gy !

/ S 27a
23]‘/ Qx 85+ —]C— (B4 6y) w7
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Dic Prizession bleibt also unbecinflufit, dic Nutation jedoch wird langsamer gegen-
Uber der Nutation hei vallig starrer Welle, und zwar um so mehr, je grofier die Trig-
heitsmomente der Kardanringe sind, und je kleiner ¢ ist. AufBlerdem féllt das Ver-
besserungsglied um so mehr ins Gewicht, je groBer der Impuls ist.

SchlieBlich sci noch das Ergebnis fiir cinen anderen Fall bekanntgegeben ohne
Durchfiihrung der Rechnung im cinzelnen. Ein Kreisel mit etwas clastischer Welle
sei so in ecinem einzelnen Kardanring aufgehingt, dafi er nur noch zwei Freiheits-
grade besitzt. Die Ausrechnung der Schwingungszeit mit starrer Welle ergibt cinfach

DR .
T2 O, K4
Gl ]I'l ’
also cine vom Ilmpuls unabhingige Schwin- | ahusticte
gungszeit. Rechnet man dagegen nach der 27 Sohw
angegebenen Methode, so bekommt man
T &
J? B | Mdtationen W
) o e, + - (27 b) §70 %
- Gihy S
E

Wir haben also cine Abhéngigkeit vom Im-
puls. Das ist aber genau dieselbe Formel,
die schon A. Féppl! fir cine Kreisclpendel
mit clastisch nachgiebiger Stittzung auf

10°r- Pendlelschw:

i | Frozessig- 7

\

anderem Wege abgeleitet hat, nen
I Sl _ J J
. .. normale  Agoplung  Kogplung  Nopplung i ber-
4. Allgemeine Bemerkung. Dic in den Kopplung inamer in heiden der Ehenyreeine
beiden angefithrten  Beispiclen bei den Kf""””/”’” f"’”’””;”/f””’”[”””'
Kocffizienten p; vernachlissigten Glieder D/)A’:)bu:ys‘qm

konnte man ohne jede Schwierigkeit in der
weiteren Rechnung beibehalten.  Jedoch werden dadurch die Gleichungen nur uniiber-
sichtlicher. Auch wiirde die dadurch errcichte héhere Genauigkeit wegen der Fehler
der genidherten Losungsmethode ohne Bedeutung sein. Man mufl sich jedoch hiiten,
nachtriaglich in den Loésungen Grenziberginge (z. B. £ — 0) zu machen, weil dann
in viclen Fallen gerade den vernachlissigten Gliedern die ausschlaggebende Bedeutung
zukommt. Es ist deshalb vortcilhafter und fithrt auch schacller zum Zicl, wenn man
in jedem c¢inzelnen Falle von der charakteristischen Gleichung (4) ausgeht und dort
die Moglichkeit von Vernachlassigungen in den Koeffizicnten p; nachpriift.

Als allgemeine Eigenschaft der Wurzeln 9; kénnen wir feststellen: Mit stirker
werdendem Kopplungsgrad nehmen die Wurzeln groficre Werte an, d. h. die Schwin-
gungen werden schneller. Und zwar kénnen so die Frequenzen in ganz andere Groflen-
ordnungen kommen. Wir bezeichnen dic ganz langsamen Schwingungen (bis zu
107! Hertz) als Prizessionen; das sind Schwingungen, deren Frequenz im wesent-
lichen durch den Kreiselimpuls und die Stabilititsmomente bestimmt ist. Schwin-
gungen, deren Frequenz die Grafienordnung 1 Hertz hat, wollen wir kurz als Pendel-
schwingungen bezeichnen; sie sind hauptsichlich durch Stabilititsmomente und
Trigheitsmomente gegeben. Dic darauffolgenden, von Impuls und Triagheitsmomenten
ablhingigen Schwingungen von der Groflenordnung etwa 10 Hertz sollen Nutationen
heiffen.  SchlieBlich scien die ganz schnellen Zitterschwingungen von der Frequenz
ctwa 100 Hertz und mchr als akustische Schwingtingen bezeichnet. Diese sind durch
die clastischen Eigenschaften der | starren Kopplungen bestimmt.

Tragen wir uns dicse GroBenordnungen der Schwingungen tiber dem Grad der
Kopplung auf, so kommen wir zu der schematischen Abb, 8. Dicse zeigt anschaulich
cine wesentliche Eigenschaft der cinzelnen Schwingungen. Dic auf der Ordinate

1 A. Foppl, Technische Mechanik, Bd. VI, § 4o.
14
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aufgetragenen Zahlen sind nicht Werte in Hertz, sondern Mafizahlen fir dic dimen-
sionslosen Frequenzgrofien y;. Die Grofle ist jedoch so gewithlt worden, dafl sic mit
den oben angegebenen Werten éibercinstimmt, Es ist sofort ersichtlich, dafi mit stiarker
werdendem  Kopplungsgrad alle Schwingungen schneller werden.  So  durchlauft
z. B. dic FrequenzgroBe p, fir die der Abbildung zugrunde gelegte Kopplungsskala
den ganzen Bercich der Schwingungen von den Prisessionen iiber dic Pendelschwin-
gungen und dic Nutationen bis zu den akustischen Schwingungen.

V. Einflu8 der Reibung.

1. Aufstellung der charakferistischen Gleichung unfer Beriicksichtigung der Lager-
reibung in den Kardanringen. Das Gleichungssystem (1) ist natiirlich cin idealisicrter
Grenzfall. In Wirklichkeit wird stets ctwas Reibung in den lagern der Kardanringe
vorhanden scin, dic die Schwingungen in bestimmter Weise beeinflufit. Die Art diescs
Finflusses soll im folgenden behandelt werden.

Es sci angenommen, dafl beide Kreisel sowohl um dic x-Achse als auch um die
y-Achse Reibungen in den Lagern der Kardanringe besitzen, deren Koeffizienten wir
mit s; bis s, bezeichnen wollen. Dic Reibungsmomente sclbst werden der Winkel-
geschwindigkeit proportional angenommen. Damit geht das Gleichungssystem (1)
iiber 1n

0, L0 g U U0 — o (B, — B) =0,
O Gt R+ ;ﬁ;im By ey — D) =0, .
0., dd:ﬁl +h dﬁl +353 4 dwl + 71— Ca (Yo ) =0 )
@xziz% +, dﬁ?‘ +S1 d% + 7P (Y1 —Ya) =0

s 2 di

Dic Losung dieses Gleichungssystemes verlauft formal genau so, wie im reibungs-
losen Fall. Nur sind jetzt auBler den dimensionslosen Gréfien (3) noch vier dimensions-
Inse Reibungsgrofien o bis g, einzufithren, definiert durch

0":_8201 (7.:1, 2’ 3' 4).
So kommt man zu der charakteristischen Gleichung
P2 toy b +af —af —kyy 0
—a 1 y* oy y + b5 - at 0 —kyy o
Ry v 0 0292+ oyy + b3+ a3 —a -
0 kyy — aj 15 0% y® + 6y y + b3 + af
oder ausgerechnet
Pyt Py F s Pa P e VP Pyt py=0. {29)

Von ciner Angabe der Koeffizienten sei hier abgeschen, da sie sich als schr lange und
suflerst uniibersichtliche Ausdriicke crweisen.

2. Niherungslosung fiir kleine Reibungen. Sicht man von dem Fall des absichtlich
gcbremsten Kreisels (z. B. Schiffskreisel) ab, so wird im allgemeinen dic Lagerreibung
klcin sein gegen dic Kreiselkriafte und die Federkrifte. Da cs keine Méglichkeit gibt,
dic Glcichung (29) auf algebraischen Wege zu losen, so mufi man sich durch irgendein
Nihcrungsverfahren die Wurzeln p, bis yg verschaffen. Das kann fiir klcine Reibung
auf folgende Weise geschehen. Die Frequenzgrofie y sei als Funktion der Reibungs-
grafie o aufgefait. Dann entwickeln wir y = f(o) fiir den Punkt ¢ = 0 in cine Taylor-

reihe 2 12
p(0) =p(0) + o930 L 2 L0)
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Dic Losung y(0) fiir den reibungslosen Fall ist aus dem Vorhergehenden bekannt.
Die Differentialquotienten aber kénnen wir uns nach den Regeln der Differentiation
von impliziten Funktionen aus der Gleichung (29) bestimmen. Bezeichnen wir diesc
Gleichung abkiirzend mit P = o0, so sind dic Differentialquotienten

dP
dy __ _do
de ~ dP
oy
dP\2 d*P qu apr d*p ‘dP\)izd?P
dzy (%—) d® T " do dy dody —( dy | do®
dor T T o ddpNE T
&

Damit kénnen wir schrittweise die Funktion yp (o) aufbaucn,

Erster Schritt. Bilden wir aus (29) den Differentialquotienten dy/d ¢ und sctzen
darin 6= 0, so bleiben nur noch gerade Potenzen von y(0) stechen. Da aber, wic zuvor
bewiesen wurde, dic Wurzeln p(0) stets rein imaginér sind, so ist dyp/de recll, Der
erste Schritt licfert also den Realteil zu den bisher rein imaginaren Wurzeln », d. h. wir
bekommen geddmpfte Schwingungen, deren Frequenz (Imagindrteil von p) in erster
Niherung ungcindert bleibt.

Zweiter Schritt. Im Ausdruck fiir d2y/d 6% wird, wie man sich durch Ausrcchnen
leicht tiberzeugt, der Zdhler reell, wihrend der Nenner rein imaginir wird; also ist
d?y/da® auch rein imagindr. Demnach liefert die zweite Naherung keinen Beitrag
zur Dimpfung der Schwingungen, sondern lediglich eine Verbesserung der Frequenz.

Wir konnen nunmehr in zweiter Niherung die Lésungen schreiben

dy (o 0% d%y (o
7(0) =0 L1 sy (o) 4 LV, (30)
Dabei liefert das erste Glied, der Realteil, dic Didmpfung und das zweite Glied, der
Imaginirteil, die Frequenz. Wir erhalten also jetzt acht komplexe Wurzeln ¢, von
denen je zwei konjugicert zueinander sind.

VI. Versuche mit kraitgekoppelten Kreiseln.

1. Beschreibung der Apparatur. Um dic theoretischen Ergebnisse auch experimentell
zu bestitigen, wurden im Institut fiir angewandte Mechanik der Universitiat Gottingen
Versuche durchgefiibrt. Es wurde cine Apparatur gebaut, wic sie Abb. 1 gezcigt
hat. An den Kreiseln waren Einrichtungen vorgeschen, die das Festhalten eincs
oder auch beider Kreisel um cine der beiden Drehachsen gestatten, sowie cine starre
Verbindung beider Kreisel in der -Ebene, so daBl stets y, == w, scin muf).

Als Antricbsmotoren sind NebenschlufSmotoren verwendet worden. Eine besondere
Spannungsteilerschaltung ermdéglichte cin bequemes Einstellen sowic cine grofie
Verianderlichkeit der Drehzahten der Kreisel (von 0 bis 50 in der Sckunde). Aufierdem
waren noch Umschalter fiir cine Anderung des Drehsinnes jedes Kreisels angebracht.

Zur Ermittlung der Schwingungen des Systemes wurde ein Schreibgerit angebaut,
s0 dafl dic Schwingungskurven von den Kreiseln sclbsttitig aufgezeichnet wurden.
Dazu war an dem um dic x-Achse (Hochachse) drehbaren Kardanring ein Aluminium-
winkel angebracht, der an ciner Blattfeder vorn den Schreibstift trigt. Eine Randel-
schraube gestattet ein bequemes Einstellen des richtigen Schreibdruckes, Als Schreib-
stift wurde cin mit Tinte gefiilltes Glasrohrchen benutzt, das zu ciner sehr feinen Spitze
ausgezogen war. Auf diese Weise war es moglich, dic stérende Reibung zwischen
Schreibstift und Papier auf cin Mindestmaf} zu beschrinken. In gleicher Weise wurden
von einem Relais, das von einer Uhr betitigt wurde, Sekundenmarken auf den ab-
laufenden Papicrstreifen geschiricben.  Schliefilich war noch ¢in Bleischreibstift vor-
geschen, der die Gleichgewichtslage des Systemes auf dem Papicer cinzeichnete, Das
geschah zur Erleichterung des Auswertens der aufgezeichneten Schwingungsziige.

14*
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Die Geschwindigkeit des waagerecht auf einem Schreibtischchen vorbeilaufenden
Papieres konnte durch verschiedene Ubersetzungen sowie durch die Veranderlichkeit
der Drehzahlen des Antriebsmotors in sehr weiten Grenzen abgeindert werden. Das
war notig, um einerseits die sehr schnellen Nutationsschwingungen (bis zu 30 sec™?)
und andererseits die langsamen Prizessionsschwingungen (bis zu ctwa 1/50 sec™?)
in gut auswertbarer Weise auf das Papier zu bringen (Abb. 9 zcigt noch einmal dic
gesamte betriebsfertige ‘Apparatur).

2. Durchfiihrung der Versuche. Um einen glcichmafligen Gang der Kreisel zu be-
kommen, wurden die Motoren zunichst durch etwa halbstiindiges Anlaufenlassen auf
Betriebstemperatur gebracht. Dann wurde dic zu dem Versuch notwendige Drehzahl an
dem auf Drehzahl geeichten
Spannungsteilerwiderstand
eingestellt und schliefilich
mit einer Stroboskopscheibe
und Stoppuhr gepriift.

Je nach den Anfangs-
bedingungen bekommt man
irgendwelche Schwingungen
des Systemes. Man kann
durch geschickte Art des An-
stofiensderKreisel erreichen,
daf} nicht alle Schwingungen
gleichzeitig auftreten, son-
dern nur jeweils zwei oder
auch nur eine allein. Da-
durch wird das Auswerten
der Schwingungsdiagramme erheblich vereinfacht. In manchen Fillen jedoch muf}
man die Ubereinanderlagerung verschiedener Schwingungen mit in Kauf nehmen.

Ist nur je eine Schwingung aufgezeichnet, so gestaltet sich das Auswerten einfach.
Treten zwei iibereinandergelagerte Schwingungen auf, so kann man in zwei Grenz-
fallen leicht zu den Ergebnissen kommen. Wenn ndmlich erstens die Frequenzen
der iibereinandergelagerten Schwingungen annidhernd gleich sind, also wenn Schwe-
bungen auftreten, und zweitens, wenn die Frequenzen der ibereinandergelagerten
Schwingungen sehr voneinander verschieden sind, also eine schnelle Schwingung
iiber einer langsamen liegt. Im ersten Falle kann man nach den bekannten Formeln
aus der Frequenz der Schwebung und der Frequenz der Schwingung die Einzelfre-
quenzen bestimmen. Im zweiten Falle aber kann man die schnelle Schwingung als
Einzelschwingung mit langsam wandernder Gleichgewichtslage auffasssen und so mit
guter Genauigkeit ausmessen.

Im allgemeinen Fall hat es sich als zweckmiflig herausgestellt, mit Hilfe von
graphischen Methoden die iibereinandergelagerten Schwingungen zu trennen, und
zwar in der Weise, dafl aus den Umkehrpunkten der schnelleren Schwingung unter
Beriicksichtigung der immer vorhandenen Dampfung die Durchschlagspunkte kon-
struiert wurden und aus diesen dann durch Verbinden bzw. Interpolieren die Durch-
schlagspunkte der langsameren Schwingung durch die auf dem Papier mit aufgezeich-
nete Gleichgewichtslage. Die so erzielte Genauigkeit reicht vollkommen aus, sie liegt
wenigstens innerhalb der Grenzen, die durch die unvermeidlichen Versuchsfehler
bedingt sind.

Abb. 9. Gesamtansicht der Apparatur.

3. Ergebnisse der Versuche. Fiir die ersten Versuche wurden die Verhiltnisse so ge-
wihlt, daf die Raumfesselungen sowie die Kopplungen unter sich in den verschiedenen
Ebenen gleich waren, also

B=bi=bl=b =0  al=aj=a’
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Dabei wurde bei allen
Ausrechnungen zu den
Versuchen die charak-
teristische ~ Federkon-
stante ¢,, deren Grofle
ja beliebig angenommen
werden kann, so ge-
wiahlt, daf} stets %=
wurde. Dieser Wert gilt,
wenn es nicht bei den
einzelnen Abbildungen
ausdriicklich anders er-
wahnt wird, fir alle fol-
genden Kurvenbilder.
Den einfachsten Fall
zeigt Abb.10, die die Fre-
quenzen p=(k) bei ver-
schiedenen Kopplungen
a?und gleich grofien und
gleichgerichteten Impul-
sen der beiden Kreisel
darstellt. Nur die lang-
samen Schwingungen,
also die Prazessionen
sind wiedergegeben. Fiir
nichtgekoppelte Kreisel,
also a2=0 gibt die
untere Kurve den theo-
retischen Verlauf, wih-
rend die eingezeichneten
Kreise den gemessenen
Werten  entsprechen,
Nach den Formeln (14),
die wir auf diesen Fall
anwenden kénnen, muf}
diese Kurve auch fiir
alle anderen Werte von
a® gelten. Das zeigen
auch die Versuche. Nur
sind die Werte, die sich
aus den Messungen bei
gekoppelten Kreiseln er-
geben, fir die lang-
samere Prizession nicht
mit eingetragen, da sie
bei dem gewihlten Maf}-
stab iiberhaupt nicht
von den bei ungekoppel-
ten Kreiseln gemessenen
Wertenzu unterscheiden
waren. Bei den Kopp-
lungsgrofien a2 = 0,66
und 4%==212 kommen

zu der Grundprizession,

4

Kreisel fiir verschiedene Kopplungen. Die

 m———

Abb. 10. Prizessionskurven y = f(k) bei gleich groBen, gleichgerichteten Impnlsen der
"
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Abb. 11, Prizessionskurven y=/(k) bei gleich groflen, entgegengesetzt gerichteten Impulsen
der Kreisel fiir verschiedene Kopplungen Die angeschricbenen Zahlen bezeichnen die GroBe a®.
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Abb. 12. Prizessionskurven y=/ (k) bei gleich grofien, gleichgerichteten Impulsen der Kreisel

tir verschiedene Raumif

Die angeschriebenen Zahlen bezeichnen die Grofie b*.
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Abb. 13. Kurve der Grundnutation ys = F{&}.
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Abb. 14. Nutationskurven bei gleich groBen, gleichgerichteten Impulsen der Kreisel
fiir die Kopplungen a2 = 21,4 und »* = 2,12.
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Abb. 15. Frequenzkurven y = f(k;) fur ky = o und 4® = 21,4.

noch dic eingetragenen
Oberprizessionen  hinzu.
Auch bei diesen besteht
gute Ubereinstimmung
zwischen den Versuchs-
punkten und den nach
Gleichung (14) berechneten
theoretischen Kurven. Da-
bei ist zu bemerken, daf}
bei der rechnerischen Er-
mittlung der Kurven Ver-
besscrungen  angebracht
werden mufBiten, die durch
storende Riickfiithrmomen-
te an der ausgefiihrten
Apparatur bedingt waren.
Doch soll darauf hier nicht
niher eingegangen werden.

Abb. 11 zeigt die Fre-
quenzgréfien der Prizes-
sionen fiir den Fall gegen-
laufiger Kreisel und ver-
schiedener Kopplungsgro-
flen a? Die untere Kurve
(a? = 0) ist dieselbe, wic
in dem zuvor betrachteten
Fall, aber diesmal gilt sie
nur fir die Kopplung
a? =o0. Wird ¢? grofler,
so riickt die Kurve hoher
und spaltet sich in zwei
dicht beieinanderliegende
Aste auf, die fiir grofien
Impuls wieder zusammen-
laufen. Die Prizessions-
frequenzen licgen jetzt so
dicht beieinander, dafl bei
entsprechendem  Anstof}
Schwebungen auftreten.
Dieser Fall wird spiter
noch einmal ndher be-
trachtet werden.

Dic Abhingigkeit der
Grofle y von der Raum-
fesselungsgrofie  b%  zeigt
Abb. 12. Wieder sind die
Frequenzen y==f(k) auf-
getragen, aber diesmal fiir
verschiedene b2. Die Kopp-
lungsgréfe ist fiir alle
Kurven dieselbe, a? = 0,66.
Auch hier zeigt sich gute
Ubereinstimmung zwischen
Theorie und Versuch.
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Fir die Nutationsfrequenzen crgeben sich nach der Theorie dhnliche Eigenschaften
wie fiir die Pridzessionsfrequenzen. Auch bei den Nutationen bleibt eine Frequenz-
kurve unabhingig von a2 In Abb. 13 zeigt gestrichelt, wie nach Formel (14) die Funk-
tion yy == f(k) verlauft. Dies ist praktisch eine Gerade, die fiir kleine & ctwas abbiegt.

ie Messungen ergaben aber durchweg kileinere Werte, und zwar war die Abweichung
um so grofer, je groBer der Impuls war. Diese Tatsache 1dfit einen Einfluf} der ela-
stischen Eigenschaften des Materials vermuten, und tatsdchlich ergibt sich unter
Beriicksichtigung dieser Elastizitit nach Formel (27a) die ausgezogene Kurve. Dabei
ist der Elastizititskoeffizient auf statischem Wege bestimmt worden. Abb. I3 zeigt
augenscheinlich den grofien Einflul der elastischen Eigenschaften des Materials. Im
vorlicgenden Fall zum Beispiel bestand die Motorwelle aus Stahl von 7 mm Durch-
messer. Die Kreiselscheibe wog
etwa 1 kg und hatte einen Hebel-
arm auf der Motorachse wvon
1,8 cm. Ihre grofite Drehzahl be- 4
trug 50/sec. :

Die Aufspaltung der Nutations-
kurven mit wachsender Kopp-
lungsgrofie a? zeigt Abb. 14. Man
mufB in diesem Fall, um die Fre-
quenzen bis zu grofieren Impulsen
noch getrennt nachweisen zu
konnen, starke Kopplungsfedern
nchmen. Im vorliegenden Fall ist
a? = 21,4 gewihlt und fiir die halb
ausgezogene Kurve a?=2,12. Die
Frequenzen der Nutationen liegen
jetzt so dicht beleinander, dafl
stets Schwebungen auftreten.

DenVerlauf der Frequenzkurve

T T I

T

. X . L i ‘ L ‘
fPr den Fall,. dafl nur ein ‘Krc?xsel e
lauft, also ein Kreisel mit einer ty—s

trigen Masse gekoppelt ist, zeigt Abb. 16, Frequenzkurven y = f(k;) fir k, = 15 und a? = z,12.

Abb. 15. Dabei ist & =0 gesetzt

worden. Um einen giinstigen Mafistab zu bekommen sind in der Zeichnung nur die
Frequenzkurven der Prézessionen und der beiden Mittelschwingungen wiedergegeben,
nicht aber die der Nutation, die jedoch den bisher iiblichen Verlauf zeigt. Auch die
Prizessionskurve weicht nicht vom bisher bekannten Verlauf ab. Die Kopplung
ist groff gewdhlt worden, um die beiden mittleren Schwingungen gut voneinander
zu trennen. Beide Schwingungen streben fiir 2 —> oo einem vom Impuls unabhingigen
Grenzwert zu.

Das Verhalten bei verschiedenen Impulsen beider Kreisel erldutert Abb. 16. Dies-
mal ist als Ordinate die Frequenzfunktion y= f(k,) im logarithmischen Mafistab
aufgetragen, um so auf einem Bilde Nutationen und Prizessionen zu zeigen. Auf
diese Weise kann man die Zuordnung der Kurven zucinander gut erkennen. So geht
zum Beispiel die Kurve, die fiir gleichsinnig lanfende Kreisel (k, > 0) die obere Pri-
zession bildet, fiir gegensinnig laufende Kreisel in die Nutation iiber. Und umgekehrt
geht eine Nutation bei gleichlaufenden Kreiseln in eine Prizession bei gegenliufigen
Kreiseln iiber. Die ausgezogenen Kurven sind fiir 2> 10 nach den theoretischen
Niherungsformeln berechnet, dagegen fiir £ < 10 streng nach numerischen Verfahren.
Theorie und Versuch stimmen gut iiberein.

Der Verlauf der Nutationskurven ist sowohl nach der gendherten Rechnung als
auch nach den Versuchsergebnissen fiir grofie &, identisch, gleichgiiltig ob %, positiv
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oder negativ ist. Die cine Nutationskurve ist waagerecht, wihrend die andere monoton
ansteigt. Beide Kurven haben in den Resonanzstellen Schnittpunkte. Die strenge
Theorie jedoch (vgl. Abb. 6) crgab auch fiir diesen Fall einen Unterschied, und zwar
beim Durchgang durch die Resonanzstelle. Danach diirften keine Schnittpunkte
auftreten, es miifiten vielmehr die genauen Kurven ohne Schnittpunkte aneinander
vorbeilaufen, ctwa wie Hyperbeln, die dic gendherten Kurven als Asymptoten haben.

5 »w
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7 - }‘ - [
Q,
-]
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Abb. 17. Nutationskurven y = f(k,;) fir k4, = 15 und a® = 21,4, Abb. 18. Nutationskurven y = f(k,) fiir &, = 15 und a® = 21,4,
ky > 0. ky << 0.

Um dieses theoretische Ergebnis auch experimentell zu bestitigen, wurden weiterc
Versuche angestellt. Es wurde eine starke Kopplung gewihlt, um die einzelnen Fre-

p quenzen moglichst voneinanderzu trennen.

Nunmehr ergaben sich die Kurven der

44 Abb. 17 und 18, die im Resonanzgebiet

aufgenommen sind., Aus ihnen geht auch

s die geforderte Unsymmetric bei gleich-

und gegensinnig laufenden Kreiseln her-

10,3- vor, und sie beweisen so die Richtigkeit
7 der Rechnung.

gef . . Einebesonderc Untersuchung erforderte

*——“‘—‘_’_"_“\ auch die Resonanzstelle der Prizessionen

o1t bei gegenldufigen Kreiseln. DieNaherungs-

formeln ecrgaben an der Resonanzstelle

R e einfach einen Schnittpunkt der beiden

hy— Prizessionskurven. Eine genauere Unter-

Abb. 19, Prézessionskurven};z/gk,) fiir ky = 15 und a® = 2,12, suchung zeigt jedoch, daf3 das nur in be-

T stimmten Sonderfillen, zum Beispiel fiir
6% =1, wirklich der Fall ist. Im allgemeinen ergeben sich auch hier hyperbeldhnliche
Kurven wie die der Abb. 19. Aus dem Versuch allein wiirde sich diese Tatsache nicht
mit Sicherheit erschliefien lassen; denn die Ungenauigkeit der Mefiwerte kann hier
leicht das Maf} {iberschreiten, das man zur eindeutigen Festlegung des Funktions-
verlaufes benétigt.

Verbindet man die Kreisel so miteinander, dafi sie gezwungen werden, in der y-Ebene
gleich groBle Ausschlidge zu machen, so ergibt die theoretische Behandlung des Falles
das Auftreten einer Schwingung zwischen Nutation und Prazession. Diese Schwingung
ist nach der Theorie unabhingig vom Impuls, wenn beide Kreisel gleich schnell laufen.
In Wirklichkeit mufl man jedoch die stets vorhandene Elastizitit des Materials der
Kreiselwelle, der Kardanringe sowie der Kopplung berticksichtigen und die Ver-
besserungsglieder mitnehmen, die in der Gleichung (26) auftreten. Man hat also in
dem Grad der Abhingigkeit der Mittelschwingung vom Impuls ein Maf fiir die gesamte
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Elastizitit des Mechanismus. Abb. 20 zeigt fiir diesen Fall dic Ergcbnisse der Ver-
suche, Nur die Mittelschwingung ist dargestellt; denn die Nutation und die Prizession
zeigen den bisher ge- 5 '
wohnten Verlauf. Die

gestrichelte Kurve gibt |
den Frequenzverlauf der
Mittelschwingung ohne
Beriicksichtigung  der
Elastizitit. Beider aus-
gezogenen Kurve sind
diese Glieder mit in
Rechnung gestellt. Auch
“hier zeigt sich befrie- )
digende  Ubereinstim- i
mung von Theorie und i

Versuch. L
Zum Schlufy zeigen -
i ini - . L . 2t . L \ o ,
wir npch emxge.charak 10y - -+ = " J
teristische Schwingungs- . rurve der h—e . . i
. : . ADD. 20. Freguenzkurve der Mittelschwingung y, = f(k) bei starrer Kopplung in der y-Ebene
bllder, die bei den Ver- und gleich grofen, gleichgerichteten Impulsen der Kreisel (a® = 2,12).

suchen von den Kreiseln
selbsttitig aufgeschricben wurden. Die
Schwingungen sind keine reine gedimpfte
Sinusschwingungen, sondern sie sind
etwas ausgebeult, da ja der Schreibstift
keine gerade Linie, sondern einen Kreis-
bogen beschreibt. Das muflte natiirlich Abb, 21, Schwebungen in den Prazessionsschwingungen,
beim Auswerten beriicksichtigt werden.
Die Abb. 21 und 22 zeigen Diagramme
mit den langsamen Prizessionsschwin-
gungen, Der Zeitmaflstab ist oben auf
den Diagrammen zu sehen. Der Ab-
stand des Einsatzes zweier Zacken be-
deutet jedesmal eine Sekunde. Sind die
Prézessionsschwingungszeiten anndhernd
gleich, so treten Schwebungserscheinun-
gen auf (Abb.21). Riicken die Schwin- -
gungszeiten auseinander, so kommt das

Diagramm Abb. 22, das bei entsprechend

starkercr Kopplung aufgenommen ist.

Abb. 23 zeigt besonders die Nutations-

schwingungen. In fast allen Fallen treten Abb, 23. Schwebungen in den Nutationsschwingungen.

bei den Nutationsschwingungen Schwe-
bungserscheinungen auf mit mehr oder
weniger grofler Frequenz, je nach der
Differenz der Nutationsfrequenzen. Uber
den Nutationen liegen noch zwei iiberein-
andergelagerte Prizessionsschwingungen,
die das SChWingunngild der Nutationen Abb. 24. Vier ubereinandergelagerte Schwingungen.
etwas verzerren. Wesentlich verwickelter

wird das Schwingungsbild, wenn die Nutationen von den Prizessionen in ihrer Fre-
quenz nicht so sehr verschieden sind, wie im Diagramm Abb. 23. Dann bekommt
man Schwingungsbilder wie z. B. das Diagramm der Abb. 24. Zwar ist die langsame

Abb, 22, Zwel iibereinandergelagerte Prazessionsschwingungen.




204 Magnus: Schwingungen kraftgekoppelter Kreisel. Ingenieur-Archiv

Prizession noch deutlich zu crkennen, aber die schnelle Prizession ist infolge der sehr
starken Kopplung in die Gréflenordnung der Nutationen gekommen, so daf hier drei
Schwingungen von nicht sehr verschicdener Frequenz iberlagert sind.

Zusammenfassung.

Es sind die kleinen Schwingungen untersucht worden, die bei zwei mitcinander
gekoppelten Kreiseln auftreten. Als Kopplungsart ist reine Kraftkopplung ange-
nommen. Fiir einige Sonderfille sind strenge analytische Losungen des Problemes
gegeben. Fiir den allgemeinen Fall lassen sich nur Nédherungslosungen angeben oder
die Losungen durch numerische Verfahren streng herleiten. Es werden Methoden
aufgezeigt, wie man sich in besonderen Fillen Niherungslosungen verschaffen kann,
insbesondere dann, wenn die Kreiselimpulse grofl sind, und wenn bestimmte Kopp-
lungskoeffizienten grofl werden. Der EKinflufl der Elastizitit von Kreiselwelle oder
Kardangehidnge auf die Schwingungen wird bestimmt. Der Einflufl der Reibung
wird fiir kleine Reibungen behandelt. Durch Versuche werden schliefSlich die theore-
tischen Ergebnisse auf ihre Richtigkeit gepriift, was gute Ubcreinstimmung zwischen
Theorie und Versuch ergibt. Die wichtigsten Ergebnisse der Untersuchung an kraft-
gekoppelten Kreiseln sind:

I. Die Kreiselspitzen beschreiben Bahnen, dic durch vier iibereinandergelagerte
clliptische Schwingungen mit raumfesten Achsenrichtungen der einzelnen Schwin-
gungen dargestellt werden kénnen.

2. Nutations- und Prézessionsschwingungen spalten sich durch die Kopplung
in je zwei Schwingungen auf, deren Frequenzen um so weiter auseinanderriicken, je
starker die Kopplung ist.

3. Das Produkt der vier Schwingungsfrequenzen ist eine vom Kreiselimpuls unab-
hingige Grofie.

4. Im Sonderfall ,,gleicher Abmessungen (siehe Abschnitt II, 1.} und gleich
groflen und gleichgerichteten Impulsen der Kreisel behdlt die kleinere Nutations-
und die kleinere P rizessionsfrequenz unabhingig von der Kopplung ihren Wert bei.

5. Bei groflem Impuls hingen die Nutationen nur von den Trigheitsmomenten
und dem Impuls, die Prizessionen nur von den Raumfesselungen und der Kopplung
sowie dem Impuls ab.

6. Fir groflen Impuls haben gekoppelte Kreisel nidherungsweise dieselben Nuta-
tionsfrequenzen wie die ungekoppelten Kreisel.

7. Wenn die Nutationsfrequenzen der beiden ungekoppelten Kreisel gleich sind,
so treten durch die Kopplung Schwebungen in den Nutationen auf.

8. Sind dic Kop plungskrifte grofi, so darf man die Elastizitdt der Kreiselwelle,
der Kardangehinge usw. nicht vernachldssigen. Insbesondere sind die elastischen
Eigenschaften des Materials dann von erheblichem Einflufl, wenn dem System durch
starre Kopplungen oder Raumfesselungen Freiheitsgrade genommien werden.

0. Bei grofler Kopplung und groflem Impuls kénnen Schwingungen auftreten,
deren Frequenz im Gebiet der Pendelschwingungen liegt.

10. Bei beliebig starrer Kopplung gibt es stets eine Prézession, die in erster Naherung
unabhingig von den Kopplungskriften ist.

11. Die Nutationsfrequenzen werden durch die Elastizitit der Kopplung stets
langsamer als im Falle vollig starrer Kopplung.

12. Reibungen in den Lagern der Kardanringe bewirken erstens eine Dampfung
der sonst ungeddmpiten Schwingungen und zweitens eine geringfiigige Vergroflerung
der Schwingungszeiten.

Diese Arbeit wurde im Institut fiir angewandte Mechanik der Universitit Gét-
tingen auf Anregung von Herrn Prof. Dr. Ing. Schuler durchgefiihrt.

(Eingegangen am 27. Februar 1938.)



