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Untersuchungen zur Verminderung storender Riittel-
schwingungen an Kreiselgeraten.

Von K. Magnus in Gottingen.
Bericht des Institutes fiir angewandfe Mechanik der Universitit Gottingent).

‘1, Einleitung. Jeder Kreisel besitzt restliche Unwuchten, die beim Lauf Zentrifugal-
momente und damit stérende Schwingungen hervorrufen. Es soll untersucht werden, wie die
Trigheitsmomente eines Kreiselgerites zu wihlen sind, damit die durch die Zentrifugalmomente
erregten Schwingungen moglichst klein bleiben.

Die Untersuchungen wurden angeregt durch das Verhalten eines Kreiselhorizontes, der
in der Werkstatt des Institutes fiir angewandte Mechanik der Gottinger Universitit hergestellt
worden war. Der Horizont bestand aus einem elektrisch angetriecbenen Kreisel mit senk-
rechter Drehachse, der durch Kardanringe Bewegungsfreiheit um die waagerechten Achsen
bekam. Das System hatte eine geringe Schwerpunktstieferlage.

Obwohl der Kreisel bei fest eingespannter Kappe ruhig lief und nur die iblichen kritischen
Drehzahlen zeigte, war der Lauf bei frei beweglich aufgehingter Kappe so unruhig, dag der
Kreisel nicht auf volle Drehzahl gebracht werden konnte. Die iiberaus starken Riittelschwin-
gungen liefien eine Uberbeanspruchung des Materials und damit eine Zerstérung des Apparates
befiirchten.

Man hat es hier offenbar mit erzwungenen Schwingungen des Kreiselpendels. zu tun,
deren erregende Kraft die durch restliche Wuchtfehler erzeugte umlaufende Zentrifugalkraft
ist. Nun sind zwar die durch Unwuchten erzeugten Schwingungen sowie die damit zusammen-
hingende Selbsteinstellung elastischer Wellen in der Literatur sehr ausfithrlich behandelt
worden.?). Die meisten Verfasser rechunen jedoch, entsprechend ihrer etwas anderen Problem-
stellung, mit festen Lagern. Lediglich Den Hartog beriicksichtigt die Nachgiebigkeit der
Lager, nimmt jedoch deren Masse so grof an, dag die Kopplung mit den Lagermassen ver-
nachlissigt werden kann.

Im folgenden soll nun das Problem firr den speziellen Fall des Kreiselpendels behandelt
werden. Der Kreisel soll mit elastischer Welle in einer Kappe liegen. Kreisel und Kappe
erhalten durch Lagerung in einem Kardanring Bewegungsfreiheit um zwei zueinander senk-
rechte horizontale Achsen. Wenn der Kreisel lduft, so entstehen durch die vorhandenen Un-
wuchten Zentrifugalmomente. In der folgenden Rechnung wird nun ein durch die elastische
Kreiselwelle gekoppeltes System von Kreiselkérper und den Massen des Kardangehinges be-
trachtet, das durch die Zentrifugalmomente zu erzwungenen Schwingungen erregt wird.

Die Untersuchungen werden zeigen, daB das Trigheitsmoment der Kreiselkappe eine
bestimmte Gréfe haben muf, damit Resonanzerscheinungen mit der Eigenfrequenz der Nutation
des Kreisels vermieden werden. Es bleibt jedoch stets die Resonanz mit der durch die
elastische Welle verursachten Querschwingung des Kreiselkorpers bestehen.

2. Die erregende Zentrifugalkraft. Die die Schwingungen verursachenden Unwuchten
konnen dynamischer oder statischer Natur sein. Statische Unwuchten, die durch einen kleinen
Fehlerabstand des Schwerpunktes von der Drehachse hervorgerufen werden, sollen nicht be-
riicksichtigt werden. Sie sind zndem bei technischen Kreiseln durch Auswuchten fast restlos
beseitigt. Die durch statische Unwuchten bedingten Schwingungen sind in der Literatur aus-
fihrlich behandelt worden; sie sind im wesentlichen Translationsschwingungen, die sich den
durch die dynamischen Unwuchten hervorgerufenen Drehschwingungen tiberlagern und so das
durch die letzteren erzeugte Bild der Schwingungserscheinungen etwas verindern.

Die dynamischen Unwuchten sind durch einen Fehlerwinkel zwischen der Drehachse
und der Haupttriigheitsachse gekennzeichnet. Die Groge der dadurch hervorgerufenen Zentri-
fugalmomente soll fiir einen symmetrischen Kreiselkérper bestimmt werden. Es sei in einem
kreiselfesten Koordinatensystem 4, B, C die Achse C die ausgezeichnete Haupttriagheitsachse.
Sie bilde mit der Drehachse den Fehlerwinkel ¢ (Bild 1). Die Achse B sei senkrecht auf
der durch Drehachse und Haupttrigheitsachse bestimmten Ebene. Dann kénnen wir das
Zentrifugalmoment aus den Eulerschen Gleichungen der Kreisellehre bestimmen. Diese
lauten im allgemeinen Fall:

1) Diese Untersuchungen wurden auf Anregung von Herrn Prof. Schuler durehgefiibrt, dem auch an dieser
Stelle fiir viele wertvolle Hinweise gedankt sei. .
) 7) .Z. B. Péschl: Z. angew. Math, Mech. Bd. 3 (1923), 8. 297. Karas: Ing.-Arch. Bd. 1 (1930), 8. 84 und 158.
Ferner die Biicher: Stodola: Dampfturbinen, 3, Aufl, Berlin 1905, Klein-Sommerfeld: Theorie des Kreisels,
Heft IV, Leipzig 1910. Den Hartog: Mechanische Schwingungen, deutsch von G. Mesmer, Berlin 1936.
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04 04=(0p—0Oc) wpwe— Zy, v

Op ooy = (Oc — O 4) ¢ w4 — Zp, Y

Oc tirc= (04— Op) w405~ Z.

Dabei sind @,4, Op, 6¢ die Haupitrigheitsmomente,
Z4, Zg, Z¢ die Zentrifugalmomente und w4, wp, we die
Komponenten der Drehgeschwindigkeit um die kreiselfesten
Achsen 4, B, C. Im vorliegenden Fall ist nun:
@ y= g =de=0,
= @B$

wy=wsineg,

wp=0,
we= W COS €,
Damit ergibt sich: GiTs) y ‘\
Z4="Z¢=0, b

. Bild 1. Zerlegung der Dreh-
Zp=(0c—0O4) w’sinccose. geschwindigkeit am Kreisel.

Das Zentrifugalmoment wichst also mit dem Quadrat der Umlauffrequenz, es hat ein
Maximum bei einem Fehlerwinkel von 45°. Da in unserem Fall jedoch nur kleine ¢ vor-
kommen, so kdnnen wir fiir das Moment einfach schreiben:

=(O—Orw? . . . . . . . . )

Da ferner das Zentufugalmoment die Differenz der Tragheltsmomente als Faktor hat, so
konnte man annehmen, dag ftir einen Kugelkreisel, d. h. fiir einen Kreisel mit kugelfbrmlgem
Trigheitsellipsoid, das Zentrifugalmoment verschwinden miikte. Dem widersprechen jedoch
die Ergebnisse der Erfahrungen. Die weitere Rechnung wird nun auch die Erfahrungstatsachen
theoretisch bestitigen. Es soll jedoch hier noch eine ganz allgemeine Bemerkung iiber den
Fehlerwinkel ¢ bzw. iiber das Zentrifugalmoment gemacht werden.

Bei einem Kugelkreisel ist jede Achse gleichberechtigt, jede Drehachse kann als Haupt-
trigheitsachse aufgefaft werden. Die geringste Inhomogenitit des Kreiselmaterials oder ganz
unbedeutende Massenverlagerungen durch Verbeulen kénnen nun bewirken, daf eine Achse
als ausgezeichnete Haupttrigheitsachse erscheint, die mit der Drehachse einen beliebig groBen
Winkel einschlieft. Andererseits wird dieselbe Inhomogenitit bei einem stark abgeplatteten
Kreisel nur eine geringfiigige Verlagerung der Haupttrigheitsachse zur Folge haben. Da es
also offensichtlich auf das Produkt (6¢ — ©,) ¢ ankommt, so soll dieses fiir eine vorgegebene
Inhomogenitit untersucht werden.

Das Trégheitsmoment des jetzt als fehlerfrei angenommenen symmetrischen Kreisel-
korpers in einer beliebigen Richtung a ist gegeben durch:

Og=0"4co8°a+ @¢sin’a

Die durch Materialfehler und schlechte Bearbeitung bewirkten Abweichungen von der
idealen Massenverteilung im Kreiselkdérper denken wir uns zu einem besonderen Kérper zu-
sammengefabt, dessen Trigheitsellipsoid wir als symmetrisch annehmen wollen. Er habe die
Haupttrigheitsmomente &, und ©,, deren Achsen gegentiber dem als fehlerlos angenommenen

Kreiselkérper um den Winkel ¢ verdreht sein sollen. Dann stellt sich das Fehlertriigheits-
moment in der Richtung a dar durch:

Op =0, cos® (a — @) + By sin® (a — ).
Um das Trigheitsellipsoid des wirklichen Kreiselkdrpers zu bekommen, miissen wir &g
und ®p addieren.
Og=0r+0Op=0,co8°a+6O¢sin’a+ Dsin2a. . . . . . . (2
mit
O =0 414 Oy cos’ p+ Bysin® g,
O =6'¢c+ O, sin’ @ 4 Oy cos® g,

Dzé(@x —6y)sin® @

©, und @, sind dabei die Trigheitsmomente des fehlerhaften Kreiselkdrpers, D ist eine
nur von der Inhomogenitdt abhiingige Konstante. Um nun die Haupttrigheitsachsen des
wirklichen Kreiselkorpers zu finden, differenzieren wir (2) und bekommen:
dBg ’

—ﬁ=(@c—@A)sin 2a+4-2Dcos2a.
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Firr eine Haupttrigheitsachse verschwindet dieser Ausdruck. a gibt in diesem Fall die
Abweichungen der Haupttrigheitsachsen von idealem und wirklichen Kreiselkdorper, also den
Fehlerwinkel ¢ an. Man bekommt:

br e 2D
B2 =10,4—0c)

Da wir ¢ als klein vorausgesetzt hatten, so konnen wir die Tangente durch den Winkel
ersetzen. Multipliziert man dapn ¢ noch mit dem im Zentrifugalmoment Gl. (1) vorkommenden
Ausdruck (O¢ — O ), so ergibt sich:

2

)2

:(@C*@4)£:—D:—‘%‘(@x—@y)8102(p e e e .'(3).

a

Das bedeutet also, dag das Zentrifugalmoment fiir eine vorgegebene Inhomogenitit eine
von der Form des Kreisels unabhiingige Grofe ist.

Die Gl. (3) zeigt ferner, weshalb fiir einen Kugelkreisel die Verhiltnisse am ungiinstigsten
liegen. Beim Kugelkreisel ist es seiner Form wegen wahrscheinlicher als beim abgeplatteten
oder beim verlingerten Kreisel, daB der Winkel ¢ den Wert 45° erreicht, da also der in
Gl (3) auf der rechten Seite stehende Ausdruck ein Maximum wird. Fir den abgeplatteten
Kreisel ist ¢ >45°, fur den verldngerten Kreisel ist ¢ <45° am wahrscheinlichsten.

Das fiir das kérperfeste System abgeleitete Zentrifugalmoment (1) l4uft vom raumfesten
System aus gesehen mit der Drehgeschwindigkeit @ um. Wir wollen es in seine Komponenten
in Richtung der raumfesten x- und y-Achsen, die der folgenden Rechnung zugrunde gelegt
werden, zerlegen. Dabei konnen wir statt des Momentenpfeiles selbst dessen Projektion in
der waagerechten Ebene nehmen, da nur kleine Winkelausschlige des Kreisels betrachtet
werden sollen. Damit bekommen wir die Momentkomponenten :

Zy=Zgsinwt,

Zy=—2Zgcoswl.

3. Die Differentialgleichungen der erzwungenen Schwingungen des Kreiselpendels. Wie
schon erwihnt wurde, sollen nur kleine Auslenkungen des Kreiselpendels betrachtet werden.
Wir kénnen dann in einem raumfesten Koordinatensystem (Bild 2) '
die Bewegungen des Kreiselpendels durch die Fdpplschen
Gleichungen der Kreisellehre beschreiben®). Als #ufiere Momente
haben wir darin zu setzen:

1. Das Schweremoment des Kreiselkdrpers: G sy ax (G =Ge-

wicht des Kreiselkdrpers, s, = Abstand Schwerpunkt-Auf-
hingepunkt, aj, = Auslenkung aus der Gleichgewichtslage).

2. Das durch die elastische Welle tibertragene Kopplungs- / 4
X

moment zwischen Kreiselkdrper und Kardangehinge.
3. Das Zentrifugalmoment.

Bild 2. Koordinatensystem.

Zu den beiden F o6 ppl-Gleichungen treten dann noch die
Schwingungsgleichungen des Gehinges (Kreiselkappe und Kardan-
ring), in denen als duBere Momente die Schweremomente G;s,a bzw. G, s, f des Gehiinges
{ohne Kreisel!) in den beiden Ebenen sowie die Kopplungsmomente auftreten. Damit ergibt
sich das Gleichungssystem:

a d
L GAT‘::C‘H‘)C“’ 'dﬂzlc'FGksk'lk+G(Gk—a)=(@c—@A)£w’SiHWt’
a’ d
I 6, G — 000 St GronfutoBu—BH=—(6c— O vt coswt,
. (4).
II1. @th-I—Gssaa—I—c(fl——ﬂk):O,
a:p .
1v. @th—FG.S.ﬂ‘*‘c(ﬂ—ﬂk):O

4) Siehe Schuler: Die Fopplsche Methode zur Lésung von Kreiselprobl . 4. . Math. .
(1935), 8. 88 bis 91. g reiselproblemen angew ath. Mech. Bd. 15
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Dabei bedeuten:

B¢ = Tragheitsmoment des Kreiselkdrpers um seine Drehachse.
©, = Trigheitsmoment des Kreiselkdrpers um eine Querachse.
O, 5, = Trigheitsmoment des Gehéinges um die x-Achse.
0, r, = Tragheitsmoment des Gehinges um die y-Achse.
Gy sr, G4 8,, G, 8, die obengenannten Schweremomente.
¢ = Kopplungskoeffizient der elastischen Kreiselwelle.
a = Auslenkung des Gehinges um die x-Achse.
f = Auslenkung des Gehinges um die y-Achse.
a; = Auslenkung der Haupttrigheitsachse des Kreiselkdrpers um die wx-Achse.
B = Auslenkung der Haupttrigheitsachse des Kreiselkdrpers um die y-Achse.
Im Differentialgleichungssystem (4) tritt uns ein Fall entgegen, in dem das in den Foppl-
Gleichungen auftretende Moment nicht nur vom Winkel allein abhéingig ist, sondern vom
Winkel und von der Zeit . Wir haben ein inhomogenes System vor uns, bei dem I mit II

in den Geschwindigkeitsgliedern (durch die Kreiselkrifte), ferner I mit IIT und II mit IV in
den Kraftgliedern (durch die elastische Welle) gekoppelt sind.

Bevor das Gleichungssystem (4) in voller Allgemeinheit behandelt wird, soll noch kurz
auf den Fall der starren Kreiselwelle eingegangen werden,

4. Betrachtung der Resonanzfunktionen fiir eine starre Welle. Im Grenzfall ¢ = wird
ap=a und B =4, d. h. der Kreiselkdrper macht dieselben Bewegungen wie die Kappe. Wir
kénnen dann im Gleichungssystem (4) die Gl. I mit III und Il mit IV zusammenfassen und
bekommen mit Einfithrung der Abkiirzungen:

0, =6, + O, =Trigheitsmoment des Gesamtsystems (d. h. Kreisel und Ge-
h#inge!) um die a-Achse,

6, =6, + 6y, =Trigheitsmoment des Gesamtsystems um die y-Achse,
G, s, = Gy 8; + Gy 8, = Gesamtes Stabilititsmoment um die x-Achse,
G, 8, = G 8y + G, s, = Gesamtes Stabilititsmoment um die y-Achse,

zwei Gleichungen, die mit Hilfe des Ansatzes
a=Asinwt,
f=DBcosw!
fir A und B die Losungen ergeben:
(04— 0O¢) ¢ 0’ [Gy 8, — (Oy + Oc) 7]
(G, 8,— O, 0?) (G, 8, — Oy w?) — O w*

(B¢ — O4) £ 0*[G, 3, — (Ox + Oc) &’]
(G,8, — Oy ®) (G438, — 6y w*) — 6 w*

A=

).
B=

Der Nenner ist den beiden Resonanzfunktionen gemeinsam. Er ist eine quadratische
Form in w? deren Nullstellen sich sofort angeben lassen. Es li6t sich zeigen, daf stets zwei
reelle Losungen fiir w® vorhanden sind, da die Diskriminante der quadratischen Form stets
positiv ist. Das Vorzeichen dieser Ldsungen wird durch den Quotienten:

0= G, s, Gysy
T O, 0,—6¢°
bestimmt. Da aus Stabilitdtsgrinden G, s, und G, s, entweder beide positiv oder beide negativ

sind, so ist das Produkt beider stets positiv. Das Vorzeichen von @ wird also nur durch den
Nenner bestimmt. Wir bekommen: Far

haben wir stets zwei reelle Losungen fiir w, also zwei Unendlichkeitsstellen der Resonanz-
funktion, Ist u>1, so gibt es nur eine reelle Nullstelle fir w. Im Grenzfall u=1 rickt
die zweite Nullstelle zu w =co.

Die Nullstellen der Resonanzfunktion lassen sich aus (5) sofort entnehmen. Sie liegen
bei w =0 sowie bei:
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‘/ TN bzw w——l/ G, 3‘ F
[ e O,/+ 0(' .

Der Verlauf der Resonanzfunktionen ist in ] p=7
Bild 8 fiir drei typische Werte von u aufgetragen.
Den Kurven sind die an dem vorgenannten Ho- A

rizont gemessenen Werte zugrunde gelegt. Die
Resonanzstellen treten im vorliegenden Fall schon
bei sehr niedrigen w-Werten auf, so dab sie : |

praktisch vollkommen ungeféhrlich sind, denn
bei einer Umdrehung des Kreisels in 27 Se-
kunden sind die auftretenden Massenkrifte so
gering, daB eine Beschidigung des Apparates ©=7
ausgeschlossen ist. Jedoch kounen die Resonanz- [

stellen bei entsprechend stérkerer Fesselung des 4

Kreisels auch wesentlich hoher rutschen, wie
man aus (5) sofort entnehmen kann.

Von Bedeutung ist noch der Grenzwert,
dem die Resonanzkurven fiir wachsendes w zu- 7 ¥ BT
streben. Man bekommt z. B. fiir 4w :

1 _(8c—09¢(8c+6)
"= 0,6,-67 w7

Der Grenzwert ist um so kleiner, je weiter
wir vom Kugelkreisel entfernt sind, d. h. je mehr A
das Trigheitsellipsoid des Systemes Kreiselk8rper
+ Kappe von der Kugelgestalt abweicht. Im
Sonderfall ©;*= 6, 6, bzw. u=1 hat die Re- | 1
sonanzfunktion fiir grofie w Parabeleigenschaften, ] 7 2 w
sie geht also mit w oo gegen Unendlich. Das Bild 3. Resonanzfunktion bei starrer Kreiselwelle
ist klar, wenn man bedenkt, daf dann die Um- tir verschiedene Werte von y.
lauffrequenz stets gleich der Nutationsfrequenz ist. Dieser Fall muf also vermieden werden..
Es zeigt sich jedoch, dag das Verhalten der Resonanzfunktion fiir grofe - -Werte durch
die Elastizitit der Kreiselwelle ganz erheblich beeinflufit wird.

5. Die Resonanztunktion fiir eine elastische Welle. Wir kehren nun zum Gleichungs-
system (4) zuriick und fithren dort dimensionslose Groken ein, um der Rechnung grdfere
Allgemeinheit zu verleihen. Wir nennen:

O4_1. o

c  pii Tz}’r
Gy s G, s G, s
%:ai; ::a=a.; ;‘:as; . . . P . (6)
o, Oy Oxn

0,=% @ =M B, M=kt

Dabei ist » die Eigenfrequenz der Drehschwingung des Kreiselkérpers um eine Quer-
achse bei fest eingespannten Lagern. y ist als dimensionslose Frequenzgrofe ein Mag fir
die Umlauffrequenz des Kreisels. Das Trigheitsmoment der Hingung um die x-Achse setzt
sich zusammen aus dem Trigheitsmoment der Kreiselkappe und dem Trégheitsmoment des
duBeren Kardanringes. Nimmt man, was meist der Fall ist, die Kappe als symmetrisch an,
so kann man u, zerlegen in wu, 4 u,, wobei p, das Verhiiltnis des Trigheitsmomentes des
Kardanringes zu 64 bedeutet.

Mit diesen Beziehungen und dem Ansatz:

ap=Asinwt, a=Csinwt,
fr=DBcoswt, f=Dcoswt
bekommt man fiar die gesuchten Amplitudenfunktionen 4, B, C, D das Gleichungssystem:
A(l4a,—p)—C—Bdy*= (1—3d)&y*
—Ady+B(l+4+a,—y)—D=—(Q1—38)¢y* .
—A+C+a,—py) =0 0 0
—B+D{l+a,—pu, ") =0
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Da es hier nur auf das Verhalten der Resonanzfunktionen fur grofe w ankommt, d. h.
auf Drehzahlen, die in der Grofenordnung der Betriebsdrehzahlen liegen, so kénnen wir im
System (7) unbedenklich die Grogen a,, a,, a, vernachlissigen, da sie um etwa zwei Zehner-
potenzen kleiner als Eins sind. Das bedeutet praktisch eine Vernachlissigung der Schwere-
momente und der durch diese hervorgerufenen langsamen Priizessionen.

Die Losung des Gleichungssystemes (7) ist:

C=a (L= ) e[y s, (14 8) — (L4 oy + 8]
) fir die Kappe,
D= 0 =1) e[y u,(1+8) — (14 us + )]
. ®).
= (1- 8 —(1 — ¥ =(1 — u, y?) C
N =Dl 0+ — U+ p + M —py) =L —my) C | o
1 Kreisel
B=5 00—l u,(014+0) —(Q+p + A —py") =10 —p,y) D

Dabei ist der Nenner N allen Resonanzfunktionen gemeinsam:

N=yp* py pty (1 — 8%) 4 p2[0% (e, + pas) — B gy ptg — oy — po] + 1+ 1 + p1g + 1, pty — 6%

Der Verlauf der vier Resonanzfunktionen in Abhidngigkeit von der dimensionslosen Um-
lauffrequenz y ist in Bild 4 aufgetragen, der Rechnung sind die an dem ausgefiihrten Horizont
gemessenen Werte fiir die Trigheitsmomente zugrunde gelegt. Die ausgezogenen Kurven stellen
die Resonanzkurven C und D, also die
Auslenkungen der Kreiselkappe dar, die
gestrichelten Kurven entsprechen den [
Auslenkungen der Haupttrigheitsachse =
des Kreisels in den beiden Ebenen. Die B |‘

!
\

Betriebsdrehzahl lag bei dem unter- —
suchten Geriit etwa bei y =3, also ober- -
halb der Resonanzstellen. Der Kreisel 5 !
muB also beim Anlaufen diese Stellen W
durchlaufen. Dabei ist eine Resonanz.
stelle um so gefihrlicher, je breiter sie
ist, denn eine um so lingere Zeit braucht B
der Kreisel, um sie zau durchlaufen. Es — \\
kann sogar der Fall eintreten, daf die ’ e
Drehgeschwindigkeit nicht {iiber den S 4 w r . ud # &
Wert einer solchen kritischen Drehzahl
gesteigert werden kann, nimlich dann,
wenn alle von auBien durch den Antrieb in das System hineingesteckte Energie durch das
Anfachen der Riittelschwingungen verbraucht wird, so daf dann keine Energie zum Steigern
der Drehzahl mehr iibrigbleibt. Ein solcher Fall hat bei dem beschriebenen Horizontmodell
tatsichlich vorgelegen, denn es gelang zwar ohne Schwierigkeit, den Kreisel bei festgehaltener
Kappe auf Betriebsdrehzahl zu bringen, doch bei frei hingendem System war ein Steigern
der Drehzahl nicht méglich, wollte man nicht das Gerit zerstéren.
An den Resonanzkurven des Bildes 4 interessieren uns

1. die Nullstellen,

2. die Unendlichkeitsstellen,

3. die Grenzwerte, denen dic Resonanzfunktionen fiir groke @ zustreben, denn diese

entsprechen etwa den Werten der Resonanzfunktionen fiir die Betriebsdrehzahlen.

Die Nullstellen lassen sich aus den Gl. (8) sofort angeben. Wir erhalten:

Bild 4. Resonanzfunktionen fiir Kreiselkérper und Kreiselkappe.

o e 11
fur C: yo’—m-l-lu
. ) fur die Kappe,
fir D: yo’=m+#—’
1 1 1 ®)
fur A: y02=m+/71 und sz .
L ) ! fiir den Kreisel
fir B: 702=m+/79 und =;1
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Die Unendlichkeitsstellen ergeben sich aus den Nullstellen des Nenners von 8):

,_ 1 1 1 T 1y, &
Yo :ﬂ +—2_[u2+1-—'——6i‘/(m—~2‘7t—,) +(—1:*6T)2 e e e e e (10).

Da sich der Radikand als Summe zweier Quadrate darstellt, so kann eine komplexe
Losung filr y.® nicht vorkommen; dagegen konnen imaginire Losungen fiir y» auftreten,
wenn y«? negativ wird.

Es sei nun die Frage vorgelegt: Wie kann man die Lage der Nullstellen und Unend-
lichkeitsstellen so beeinflussen, daf sich die Eigenschaften des Kreiselverbandes bessern?
Man konnte zuniichst eine Nullstelle der Resonanzfunktion in die Betriebsdrehzahl legen.
Das ist jedoch aus zwei Griinden abwegig. Einmal tritt eine solche Nullstelle niemals bei
allen vier Resonanzfunktionen gleichzeitig auf. Das ersieht man aus (9), da ja wegen des
endlichen Trigheitsmomentes des Kardanringes stets u, == u, ist. Man konnte also nur eine
Bernhigung jeweils in einer Ebene erzielen. Zweitens aber wtrde man durch ein solches
Hoherlegen der Nullstellen die Lage der Unendlichkeitsstellen ungiinstig beeinflussen.

Man wird versuchen, die Unendlichkeitsstellen zu kleineren Drehzahlen hin zu ver-
schieben, um sie auf diese Weise ungefihrlicher zu machen. Das kann durch Veréindern von
Tragheitsmomenten geschehen, Man kann entweder am Kardanring Zusatzgewichte anbringen
und damit u, vergroBern, oder man kann das Trigheitsmoment der Kreiselkappe durch An-
bringen von Zusatzgewichten vergréBern; damit wird 4, und wegen p,=u, + p, auch u, ge-
andert. Den Kreisel selbst wollen wir zunichst als gegeben betrachten, so daf eine Anderung
seiner Trigheitsmomente vorliufig ausgeschlossen sein soll.

Bild 5 zeigt die Verschiebung der Nullstellen und der Unendlichkeitsstellen mit einer
Vergrokerung von u,. (N4 bedeutet Nulistelle von A usw. U bedeutet Unendlichkeitsstelle.)
Dabei ist zu beachten, daf gemif Gl. (9) die Nullstellen von C bzw. D gleichzeitig Nullstellen
von A bzw. B sind. Bild 5 zeigt, dak die Vergrdferung von u, wenig Einflug auf die Ver-
schiebung der Nullstellen sowie der oberen Unendlichkeitsstelle hat. Dagegen verschwindet
die untere Unendlichkeitsstelle fiir u, groGer als etwa 1,2 vollkommen, d. h. der Nenner von
Gl. (8) hat fiir grofiere u, nur noch eine reelle Nullstelle.

35 \ \
a0 Bild 5. Verschiebung der Nullstellen und
4, ¥, v L% Aé. Unendlichkeitsstellen der Resonanzfunktion
mit einer VergréBerung des Kardanringes.
P 3
&, Bild 6. Verschiebung der Nullstellen und
Unendlichkeitsstellen der Resonanzfunktion
0 mit einer VergréBerung der Kreiselkappe.
\ \ Bild 7. Resonanzfunktionen fiir Kreisel-
i kérper und Kreiselkappe tiir griBeres Triig-
v heitsmoment der Kappe.
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Bringt man die Zusatzgewichte nicht am Kardanring, sondern an der Kreiselkappe selbst
an, so #ndern sich die Verhiltnisse nach Bild 6. Man sieht durch Vergleich mit Bild 5, dag
das Anbringen der Zusatzgewichte an der Kappe sehr viel mehr Einfluf auf die Verschiebung
der Null- und Unendlichkeitsstellen hat, als das Vergroern des Kardanringes. Auch hier ver-
schwindet die untere Unendlichkeitsstelle fir geniigend groBes u,.

Die durch ihre Breite gefahrliche untere Resonanzstelle in Bild 4 kann also durch ge-
eignete Wahl der Trigheitsmomente fortgeschafft werden. An dem untersuchten Horizont
wurden die dazu notwendigen rechnerisch ermittelten Zusatzgewichte an der Kappe angebracht.
Der Versuch zeigte die Richtigkeit der Uberlegungen. Der Kreisel liek sich ohne jede
Schwierigkeit auf seine Betriebsdrehzahl bringen und zeigte keinerlei anormales Verhalten.
Der Verlauf der vier Resonanzfunktionen fiir die nunmehr veriinderten Werte der Trigheits-
momente ist in Bild 7 aufgetragen. Durch Vergleich mit Bild 4 sieht man, welche Ver-
besserung erzielt ist. Es tritt nur noch die obere sehr schmale Resonanzstelle auf. Aller-
dings nehmen die Resonanzkurven ftir kleines y ziemlich grofie Werte an. Das ist aber
ungefihrlich, da der Kreisel beim Anlaufen dieses Gebiet selhr schnell durchlduft und die
Drehenergie noch gering ist. Die Versuche haben auch, vor allem beim Auslauf, merkliche
aber ungefihrliche Schwingungen gezeigt.

SchlieBlich sollen noch die Grenzwerte der Resonanzfunktionen fir grobe y betrachtet
werden. An den Gl. (8) kann man diese ablesen. Die Auslenkungen der Kappe (C und D)
gehen fiir y »>co gegen Null. Die Kappe bleibt also ruhig stehen. Dagegen gehen die beiden
Resonanzfunktionen 4 und B gegen den endlichen Grenzwert &, gleichgiiltig wie grof die
Verhiltniswerte 8, u, und g, sind. Das bedeutet eine Dauerauslenkung um den Wert ¢, also
eine Verbiegung der Kreiselachse derart, daf die Haupttrigheitsachse mit der Drehachse zu-
sammenfillt. Die Selbsteinstellung der elastischen Kreiselwelle wird also durch -die Rechoung
bestatigt. Diese Tatsachie beweist noch einmal, weshalb ein Kreiselkdrper mit kugelformigem
Tragheitsellipsoid ungiinstiger ist, als ein solcher mit abgeplattetem Trigheitsellipsoid. Denn
fir einen gegebenen Materialfehler ist der dadurch entstehende Fehlerwinkel ¢ zwischen
Symmetrieachse und Haupttriigheitsachse fiir einen Kugelkreisel am gréfiten, es werden also
auch fir ihn die Resonanzfunktionen 4 und B maximale Werte annehmen.

Welche Bedingungen zwischen 8, u, und u, ziehen nun das Vorhandensein von nur
einer reellen Nullstelle des Nenners nach sich? Dazu sei die quadratische Gleichung N=0
(Gl (8)) niher betrachtet. Diese hat die Form:

Par+b=0. . . . . . . . . . . ... (1

Die Koeffizienten ¢ und b lassen sich sofort aus (8) entnehmen. Aus der Ldsung der
Gl (11): ——
yr=— -g + %ﬂ —b

sieht man, daB zwei reelle Wurzelpaare fur y nur dann auftreten kénnen, wenn beide L{Ssungen
fir y* positiv reell werden. Notwendige und hinreichende Bedingung dafiir ist
a<0; b5>0,
Diese Bedingung ist erfullt fiir:
1. 6*<1; das entspricht dem verlangerten Kreisel.
2.6 >1 +,u,+ Hgy - py g das entsprlcht e nach den Werten der Verhiltnisse u,
und p,, einem mehr oder weniger stark abgeplattetem Kreisel.

Um diese Verh#ltnisse besser tiberblicken zu konnen, sollen sie an einem Kurvenbild

veranschaulicht werden. Bild 8 zeigt die Abszissen der Resonanzstellen ygp in Abhingigkeit
von der Groge &° fir verschiedene Werte von u, aufgetragen. Fiir 6° <1 (verlingerter Kreisel)
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Bild 5. Die Resonanzstellen in Abhiingigkeit von d2 fiir Bild 9. Die Resonanzstellen in Abh#ngigkeit von d2 fiir
verschiedene Werte von ug. verschiedene Werte von #;.
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treten zwei Wurzeln auf, deren Lage sich mit einer Verinderung von u, nur unwesentlich
indert. Die obere Nullstelle liegt jedoch sehr ungiinstig, da sie in die Néhe der Betriebs-
drehzahl kommen kann. FEin verlingerter Kreisel kommt deshalb fur die Konstruktion der-
artiger Kreiselgerite nicht in Frage. Fiir den abgeplatteten Kreisel gibt es ein Gebiet, in
dem nur eine reelle Wurzel auftritt, die ihre Lage sowohl mit é* als auch mit 4, nur wenig
dndert. Fir den stark abgeplatteten Kreisel treten dann wieder zwei reelle Wurzeln auf,
von denen eine jedoch durch entsprechende Wahl von u, ganz zum Verschwinden gebracht
werden kann. Der grote Wert, den 8° erreichen kann, ist bekanntlich §°=4. Das entspricht
dem ebenen Kreisel. Fir den bei den Versuchen benutzten Kreisel (von Anschiitz & Co.,
Kiel) war 8*= 3,43 gemessen worden.

Das entsprechende Schaubild fiir verschiedene Werte von p, zeigt Bild 9 (d. h. An:
bringen der Zusatzgewichte an der Kreiselkappe statt am Kardanring). Wieder haben wir
fir den verlingerten Kreisel zwei sehr ungiinstig liegende Wurzeln. Fir 4° >1 zuniichst nur
eine reelle Wurzel, die sich mit 4° fast nicht verschiebt, aber durch Vergréfern von u, zu
kleineren y-Werten verschoben werden kann. Der Fall des sehr stark abgeplatteten Kreisels
bringt wieder das Auftreten einer weiteren reellen Wurzel, die aber durch Vergrdferung von
u, fortgeschafft werden kann. :

Aus diesen Betrachtungen kann man ersehen:
1. Der verlangerte Kreisel ist ungiinstig.
2. Es muf die Bedingung
t<®<ltpu+p+pp, - . . . . . o o129

erfiillt sein. Da es aus zuvor klargestellten Griinden zweckmiifig ist, 4° moglichst grof zu
wihlen, so muf man durch eine entsprechende Vergrofierung von u die Bedingung (12) er-
fillen, - Bemerkenswert ist, dag die Elastizitdt der Kreiselwelle in der Bedingung (12) iber-
haupt nicht auftritt.

Im vorliegenden Fall 146t sich eine sehr anschauliche Deutung der Tatsache geben,
dabB es durch geeignete Wahl der Triagheitsmomente gelingt, eine Resonanzstelle zum Ver-
schwinden zu bringen. Die untere Resonanzstelle entsteht durch die Ubereinstimmung von
Umlauffrequenz und Nutationsfrequenz des Kreisels. Das soll niher erklart werden.

Fur die Nutationsfrequenz eines Kreisels mit elastischer Welle gilt fur grofen Impuls
die Ndherungsformel*): .

. . @C’ w?
n'= O & e ¢ £
@x@y+ ¢ (@yh"‘@xh)

Fithrt man darin die hier benutzten dimensionslosen Bezeichnungen ein, so ergibt sich
fir die bezogene Nutationsfrequenz der Wert:

22_ 6’7’ ‘
(1') A AT RO G - (4

Trigt man sich iber y als Abszisse
die Frequenz als Ordinate auf, so ergibt

die Formel (14) fur % die in Bild 10 ge-

zeichnete Kurve. Es ist dies im wesent- &)
lichen eine Gerade, die fiir grofe y-Werte
etwas abbiegt. Trigt man sich noch dazu
die Kurve der Kreiseldrehzahl, also eine
45 ®-Gerade ein, so bekommt man entweder %
einen Schnittpunkt beider Kurven (Fall a)
oder gar keinen Schnittpunkt (Fall b). Die
Abszisse des Schnittpunktes erhilt man

aj ¥
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n Bild 10. Erklirung der unteren Resonanzstelle.
aus (14), wenn man dort - =7 ansetzt:

y,z__l'l':ul"*'/us'i"ux.uﬂ_a,
62(:“1"‘/":)

Soll kein reeller Schnittpunkt S auftreten, soll also die Umlauffrequenz des Kreisels
niemals mit der Nutationsfrequenz zusammenfallen, so mug

F<ltputputpp . . . . L. L ... (16
4) Siehe Magnus: Schwingungen kraftgekoppelter Kreisel. Ing.-Arch. Bd. 9 (1938), 8. 178 bis 204.

(15).
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gelten. Das deckt sich aber vollstindig mit der zuvor abgeleiteten Bedingung Gl. (12). Im
Diagramm (Bild 10) bedeutet das, dag die anfiingliche Steilheit der %-Kurve kleiner als 45°

sein soll, denn nur dann ist bei dem vorliegenden Kurventyp kein Schnittpunkt moglich.

6, Zusammentassung. Jeder Kreisel besitzt restliche Unwuchten, die beim Lauf Zentri-
fugalmomente hervorrufen, Es ist untersucht worden, wie die Trigheitsmomente eines Kreisel-
gerites zu wihlen sind, damit die durch die Zentrifugalmomente erregten Schwingungen
moglichst klein bleiben. Damit keine Resonanz von Kreiseldrehung und Nutationsfrequenz
auftritt, muf zwischen den Trigheitsmomenten des Kreiselkdrpers und denen der kardanischen
Hangung die Beziehung (12) erfiillt sein. Diese Bedingung besagt, da das Tragheitsmoment
der Hiingung eine bestimmte Mindestgrofie haben muf. Ist das nicht der Fall, so kann man
die Bedingung durch Vergroferung der Trigheitsmomente der Hingung nachtriglich befriedigen.
Dabei ist ein Vergrofiern des Trigheitsmomentes der Kreiselkappe wirksamer, als ein Ver-
grogern des Trigheitsmomentes des Kardanringes.

Die Resonanzkurve eines Kreiselgerites mit elastischer Kreiselwelle behdlt mindestens
eine Unendlichkeitsstelle, die bei Ubereinstimmung der durch die elastische Welle ver-
ursachten Querschwingung mit der Umlauffrequenz des Kreisels auftritt. Thre Lage wird
durch die Wirkung der Kreiselkrifte etwas verschoben.

Der verlingerte Kreisel ist ungiinstig, da fiir ihn eine meist sehr hoch liegende zweite
Resonanzstelle auftritt. Aber auch Kreiselkérper mit kugelfsrmigem Trigheitsellipsoid sind
unbrauchbar, da fir sie die wahrscheinliche Groke des durch Herstellungsfehler hervor-
gerufenen Fehlerwinkels zwischen Symmetrieachse und Haupttrigheitsachse am grobten ist.
Dieser Fehlerwinkel ist aber fiir den Lauf oberhalb der kritischen Drehzahl maggebend.

Das gtinstigste Trigheitsmomentenverhiltnis fiir einen symmetrischen Kreiselkorper
liegt etwa bei /2 und ist unabhingig von der Elastizitit der Kreiselwelle. 148

Graphische Statik rdaumlicher Kraftesysteme mit Hilfe der
dualen Krafteabbildung.

VYon Robert Sauer in Aachen.

nter einer projektiven Krifteabbildung?) versteht man eine ebene oder riumliche Ab-

bildung von Kriften, bei der die Wirkungslinien aller Krifte projektiv transformiert
werden und jedes Gleichgewichtssystem wieder in ein Gleichgewichtssystem iibergeht. In
der vorliegenden Arbeit wird eine besonders einfache projektive Krifteabbildung, die duale
Kriafteabbildung, eingefithrt und zur Losung der Grundaufgaben der graphischen Statik
riumlicher Kriftesysteme benutzt. Dabei zeigt sich, dag die duale Abbildung die friither von
R. v. Mises®) und von W. Prager?®) angegebenen Abbildungen in einer besonderen Weise
miteinander verkntipft, indem die Kraftvektoren eines Biindels nach v. Mises und die
Momentvektoren eines Biindels nach Prager transformiert werden. Durch diese Verkoppelung
der Misesschen und Pragerschen Abbildungen, die sich zwangsliufig aus dem Begriff der
dualen Kriftetransformation ergibt, werden die Konstruktionen der graphischen Statik rium-
licher Kriiftesysteme erheblich vereinfacht.

1, Pliickersche Kraftkoordinaten. Wir erinnern zunichst an die bekannte Darstellung
einer an einem starren Korper angreifenden Kraft (eines ,linienflichtigen“ Vektors) durch
Pliickersche Koordinaten (Bild 1):

Der in der Wirkungslinie g angreifende Kraftvektor
t wird bei Annahme eines festen Nullpunktes O in ein-
deutig bestimmter Weise ersetzt durch den nach O parallel
verschobenen Kraftvektor ¥ und das Kraftepaar mit dem
Momentvektor

f=rXxt . . . . . .. Q,

den wir ebenfalls von O aus antragen wollen; t ist der
Ortsvektor eines beliebigen Punktes 4 der Wirkungs-
linie g. Die 2X38 Koordinaten der Vektoren £, in einem
rechtwinkeligen Koordinatensystem mit O als Nullpunkt,

Bild 1. p#mlich k,, k,, k,, %, k,, k,, nennen wir die Plucker-

1y R. Sauner: Math. Ann. Bd. 110 (1934), 8. 464 bis 472 u. Z. angew. Math. Mech. Bd. 14 (1934), S. 193 bis 198,
?2) Z. Math. u. Phys. Bd. 64 (1917), 8. 209 bis 282 u. Z. angew. Math. Mech, Bd. 4 (1924), 8. 212,
3) Z. angew. Math. Mech. Bd. 16 (1926), 8. 341 bis 885.





