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Uber die Anwendungen der allgemeinen Bewegungs- 
gleichungen starrer Korper in bewegten Bezugssystemen*). 

Von K. M c q n u s  in Darmstadt. 

Bei der  Berechnu-ng w o n  Ri-eisel- wad Penclelyertiten mztF man huuf ig  d i e  
allgeiiaeinen Beiuegungsgleichacngen starrer Korpcr v e r w e n d e n ,  bei denen  
die  Beivegzmgen der x n  betrachtenden l i o r p e r  v o n  einenr selbst irgenclrvir 
beivegten Besugssydena iwcs benrteilt n w d e n .  L'nter Anwenclung des d e r  
Theorie  s t a r r e r  Ko'rper besonders ungepcclj'len Hilfsnzittels d e r  Motorrechnung 
+uerclen die  verschierlenen Fornien  cliesei. Gle ichungen uncl d i e  Zumnznaen-  
hirnge rnit i h r e n  entsprechenden Vek tor-  w i d  X k a l a r f a s s u n g e n  behanclelt 
N a c h  e inev  Ermeiterzcng der  Gleichacngen auf Systenze s t a r r e r  I(iirper werclen 
die  Eryebnisse  an den Beispielen e ines  phys ischen  Pendels  zcnd e ines  kvaf te-  
freicn h-reisels wri t  mussebehaf'teter kardanischer  A u f h u n g a i n g  reranschuu-  
licht. Da jedorh die strenqera Gleichungevt nnr in  g u n x  m e n i p n ,  besonclers 
e infachen Sonrlerfallen x u  lbsesz sind, i s t  es tvichtig, daneben n'cthsrungs- 
ruethoden zzcr VerfLigung xu haben, mit deren  H i l f e  atcch in schtvierigeren 
Fdllen noch Aussagen gekroffen iverden kcinne2z. D i e  Grzcndlagen dieser 
Naheracngen somie ihre Ablei tung aus d e n  s t rengen  Gleichungen w e r d e n  
gexeigt. 

1. Einfuhrung. 
Bei der Berechnung von Pcndel- und Kreiselgeriiten ist inan liiiufig vor die Notwendigkeit 

gestellt, die allgemeinsten Uewegungsgleicliungen fur den starren Kcirper relativ zu eiiiem ge. 
fuhrten Ihzugssystem anzuweiiden, urn das Verlialten der Geriite auf bewegtem Fahr- oder 
Flugzeug zu bestimuirn. Die allgemeine analytisclie Form dicser Gleicliungen ist seit langeni 
bekunrit uiid wird z. B. von R o u t  h [ 11 I) sowie H e rgl  o t z [7] in iiiipliziter Form gegeben, bei 
der die Iinpulse sowie ilire zeitliclien Ableitungen iiii Fuhrungssgstem auftreten. Siimtliclie 
Koordinateri dcr vorkoiiimenden Vektorsysteine (der Kraft, der absoluten urid der relativen 
Gescliwindigkeit) iverden dabei im Fulirungssysteni angeschrieben. Man kommt bei der Ab- 
leitung dicser Gleichungen init zwei Systeinen, dem Inertialsystern und einem Fiilirungssysteiii 
Bus, das sic11 gegenuber den1 Inertialsysterrl in bekannter Weise bewegt. Die noch einfachen 
dynarnisclien Gleicliungeri vei,lieren jedocli an Ubersichtliclikeit, wenn man die Ausdriicke fur 
die Ini~~ulskouiponente~i als Funktionen der Geschwindigkeiten des Korpers einsetzt und so 
die expliziten Differentialbrleicliungen fur die Komponenten der Geschwindigkeit ausrechnet. 
Dieie Arbeit ist von H e  11 n [ 2 ]  geleistet worden, der die Vektorforin der Gleichungen fur den 
Fall angibt, dafs die zeitliclien Anderungen der Kiirpergeschwindigkeit ebenfalls vom Fiihrungs- 
system atis beurteilt w~rden .  Der in den Gleichungen auftretencle Triiglieitstensor besitzt 
dalier zeitlich veranderliche Glieder, so dafi die dynamischen Gleicliurigen durch eiiie Diffe- 
'rentialgleicliung fur den Triiglieitstensor vervollstiindigt werden inussen. 

Eine sehr durchsichtige und begrifflicli klare Darstellung der allgemeinen Bewegungs- 
glcicliung hat K. v. M i s e s  [3] gegeben, indeni er das fur die Theorie der starren Korper be- 
soriders geeignete Hilfsniittel der Motorrechnung anwandte. Die v. M i s e s sche Darstellung 
wurde von W i n k e l m a n n  und G r a m i n e l  [4] ubernornrnen und in bezug auf die explizite 
Ausrechnung weitergefulirt. Die Beurteilung der Impulsiinderungen wird dabei von eineni 
kdrperfesten System vorgenoinmen, in dern der Triigheitsinotortensor zeitlich konstant ist. 
Die in Motorform liingeschriebenen Bewegungegleicliungen sirid zwar unablitingig von der 
Walil des Koordinatensystcms, sie erweisen aber ihren vollen Wert nur, wenn die Kompo- 
iientcn bei der Zerlegiing siimtlich iin korperfesten Systeni genoliimen werden, da iiur d a m  
der Tr&,nheitstensor zeitlicli konstant ist. Es mussen also auch die Komponenten der Fulirungs- 
gescliwindigkeit i i n  k6rperfesten System genoninien werden, was von vornherein riiclit nioglicli 
ist, da die Bewegungcii des Korpers jn erst bestiinmt werderi sollen. Man hat also zu den 
dynaniisclien Gleicliungen noch die Transformationsgleicliungcn fur die Komponenten der 
Fiilirungsgesclivriindigkeit hinzuzufugen. 

Diese Schwierigkeiten uingelit H 1 d e r  [GI dadurch, da8 er die dynamisclieri Gleichungen 
wieder im Fiihrungssystem anschreibt. Er erzielt durch Verwcndung P1 u c k e r sclier Koordi- 
nateti starke formale Vereinfachnngen, jedoch sind seine Gleichungen fur die Anwendung niclit 
so durchsichtig wie die Motorsclireibwcise. 

*) Dicse Arheit wtirde von der m a t l i e ~ n a t i s c h - ~ ~ a t u r w i s s e ~ ~ s c h a f t l i c l ~ c ~ ~  E'akultnt der Univorsitiit G~ittitigen als 

1) Die in eckigen Klammern stehenden Zahlen verweisen auf das Sclirifttunisverzeichrlis am SchluQ der Arbeit.  
IIabilitatiorisschrift fur das Fach der atigewandten Mechanik angerloinmen. 
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Im Anscliluf~ an die von W i n k e 1 m a n n und G r a m ni e 1 gegebene Daratellung 143 sollen 
im folgenden insbesondere die Miigliclikeiten der Zerlegung der allgemeinen Motorgleichung 
in Vektorkoniponenten dargelegt werden, wobei sieh GeIegenlieit bieten wird, auf die ver- 
schiedenen Formen der allgemeinen Motorgleicliung selbst hinzuweisen, die es ermoglichen, 
die Ausgangsgleichung dein jeweils vorliegenden Problem anzupassen. 

Wenn auch v. M i s e s  die Zerlegung der allgemeinen Motorgleichung in ilire Vektor. 
bzw. Skalarkoniponenten als eine rein schematische Arbeit bezeichnet, so liaben doch bereits 
W i n k e 1 m a n  n und G r a ni in e 1 sowie auch H 6 1 d e r 'darauf hingewiesen, dak die Zerlegung 
neben schematischer Rechenarbeit besondere Vorsicht und Gedankenarbeit erfordert. Durch 
eine Betrachtung der Zusanimenhiinge der in den verschiedenen Systenien genommenen zeit- 
lichen Ableitungen der Geschwindigkeitsmotoren sowie ilirer Vektorkomponenten und Dar- 
stellung in Tabellenform soll die Zerlegung der Motorgleichungen nunmelir soweit vorbereitet 
werden, dak die Zerlegung tatsachlich nur noch schematische Reclienarbeit erfordert. Far  
eine von der Darstellung bei v. M i s e s und W i n k e 1 m a n  n . G r a m  m e 1 nur wenig abweichende 
Form der Motorgleicliung soll die Zerlegung in Vektorkomponenten ganz allgemein durch- 
gefiihrt werden. In einigen praktischen Beispielen wird die Ausreclinung bis zur Angabe der 
Rewegungsgleichungen in Skalarkomponenten erfolgen, um so die Anwendbarkeit der all- 
gemeinen Gleicliungen in Spezialfallen zu zeigen. 

In Erweiterung der bislier vorliegenden Ergebnisse soll die allgemeine Bewegungsgleicliung 
aucli bei Beurteilung der Impulsanderungen vom Fiihrungssystem aus als Motorgleichung an- 
gesclirieben werden. Dann fallt zwar der Vorteil eines zeitlich konstanten Tragheitstensors 
fort, jedoch gewinnt man auf diese Weise eine Form, die als Ausgangsgleichung fur die 
techniscli wichtigen Naherungsrechnungen von Bedeutung ist. Die Notwendigkeit derartiger 
Naherungen, die auf eine Beschrankung der Betrachtungen auf ,,kleine Schwingungen" liinaus- 
laufen, ergibt sich aus der Forderung, auch bei komplizierteren Geraten nocli Aussagen zu 
treffen, denn die strengen Gleichungen bieten im allgenieinen uniiberwindliche Integrations- 
schwierigkeiten. Desgleiclien erfordern die Belange des Praktikers eine Erweiterung der all- 
gemeinen Gleichungen auf Systeme von starren Korpern, wie sie bei kardaniseh gehlngten 
Pendeln und Kreiseln sowie bei Mehrkreiselgeraten haufig vorliegen. 

2. Die verschiedenen Formen der Bewegungsgleichungen in Motorschreibweise. 
Nach dem Vorbilde von W i n k e l m a n n  und G r a m m e l  bezeichnen wir im folgenden 

zeitliche Ableitungen im Inertialsystem durch einen darubergesetAen Punkt, im Fuhrungs- 
system durcli einen Ring und im kdrperfesten System durch einen Stern. Die bei den Betrach- 
tungen benotigten Systeme bezeichnen wir entsprechend mit 2" (Inertialsystem), 2- (Fuhrungs- 
system), 2* (kbrperfestes System). Den Motor der Relativgeschwindigkeit (2* gegen 2 ) be- 
zeichnen wir mit %', den Motor der Fulirungsgescliwindigkeit (2' gegen 2') mit g. Die 
Absolutgeschwindigkcit des Korpers (2* gegen 2.) sei b = 9'+ 8. Das System der auf den 
Kdrper wirkenden iiukeren Krafte sei durcli den Motor 8 reprasentiert. Mit dern Trtighcits- 
motortensor T kann man nun das allgemeine mechanische Grundgesetz sclireiben : . 

0 
- 
T b = Y P .  . , . . . . . . . . . . . . . (1). 

Um die Tatsache auszunutzen, dab T in 2'* konstant ist, wird (1) vermdge der Transformations. 
formel *) 

in 
9i = & + ['xi a] 

F'xi+['xi(T'xi)]=Y 

umgeformt. Daraus folgt wegen $ = 0 :  

T (is + ['xi (T 'xi)] = 8 . 
Mit  'xi = b' + g beltommt man damit die Bewegungsgleichung in der Form: 

T ~ + [ 9 ' ( T ( D ' ) J + T ~ + [ g ( T S ) ] + [ ~ ' ( T ~ ) ] + [ ~ ( T ~ ) ~ = ~  . . . - (2)- 

Dabei bilden die ersten beiden Glieder den Anteil der Relativbewegung, die mittkren beiden 
Glieder den Anteil der Fulirungsbewegung, die letzten beiden Glieder der linken Seite geben 
den Coriolisanteil. Die Grundgleichung (2) lakt sich noch in andere Formen bringen, wenn 
man die zwischen den verschiedenen zeitlichen Ableitungen bestehenden Beziehungen beruck. 
siclitigt. Man bekommt fur die Ableitungen von 9' unter Berucksichtigung vou [W a] = 0 : 

2) Siehe 131, 5. 195. 
22 
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g o  . . . . . . . . . . . . . . .  W=%' * (34, 
. . . . . . . . . . . .  &'=s,-[8a] . (3b), 

&f= iY -[gal] . . . . . . . . . . . . .  (3c). 

s = Q .  . . . . . . . . . . . . . . .  . (4a) ,  

&= 8- [8 87 
& 4 - [ 5 W ]  * ( 4 4  

Entsprechend fur die Ableitungen von 8 unter Berucksichtigung von [%a] = 0:  

. . . . . . . . . . . .  * @b), 

. . . . . . . . . . . .  
Je nachdem, in welchem System die zeitlicheii Anclerungeii der Rclativ- und Fuhrungs- 

geschwindigkeit beurteilt werden sollen (bzw. gemessen oder gerechnet sind), limn man die 
Beziehungen (3) bzw. (4) in (2) einsetzen und kann so zu insgesmt neun verscliiedenen 
Formen der Grundgleiclinng kommen, von denen hier nur noch die beiden wiclitigsten an- 
gegeben werden sollen. Will man die Anderung der Fuhrungsgeschwindigkeit von 2' aus 
beurteilen, so kommt man wegen (4c) zu der von v. M i s e s  und W i n k e l m a n n -  G r a m m e l  
angegebenen Form : 

T 9, + [W (T W)I + T b+ [8 (T  8)1+ [BC3!T8)1 + [S (T  %>I + (T[SWI) = v 

T ~ ~ . + [ ~ f ( T 8 , ) ] + T ~ + [ 8 ( T 8 ) ] + [ 8 ' ~ T 8 ) ] + [ 8 ( T 8 f ) ] = v .  . . . . . . .  (6). 

. * * . (5), 

bei der gegenuber (2) noch ein Glied im Coriolisanteil liinzutritt. 
Geschwindigkeitslnderungen in 2'' haben, so kommt man megen (3b) und (4a) zu: 

Will man schlie~licli die 

Diese Gleichung stimint im Aufbau mit (2) uberein, nur dak an Stelle der Sterne jetzt 
Yunkte stehen. 

Die ursprungliche Transformation der linken Seite von (1) auf das System 2% braclite 
den Fortfsll der Giieder niit den zeitlichen Ableitungen des Tragheitsmotortensors mit sich. Da. 
durch lieken sich die weiteren Formeln in besonders einfacher Weise ableiten. Es ist jedoch 
fur manclie spater zu besprechenden Falle zweckmakig, auch -eine in 2' angeschriebene 
Motorgleicliung zu haben, weil die bei der Zerlegung der Gln. (2) ,  (5) und (6) notwendige 
Transformation der Komponenten von 8 nach 2% umstlndlich ist nnd die Anwendung der 
Gleichungen erschwert. Andererseits wurde man durch das Anschreiben der Komponenten- 
gleichungen in 2 O  oder 2' den Vorteil eines konstanten Tragheitstensors verlieren. Wir ge- 
winnen die gewlinschte Motorgleichung durch Transformation von (1) nach 2 ' O  vermogc der 
Transformationsgleichung : 

ar=&+[8a] 
zu 

oder : 

Es sei beiliiufig bemerkt, da6 man aus dieser Form sofort wieder auf die allgenieine Motor- 
gleichung (5) kommen kann, wenn man die Ableitungen der lmpulsanteile wirklich ausfuhrt : 

63 = +8f + T 8 ,  O f  

e = f a  + T $ .  

Unter Berucksichtigung der fur die Ableitungen von Motortensoren geltenden Rechenregel : 

f=[8'T]-[[TBf]  ') 

sowie unter Berucksichtigung der Regeln fur dgadisclie Produkte zwischen Motor und Motor. 
tensor4): . 

T" 8' = ([W TI 8') - ([T B'] W) = [W(T 871, 
. 

+8 = (P TI81 - ([T 8'18) = [8'(T8)1+ ( T B B  I) 
3) Siehe [a], 9. 175ff. 
4 )  Siehe z. B. [3], S. 196. 
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bekommt man aus (7) die Motorgleichung: 

die wcgen (3a) init (5) identisch ist. 
Wir wollen G1. (7) mit Rucksiclit auf spatere Anwendungen noch durch Einfuhrung 

der Impulsanteile der Relativbewegung s= T 8' und der Fuhrungsbewegung &= T 8 auf die 
einfaclie Form. bringen : 

Die Komponentenzerlegung dieser Gleichung fulirt wieder auf die anfangs bereits erwalinten 
impliziten Formen der allgemeinen Bewegungsgleichungen, wie sie in einigen Lehrbuchern zu 
finden sind. Nur ist dort meist an Stelle der Impulsanteile 3 und & mit dem Absolut- 
impuls 3 + 

Dainit ist das im folgenden gebrauchte Forinelmaterial abgeleitet, so dab wir diese uber. 
legungen abschliefien konnen, uni uns weiterliin der fur die Anwendungen wichtigen Zerlegung 
der Motorgleichungen in Komponenten zuzuwenden. 

3. Die Zerlegung iri Vektorkomponenten. 

T & + [a (Tb')l+ T i i  + [8(T3.)1+ [d'(T@I + [8(T 9371 + (T[3d'I) = q3 . . (81, 

5 + [831 + 5f + [8Srl= rp * * * * * . . . . f . . (9). 

und dem Relativimpuls 3 gerechnet. 

Der 'Motor d' der Relativbewegung habe die Resul- 
tnntkoniponente u' (Drehung von 2* gegen 2.) und bezug- 
lich des Anfangspunktes 0' von 2* die Monientenkompo- 
nente b' . b' ist also die Relativgeschwindigkeit von 0' in 
2 O .  Der Motor der Fuhrungsgeschwindigkeit 8 habe die 
Resultantkomponente u (Drehung von 2 ' O  gegen A") so- 
wie die Momentkomponente b ebenfalls bezuglich 0' - b 
ist demnach die Absolutgescliwindigkeit desjenigen in 
E0 festen Punktes, der augenblicklich mit 0' zusammen- 
fallt. Des weiteren benbtigen wir fur die Zerlegung die 
Matrizendarstellung des Traglieitsmotortensors. Nach 
v. Mises6 )  hat man: 

T =  

Wb 0 0 0 mc - m b  

0 m 0 -mc 0 ma 

0 0 m mB - m a  0 

0 -mc m b  On - Q C  -@B 

mc 0 - m a  - @ c  OB - - A  

- m b  ma 0 -@B - @ A  0, 

Rild 1. 

. . . . . (10). 

Darin ist m die Gesamtmasse des Kbrpers, a, B ,  c sind die Komponenten des Vektors r, 
vom Ursprung 0' zum Korperschwerpunkt, 0 sind die Tragheitsmomente, @ die Deviations- 
momente des Kbrpers beziiglich der Achsen A,  €3, C von 2". Das rechte untere Viertel der 
Matrix (10) ist das Schema des Vektortragheitstensors 

0, - -@c  
p'= - @  @B I::] l c  --@[* - @ A  0, 

den wir im folgenden haufig brauchen werden. 
Der eigentlichen Zerlegung sol1 nun eine allgemeine Betrachtung vorausgeschickt werden, 

die die Zusammenhange der Vektorkomponenten des verschiedenen zeitlichen Ableitungen 
betriff t. Aus jeder Motorgleichung lassen sich zwei entsprechende Vektorgleichungen folgern. 
Aus der Gleichheit zweier Motoren folgt die Gleichheit ihrer Resultant- sowie ihrer Moment- 
komponenten, wobei sich die Momentkomponente b, bezuglich eines Punktes 0 aus den ,,physi- 
kalisclien Bausteinen" des Motors, seiner ,,~ffniingLL u sowie seiner ,,L&nge" b, nach 

zusanimensetzt. Dabei ist ro ein von 0 nach einem beliebigen Punkte der Motorachse ge. 
zogener Vektor. Bei der Betrachtung der Vektorkomponenten von in verschiedenen Systemen 
abgeleiteten Motoren ist jedoch besondere Vorsicht geboten, da Motoren bei zeitlicher Ver- 
anderlichkeit im allgemeinen nicht in ihren Momenten ubereinstimmen. Z. B. folgt aus der 
Gleichung 8.- '& (siehe (4a)) zunachst nur die Gleichheit der entsprechenden Ableitungen fur 
Lange und dffnung: 

b, = b, + [r, U] . . . . . . . . . . . . . . (11) 

6 )  Siehe [3], S. 170. 
22. 
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i i=i t ,  
6,, = 

niclit aber die Gleiclilieit der Motnente. 
traliieren von (11) leicht fest, dab 

Vielmelir stellt nian durcli Diff erenzicren und Sub- 

6, - 6, = [(t, - f,) u] . . . . . . . . . . . . .  (12) 
iin allgcmeinen von Null verschieden ist. Wir wollen in (12) iiocli r, eliiiiiniei en nnd be- 
acliteri zii dieseni Zmeck die Transformationsgleiciiuiig : . 

die w q e n  (11) nucli 
r, -- 

geschrieben werdcn kann. Setzt nian 
und u stets gleicligericlitet sind, also 

Aus der Motorgleichung $j = folgen 

i, = t, + [it r,], 
t, = [Lt f,] = b,, - D o  

das in (12) ein und bcrucksiclitigt, dati (lie Vektoren b,, 
[b, u ] = 0  ist, so hat man: 

6, = 8, + [u b,] . 
also die beiclen Vektorgleicliungen : 

. . . . .  
it = I"t 
0, = 8, + [U b,] 

. . . . . . .  

In gleiclier Weise wollen wir die den Motorgleicliungen (3 a) bis (4 c) entspreclieriden Vektor- 
gleicliungen errnitteln. Die Resultan tkomponenten folgen dabei eiiifacli durch scliematisclies 
Anwenden cler Reclienregeln fur Motorprodukte ". Die Momentkomponenten dagegen erfordern 
Aufmerksamkeit. 

Aus (4b) folgt zuniiclist: 
f i n  = 8, ,  + [u' b,,] + [bb U] . . . . . . . . . . . .  (141, 

denn die schematisolie Zerlegung darf liier niir xiif die ,,Liinge" aiigewenclet werden. And~rcr- 
seits kouimt durcli Differentiation von (11) in 2" und 2': 

do = D,, t [i., u] + [r, it] , 
6o ="u, + [To u] + [r,Tl]. 

Durch Subtraktion dieser beiden Gleichungen folgt unter Reitinksiclitigung von (14) : 

~ , ,  -go = [u' b,,].+ [ut u] t [(to - i,) W J  + [r,, (it - 89 . 

(Gleichung der Resultantkoniponenten voii (4 b)), 

(Beziehungzwisclien den zeitlichen Ableitnngcn eines 
Vektors in Systemen, die sicli rnit 11 + u' gegc.11. 
einnncler drehen), 
(folgt aus (11) ). 

Duriii ist nun: 
it - fi = [u' u] 
to - go = [(u -t 11') r,) 

b, = b, + [u r,] 
Durcli Einsetzen dieser Beziehung folgt schlietilicli 

U0 = 5, f [a' b,] 4- [b: u] + [u bo], 

wobei von der Bezieliung 

Gebrauch gemaclit wnrde und wie fruher [u r,] = b, - b, gcsetzt wurde. Wegeri b,, I I u fiillt 
dann das Glied [&u] heraus. 

[u' [u r,]] + [U [r, u']] + [r, [u'u]]'== 0 . . . . . . . . .  (151, 

In ganz entsprecliender Weise folgt aus (4 c) zuniiclist : 

fit, = 8% + [u' bn3 + [% ul 
Dies hat man wieder in eine Gleichung einzus~tzen, die sich durch Ilifferentiation von (11) 
in 2'" und 2" und nachfolgende Subtraktion ergibt. Unter Berucksiclitigung der Gleichung 
der Resultantkomponenten von (4 c), der allgemeinen Beziehung der zeitlichen Ableitungen 
des Vcktors ro in 2" und 2*, sowie der bereits verwendeten vektoralgebraischen Identitat (15) 
bekornmt man sclilieC3lich : 

8, = 6, 4- [U' b,] 4- [b: u] . 
Siebe [3], S. 163. 
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I n  ganz entsprecherider Weise bekommt man die Momentengleichungen von (3a) bis (3c). 
Die zunachst nur auf die ,,LBnge" angewendeten Motorgleichungen hat man in die aus 

durch Differentiation in verschiedenen Systemen folgenden Beziehungen einzusetzen und unter 
Rerucksiclitigung der Gleicliungen zwisclien den zeitlichen Ableitungen von ri sowie der 
Gleichung der Resultantkomponenten weiter auszurechnen. Wegen der Bezieliung (15) und 
u' 1 1  b', vereinfachen sich die Endformeln wieder erheblich. Wir stellen die Ergebnisse zu. 
sammen : 

b: = D;, + [ri u'] 

Aus den Motorgleicliungen (3 a) bis (4 c) foIgen die Vektorgleicliungen: 
1. Die Gleichungen der Resultantkomponenten : 

. . . . . . . . . . . . . . . . . .  $1 = li' (W, 
. (1W, u = ti' - [u u'] . . . . . . . . .  .- 

it' = it' - [u u'] ' (W, 
i t = f i .  . (1Wl  

it=; - [ U U ' ]  ' (1W, 
fi=t - [ U U ' ]  . . . . . . . . . . . . . . . .  (16f). 

* I  . . . . .  
. . . . . . . . . . . . . . .  

. . . . . . . . . . . . . . . . . .  
. . . . . . . . . . . . . . .  

2. Die Gleichungen der Momentkomponenten : 
8' = 8' - [u' b'] . . . . . . . . . . . . . . . .  (lya), 
8' = 8' - [U' b'] 4- [lt' b] + [b' U] . . . . . . . . . . .  (17 b), 

. . . . . . . . . . . .  8' = 8' + [U' b] + [b' U] . ( 1 7 ~ ) ~  
b = 8  +[Ltb] .  . (17d), 
d = 6  +[ub]  + [ ~ ' b ] + [ b ' ~ ]  . . . . . . . . . .  * (17e), 

. . . . . . . . . . . . . .  

6 = 8  +[U'b]+[b'U] . . . . . . . . . . . . . .  (17f). 

Es gilt nun zu entscheiden, welclie Momentkomponenten bei der Zerlegung der Gleichungen 
von Abschnitt 2 fur die verschiedenen zeitliclien Ableitungen der Motoren 9' und 8 ein. 
zusetzeri sind. Dazu beachten wir, daD die Motorgleichungen selbst in allen drei betrachteten 
Systemen 2', ,Z0 und 2" gelten, da sie ja eine von jeder speziellen Wahl des Koordinaten. 
systems unabhangige Formulierung darstellen. Aucli die aus ihnen abzuleitenden Vektor- 
gleicliungen sind noch unabhangig von der Walil der Achsenrichtungen, nicht aber von der 
Wahl des Koordinatenanfangspunktes, da die Momentkomponenten ortsabhiingig sind. Auch 
die Vektorgleichungen gelten - naclf Verfugung uber den Koordinatenanfangspunkt - noch 
in jedern beliebigen System. Jedocli bedingt die Versehiedenheit der zeitlichen Ableitungen 
des Vektors r, (bzm. r:) bei der Zerlegung der Motorgleicliungen verschiedene Momentkompo- 
nenteii desselben Motors, je nachdem, in wrlcliem System die Zerlegung vorgenommen wird. 
Zum Beispiel liat $j in 2" die Momentkomponente 8 ,  entsprecliend hat in 2' die Moment- 
komponente tl, und $j in 2. die Momentkomponente b. Wird dagegen die Zerlegung eines 
abgeleiteten Motors in eiriem anderen System vorgenomrnen als die Ableitung, so folgen die 
Momentkomponenten zwangslaufig aus den zuvor abgeleiteten Beziehungen (17a) bis (17f). 
In Tafel 1 sind diese Verhaltnisse fur die drei mogliclien Zerlegungen nach 2*, 2' und z" 
dargestellt. Neben den Momeiitkomponenten selbst sind noch dje aus (17a bis f) folgenden 
Zusammenhange mit den im Zerlegungssystem genommenen Ableitungen desselben Momenten- 
vektors dargestellt. Mit Hilfe der Tafel 1 kann nun die Zerlegung einer beliebigen Motor- 
gleichung -- nachdem man sicli fur ein Koordinatensystem entschieden hat - auf tatsachlich 
nur  noch rein scliematischem Wege durcli Anwendung der Reclienregeln der Motorrechnung 
erfolgen. Gleichzeitig dienen die in Tafel 1 mit arigegebeneii Zusammenhange der ver- 
scliiedenen zeitliclien Ableitungen dazu, den Wechsel in der Beurteilung der Veranderlichkeit 
der Vektoren noch nachtraglich in der Vektorgleichung vorzunehmen. 

Wir wolleii nun dazu ubergehen, die zuerst ahgeleitete Motorgleichung (2) in ihre Vektor- 
koinponenten zu zerlegen. Um mit konstantem Tragheitsmotortensor (und damit auch rnit 
konstantem Tragheitsvektortensor) reclinen zu kbnnen, entscheiden wir uns fur eine Zerlegung 
in 2% und haben folglich die Vektorkomponenten aus den ersten beiden Spalten von Tafel 1 
zu verwenden. 

Durcli Anwendung der Rechenregeln fur das Produkt eines Motortensors rnit einem 
Motor ') findet man, dab der Motor des Relativimpulses T 9' die beiden Vektorkomponenten 

7)  Siehe [S], S. 171. 
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T 8’ ={m (b’ 4- [u’ r,]); m [rs b‘] + Tu’) 
hat. Entsprechend hat man : 

T g = { m  (b +[u XY]); m [rs b] f Tu} ,  

T (ij, = {m (6‘ + [G’ tsl 1 ; m [r8 $’I + T st‘) , 
T & =  {m (+b -I- [& r,]); m [r, 61 + ~ t ) .  

Fur die motorischen Produkte bekommt man unter Berucksichtigung der Beziehung : 

die Vektorkomponenten : 
[u‘ [rs b‘]] [rs [b’ u’]] + [b’ [U’rs]] = 0 

[%‘(T% )] =(m ([U’b‘] + [u‘[u‘rs]]); m[rs[U’b’II [U’(Tu’)]), 
~ S ~ ~ a ~ l = ~ ~ ~ ~ ~ ~ l - t - ~ ~ ~ ~ ~ s l l ~ ;  m [ r s [ ~ b l l + [ ~ ( T ~ ) I > ,  

[@(T95’)1 = ( n t ( [ ~ b ‘ ]  +[u[u’r,]]); m([u[r,b’]l +[bb’1 +[b[u’rs]])+ [~(Tu’l l ) ,  
[ S T ’ ( T ~ ~ ] = ~ . t ( [ u ’ b ] + [ ~ ~ ’ [ u r , ] ] ) ;  m ( [ u ‘ [ t ’ s b ] ] + [ b ‘ b l + [ ~ ’ [ ~ ~ , l ] ) + [ u ’ ( T ~ l I ) .  

Die Vektorkompoiienten des Kraftmotors seien 

Nun bekonimt nian durch Zusammenfassung der ersten und der zweiten Vektorkomponenten 
jedes der in (2) vorkommenden Glieder die allgemeinen Vektorgleiehungen : 

m (6’ + [*U‘r,] + [u‘b’] + [u’[u’&]]> + nt(6 + [E r,] + [ub] + [u[ur,]]> 

!q={Cp; cZ)t). 

. . (18a), I + m : [ L t ’ b ] f [ ~ b ’ ] + [ ~ ’ [ ~ r ~ 1 l + [ U [ U ‘ r s ~ I > = ~  

. . , . . . (18b). 

Durcli die Zosammenfassnng in geschweiften Klammern sind die Anteile der Relativ- und 
der Fuhrungsbewegung sowie der Coriolisanteil hervorgehoben. Ein Vergleich der beiden 
Vektorgleicliungen (18) mit der iirsprunglichen Motorgleichung (2) lakt die groQen Vorteile 
der Motorsclirei bweise besonders deutlicli werden, denn die Verwendung der Motoren erspart 
nicht nur vie1 Schreibarbeit, sondern gestattet vor allem die allgemeinen Gleichungen in einer 
kaum noch zu ubertreffenden Kiirze abzuleiten. Man vergleiche damit die direkte Ableitung 
der Vektorgleichungen z. B. bei H e  u n [el. 

Wir ersparen uns die Zerlegung auch der anderen Motorgleichungen des Abschnittes 2, 
zumal diese mit Hilfe der Tabelle und nach den Regeln der Motorrechnung leicht durch- 
gefuhrt werden kana. Jedoch wollen wir an Hand des Beispieles vo~i  GI. (18) eine Um- 
formung vornehmen, indem wir die h d e r u n g  der Fiihrungsgeschwindigkeit nunmehr von 2 O 

aus beurteilen wollen. Dann folgt ails der Tabelle: 

I (m ([rs 6’1 + [rs [u’ b’ll) + TG’ + [u’ (Tu’)l) 
+ (m ([h 51 + [rs [u b l l )  + YG + [u(Tu)l) + {m ([r, [u‘ 011 + [rs [u b’ll) + [u’ ( 5 3 1 1  + [u fTu‘)ll= 2Jt 

3 = t”t + [uu’], 
C=$+[ub’]$ [bu‘]. 

Geht man damit in (18) ein, so fallen verschiedene Glieder heraus, ferner lakt sich 

[u’ [u rsl I + [u [u’ rsl J + [ [U ~ ’ 1  rsI = - 2 [u [rs u’ll 
zusammenfassen, so dab die Vektorgleichungen entstehen : 

. . (19a), 1 m (8‘ + [3’r,] -I- [u’ b’] f [u’[u’rs]]} + m (6 + [frs] +Tub]+ [u[U rsII} 
+ 2 nt ([U b‘] + [U [u’r,]]> = Cp 

. . , . . . (19b). I {m([rsl”l‘] t [rs[u’b‘]])+ 4;’t [u’Y‘u’)]} 
t {m([rs6]+ [rs[u bl l )  + T B + [u (Tu)l> 
‘t ( 2 m [r, [U b‘] I 4- [u‘ (Tu)] + [u (Tu’)] + ( T  [u u’])) = 

Diese Gleichungen sind mit den von W i n k  e 1 m a n  n und G r a m  m e la) angegebenen voll- 
kommen identisch, wenn nian die dort vorgenommene Uniformung des Trlgheitstensors im 
Coriolisglied beachtet. 

8) Siehe [41, S. 448. 
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Selbstverstiindlich kann man (18) und (19) noch weiterhin umformen, wenn man die 
Beurteilung der Geschwindigkeitsanderungcn von anderen Systernen &us vornelinien will, wir 
wollen jedoch darauf hier nicht weitcr eingehen. Ebenso wollcn wir uns nicht mit der all- 
gemeineii Zerlegung dcr Vcktorgleichungen in ihre entspreclienden Sknlargleicliungen auf- 
halten, da diese Umreclinung in einfaclier Weise nacli den Regeln der Vektorrecliriung er- 
folgt. Wir werden ohnchin bei den sp5itt:r zu besprechenden Beispielen derartige Zerlegungen 
in Spezialfallen durclizufiiliren haben. 

Tm Hinblick auf die vielseitigen Anwendungen sol1 jedoch an dieser Stelle nocli die im- 
plizite Form der Motorgleicliung (9) in ihre Vektorkomporienten zerlcgt werden. Die beiden 
Vektojkornponenten des Inipulsmotors 3 seien @ und 3. Der Resultantvektor @ ist der 
Impuls der Fortscl~reitgeschwindigkeit , der Momentvektor 3 ist der Drehimpuls. In den 
vorher benutzten Grof3en ausgedruckt hat man : 

@ = m (b' + [u' rs]), 
3 = I?t [t, b'] -+- Tu'. 

Ganz cntsprechend seien die Vektorkomponenten des Fuhrungsimpulsmotors 3r : @f und 4 r .  
Fur sie gilt: 

8f = m (b + [urs l ) ,  

31 = m [r,7 b] + T u .  
Die Zerlegung von (9) ergibt nun die beiden Vektorgleichungen : 

6 +[u@)I + &f + [u = . , . . . . . . . . . . . . (20a), 

,$ + [ u 3 ]  + [ b B ]  + $f + [~3]+ [bat]=!?)? . . . . . . . . (20b). 

4. Grenzfalle. 
Urn uns mit den bisher abgeleiteten Formeln vertrauter zu maclien, wollen wir im folgen- 

den einige bekannte Faille herausschalen, die sich aus den allgeineinen, Gleichungen ergeben. 
Zunaclist sei der Grenzubergang zum Fall des Massenpunktes betrachtet. Wir wiililen den 

Massenpnnlt t zum Ursprung des 2'*- Systems und lrlinnen folg- 
licli r,=O setAen. Die Achsenrichtungen von 2'* ktinnen denen 
von 2" parallel gelegt werden, dann ist u' = 0. Zur Berech- 
n m g  genugt in diesein Falle clieGleichungder Resultantkompo- 
nenten z. B. in der Form (19 a). Es bleibt wegen rs = u' = 0 :  

m {8' + 6 + [U b] + 2[ub']} = p. 
Dabei ist b die Geschwindigkeit desjenigen in A ' O  festen 
Piinktes, der augenblicklich mit dem Massenpunkt zusammen- 
fallt. Will man stattdessen lieber mit der Geschwindigkeit 
b, des Ursprunges 0 von 2'' rechnen, so hat man zu zetzen: Bild 2. 

b = b,, + [U r]. 

Darin ist r der Vektor von 0 nach nb (Bild 2). Durch Differentiation in A ' O  folgt daraus: 

6=fi,+[iit], 
denn 8 = 0 ,  da r in A ' O  fest ist. Durch Einsethen folgt nun: 

m { ~ ' + ~ ~ + [ u b , , ] + [ ~ r ] + [ u [ ~ ~ ] ] + 2 [ u b ' ] } = ! $ .  . . . . . . (21). 

Darin kann auch an Stelle von $' nun 6' geschrieben werden, da wegen u' = 0 $' = 6' ist. 
Dann werden also sgmtliche Ableitungen in Z0 genomnien, so dab man diese Vektorgleicliung 
bei Zcrlegung in Skalarkomponenten am vorteilliaftesten nach Zo zerlegt. (21) ist die be. 
kannte allgemeinste Form der Bewegungsgleichung fur die Relativbewegung eines Massen- 
punktes, wie sie z. B. bei Gramme18)  zu finden ist. 

Durch Grenzubergang zu einem in 2 ' O  festen Klirper (23' = 0) kommt man aus (2) zu 
der Motorgleichung : 

deren Vektorzerleguug 
T i i t  B(Ti3)1=Y, 

m {6 + [n r,] + [u b] + [ u [u r,]]} = !$ . . . . . . . . . (=a), 
m ~ [ r ~ ~ ~ + [ t , [ u b ] ] } + ~ ~ + [ ~ ( ~ ~ ) ] = ~  . . . . . . .(22b) 

0 )  G r a m m e l :  Kinetik der Massenpunktc. Handb. d. Physik. Ild. V, Beilin 1927 Kap. 7, S. 330. 
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ergibt. Das sind die ebenfalls bekannten Gleichungen €ur die allgemeine Bewegung eines 
Kijrpers in eincm Inertialsystem, wie sie z. B. bei W i n k  e 1 m a n  n und G r a m  m e 1 lo) zu finden 
sind. Dieselhen Gleichungen bekommt man natiirlicli audi durch den Grenzubergang zu 
einem in 2' festen Bezugssysteni ,Zo (8 = 0), nur dak dann gestrichene GrbQen an Stelle der 
ungestriclienen jn (21) treten. 

Aus (22) lnssen sich weiterhin die bekannten E u  1 e r schcn Gleicliungen fur die Bewegung 
des starren Korpers ableiten, wenn man entwed(2r den Kbrpcr in einem Punkte festhtilt und 
diesen Punkt ziim Koordinatenursprung wahlt ( b = 0 )  oder wenn man den Ursprnng in den 
Schwerpunkt legt (rs.=O). In beiden Fallen bleibt von (a2b) die Vektorform der E u l e r -  
Gleichungen : 

M a g D. u 8 ,  Uber die allgemeinen Bewegungsgleichungen starrer Korpor 

T i l +  [u ( T  u)] = YJt. 

5. Anwendung auf das physische Pendel von einem Freiheitsgrad. 
Als einfaches Anwendungsbeispiel sollen nun die strengen Bewegungsgleichungen fur 

Wir 
walilen den Aufhangepunkt 0 des Pendels zum Ursprung der 
Systeme Z* und Z0 und legen die s-Achse von Zo sowie die 
C-Achse von ,Z* so, dak sie in die Riclitung der Peadelachse 
fallen. Die A-Achse von Z* legen wir senkrecht zur C-Achse in 
die durcli die Pendeldrehachse und den Pendelschwerpunkt be- 
stimmte Ebene. Die B-Achse wird schlielilich senkrecht zu den 
Achsen A und C gewahlt. 

Als Ausgangsgleichungen der weiteren Rechnung nehmen 
wir die Vektorgleichungen (19), bzauchen uns jedoch um die 
G1. (19a) nicht zu kummern, da sie nur die liier nicht weiter 
interessierenden Lagerkrlfte ergibt. Auch die A- und B-Kompo- 
nenten der Vektorgleichung (19 b) konnen unberucksichtigt bleiben, 
da sie ebenfalls nur Lagermomente bestimmen. 

Bei der C-Komponente fallen einige Glieder heraus, namlich 
diejenigen Vektorprodukte, deren einer Faktor u' ist. Da u' stets 

Bild 3. in der G-Riclitung liegt, haben die mit u' gebildeten Vektor. 
produkte keine Komponente in der C-Richtung. 

Aucli die beiden letzten Glieder der linken Seite von (19b) fallen heraus, da sie sich 
gegenseitig aufheben. Man bekommt schlieklich eine Gleicliung von der Form : 

ein Pendel aufgestellt werden, das urn eine in Z0 feste A c h e  drelibar gelagert ist. 

0, s;: + rn a [(6)* + U C  ,u"l - U A  .c] - @B ($A - @ A  (&)B t OC (%2 

+ ~ , g  (- (Dc UA + O g ~ g -  @ A  UC) - Z G ~  ( @ A  U A  - Qic t ~ g -  Qig UC) = Mc I 

Darin ist z. B. (4)B die in Riclitung der B-Achse genommene Komponente des in Z0 abgeleiteten 
Vektors b. Zwischen den nacti 2 ' O  und den nach Z* genoinmenen Kompopenten heetehen die 
folgenden Transformationsgleichungen, bei denen zur Abkurzung \ ub d t = cp gesetzt wurde: 

UA = u, cos cp $- u,sinp, 
uB=-ul :s inp+ul/cosp,  

uc = u, , 
entsprechend : 

(&)A = &,cosp + busin cp, 

(&Is = - &, sin p + 
( 9 c  = G, 1 

cos p, 

(4)B =-6e,sinp+4,coscp. 
Aucli in dem auQeren Moment MC kommt die Unbekannte p bzw. a& vor. Sei das 

Moment z. B. verursaclit durch ein Schweremoment und durch eine von uh abhangige Dampfung, 
so hat man, wenn die Komponenten der Erdbeschleunigung in der x- bzw. y-Richtung g, 
bzw. g, sind: 

Mc=-rn~g,as incp+rng,acosp- f ( zc~) .  

Durch Einsetzen dieses Wertes und der angegeberren Traiisformatioiisformeln bekomnit man 
unter Berucksiclitigung trigonometrischer Umrechnungsformeln die Pendelgleicliung: 

1") Siehe [4] ,  6. 380. 
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0, &b + f (ub) + E sin p + Fcos p + Hcos:2:q1+ Ksin 2 p = - @c i c ,  . . . . (23) 

niit den Abkurzungen : 
E = - ma(& - zc, uu + zcyv,) - @ A  (u,uu - ti,) - @,(u,zc, + &/) + m g , n ,  

F =  wz n(i ,  + u,v, - u,,u,) - @A(uz.ztx + iC3) + @B(u,zcl ,  - &) - m Qua, 

H = @c (U.; - 'U:) f ( 0, - @ A )  u x U . 1 ~  

1 
2 K = - 2 @c u, uu + -- (8J - 8,) (u&-uf). 

Darin sind die Komponenten der Bewegung von 2" gegen 2" also u x u u t ~ , ,  v , t ~ ~ v ~  sowie 
deren Ableitungen in 2 O  bekannte Funktionen der Zeit, also sind die E F H K als Funktionen 
von t grgeben. 

Die Uewegungsgleichung (23) zeigt augenfallig, mie kompliziert die allgemeinen 
Gleicliungen selbst in so einfachen Fallen wie dcm vorliegenden werden konnen, wenn die 
Hewegung von einem beliebig bewcgten System aus beurteilt wird. 

Wir wollen noch eine nalielicgende Spezialisierung der G1. (23) vornehmen und sie auf 
eiii auf der drehenden Erde mit horizontaler Aclise schwingendes Pendel anwenden. Dann 
kijnnen u und b als konstant angenominen werden. Ferner wollen wir uns auf eine Be- 
trachtung kleiner Auslenkungen des Pendels aus der Vertikallage beschranken und folglicli 
die Gleichungen fur kleine Winkel p linearisieren. 

deren Koeffizienten nunmehr konstant sind. 
von der Scliwingungszeit : 

Ebenso ist auch f ( z c ) c )  als Funktion von zt;, gegeben. 

Man erhalt so die Gleichnng : 
@c $+ ( E  + 2 K )  cp = - ( F f  IT), 

Die Losung ergibt liarmonische Scliwingungen 

um eine Gleichgewichtslage : 
P4-H 

(Po = - __--- &+SIC*  
Um nocli einige Vereinfachungen in den Konstanten zu bekommen, wollen wir ferner dahin- 
geliend syezialisieren, dab wir 2* als Hauptachsensystem vornussetzen, also @ A  = QiR = @c = 0 
setzen. Aufierdem wollen wir ubliclierweise die von der Erdanziehung herruhrende Kompo- 
nente der Besctrleunigung niit der durch die Erddrehung verursachten Zentrifugalbeschleunigung 
zusamiiienfassen: 

Es bleibt nur diese Komponente iibrig, da die y und z-Kiomponente wegen der Wahl von 2'" 
verschwinden (mAc1ise vertikal, 3- und z-Achsr horizontal). 

Hezeichnen wir ferner den Winkel zwischen der Horizontalebene am Reobachtungsort 
und dem Drehvektor u mit 6, so kann man fiir die Koniponenten von u schreiben: 

+ g x  - %V, +u,vu = + L7;. 

ux= -9.c cos 6, 
uu = u sin 6 sin a, 
ac, =u sin 9 cos a ,  

Dabei ist a der Winkel zwischen der Nordriclitung und der positiven z-Richtung. Mit Ein- 
setzen der angefuhrten Werte bekommt man nun fur Gleichgewichtslage und Schwingungs- 
zeit die folgenden Werte : 

(0  --0,1)uZ sin 2 -9. sin a . . . . . . . . . . . . . . 
O -  2112a g' (241, 

. . . . . (25). 

Danach zeigt ein pliysisclies Pendel von einem Freiheitsgrad bei horizontaler Aufhangeachse 
nur dann die gcnaue Vertikale an, wenn entweder OA = @I, oder a = 0 (Pendeldrehachse in 
Nord-Sud-Richtung) oder 6 = 0 bzw. 90 O (Beobachtungsort am Aquator oder am Pol) gilt. Die 
Abweichung ist jedocli sehr klein, da sie mit dem Quadrat der kleinen Griibe u eingeht. 
Beispielsweise betriigt die Abweicliung cines Stabpendels ( = 0) von einem lialben Meter 

reduzierter Pendellange (2 = 0,5 m) mit Ost-West gerichteter Pendelaclise (a  = 90 O )  fur eine 
geographische Breite von 6 = 45.' nur 

1 
_ _  - 

(0, - @a,l) u' (cos? i9 - sinz 19 sin2 a) - . __ 
T o - a . l / l 3 - [ l + - - -  2 m a g '  

tpo = - 2,7 lo-' Bogensekunden. 
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Der Wert ist so kleia, da6 er  sic11 bei dein heutigen Stand der MeStechnik jeder Beobachtung 
en tzieht . 

GleicliermaPen ist die Anderung der Schwingungszeit so gering, daS sie mit den heutigen 
Hilfrmitteln nicht beobachtet werden kann. Das Zusatzglied von (25) betriigt maximal fur 
das vorliin angegebene Pendel 1,3 lo-". Am Pol wird die Schwingungszeit um diesen Betrag 
verlangert, am aquator wird sie in demselben MaQe verkurzt, sofern die Pendelaclise in der 
Ost-West-Richtung liegt. Schwingt das Pendel dagegen um den Nord-Sud-Meridian, so Eallt 
das Zusatzglied fort. 

M a g n u s , Ober die allgemeinen Bewegungsgleichungen starrer Korper 

6. Systeme starrer Korper. 
Die allgemeinen Motorgleichungen des Abschnittes 2 lassen sicli ohne Schwierigkeiten 

auf Systeine starrer Korper ubertragen. Werden die Bewegungen mehrerer starrer Kbrper 
vom Fiihrungssystem aus betraclltet, so hat man fur alle den gleichen Motor 8 der Fiilirungs. 
gescllwindigkeit, aber verscliiedene Motoren 93; der Relativgeschwindigkeit, sowie verschiedene 
Tragheitsmotortensoren Ti anzusetzen. AuPerdem hat man zum System der aufjeren Krafte 
(Motoren pi)  die zwischen den einzelnen Korpern wirkenden Reaktionskrafte und -momente 
hbzuzufugen, deren Motoren gtlj seien. Durch Summation fiber samtliche Karper erlialt man 
dann aus (6) die Gleichungen: 

Die Matrix der Reaktionstnotoren '91ij ist dabei schiefsyniinetrisch, d. h. es ist stets %ti = 0 
und Sij = - %ji (actio = reactio). Zwangslaiifige Bewegungen einzelner Korper werden sic11 
dabei in Zusatzbedingungen zwischen den Bewegungsmotoren %I bzw. deren Komponenten aus. 
drucken. Wenn z. B. zwei Korper in einem Punkte fest miteinander verbunden sind, so gilt, 
falls dieser Punkt zum Ursprung der kdrperfesten Systeme gewiihlt wird, stets b;; = b;!, die 
Vektoren der Drehgeschwindigkeiten sind dagegen im allgemeinen voneinander verschieden 

Mit Rucksicht auf spatere Anwendungen wollen wir noch die Motorgleichung in der 
u; =I= u; . 
Form (9) fur Systeme angeben. Wir erhalten : 

~i+[S3rl+~ri+[%3ril-br-C~zj=o . . . * . . * (27). 
.i ( i = 1 , 2  . . . .  n) 

7. Anwendung auf ein Drei-Korper-System. 
Kardanisch gelagerte Kreisel werden bei fast allen Kreiselgeraten sowie auch bei 

Kreiselmodellen fur den Unterricht verwendet. Rei der Berechnung der Gerate werden die 
Massen der Kardanringe jedoch meist ganz t ernachlassigt oder nur in Naherungen bertick- 
sichtigt. Wir wollen uns daher die Aufgabe stellen, rnit Hilfe der G1. (26) die Bewegungs. 
gleichungen fur einen aus einem Kreisel (l), einem inneren Kardanring (2) und einem auBeren 
Kardanring (3) bestehenden Verband von drei Kdrpern in volliger Strenge anzusclireiben, eine 
Aufgabe, die meines Wissens bisher auch fur nicht be- 
wegtes Bezugssystem nicht behandelt worden ist. 

Wir legen neben dem Bezugssystem 2* drei ver- 
schiedene korperfeste 2': (Kreisel), 2: (innerer Kardan- 
ring) und 2; (auPerer Kardanring) derart in den Ver- 
band, dak die A-Achse von 2; zusammen rnit der x-Achse 
von Z ' O  in die in Z ' O  feste Drehachse des auSeren Kardan. 
ringes fallt. Die B-Achsen von 2; uiid 2: sollen in die 
Richtung der inneren Kardanachse fallen, schlieblich 
sollen die C-Achsen 'von 2: und 2; in die Figuren- . 
achse des Kreisels fallen. Nach Bild 4 sollen die Kardan- 
ringe durch Federn derart an das Bezugssystem gefesselt 
sein, dab im Gleichgewichtsfall die innere Kardariachse 
mit der pAchse von 2 O ,  die Figurenachse des Kreisels 
mit der a-Achse von 2 O  zusammenfallt. Bei Gleichgewicht 
fallen also dann die A- und B-Achsen von 2: und 2; 

,dann alle drei kbrperfesten C-Achsen in die a-Achse. 

1 2  

2 

mit der a und yAchse von zusammen, ferner geheri Bild 4. 
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Zur Vereinfachung der Rechnungen wollen wir voraussetzen, da6 die vorsteliend ge- 
wglilten korperfesten Systeiiie 2:, 2': und 2': HRiiptaclisensystenie sind, und dab ferner der 
Sclimerpunkt S aller drei Kdrper in den Schnittpunkt der Figurenachse m i t  den Kardan- 
achsen fallt. Dnnn kann der Scliwerpunkt als in Z0 fester Punkt zum Ursprutig dtsr Systeme 
Zo, -27 ,  2: trnd 2: gewtihlt werden. Demit vereinfiLchen sicli die Ausgangsgleicliungen ganz 
erheblich. Wir brauclien nur die Momentkomponenten der einzelnen Glieder von ('26) zu be- 
riicltsichtigen und bekommcn wegcn ts = 0 die Beweg~uigsgleichungcn in der Vektorform : 

- 

. . . . . . .  (28). 
TJ;+[u;(Tiu:)]+ !r i l i+  [ U ( T i U ) ] + [ U f ( T i U ) ]  

3 

Darin is t :  
@A, 0 0 1 (genomnien nacli xy), I ;=( 0 ou, 0 
0 0 oc,  
@A2 0 0 

y2= { 
Ij= { ; 

F2 ic2 ] (genommen nach z,*), 

%,, ] (genommen nach 2;). 
(9'4, 0 0 

% I =  to 7 0 9 0 )  

m,= (Jf'43, MHL, M C L )  

912= (0 , 0 , 0 1 )  (nacli 2;). 

Dabei ist MA, das von den zwisclien aukerein Kardanring und Gehause ausgespnnnten Federir 
niisgeiibte Moment, MuL uiid McJ, sind die Lagermomente. 

Die Matrix der Henktionskrafte hat dss 5 c 1 iema : 

% I *  0 
' ~ ~ = ~ ~ 2 1  iJ, r 2 3  ] 

init BIZ = - ill,,, W2, = - W,, . 
ring niclit aufeinander einwirken. 

Ferner = %:,1 =0, da der Kreisel und der iiu6ere Kardan. 
Fur die Koinponenten hat man : 

W,, = ( M A , I ,  M B , ~ ,  0 ) (nacli 23, 
= ("A32, j'B32, M C 3 2 )  (nacli 2i) * 

Die Vclrtoreu der Dr.ehgcscliwindigkcitcn habeii die Komponenten : 

u; = ( Z L k  , 4 9  , ui: ) (nacli 2;), 
u: = (aka ,  ?hit , ,  &!J (nach 2:), 
u; = (?Lk,, 0 , 0 ) (nnch 2:), 

= ( l b A  , U B  , u c  1 (nach A':), 
== ( M A 2 ,  WB,, *(P2) (nacli 2:), 
= (?&A,,  U R s  , WJ (nacli 2':). 

Bevor wir nun diese Werte in die G1. (28) einsetzen, miissen wir nocli die kinc3matischen 
Beziehungen zwisclien den in den verschiederien Systemen genommenen Komponenten auf- 
stellen. Jede beliebige Lage des betrachteten Systems Ia6t sich durch drei nacheinander 
ausgefuhrte Drehungen urn die Achsen 

x = A ,  -Achse (aukere Kardanachse), 
B, = B, -Achse (ionere Kardanachse) , 
0, = C,- A c h e  (Kreisel-Figurenachse) 

erreichen. Wir bezeichnen die Winkel der urn diese Achsen ausgefiilirten Drehungen mit 
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a = \ z t k a d t ,  @ = 1 u.B, d t ,  y = l & d t  
und kiSnnen folglich die Lage des Systems durch diese drei Winkel angeben. 

Die drei Winkel stiminen nicht mit den meist verwendeten E u 1 e rSchen Winkeln iiber- 
ein, sincl jedoch dein vorliegenden Fall besonders angepabt, da sie am Model1 unmittelbar ge- 
messen werden konnen. 

Werden 
die Drehungen hintereinander ausgefiihrt, so entsteht wieder eiiie Transformation, deren 
Matrix durch Multiplikation der Matrizen der Einzeltransformationen entstelrt. Wir werden 
daher zuerst d iese Einzeltransformatioiien bestimmen. 

1. Drehung um die aubere Kardanachse (x. bzw. A,-Ache), siehe Bild 6. 
Das eritspricht der Transformation der Komponenten zwischen Zo und 2:. Wir sclireiben 

( P ) P  = 5 3  (P),z$ . . . . . . . . . . . . . .  (29) 

Jeder der genannten Drehungen entspriclit eine orthogonale Transformation. 

mit eineiii beliebigen Vektor p : 

oder in Komponenten : 
P x = P - h l  
pl/ = pes  ('0s a - pc ,  sin a ,  
pz =pe3 sin a + pc,  cos a .  

0 
5,= 0 cosa - s ina  . 

Die Transformationsmatrix ist also : 

cos a 

t 

O I  1: s ina  
2. Drehung urn die innere Kardanaclise (B3-  bzw. B,.Achse) ergibt in analoger Weise 

(siehe Bild 6): 

2 1  b 3  

Bild 5 .  Bild 6 .  Bild 7. 

(p)z; = 2, (p)z; . . . . . . . . . . . . . .  (30) 
mit der Matrix 

cosg 0 sin ,8 

-sin B 0 cos p 
3. Drehung urn die Figurenachse (C,. bzw. C,-Achse) ergibt (sielie Bild 7):  

( p ) ~ ;  = 2, ( p ) ~ ; .  . . . . . . . . . . . . . .  (31) 

cosy -sin y 
mit der Matrix: 

"). 
0 1 

Bei der weiteren Rechnnng werden nun nocli die Transformationen zwischen den Systemen 
2; und .Zf, .Yo und 2; sowie zwischen .Z0 und 2: benbtigt. Die Matrizen dieser Trans- 
formationen seien : 

2, = 2,.%., 
2, = z3 2, 
2, = z3 z9 5., 

(2; nach E:), 
( 2 O  nach 2:), 
( 2 ' O  nacli 2:). 
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Nacli den Regeln der Matrizenniultiplikation bekommt man : 

&f a g n u s, Ober die allgemeinen Bewegun~;sgleichungen starrer KBrper - 

1 cos p cos (p - cos 1 sin yJ 
XB = sinasin,5’cosy+cosasinrp --sinasinBsinp,+cosacosp, --sinacosp . . . (34). 

Nacli dicsen Vorbereitungen kann das System (28) in seine Ko~npo~ientengleicliuug.en 
zerlegt ~verden. I m  Falle i = 1, also fur den Kreisel selbst sollen alle Komporienteii nach 2; 
genommen werden. Zu diesem Zwecke mu& die im dritten Ausdruck von (28) vorkomniericle 
Ableitung von u nach Zo vernioge der Transformation (34) nach 2; trarisformiert werden. 
Wir sclircibcn fur die Komponenten in 2; in unmittelbar verstandlicher Weise : ( & ) A ,  (&)B, 
(ZL)(.. In gleiclier Weise mussen die nacli 2’; genommenen Komponenten von W,, = - W,, 
veriniige (31) nach 2’: transformiert werden. Man bekommt auf diese Weise die drei Kom- 
ponentengleichungen : 

-cos a sin p cos ql + sin a sin ( p  cos a sin ,i3 sin 9 + sin a cos 91 cos a cos p 

* (35). 

- -. 
Ini Falle i = 2 ,  also fur den inneren Kardanring sollen alle Komponenten nach 2: ge- 

nommen werden. Man hat dann die Komponenten von u vermtige (33) und die Komponenten 
von W,, = - Wq, veriiibge (30) nach 2’: zu transformieren. Die Ausrechnung ergibt dann die 
gleiclien husdriicke \vie im System (35), nur uberall mit dem Index 2 an den Tragheits- 
inomenten und Komponen ten der Dreliung. Man 
b~ k om i i  it : 

Die Momente sind dagegen etwas anders. 

Scliliefilich werden in1 Falle i = 3, also fur den iiufaeren Kardanring alle Komponenten 

Dann l i t k t  man vermtjge (29) die I(omponenten von u nach ,2: zu transformieren. Man 
nach 2,. genommen. . 

bekommt : 

(37). 

Dsbei bestehen zwischen den Komponenten der Eigendrehung der drel Kiirper noch 
vier Bezieliungen, die a m  den Transformationen (31) und (32) folgen : 

I .  
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cos p, 
( 5 1 ) A  + (31)c u.b - ( ~ i ) B u b  = { M A ,  - hd): j )A3 - [t t+)c,+ ( 3 2 ) B 2  uk2 - ( 3 2 ) A z  4 3 , l  sinzp) Eg ' 

+ M B , ~  sin - &)A - (32)c2 (it:)B + ( 3 2 ) H  ui., 
sin p, 

(&)B t ( 3 1 ) A  U'c - ( 3 1 ) C  W k = - - {  hfA,-(&)A,-[(sZ)C,+ (,$Z)Bz W k p - ( 3 2 ) A 2  ubp] Sin'p) K p  
+ lWB23 cos 47 - ($z)B -- (GZ)A2 (u:)c + (3z)c IUk2 

(S1)C + (31)Huk - ($ l )AU.h=O 

Man hat somit in den neun Bewegungsgleichungen (35), (36) und (37) und den vier 
kinematisclien GI. (38) urid (39) insgesamt dreizehn Gleichungen fur die dreizelin Unbekannten 

Durch schrittweise Elimination der Lagerkrafte sowie der Dreliungskomponenten uk, , 
uh,, Z L ~ ,  und uk3 ktinnte man das Problem auf insgesamt drei Gleichungen zuriickftihren, 
entsprechend den drei Freiheitsgraden des betracliteten Systems. 

Die Ausrechnung wird jedoch sehr bald so undurchsichtig, dab wir im allgemeinen Falle 
darauf verzichten wollen. Selbst in dem ganz einfachen Sonderfall eines z. B. nur urn die 
z-Achse von Eo konstant drehenden Rezugssystems vereinfachen sich die Formeln nicht 
wesentlich, da die Komponenten von u in den drei khrperfesten Systemen im allgemeinen 
von Null versehieden sind, also nur wenige Glieder fortfallen. 

Wir werden uns deshalb im folgenden darauf beschranken, die Rewegungsgleichungen 
fur den in unseren Betrachtungen mit enthaltenen Sonderfall anzugeben , daQ sich der 
kardanisch gelagerte Kreisel in einem Inertialsystein befindet, also u = 0 wird. 

Dann folgt aus der zweiten Gleicliung von (37) sofort das Lagermoment M H ~  = - M B ~ ~ .  
Eine Unbekannte ist damit ausgeschieden. 

%i, %b, &, uk2, mhz, Ui.2, uk3,  MA^^, &fI?ri, MA323 Mc32, MBL, Met. 

Aus der ersten und dritten Gleichung folgt : 

 MA^^ = @A3 ZA3 -  MA^, 
McS1 = - M c L .  

Diese Werte hat man in (36) einzusetzen, wobei zu berucksichtigen ist, dak Mij = - &fji ist. 
Neben den bekannten von den Federn ausgeubten und also von den Winkeln a und p ab- 
haingigen Momenten  MA^ und I c f ~ ~ ~  kommen jetzt noch die Momente MAal, ME,,  und McL 
vor. Die dritte Gleichung von (36) enthalt nur noch die Unbekannte Mcl., die damit er- 
mittelt ist, und deren Wert in die erste Gleichung von (36) einzusetzen ist. Aus der ersten 
und zweiten Gleichung von (36) lassen sich sclilieQlich die Momente  MA^^ und M B ~ ~  aus- 
rechnen und in das System (36) .einsetzen. Damit ist dann die Elimination der im allgemeinen 
nicht interessierenden Lagerkrafte durchgefuhrt. Wir wollen jedoch das Ergebnis in der his. 
herigen Bezeichnungsweise nicht erst angeben, da sich die Gleichungen nach Einfiihrung der 
Impulse wesentlich ubersichtlicher fassen lassen. Wir fuhren ein : 

= Impuls des Kreisels, 

,$2 = Impuls des inneren Kardanringes, 

Z 3  = Impuls des aukeren Kardanringes. 

(40). ' 
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8. Die Nalierungen. 
Die strengen , im korperfesten System angeschriebenen Gleichungen bereiten grolie 

Integrationsschwierigkeiten, so dah ihnen wohl keine besondere praktische Bedeutung zu- 
kommt. &inlich, wie sclion die einfachsten Fornien dieser Gleichungen, die E u 1 e r. Gleicliungen, 
praktisch wenig Bcdeutung erlangt haben, da ilire Integration bislier nur fur wenige Sonder. 
fiilk, z. B. den kriiftefrcien Kreisel, den scliweren symmetrisclien Kreisel und den I( o w a - 
1 e w s k i  sclicii Kreisel gelungeii ist. Das Beispiel des vorigen Absclinittes fulirte die Scliwer- 
falligkeit der korperfesten Rechnung besonders deutlich vor Augen. Die Gleicliungen mufften 
dort in drei verscliiedenen Systeinen angesclirieben werden. Ilire strenge Integration bringt 
selbst in einfaclisten Fallen solche matliematisclien Schwierigkeiten niit Rich, dafi die Losung 
ltoffnuugslos ersclieint. Meines Wissens sind die strengen Bcweguiigsgleicl~ungen fur einen 
starren Korper auf bewegtem Bezugssystem bislier in keinem einzigen Falle wirklich gelost 
worden. Dagegen gibt es eine Anzahl von Fdllen, in denen Nalierungsltisungen angegeben 
worden skid, die sich ails den strengen Gleichungen durch Anwendung der Methoden der 
,,kleinen Schwingungen" herleiten Iassen, z. 43. die Tlieorie des I( a m e r 1 i n g h .O n n e s schen 
Pendels bei W i n k e 1 m a n  n und G r a m m e 1 l'). Dabei ist es jedoch meist zweckmabiger, 
von den in 2'" angescliriebenen Gleichungen auszugehen und niclit erst die korperfesten 
Gleichungen als Grundlage zu nehmen. Zwei Beispiele dieser Art sollen im folgenden den 
dabei einzuschlagenden Weg sufzeigen. 

Die Scliwierigkeit des Anschreibens der allgemeinen Motorgleicliungen in 2'' besteht 
- wie bereits anfangs ermiilint wurde - darin, dati der Tragheitstensor zeitlich verander- 
liche Anteile besitzt. Man kann nun entweder so vorgehen, dab man den Tragheitstensor 
in 2" ausrechnet, oder dak man auf die explizite Form der Ausgangsgleichung verziclitet 
und statt dessen mit den G1. (3) bzw. (27) rechnet, in denen nur die lmpulse auftreten. 
Dieses letztere Verfahren eriveist sicli insbesondere bei der Berechnung schneller Kreisel als 
selir fruclitbar und fulirt zu Bewegungsgleichungen von grorjer praktischer Bedeutung. 

Der Vollstiindigkeit halber sei erwiilint, dah sich die allgemeinen Gleiclinngen voM. 
kommen strerig fur den Fall eines im Scliwerpunkt aufgehangten Kdrpers mit kugelfhrmigen 
Triigheitsellipsoid sowoltl i n  z" als aucli in 2'" sowie in 2* anschreiben Iassen. Dcr Triiglieits- 
tensor 1' rcduziert sich dann einfach auf die skalare Zahl 0. 

a) K l e i n e  S c h w i n g u n g e n  p e n d e l n d e r  K d r p e r .  Zunachst sei der Fall betrachtet, 
dab der 'Korper kleine Schwingungen um eine in 2" feste Gleichgewichtslage ausfuhrt, wie 
dies z. B. bei den Scliwingungen eines elastisch gelagerten Motorblockes auf bewegtem Flug- 
zeug der Fall ist. Die die Schwingungen besclireibenden Variablen, d. 11. die drei Verschie- 
bungen liings der x-, y und z-Achsen sowie die drei Drehwinkel a, /I, y um diese Achsen 
werden als klein yon erster Ordnung angenommen. Die Systeme 2' und 2* seien SO ge- 
w:ihlt, dab sie im Gleichgewiclitsfall zusammenfallen, als Ursprung wird ztveckmahigerweise 
der im Gleichgewiclitsfall mit dem Scliwerpunkt zusammenfallende Punkt gewalilt. Die Auf- 
gabe besteht nun darin, den Triigheitstensor fiir den gegen 2' etwas verscliobenen und ver- 
drehten Kijrper als Funktion dieser Ortskoordinaten in 2' aufzustellen. Dabei sollen alle 
Grijtien zweiter Ordnung (also Quadrate und gegcnseitige Produkte der Verscliiebungen und 
Verdrehungen) vernachlassigt werden. Wir konnen daher von vornherein die durch Ver- 
schiebungen verursachten Anderungen der Tragheitsmomente vernachl&ssigen, da sie auf Grund 
des bekannten S t e i n  e rschen Satzes mit dem Quadrat dieser Verschiebungen eingehen. Auch 
die Deviationsmomente @ sind bei Verschiebungen von zweiter Ordnung klein, da sie mit 
dein Produkt je zweier Verschiebungen gehen. Es genugt also Verdrehungen zu betrachten, 
die wir uns durch die kleinen Winkel a, /I, y gegeben denken. Wird 2* gegen 2" verdreht, 
so bestehen zwischen deli nach 2' und den nach 2* genommenen Impulskomponenten die 
Beziehungen : 

A tz 

JC 

x// 
Bild 8. 

11) Siehe [4], 8. 449 
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Ferner gilt zwischen den Komponenten der Drehgeschwindigkeit die gleiche Reziehung (4l), 
wie zwischen den Impulskomponenten. Wir schreiben sie diesmal in der reziproken Form : 

M a g n u s , Uber die allgemeinen Bewegungsgleichungen starrer Kbrper 

aix +ujy-uLpl 

aLb = - ux y -t wb + uz a . . . . . . . . . . . (43). 
tic.= ui - u l  a + u h  ' I  

Setzt man nun (43) in (42) ynd danacli (42) in (41) ein, so bekommt man die Imp~lskompo~ 
nenten in 2'O als Funktionen der Drehgeschwindigkeitskomponentell in 2". Wegen der 
Beziehung %= T u  kann man daraus die Glieder des Trggheitstensors T in 2 O  bestimmen 
und bekommt bei Vernachlassigung .der von zweiter Ordnung kleinen Glieder : 

@B -k 2 @A a - 2  @Cy 

- @A + (0, - 0,) a -t (a,p - @B y 
- @A +(@B- @c) a + @ C p -  @ B y  

- @B + (@c- @A)p-  @c a + @ A  y I -t 2 @c y - 2 @B p 
T= - @ c + ( @ A - @ B ) Y $  @ B a - @ A p  

- @B + ((9,- 0,) p + @A y - @C a 

- @C + ( @ A -  0,) y -  @A p + @B a 

0, -t 2 @B p-  2 @A a 

Wurde man darin auch die von erster Ordnung kleinen Glieder vernachlassigen, SO be. 
1st 2'* Hauptachsen- 

I 
kame man naturlich genau die TrLgheitsmatrix fur das System 2". 
system, so vereinfacht sich der Tragheitstensor zu : 

(@,-&)a 

@C I @A ( @ A -  @B)  y ( @ C  - 0.4) @ 
r= ( @ A - @ B ) y  @B 1 (0, - 0,) p (0, - 0,) a 

Mit Hilfe dieser Matrix lassen sich nun die Vektorgleichungen (18) oder (19) nach 2" zerlegen, 
und damit die gesuchten Naherungsgleichungen gewinnen. Dabei treten bei der Bildung des 
Impulses 3 = Tu Glieder von der Form ui a , 26; p ,  wf y usw. auf, also nichtlineare Ausdrucke. 
Man wird sich daher in jedem einzelnen Falle Rechenschaft uber die Gr813enordnung der 
einzelnen Glieder ablegen mussen, um zu sehen, ob sie als GrliBen erster oder zweiter Ordnung 
angesehen werden konnen. 

I n  den allermeisten FBllen sind die Winkel harmonische, oder aus harmonischen An- 
teilen zusammengesetzte Funktionen der Zeit niit endlichen Frequenzen. In diesen Fallen 
sind mit den Winkeln auch deren Ableitungen, die Drehgeschwindigkeitskomponenten als 
klein zu betrachten, so da13 die Produkte von Winkel und Drehgeschwindigkeitskomponente 
vernachlassigt werden konnen. Man kommt so zu Endgleichungen, die man auch durch Ver- 
nachlassigung der von erster Ordnung kleinen Glieder im Tragheitstensor erhalten kann. ES 
ist deshalb zweckmafiig, in allen Fallen, in denen keine abnorm hohen Frequenzen zu er- 
warten sind, von vornherein den Tragheitstensor in 2'O gleich dem in A'* anzusetzen, also 
die von erster Ordnung kleinen Glieder zu vernachlassigen. 

Auf diese Weise erhllt man zwar Gleichungen, die sich von den raumfest angeschrie- 
benen Gleichungen formal nicht unterscheiden, die jedoch ganzlich andere Bedeutung haben 
und nur fur ,,kleine Schwingungen" gultig sind. Es mag aucli an dieser Stelle betont werden, 
dab bei der Anwendung derartiger Niiherungsmethoden stets eine besondere Vorsicht angebracht 
ist, da die Losungen der angenaherten Gleichungen nur fur ,,hinreichend kleine Zeiten" eiiie 
Naherung fur die wirklichen Verhaltnisse dnrstellen. 

b) K l e i n e  S c h w i n g u n g e n  v o n  K r e i s e l n  u n d  K r e i s e l v e r b a n d e n .  Bei Kreiseln, 
also Korpern, die auch im Gleichgewichtsfall noch eine Eigendrehung besitzen, fuhrt eine 
ganz ahnliche Rechnung Zuni Ziel. Wir nehmen an, dah der Korper im Gleichgewichtsfall um 
eine sowohl in 2* als auch in X o  feste Achse rotiere und wlhlen diese Achse z. B. zur 
C-Achse von 2'* und zur x-Ache  von X o .  Bei Schwingungen urn diesen stationeren 
Bewegungszustand kommen zur Eigendrehung noch zusatzliche 
Drehungen um die zur Drehachse der Eigendrehung senkrecliten 
Achsen. Die U'inkel dieser Zusatzdrehungen wollen wir als klein 
betrachten und werden folglich ihren Cosinus gleich eins und 
ihren Sinus gleich dem Winkel selbst setzen. Dann fiillt die A B -  
Ebene von A'* nahernngsweise mit der zy-Ebene von .Zo zu- 
sammen (Bild 9). Die C-Achse weicht von der z-Achse um einen 
kleinen Winkel ab, dessen Projektionen auf die yx- bzw. ze-Ebene a 
bzw. p sind. 

Wie man aus Bild 9 oder aus dem Transformationsschema (34) 
fur kleine Winkel a und ,!? ableiten kann, gelten zwischen den Im- 
pulskomponenten die Beziehungen : 

k L  
Bild 9. 
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Darin hat nian sic11 fur J A ,  JB, ,Jc die Werte (48) eingesetzt zu denken. Meist 1Kkt sich das 
kbrperfeste System so legen, dab 2" Hauptachsensystem wird. nann bleibt von (42) nur 
noch librig: 

JA = @A ub 

,JB = 9, ZL;~ . . . . , . . . . . . . . , . (45). 
J p =  8 c  U> I ' -  

Das 1aht sich stets erreiclien, wenn die Drehachse der Eigendreliung Haupttriigheitsachse ist. 
Wenn es jedoch darauf ankommt, bei der Rechnung such den EinfluG von Un~vncliten zu er- 
fassen, die durch eine Abweichung der Dreliachse von der Hsupttragheitsaclise liervorgerufen 
werden, so IiiGt sich die Verwendung der allgemeinen Impulsausdrucke (42) niclit umgclicii. 

Der Kunstgriff der weiteren Rechnung hestelit nun darin, daG die im allgemeinen be- 
kannte und meist sogar konstante Eigendreliung des Korpers von den Komponenten der Zu- 
satzdreliungen abgesondert und fur sich beliaridelt wird, d. 11. die Komponenten der Zusatz- 
drehungen werden so angesetzt wie bei eincin niclit um die C-Achse drehenden Kiirper: 

u> = 

ub = 

u; cos cp + ubsinp: +u; (asin q - p  cos p), 

d, sin cp + u j  cos cp + ul, (a cos cp + ,8 sin p), 

O =  u;p-u;a+u;. 

Man sieht daraus, daQ das letzte Glied der ersten und zweiten Gleichung vernacliliissigt werden 
kann, da es von zweiter Ordnung klein ist. Das folgt sofort durcli Einsetzen des Wertes 
fur a&: aus der dritten Gleichung. 

Z L : ~  = 
u;j =-u[r sin q -/- a& cos cp 

Wir kbnnen also weiterhin: 

uk cos q $- u& sin 9 , 

setzen und erhalten dann fur die Impulskomponenten (44) mit den Wertcn (45), also fiir den 
Fall, dah 2* Hauptachsensystem ist : 

Damit hat man die in die allgemeinen G1. (9) bzw. (20) einzusetzenden Komponenten 
des Relativimpulses nach 2'" gefunden. Diese Werte stimmen urn so besser, je  griifier dic, 
Eigendrehung ub  gegenuber den anderen DrehgtwAiwindigkeitskomponenten ist, je mehr also 
der Gesanitimpuls des Ktirpers in die C-Achse fallt, Das ist sicher dann der Fall, wenn 
u: = u& a - u[r p gegenuber U: vernachlassigt werden kann, was bei hinreiclierid schnellen 
Kreiseln inimer mbglich ist. Da u', eliminiert ist, kann man jetzt aus (46) nicht wie ini Falle 
der kleinen .Pendelschwingungen den Tragheitstensor nach LYo bestimmen. Man kann also 
auch nicht die expliziten GI. (18) oder (19) verwenden. 

Bei der Berechnung des in (9) bzw. (20) vorkommenden Fiilirungsinipulses 3f kann man 
sich meist damit begniigen, die Glieder ohne die kleinen Faktoren a bzw. ,8 mitzunelimcn, 
wenn man niclit sogar den Fulirungsimpuls $1 vollkommen gegen den Relativimpuls 3 ver- 
naclilassigen kann, was bei nicht zu schnell drehendem Bezugssystem siclier erlaubt ist. 3, 
hat bei Vernachlassigung der von erster Ordnung kleinen Giieder die Komponenten : 
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+ ac> [a ( O R  - 0,) sin 2q u~ t (aA - 8,) cos 2 p  u;~]  = M, 

1 1 3 (8, - O R )  sin 2 Q, I& + -5 [(O, + 0,) - (@A - 0,) cos 2p] zi; - 0, ub uk 
1 

(47). 

' . . (49). 

Jf  = 0,: up J 
Mit den Werten (46) und (47) bekommt man nun aus (20) die sehr allgemeinen Nahe- 

rungsgleicliungen fur die Bewegungen eines Kreisels auf bewegtem Bezugssystem. Sie bieten 
im allgemeinen sehr vie1 weniger matliematisclie Schwierigkeiten als die strengen Gleichungen 
und sind in Sonderfiillen (z. B. symmetrischer Kreisel auf konstant dreliendem System) sogar 
elementar lljsbar. In der allgemeinen Form (20) umfassen die Gleichungen auch nocli den 
Fall, dab der Kiirper keinen festen Punkt im Bezugssystem besitzt, also selbst noch irgend- 
welclie Bewegungen gegen ,Yo ausfiihrt. 1st dagegen ein Punkt des KBrpers in X 0  fest, so 
reduziert sich (20) auf: 

5 + [U $1 +$f  + [U $ f ]  = %I . . . . . . . . . . . (48). 

Aus dieser Form lassen sich gleich einige bekannte Sonderftille liernusnelimen. Z. B. bekommt 
man mit $1. = O  und symmetrischem Kreisel die von S c h u l e r  [5] fur langsam drehendes 
Bezugssystem aufgestellten Kreiselgleichungen. Nimmt man auberdem u = 0 (Kreisel im 
Inertialeystem), so kommt man zu den seit langem bekannten linearisierten Kreiselgleichungen, 
die haufig die F 6 p p 1 schen Gleichungen genannt werden, aber schon vor F bp  p 1 z. B. bei 
R o u t h l * )  zu finden sind. 

Weiterliin bekommt man aus (48) ebenfalls fur u = 0 (Kreisel im Inertialsystem) aber 
unsyrnmetrischen Korper die Formeln von F u c h s [S] und W e i g a n  d /9]. Diese letzteren 
Formeln soflen kurz hergeleitet werden, um die Form der bei unsymmetrischen K6rpern auf- 
tretenden Glieder an eineni Beispiel zu zeigen. Mit u=O reduziert sich (48) auf den 
Impulssatz : 

Setzt man darin die Werte (46) ein, so erhtilt man aus den beiden ersten Komponenten. 
gleichungen nach einigen trigonometrischen Umformungen : 

0 .  3= s=!.Yc. 

Seine ganze Anpassungsf~liigkeit erweist das angegebene Naherungsverfahren aber erst, 
wenn man Verbande starrer Korper zu untersuchen hat. Man braucht dann nur die Einzel- 
impulse der Kbrper zu summieren und hat damit in (9) bzw. (27) eibzugehen. Wir wollen 
das an dem im Abschnitt 7 streng berechneten Beispiel des kardanisch gehlingten Kreisels 
zeigen, beschranken uns dabei jedoeh der Einfachheit halber auf den Fall eines symmetrischen 
Kreisels. Fur die Summen der Impul'skomponenten hat  man : 

I*) Siehe [lj, Kap. V. 
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Die ersten Glieder folgeri aus (46) mit ( 7 ) ~  = eH. Setzt man das Triiglieitsrnonient cles 
gesamten Systems uni die x- bzw. A c h e  

Qx=Of  ox2+ ex,, 
@?J= @+ 

c 

an, so hat man die Impulskomponenten: 

J x =  C9,ttk-t O C U ~ ! ~ ,  
.Jy = &,uj -- @CIA; a ,  

woraus nacli dem Impulssatz sofort die gegenuber (50) allgemeinercn F d p  p 1 schen Gleicliungen 

folgcn, bei denen die zum Kreisel Iiinzugekoppelten Massen mit berucksiclitigt sigd. 

Die Einflrisse der niit dem Kreisel verbundenen und zwangsliiufig mit ihm gekoppelten 
Zusatzmassen lassen sich auf diese Weise auch fur den unsymmetrischen Kreisel stets dann 
erfassen, wenn die Zahl der Freilieitsgrade des Verbancles durch die hinzngekoppelten Massen 
riicht erholit wird. Bringen jedoch die Zusatz,massen neue Freiheitsgrade, so hat man cleni- 
entspreclicnd mehr Gleichungen mitzunehmen, in denen dnnn aucli die von dcn eiiizclnen 
Teilkdrpern aufeinander ausgetibten ReaktioiiPmomente zu beriicksichtigen sind. Man mu& 
dann wieder auf die allgemeine Form (27) zuruckgreifen, bzw. auf deren Vektorzerlegung, die 
sich durch Summierung und Hinzufugung der Reaktionsmomente aus (20) ergibt. Diese 
Gleichungen sind insbesondere zur Bereclinung von gekoppelten Kreisel- und Pendelsystenien 
geeignet, wie sie in der Technik ,h&ufig anzutreffen sind, z. B. beim Zmei- und Drcikreisel- 
kompak, bei den1 mit Pendeln gekoppelten Ein- und Zweikreiselliorizonten und vielen andcren 
Gertiten. Bei der Berechnung des Verhaltens derartiger Geriite auf bewegtem Falir- oder 
Flugzeug sind die Niilierungsgleichungen unentbehrlicli geworden, weil sic selbst in solclien 
Fiillen noch gewisse Aussagen zu geben imstande sind, in denen eine strenge 1,iisung an 
mathematischen Schwierigkeiten scheitert. 

" 
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