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Uber die Anwendungen der allgemeinen Bewegungs-
gleichungen starrer Korper in bewegten Bezugssystemen®.

Von K. Magnus in Darmstadt.

Bei der Berechwung von Kreisel- und Pendelgerdien wmuffi man hdufig die
allgemeinen Bewegungsgleichungen starrer Kirper verwenden, bei denen
die Bewegungen der zu betrachienden Kirper von einem selbst irgendwie
beweglen Bezugssystem aus beurteill werden. Unler Anwendung des der
Theorie starrer Kirper besonders angepafilen Hilfsmitlels der Molorrechnung
werden die verschiedenen Formen dieser Gleichungen und die Zusammen-
hinge wit ihren entsprechenden Vektor- wnd Skalarfassungen behandelf.
Nach einer Erweiterung der Gleichungen auf Systeme starrer Kirper werden
die Ergebnisse an den Beispiclen eines physischen Pendels und eines kvdfle-
freien Kreisels mit massebehafieter kardanischer Aufhingung veranschau-
licht. Da jedoch die strengen Gleichungen nur in ganz wenigen, besonders
einfachen Sonderfdllen zu losen sind, ist es wichtig, daneben Niherungs-
nethoden zur Verfiigung zu haben, wit deren Hilfe auch in schwierigeren
Fillen noch Aussagen gelroffen werden kinnen. Die Grundlagen dieser
Niherungen sowie ihre Ableitung aus den stremgen Gleichungen werden
gezeigt.

1. Einfiihrung.

Bei der Berechnung von Pendel- und Kreiselgeriiten ist man hiiufig vor die Notwendigkeit
gestellt, die allgemeinsten Bewegungsgleichungen fir den starren Kérper relativ zu einem ge-
fishrten Bezugssystem anzuwenden, um das Verhalten der Gerite auf bewegtem Fahr- oder
Flugzeug zu bestimmen. Die allgemeine analytische Form dieser Gleichungen ist seit langem
bekannt und wird z. B. von Routh [1]*) sowie Herglotz [7] in impliziter Form gegeben, bei
der die Impulse sowie ihre zeitlichen Ableitungen im Fihrungssystem auftreten. Sémtliche
Koordinaten der vorkommenden Vektorsysteme (der Kraft, der absoluten und der relativen
Geschwindigkeit) werden dabei im Fiihrungssystem angeschrieben. Man kommt bei der Ab-
leitung dicser Gleichungen mit zwei Systemen, dem Inertialsystem und einem Filirungssystem
aus, das sich gegenitber dem Inertialsystem in bekannter Weise bewegt. Die noch einfachen
dynamischen Gleichungen verlieren jedoch an Ubersichtlichkeit, wenn man die Ausdriicke fir
die Impulskomponenten als Funktionen der Geschwindigkeiten des Kérpers einsetzt und so
die expliziten Differentialgleichungen fiir die Komponenten der Geschwindigkeit ausrechnet.
Diese Arbeit ist von Heun [2] geleistet worden, der die Vektorform der Gleichungen fiir den
‘Fall angibt, dak die zeitlichen Anderungen der Korpergeschwindigkeit ebenfalls vom Fithrungs-
system aus beurteilt werden. Der in den Gleichungen auftretende Trigheitstensor besitat
daher zeitlich verinderliche Glieder, so daf die dynamischen Gleichungen durch eine Diffe-
rentialgleichung fiir den Triigheitstensor vervollstindigt werden miissen.

EKine sehr durchsichtige und begrifflich klare Darstellung der allgemeinen Bewegungs-
gleichung hat R.v. Mises [3] gegeben, indem er das fir die Theorie der starren Kérper be-
sonders geeignete Hilfsmittel der Motorrechnung anwandte. Die v. Misessche Darstellung
wurde von Winkelmann und Grammel [4] iibernommen und in bezug auf die explizite
Ausrechnung weitergefithrt. Die Beurteilung der Impulsinderungen wird dabei von einem
korperfesten System vorgenommen, in dem der Tragheitsmotortensor zeitlich konstant ist.
Die in Motorform hingeschriebenen Bewegungsgleichungen sind zwar unabhingig von der
Wah! des Koordinatensystems, sie erweisen aber ihren vollen Wert nur, wenn die Kompo-
nenten bei der Zerlegung samtlich im korperfesten System genommen werden, da nur dann
der T'riigheitstensor zeitlich konstant ist. Es miissen also auch die Komponenten der Fihrungs-
geschwindigkeit im korperfesten System genommen werden, was von vornherein nicht moglich
ist, da die Bewegungen des Korpers ja erst bestimmt werden sollen. Man hat also zu den
dynamischen Gleichungen noch die Transformationsgleichungen fir die Komponenten der
Filirungsgeschwindigkeit hinzuzufiigen. ‘

Diese Schwierigkeiten umgeht Ho1d er [6] dadurch, dai er die dynamischen Gleichungen
wieder im Fihrungssystem anschreibt. Er erzielt durch Verwendung Plickerscher Koordi-
‘naten starke formale Vereinfachungen, jedoch sind seine Gleichungen fiir die Anwendung nicht
so durchsichtig wie die Motorschreibweise.

- * Diese Arbeit wurde von der mathematisch-naturwissenschaftlichen Faknltiit der Universitit Géttingen als
1abilitationsschrift fiir das Fach der angewandten Mechanik angenommen.
1) Die in eckigen Klammern stehenden Zahlen verweisen auf das Sehrifttumsverzeiehnis am SchluB der Arbeit,
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Im Ansehlug an die von Winkelmann und Grammel gegebene Darstellung [4] sollen
im folgenden insbesondere die Moglichkeiten der Zerlegung der allgemeinen -Motorgleichung
in Vektorkomponenten dargelegt werden, wobei sich Gelegenheit bieten wird, auf die ver-
schiedenen Formen der allgemeinen Motorgleichung selbst hinzuweisen, die es ermoglichen,
die Ausgangsgleichung dem jeweils vorliegenden Problem anzupassen.

Wenn auch v. Mises die Zerlegung der allgemeinen Motorgleichung in ihre Vektor
bzw. Skalarkomponenten als eine rein schematische Arbeit bezeichnet, so haben doch bereits
Winkelmann und Grammel sowie auch Holder darauf hingewiesen, dak die Zerlegung
neben schematischer Rechenarbeit besondere Vorsicht und Gedankenarbeit erfordert. Durch
eine Betrachtung der Zusammenhiinge der in den verschiedenen Systemen genommenen zeit-
lichen Ableitungen der Geschwindigkeitsmotoren sowie ihrer Vektorkomponenten und Dar-
stellung in Tabellenform soll die Zerlegung der Motorgleichungen nunmehr soweit vorbereitet
werden, dak die Zerlegung tatsichlich nur noch schematische Rechenarbeit erfordert. Fiir
eine von der Darstellung bei v. Mises und Winkelmann-Grammel nur wenig abweichende
Form der Motorgleichung soll die Zerlegung in Vektorkomponenten ganz allgemein durch-
gefithrt werden. In einigen praktischen Beispielen wird die Ausrechnung bis zur Angabe der
Bewegungsgleichungen in Skalarkomponenten erfolgen, um so die Anwendbarkeit der all-
gemeinen Gleichungen in Spezialfillen zu zeigen.

In Erweiterung der bisher vorliegenden Ergebnisse soll die allgemeine Bewegungsgleichung
auch bei Beurteilung der Impulsinderungen vom Fithrungssystem aus als Motorgleichung an-
geschrieben werden. Dann fillt zwar der Vorteil eines zeitlichk konstanten Triagheitstensors
fort, jedoch gewinnt man auf diese Weise eine Form, die als Ausgangsgleichung fir die
technisch wichtigen Néaherungsrechnungen von Bedeutung ist. Die Notwendigkeit derartiger
Niherungen, die auf eine Beschriinkung der Betrachtungen auf ,kleine Schwingungen® hinaus-
laufen, ergibt sich aus der Forderung, auch bei komplizierteren Geriten noch Aussagen zu
treffen, denn die strengen Gleichungen bieten im allgemeinen tniiberwindliche Integrations-
schwierigkeiten. Desgleichen erfordern die Belange des Praktikers eine Erweiterung der all-
gemeinen Gleichungen auf Systeme von starren Korpern, wie sie bei kardanisch gehingten
Pendeln und Kreiseln sowie bei Mehrkreiselgeriten hiufig vorliegen.

2. Die verschiedenen Formen der Bewegungsgleichungen in Motorschreibweise.

Nach dem Vorbilde von Winkelmann und Grammel bezeichnen wir im folgenden
zeitliche Ableitungen im Inertialsystem durch einen dariibergesetzten Punkt, im Fihrungs-
system darch einen Ring und im korperfesten System durch einen Stern. Die bei den Betrach-
tungen benstigten Systeme bezeichnen wir entsprechend mit 2 (Inertialsystem), 2 (Fiihrungs-
system), 2% (korperfestes System). Den Motor der Relativgeschwindigkeit (2* gegen 2') be-
zeichnen wir mit B, den Motor der Fiihrungsgeschwindigkeit (2° gegen 2") mit . Die
Absolutgeschwindigkeit des Korpers (2% gegen 2°) sei =8+ § Das System der auf den
Korper wirkenden dubieren Krifte sei durch den Motor P repriisentiert. Mit dem Trigheits-
motortensor T kann man nun das allgemeine mechanische G.rundgesetz schreiben: -

TB=P. . . . . o oo
Um die Tatsache auszunutzen, daf T in 2™ konstant ist, wird (1) vermoge der Transformations-
formel?) ' :
. &
A=A [BA
in
*<4
T8+ [B(TV)] =P
umgeformt. Daraus folgt wegen %;0:

. TH4+[B(TB)]=9.
Mit B =B + §F bekommt man damit die Bewegungsgleichung in der Form:

TH + (8 (TB)]+TF+FIR+[B TR +FIH=B . . . . @

Dabei bilden die ersten beiden Glieder den Anteil der Relativbewegung, die mittleren beiden
Glieder den Anteil der Fuhrungsbewegung, die letzten beiden Glieder der linken Seite geben
den Coriolisanteil. Die Grundgleichung (2) lift sich noch in andere Formen bringen, wenn
man die zwischen den verschiedenen zeitlichen Ableitungen bestehenden Beziehungen beriick-
sichtigt. Man bekommt fiir die Ableitungen von %' unter Beriicksichtigung von [’ 8']=0:

?) Siehe [3], 8. 195.
22
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=B . .. ... (3

BB [FB] . . . . ... ... .3

= [FB] . . . . . . . .. ... . (Bc
Entsprechend fir die Ableitungen von & unter Beriicksichtigung von [§ Fl=0:

F=8F. . . . (e,

F=F—[FB] . . . . . . . ... WD),

F=FFB] . . . . .. ... ... . 4o

Je nachdem, in welchem System die zeitlichen Anderungen der Relativ- und Fihrungs-
geschwindigkeit beurteilt werden sollen (bzw. gemessen oder gerechnet sind), kann man die
Beziehungen (3) bzw. (4) in (2) einsetzen und kann so zu insgesamt neun verschiedenen
Formen der Grundgleichnng kommen, von denen hier nur noch die beiden wichtigsten an-
gegeben werden sollen, Will man die Anderung der Fithrungsgeschwindigkeit von 2° aus
beurteilen, so kommt man wegen (4¢) zu der von v, Mises und Winkelmann-Grammel
angegebenen Form:

TH 4B (TB)]+TFHFTP BT FT)+TFEI=P . . . ©)

bei der gegeniiber (2) noch ein Glied im Coriolisanteil hinzutritt. Will man schlielich die
Geschwindigkeitsinderungen in 2" haben, so kommt man wegen (3b) und (4a) zu:

T L [B (TB)] + TH+[FTH+ETH+HFTI=P. . . . . . . . ©

Diese Gleichung stimmt im Aufbau mit (2) iberein, nur daB an Stelle der Sterne jetzt
Punkte stehen. ) '

Die urspriingliche Transformation der linken Seite von (1) auf das System 2* brachte
den Fortfall der Glieder mit den zeitlichen Ableitungen des Tréigheitsmotortensors mit sich. Da-
durch lieBen sich die weiteren Formeln in besonders einfacher Weise ableiten. Es ist jedoch
fiir manche spiter zu besprechenden Fille zweckmibig, auch -eine in 2° angeschriebene
Motorgleichung zu haben, weil die bei der Zerlegung der Gln. (2), (5) und (6) notwendige
Transformation der Komponenten von § nach 2* umstindlich ist und die Anwendung der
Gleichungen erschwert. Andererseits wiirde man durch das Anschreiben der Komponenten-
gleichungen in 2° oder 2" den Vorteil eines konstanten Trigheitstensors verlieren. Wir ge-
winnen die gewiinschte Motorgleichung durch Transformation von (1) nach 2° vermoge der
Transformationsgleichung: '

o =94 [F Y]
za P .
T8+ [F(TB)] =P
oder:
TS +TF+[FTB)+[FTHPI=B . . . . . . . .. (O

Es sei beildufig bemerkt, dat man aus dieser Form sofort wieder auf die allgemeine Motor-
gleichung (5) kommen kann, wenn man die Ableitungen der Impulsanteile wirklich ausfiithrt:

T_%I _— r(l)\ B! + T %t’
2 _ o o
TF=TF +TF
Unter Beriicksichtigung der fiir die Ableitungen von Motortensoren geltenden Rechenregel:
T=[8T| —[TB] Y
sowie unter Beriicksichtigung der Regeln fiir dyadische Produkte zwischen Motor und Motor-
tensor*): . -
o
TY = (B T]B)— (TV]V) = [B(T V],
- TF=(® 1Y —(TTIY =T TP+ TFT)

3) Siehe [3], 8. 175 ff.
4) Siehe z. B. [3], S. 196,
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bekommt man aus (7) die Motorgleichung:

2] o]
TY + [B(TB)]+ TF+ ST+ [ (TH] +FTB)]+-(TFBD=P . . 6),
die wegen (3a) mit (5) identisch ist.
Wir wollen Gl (7) mit Riicksicht auf spitere Anwendungen noch durch Einftihrung
der Impulsanteile der Relativbewegung J=T %' und der Fithrungshewegung J;=TF auf die
einfache Form bringen:

§+F3+&+FS=B. . . . . . ... ... 0®

Die Komponentenzerlegung dieser Gleichung fithrt wieder auf die anfangs bereits erwihnten
impliziten Formen der allgemeinen Bewegungsgleichungen, wie sie in einigen Lehrbiichern zu
finden sind. Nur ist dort meist an Stelle der Impulsanteile § und § mit dem Absolut-
impuls J+ I und dem Relativimpuls § gerechnet.

Damit ist das im folgenden gebrauchte Formelmaterial abgeleitet, so dab wir diese Uber-
legungen abschliefien kénnen, um uns weiterhin der fir die Anwendungen wichtigen Zerlegung
der Motorgleichungen in Komponenten zuzuwenden.

3. Die Zerlegung in Vektorkomponenten.

Der Motor %' der Relativbewegung habe die Resul- ¢
tantkomponente u’ (Drehung von 2* gegen 2'°) und beziig-
lich des Anfangspunktes 0' von 2* die Momentenkompo-
nente b’ - v’ ist also die Relativgeschwindigkeit von 0" in e
2°. Der Motor der Fithrungsgeschwindigkeit § habe die a
Resultantkomponente u (Drehung von 3° gegen 2') so-
wie die Momentkomponente b ebenfalls beziiglich 0'-b
ist demnach die Absolutgeschwindigkeit desjenigen in
2° festen Punktes, der augenblicklich mit 0’ zusammen-
fillt. Des weiteren benttigen wir fiir die Zerlegung die
Matrizendarstellung des Trigheitsmotortensors. Nach
v. Mises?®) hat man:

m 0 0 0 me —mb
0 m 0 —me 0 ma
0 0 m mb —ma 0
T= 0 e b 0, —dg —@p| (10).
me 0 —ma —P . Oy —D,
—mb ma 0 —~@Pp — D, B¢

Darin ist m die Gesamtmasse des Korpers, a, b, ¢ sind die Komponenten des Vektors x,
vom Ursprung 0' zum Korperschwerpunkt, @ sind die Trigheitsmomente, @ die Deviations-
momente des Kérpers beziiglich der Achsen 4, B, C von 2™ Das rechte untere Viertel der
Matrix (10) ist das Schema des Vektortrigheitstensors
O, —b —Dy
T=3{ — &¢ O —D,
— 05 — P, Oc
den wir im folgenden h#ufig branchen werden.

Der eigentlichen Zerlegung soll nun eine allgemeine Betrachtung vorausgeschickt werden
die die Zusammenhiinge der Vektorkomponenten der verschiedenen zeitlichen Ableltungen
betrifft. Aus jeder Motorgleichung lassen sich zwei entsprechende Vektorgleichungen folgern.
Aus der Gleichheit zweier Motoren folgt die Gleichheit ihrer Resultant- sowie ihrer Moment-
komponenten, wobei sich die Momentkomponente b, beziiglich eines Punktes 0 aus den ,physi-
kalischen Bausteinen“ des Motors, seiner ,,Oﬁ‘nung“ u sowie seiner ,Lange“ b, nach

bo=1v,+{r,u] . . . . B ¢ 5
zusammensetzt. Dabei ist r, ein von 0 nach einem beheblgen Punkte der Motorachse ge-
zogener Vektor. Bei der Betrachtung der Vektorkomponenten von in verschiedenen Systemen
abgeleiteten Motoren ist jedoch besondere Vorsicht geboten, da Motoren bei zeitlicher Ver-
anderhchkelt im allgemeinen nicht in ihren Momenten tibereinstimmen. Z. B. folgt aus der

Gleichung % & (siehe (4a)) zunéchst nur die Glelchhelt der entsprechenden Ableitungen fiir
Léange und Offnung:

5) Siehe [3], 8. 170. ’ i
22+
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=1,

i’)n"_':i)n
nichit aber die Gleichheit der Momente. Vielmebr stellt man durch Differenzieren und Sub-
trahieren von (11) leicht fest, daf

by, —Dy=[T,—TtHu] . . . . . . . . . . ... (12
im allgemeinen von Null verschieden ist. Wir wollen in (12) noch ¢, eliminicien und be-
achten zu diesem Zweck die Transformationsgleichung: -
t, =1, +[ur,],
die wegen (11) auch
t,—t,=[ur]="0,—0n,
geschrieben werden kann. Setzt man das in (12) ein und beriicksichtigt, dag die Vektoren b,
und u stets gleichgerichtet sind, also {b, u]=0 ist, so hat man:
D, =B, - [1 b,].

Aus der Motorgleichung %:% folgen also die beiden Vektorgleichungen:

=1 3
b0=50+[un0]}""""""()'

In gleicher Weise wollen wir die den Motorgleichungen (3a) bis (4¢) entsprechenden Vektor-
gleichungen ermitteln. Die Resultantkomponenten folgen dabei einfach durch schematisches
Anwenden der Rechenregeln fir Motorprodukte ®). Die Momentkomponenten dagegen erfordern

Aufmerksamkeit.
Aus (4b) folgt zunichst:
. * ’ ’
b,=0,+ o]+ oju} . . .. . Lo (14,
denn die schiematische Zer]egung darf hier nur anf die ,Linge* angewendet werden. Anderer-
seits- kommt durch Differentiation von (11) in 2" und 2*:
0, =Dy, + [i'o u] + [ro ﬁ] )
Do =B, 4 [To u] 4 [r, 1] .
Durch Subtraktion dieser beiden Gleichungen folgt unter Beriicksichtigung von (14):

ljo - -350 = [11' bn]_‘Jf‘ [D:) u] + [(i:o - iu) u] + [ro (lI - fﬂ] .
Darin ist nun: .
u—u=fuul (Gleichung der Resultantkomponenten von (4b)),

t,— T, =[(w+ w)r,) (Bezichungzwischen den zeitlichen Ableitungen eines
Vektors in Systemen, die sich mit u--u’ gegen-
einander drehen), .
b, = b, 4 [u v, (folgt aus (11)).

Dufch Einsetzen dieser Beziehung folgt schliefilich

B, =0, + [’ v,] + [0 u] +[ub,],
wobei von der Beziehung . :
[ [ur )+ [ue,w]] + [, [Wul]=0 . . . . . . . . . (15),
Gebrauch gemacht wurde und wie frither [ur]] =Y, — b, gesetzt wurde. Wegen v, |lu fillt

dann das Glied [v, u] heraus.
In ganz entsprechender Weise folgt aus (4¢) zunachst:

B, =0, + [’ v,] +[o] u].

Dies hat man wieder in eine Gleichung einzusctzen, die sich durch Differentiation von (11)
in 2° und 2* und nachfolgende Subtraktion ergibt. Unter Beriicksichtigung der Gleichung
der Resultantkomponenten von (4c), der allgemeinen Beziehung der zeitlichen Ableitungen
des Vektors r, in 2° und 2*¥, sowie der bereits verwendeten vektoralgebraischen Identitét (15)
bekommt man schlieflich:

f’ozﬁo + [11’ bo] +lb; u]‘

%) Siehe [3], S. 163.
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In ganz entsprechender Weise bekommt man die Momentengleichungen von (3a) bis (3¢).

Die zunidchst nur auf die ,Liénge“ angewendeten Motorgleichungen hat man in die aus
) bo:Dn—['[rouJ

durch Differentiation in verschiedenen Systemen folgenden Beziehungen unzusetzen und unter
Beriicksichtigung der Gleichungen zwischen den zeitlichen Ableitungen von t, sowie der
Glelchung der Resultantkomponenten weiter auszurechnen. Wegen der Beznellung (15) und
w’ || v, vereinfachen sich die Endformeln wieder erheblich. Wir stellen die Ergebnisse zu-
sammen : '

Aus den Motorgleichungen (3a) bis (4¢) folgen die Vektorglelchungen

1. Die Gleichungen der Resultantkomponenten:

Y

R . . .(16a),
W=w—[uw] . . . . . .. . . L. . ... .(6b),
W= —[uw] . . . . . . . . . .. . .. . . (60,
=0, . . . . . ., . ... ey,
=10 —[uw] . . . . . . . . ... ... . (l6e),
S O 111
2. Die Gleichungen der Momentkomponenten:
‘ V=0 —[wv] . . . . . . . .. . .. ... .(l7a),
¥=0 —[wo)+wo]+[pul. . . . . . . . . . .(17b),
=0 +fu'o] +u . . . . .. ... . . (17
b=0 +[uv]. . . . . . R iV
B=13 4 [ub] 4 [u’ ] +[v’ u] e e e L (178,
B=0 4[wol[0u]. . . . . . . ... L7

Es gilt nun zu entscheiden, welche Momentkomponenten bei der Zerlegung der Gleichungen
von Abschnitt 2 firr die verschiedenen zeitlichen Ableitungen der Motoren B’ und g ein-
zusetzen sind. Dazu beachten wir, daf die Motorgleichungen selbst in allen drei betrachteten
Systemen X°, 3° und X* gelten, da sie ja eine von jeder speziellen Wahl des Koordinaten-
systems unabhingige Formulierung darstellen. Auch die aus ihnen abzuleitenden Vektor-
gleichungen sind noch unabhingig von der Wahl der Achsenrichtungen, nicht aber von der
Wahl des Koordinatenanfangspunktes, da die Momentkomponenten ortsabhéingig sind. Auch
die Vektorgleichungen gelten — nach® Verfiigung tber den Koordinatenanfangspunkt — noch
in jedem beliebigen System. Jedoch bedingt die Verschiedenheit der zeitlichen Ableitungen
des Vektors t, (bzw. t’) bei der Zerlegung der Motorgleichungen verschiedene Momentkompo-
nenten desselben Motors, je nachdem, in welchem System die Zerlegungo vorgenommen wird.

Zum Beispiel hat % in 3* die Momentkomponente B, entsprechend hat § in 2° die Moment-

komponente B, und & in 2" die Momentkomponente . Wird dagegen die Zerlegung eines
abgeleiteten Motors in einem anderen System vorgenommen als die Ableitung, so folgen die
Momentkomponenten zwangsliufig aus den zuvor abgeleiteten Beziehungen (17a) bis (17f).
In Tafel 1 sind diese Verhiltnisse fiir die drei méglichen Zerlegungen nach 2% 2° und 2
dargestellt. Neben den Momentkomponenten selbst sind noch die aus (17a bis f) folgenden
Zusammenhinge mit den im Zerlegungssystem genommenen Ableitungen desselben Momenten-
vektors dargestellt. Mit Hilfe der Tafel 1 kann nun die Zerlegung einer beliebigen Motor-
gleichung -~ nachdem man sich fur ein Koordinatensystem entschieden hat — auf tatsidchlich
nur noch rein schematischem Wege durch Anwendung der Rechenregeln der Motorrechnung
erfolgen. Gleichzeitiz dienen die in Tafel 1 mit angegebenen Zusammenhinge der ver-
schiedenen zeitlichen Ableitungen dazu, den Wechsel in der Beurteilung der Verinderlichkeit
der Vektoren noch nachtriglich in der Vektorgleichung vorzunehmen.

Wir wollen nun dazu iibergehen, die zuerst ahgeleitete Motorgleichung (2) in ihre Vektor-
komponenten zu zerlegen. Um mit konstantem Trigheitsmotortensor (und damit auch mit
konstantem Tragheitsvektortensor) rechnen zu kénnen, entscheiden wir uns far eine Zerlegung
in 2* und haben folglich die Vektorkomponenten aus den ersten beiden Spalten von Tafel 1
zu verwenden. .

Durch Anwendung der Rechenregeln fiir das Produkt eines Motortensors mit einem
Motor?} findet man, dat der Motor des Relativimpulses T®' die beiden Vektorkomponenten

7) Siehe [3], 8. 171,
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TH ={m (o' + [0 1); m[s, 0]+ T
hat. Entsprechend hat man:
TF={m (v [ury]); m[rs0]4 Tuj,
TH = (m (& + [ 55 m [ ]+ T,
T§={m b+ [ vl); mle B+ 78}
Fiir die motorischen Produkte bekommt man unter Beriicksichtigung der Beziehung:

[’ s 0]] + [ts [0 w']] + [0 [w'ts]] = 0

die Vektorkomponenten:
[B(TB)] = {m ([u' o]+ [ [u' v, s m[rs[w o]+ [w (Tw)]},
(& (TF)] = {m(uo] +[ufury]]); mlrs[uo]]+[u(Tw]l},
[§ (TB)] = {m([wo]+ [u[w t]]); m(ufrs0]]+[bo]+ [o[u vl + [u(Tw)]},
(B (TF)] = {m ([w o] + [w [wes] 5 m(u’[rs0]] 4 [V 0] [0’ [ur] ) + [w' (Tw)]}.
Dle Vektorkomponenten des Kraftmotors seien
P={; Di}. ,
Nun bekommt man durch Zusammenfassung der ersten und der zweiten Vektorkomponenten
jedes der in (2) vorkommenden Glieder die allgemeinen Vektorgleichungen:
(B - [ w] [ W] [ [ v Dy B - [Beg] o] [ [ue] ]
+ m [ o] 4 [u’] 4 [w' [ur] ]+ [ufu' ]} =P
{m ([es 8] + [xs[w' 0] + T8 4 [w’ (Tw)]}
-+ {an ([t B] 4 [r[wo] ) + Tl 4 [w(Tw)]} C e . (18b)
+ {m ([es [w 0] ] + [rs (w0 )+ [W (Tw)] + [ (Tw')[} =

Durch die Zusammenfassung in geschweiften Klammern sind die Anteile der Relativ- und
der Fihrungsbewegung sowie der Coriolisanteil hervorgehoben. Ein Vergleich der beiden
Vektorgleichungen (18) mit der urspriinglichen Motorgleichung (2) la&t die grofien Vorteile
der Motorschreibweise besonders deutlich werden, denn die Verwendung der Motoren erspart
nicht nur viel Schreibarbeit, sondern gestattet vor allem die allgemeinen Gleichungen in einer
kaum noch zu iibertreffenden Kiirze abzuleiten. Man vergleiche damit die direkte Ableitung
der Vektorgleichungen z. B. bei Heun [2].

Wir ersparen uns die Zerlegung auch der anderen Motorgleichungen des Abschnittes 2,
zumal diese mit Hilfe der Tabelle und nach den Regeln der Motorrechnung leicht durch-
gefithrt werden kann. Jedoch wollen wir an Hand des Beispieles von Gl. (18) eine Um-
formung vornehmen, indem wir die Anderung der Fuhrungsgeschwmdlgkelt nunmehr von X'°
aus beurteilen wollen Dann folgt aus der Tabelle:

=t [uw],
B =5 [uv] + [ou].
Geht man damit in (18) ein, so fallen verschiedene Glieder heraus, ferner lifit sich
[’ [ eg] [ [ [u v ]+ [[uw]es] = — 2[ufr, u]]
zusammenfassen, so daf die Vekiorgleichungen entstehen:
g8 4 [ 1] [ 0] [0 5] 13 A 1 (6 ]+ o]+ [ fu ] Ty
+2m{uo]+[ufu'r])} =P .
(e + [0 [w 0] + T + [ 7w} -
+ {m([rs8] + [ts [uo]]) + T it + [u(Tw)} e . . (19Db)
F{2mfrgfuo]] 4w (Tw)] + [u(Tw)] + (T [uw'])} =

Diese Gleichungen sind mit den von Winkelmann und Grammel®) angegebenen voll-
kommen identisch, wenn man die dort vorgenommene Umformung des Trigheitstensors im
Coriolisglied beachtet.

. (18a),

. (19a),

8) Siehe [4], S. 448,
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Selbstverstindlich kann man (18) und (19) noch weiterhin umformen, wenn man die
Beurteilung der Geschwindigkeitsiinderungen von anderen Systemen aus vornehmen will, wir
wollen jedoch darauf hier nicht weiter eingehen. Ebenso wollen wir uns nicht mit der all-
gemeinen Zerlegung der Vektorgleichungen in ilhre entsprechenden Skalargleichungen auf-
halten, da diese Umrechnung in einfacher Weise nach den Regeln der Vektorrechnung er-
folgt. Wir werden olinehin bei den spiiter zn besprechenden Beispielen derartige Zerlegungen
in Spezialfillen durchzufithren haben.

Im Hinblick auf die vielseitigen Anwendungen soll jedoch an dieser Stelle noch die im-
plizite Form der Motorgleichung (9) in ihre Vektorkomponenten zerlegt werden. Die beiden
Vektorkomponenten des Impulsmotors I seien @ und J. Der Resultantvektor ® ist der
Impuls der Fortschreitgeschwindigkeit, der Momentvektor  ist der Drehimpuls. In den
vorher benutzten Grofen ausgedriickt hat man:

G =m 4 [u ),
=m0+ Tu'.

Ganz entsprechend seien die Vektorkomponenten des Fithrungsimpulsmotors J¢: & und .
Fir sie gilt:

G =m (b +[urg]),

Jr=m[rs0] 4 Tu.

Die Zerlegung von (9) ergibt nun die beiden Vektorgleichungen:

S4+ud+G+[uG]=%. . . . . . . . . . . . . .(20a),
S+uI+ OO+ +uSA+pG]=M. . . . . . . . (20b)

4. Grenzfille.

Um uns mit den bisher abgeleiteten Formeln vertrauter zu machen, wollen wir im folgen-
den einige bekannte Fille herausschilen, die sich aus den allgemeinen, Gleichungen ergeben.

Zunichst sei der Grenzitbergang zum Fall des Massenpunktes betrachtet, Wir withlen den
Massenpunkt zum Ursprung des 2*-Systems und konnen folg-
lich ty=0 setzen. Die Achsenrichtungen von 2* konnen denen
von X° parallel gelegt werden, dann ist u’=0. Zur Berech-
nung geniigt in diesem Falle die Gleichung der Resultantkompo-
nenten z. B. in der Form (19a). Es bleibt wegen ty==u"=0:

m (& + b+ [uo]+2[up’ ]} =B.

Dabei ist b die Geschwindigkeit desjenigen in 2° festen
Punktes, der augenblicklich mit dem Massenpunkt zusammen-
fallt, Will man stattdessen lieber mit der Geschwindigkeit
b, des Ursprunges 0 von 2° rechnen, so hat man zu zetzen: Bild 2.

=1, [ur].
Darin ist t der Vektor von O nach w (Bild 2). Durch Differentiation in 2'° folgt daraus:
' b =B, -+ [t 1], '
denn £=0, da t in 2° fest ist. Durch Einsetzen folgt nun:

W 4 b+ [ud,] [ e+ [ufur]] 2o =B. . . . . . . @D

Darin kann auch an Stelle von b’ nun %' geschrieben werden, da wegen u'==0 0 =1 ist.
Dann werden also ‘simtliche Ableitungen in 2'° genommen, so dak man diese Vektorgleichung
bei Zerlegung in Skalarkomponenten am vorteilhaftesten nach 2° zerlegt. (21) ist die be-
kannte allgemeinste Form der Bewegungsgleichung fiir die Relativhbewegung eines Massen-
punktes, wie sie z. B. bei Grammel®) zu finden ist.

Durch Grenziibergang zu einem in 2° festen Korper (B =0) kommt man aus (2) zu
der Motorgleichung:

TF+FTHI=9,
m{d+ [+ [uv] Fjufurd=H . . . . . . . . .(22a),
m{frs )+ [rs[u b]']} +To+u(Twl=M™|m . . . . . . .{22b)

¢) Grammel: Kinetik der Massenpunkte., Handb, d. Physik. Bd. V, Berlin 1927 Kap. 7, 8. 330,

deren Vektorzerleguug
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ergibt. Das sind die ebenfalls bekannten Gleichungen fir die allgemeine Bewegung eines
Korpers in einem Inertialsystem, wie sie z. B. bei Winkelmann und Grammel'’) zu finden
sind. Dieselben Gleichungen bekommt man natiirlich auch durch den Grenzitbergang zn
einem in 2" festen Beaugssystem 2° (F==0), nur dak dann gestrlchene Grésen an Stelle der
ungestrichenen in (21) treten.

Aus (22) lassen sich weiterhin die bekannten Eulerschen Glelchungen fiir die Bewegung
des starren Korpers ableiten, wenn man entwedcr den Kérper in einem Punkte festhilt und
diesen Punkt zum Koordmatenursprung wihlt (0==0) oder wenn man den Ursprung in den
Schwerpunkt legt (vs=0). In beiden Fillen bleibt von (22b) die Vektorform der Euler-

Gleichungen:
Tia~+[u(Tw]=M].

5. Anwendung auf das physische Pendel von einem Freiheitsgrad.

Als einfaches Anwendungsbeispiel sollen nun die strengen Bewegungsgleichungen fiir

ein Pendel aufgestellt werden, das um eine in 3'° feste Achse drehbar gelagert ist. Wir
withlen den Aufhingepunkt 0 des Pendels zum Ursprung der

7 Systeme 2* und 2° und legen die z-Achse von 2° sowie die
2 C-Achse von Z2* so, dab sie in die Richtung der Pendelachse

5o fallen. Die A4-Achse von 2* legen wir senkrecht zur C-Achse in
¥ g die durch die Pendeldrehachse und den Pendelschwerpunkt be-
stimmte Ebene. Die B-Achse wird schlieflich senkrecht zu den
@ Achsen 4 und C gewihlt.

Als. Ausgangsgleichungen der weiteren Rechnung nehmen
wir die Vektorgleichungen (19), brauchen uns jedoch um die
Gl. (19a) nicht zu kiimmern, da sie nur die hier nicht weiter
interessierenden Lagerkréfte ergibt. Auch die 4- und B-Kompo-
nenten der Vektorgleichung (19b) konnen unberiicksichtigt bleiben,
da sie ebenfalls nur Lagermomente bestimmen.

Sz Bei der C-Komponente fallen einige Glieder heraus, nimlich
diejenigen Vektorprodukte, deren einer Faktor u' ist. Da u’ stets

Bild 3. in der C-Riclitung liegt, haben die mit u" gebildeten Vektor-
produkte keine Komponente in der C-Richtung.

Auch die beiden letzten Glieder der linken Seite von (19b) fallen heraus, da sie sich
gegenseitig aufheben. Man bekommt schlielich eine Gleichung von der Form:

Oc i+ ma ((B)g+ uc v —wgve] — P ) s — Dalit)g + Oc @)
+wy(—Pouy~+ Ogug— D uc)—up(0 4u 4 — Poug— Ppuc) =

Darin ist z. B. (9)g die in Richtung der B-Achse genommene Komponente des in 2'° abgeleiteten
Vektors b. Zwischen den nach 2° und den naeh 2* genommenen Kompopenten bestelien die
folgenden Transformationsgleichungen, bei denen zur Abkirzung {wugp dt=¢ gesetzt wurde:

U g = Uy COS @ -+ 2y Sing,

Upg == — Uy, Sin @ + uycos @,
Ue =1z,
entsprechend:
(1) ,4 =ty CO8p 4 2ty Sing,
(tt)g = — fesin @ + 5 cos @,
(M)C - uzv
(®)p = — Dy sing + vycos .

Auch in dem #4uBeren Moment My kommt die Unbekannte ¢ bzw. uy vor. Sei das
Moment z. B. verursacht durch ein Schweremoment und durch eine von ug abhiingige Dimpfung,
so hat man, wenn die Komponenten der Erdbeschleunigung in der z- bzw. y-Richtung g,
bzw. g, sind:

Me=—mgyasing + mgyacosg — f(ug).

Durch Einsetzen dieses Wertes und der angegebenen Transformationsformeln bekommt man
unter Beriicksichtigung trigonometrischer Umrechnungsformeln die Pendelgleichung:

10) Siehe [4], 8. 380.
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B i + f(ue) +>Esin(p 4 Feosg+Heos2p + Ksin2¢ =— Ocit, . . . . (23)
mit den Abkiirzungen:
E=—ma(be—w,vy+uyv,) — Dyluuy — aiyx) — Pgluu, +dty) + mgga,
F=ma@y+w,ve—wgt,) — Pyt 10, +1iy) + Dylu,uy —tig) — m gya
H= ®¢(uy —uk) + (0 — O ) uguy,

K= 2 Bty (0.4 — Op) (w3 —ud).

Darin sind die Komponenten der Bewegung von 2° gegen 2 also wy tyu,, Ve vy v, SOWie
deren Ableitungen in 2° bekannte Funktionen der Zeit, also sind die EF H K als Funktionen
von f gegeben, Ebenso ist auch f(uy) als Funktion von ug gegeben.

Die Bewegungsgleichung (23) zeigt augenfillig, wie kompliziert die allgemeinen
Gleichungen selbst in so einfachen Fillen wie dem vorliegenden werden kénnen, wenn die
‘Bewegung von einem beliebig bewegten System aus beurteilt wird.

Wir wollen noch eine naheliegende Spezialisierung der Gl. (23) vornehmen und sie auf
ein auf der drehenden Erde mit horizontaler Achse schwingendes Pendel anwenden. Dann
konnen u und v als konstant angenommen werden, Ferner wollen wir uns auf eine Be-
trachtung Kleiner Auslenkungen des Pendels aus der Vertikallage beschrinken und folglich
die Gleichungen fiir kleine Winkel ¢ linearisieren. Man erhalt so die Gleichnng:

Oc P+ (E+2K)p =—(F+ H),

deren Koeffizienten nunmehr konstant sind. Die Losung ergibt harmonische Schwingungen
von der Schwingungszeit:

T= 2nV A 2 K
F4+H
Po="E43K
Um noch einige Veremfachungen in den Konstanten zu bekommen, wollen wir ferner dahin-
gehend spezialisieren, dag wir 2* als Hauptachsensystemn voraussetzen, also @ 4= ®Pp=Pc=0
setzen. Aufierdem wollen wir tblicherweise die von der Eldanzwhung herritlirende Kompo-

nente der Beschleunigung mit der durch die Erddrehung verursachten Zentrifugalbeschleunigung
zusammenfassen:

um eine Gleichgewichtslage:

+ gx — Uy v, + vy =+ gy
Es bleibt nur diese Komponente fibrig, da die y- und z-Komponente wegen der Wahl von 2°
verschwinden (z-Achse vertikal, y- und z-Achse horizontal).
Bezeichnen wir ferner den Winkel zwischen der Horizontalebene am Beobachtungsort

und dem Drehvektor u mit &, so kann man fiir die Komponenten von u schreiben:

Uy = — % CO8 J,

u, = u sin 9 sin «,

u, = u sin ¥ cos a.
Dabei ist a der Winkel zwischen der Nordrichtung und der positiven z-Richtung. Mit Ein-

setzen der angefilhrten Werte bekommt man nun fiir Glelchgewwhtslage und Schwingungs-
zeit die folgenden Werte:

(OB — A) u?

Qo= Smay sin2dsine . . . . . L . L 0L 0L L L (24,
, O (Op— 0, u® (cos® & — sin® I sin® a) .
IT,=2n mg,a[l—}— Smag (25).

Danach zeigt ein physisches Pendel von einem Freiheitsgrad bei horizontaler Aufhingeachse
nur dann die genaue Vertikale an, wenn entweder ©4= Op oder a = 0 (Pendeldrebhachse in
Nord-Stid-Richtung) oder ¥ =0 bzw. 90 ° (Beobachtungsort am Aquator oder am Pol) gilt. Die
Abweichung ist jedoch sehr klein, da sie mit dem Quadrat der kleinen Grifie « eingeht.
Beisplelsweise betrigt die Abweichung cines Stabpendels (@,4=0) von einem halben Meter

reduzierter Pendellinge (% =0, m) mit Ost-West gerichteter Pendelachse (@ =90°) fiir eine
geographische Breite von #=45"° nur
@, = —2,7107° Bogensekunden,
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Der Wert ist so klein, dat er sich bei dem heutigen Stand der MeBtechnik jeder Beobachtung
entzieht.

Gleicliermagen ist die Anderung der Schwingungszeit so gering, dak sie mit den heutigen
Hilfsmitteln nicht beobachtet werden kann. Das Zusatzglied von (25) betrigt maximal fir
das vorhin angegebene Pendel 1,3107%., Am Pol wird die Schwingungszeit um diesen Betrag
verlingert, am Aquator wird sie in demselben Make verkiirzt, sofern die Pendelachse in der
Ost-West-Richtung liegt. Schwingt das Pendel dagegen um den Nord-Sid-Meridian, so fallt
das Zusatzglied fort.

6. Systeme starrer Korper.

Die allgemeinen Motorgleichungen des Abschnittes 2 lassen sich ohne Schwierigkeiten
auf Systeme starrer Korper tbertragen. Werden die Bewegungen mehrerer starrer Korper
vom Fithrungssystem aus betrachtet, so hat man fur alle den gleichen Motor § der Fiithrungs-
geschwindigkeit, aber verschiedene Motoren B; der Relativgeschwindigkeit, sowie verschiedene
Tragheitsmotortensoren T; anzusetzen. Auberdem hat man zum System der #duBeren Krifte
(Motoren ;) die zwischen den einzelnen Korpern wirkenden Reaktionskrifte und -momente
hinzuzufiigen, deren Motoren R;; seien. Durch Summation iiber simtliche Kérper erhilt man
dann aus (5) die Gleichungen:

T, 8 (B (T B)) + T, F + [F(T: )]

26).
+ (B} (T: F)] 4 [& (T: B)] + (T [FB) - B — 2 Rij=0 =
7

(=1,2....n)

Die Matrix der Reaktionsmotoren ®;; ist dabei schiefsymmetrisch, d. h. es ist stets R;; =0
und R;;=—R;; (actio =reactio). Zwangsliufige Bewegungen einzelner Kérper werden sich
dabei in Zusatzbedingungen zwischen den Bewegungsmotoren B; bzw. deren Komponenten aus-
driicken. Wenn z. B. zwei Kérper in einem Punkte fest miteinander verbunden sind, so gilt,
falls dieser Punkt zum Ursprung der kérperfesten Systeme gewiahlt wird, stets b;; =1v;;, die
Vektoren der Drehgeschwindigkeiten sind dagegen im allgemeinen voneinander verschieden
u; == uj. i

Mit Riicksicht auf spitere Anwendungen wollen wir noch die Motorgleichung in der
Form (9) fiir Systeme angeben. Wir erhalten:

§i+BI0+ S +HEI P~ ZRy=0 . . . .. .. )
! (=12 ....n)

7. Anwendung auf ein Drei-Korper-System.

Kardanisch gelagerte Kreisel werden bei fast allen Kreiselgerdten sowie auch bei
Kreiselmodellen fir den Unterricht verwendet. Bei der Berechnung der Geriite werden die
Massen der Kardanringe jedoch meist ganz vernachlissigt oder nur in Niherungen beriick-
sichtigt. Wir wollen uns daher die Aufgabe stellen, mit Hilfe der Gl. (26) die Bewegungs-
gleichungen fiir einen aus einem Kreisel (1), einem inneren Kardanring (2) und einem &ufieren
Kardanring (3) bestehenden Verband von drei Kérpern in volliger Strenge anzuschreiben, eine
Aufgabe, die meines Wissens bisher auch fiir nicht be-
wegtes Bezugssystem nicht behandelt worden ist. * rz

Wir legen neben dem Bezugssystem 2'° drei ver-
schiedene korperfeste X¥ (Kreisel), 27 (innerer Kardan-
ring) und 2% (dubBerer Kardanring) derart in den Ver-
band, daf die A-Achse von 2¥ zusammen mit der x-Achse
von 2°in die in 2'° feste Drehachse des duberen Kardan-
ringes fillt. Die B-Achsen von 2% und 27 sollen in die
Richtung der inneren Kardanachse fallen, schlielich
sollen die C-Achsen ‘'von 2% und 2% in die Figuren-
achse des Kreisels fallen. Nach Bild 4 sollen die Kardan-
ringe durch Federn derart an das Bezugssystem gefesselt
sein, daB im Gleichgewichtsfall die innere Kardanachse
mit der y-Achse von 2°, die Figurenachse des Kreisels
mit der z-Achse von 2° zusammenfillt. Bei Gleichgewicht
fallen also dann die A- und B-Achsen von 2} und 2¥
mit der @- und y-Achse von 2° zusammen, ferner gehen Bild 4.

» dann alle drei korperfesten C-Achsen in die z-Achse.
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Zur Vereinfachung der Rechnungen wollen wir voraussetzen, daf die vorstehend ge-
withlten kérperfesten Systeme 27, 27 und 27 Hauptachsensysteme sind, und daf ferner der
Schwerpunkt § aller drei Korper in den Schnittpunkt der Flgurenachse mit den Kardan-
achsen fillt. Dann kann der Schwerpunkt als in 3° fester Punkt zum Ursprung der Systeme
o, 2% 3% und 2¥ gewihlt werden. Damit vereinfachen sich die Ausgangsgleichungen ganz
erheblich._ Wir brauchen nur die Momentkomponenten der einzelnen Glieder von (26) zn be-
riicksichtigen und bekommen wegen vg=0 die Bewegungsgleichungen in der Vektorform:

T; 30+ [ug (Tyu))] + Tk + [u(T; w)] -+ [u (T;u)]
S (28).
_ + [ (T -+ (T3 [ uf]) — M, - 2} =0 (i=1,23)
Darin ist: =
Oq 0 0
‘Tl: 0 9”1 0

0 0

(genommen nach %),

B4, 0 0
T,=4 0 B, 0 } (genommen nach 2Y),

0 0 Oc,
B4 0 0

T,=1 0 Ay, 0 (genommen nach 27).
0 0 ()C3

™M= O , 0,

P, = (0 , 0, 0 ) (nach 2%).

ms = (Bldav MBLa MCL)

Dabei ist M., das von den zwischen duferem Kardanring und Gehéuse ausgespannten Federn
ausgeiibte Moment, Mp;, und Mcy, sind die Lagermomente.
Die Matrix der Reaktionskriifte hat das Schema:

0 R, 0
Rij={ Ry 0 Ry,
0 R, O

mit R, =—R,,, R,,=—R,,. Ferner R,,=R,, =0, da der Kreisel und der dufere Kardan-
ring nicht aufeinander einwirken. Fiir die Komponenten hat man:

EREI = (IV[A:H y ]v[Bgu 0 ) (na;Ch 2;:) y
Rie = (Magy, Mpy, Mcy,) (nach 3%,

Die Vcktoren der Drehgeschiwindigkeiten haben die Komponenten :

w =(uy, uB, uc) (nach 2%),
uy = (ul,, iy, uc,) (nach 27),
Uy =(uy, 0 , 0O ) (nach 2},
U =(uwq, up, UCc) (nach 27},
=(udy, UBy,  UC,) (nach X%3),
= (t4,, UBy, UC) (nach 27%).

Bevor wir nun diese Werte in die Gl. (28) einsetzen, miissen wir noch die kinematischen
Beziehungen- zwischen den in den verschiedenen Systemen genommenen Komponenten auf-
stellen. Jede beliebige Lage des betrachteten Systems lift sich durch drei nacheinander
ausgefithrte Drehungen um die Achsen :

x == A,-Achse (dufiere Kardanachse),
B, = B,-Achse (innere Kardanachse),
0, == C,-Achse (Kreisel-Figurenachse)

erreichen. Wir bezeichnen die Winkel der um diese Achsen ausgefiihrten Drehungen mit
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a={ul dt, B=1{us,dt, y={ubdt
und kénnen folglich die Lage des Systems durch diese drei Winkel angeben.

Die drei Winkel stimmen nicht mit den meist verwendeten Eulerschen Winkeln iiber-
ein, sind jedoch dem vorliegenden Fall besonders angepaft, da sie am Modell unmittelbar ge-
messen werden konnen.

Jeder der genannten Drehungen entspricht eine orthogonale Transformation, Werden
die Drehungen hintereinander ausgefilhrt, so entsteht wieder eine Transformation, deren
Matrix durch Multiplikation der Matrizen der Einzeltransformationen entsteht. Wir werden
daher zuerst diese Einzeltransformationen bestimmen.

1. Drehung um die #ufiere Kardanachse (x- bzw. A,-Achse), siehe Bild 5.

Das entspricht der Transformation der Komponenten zwischen 2° und 2% Wir schireiben
mit einem beliebigen Vektor p:

M=)z - . « . . .. (29

Px=Pds,

Py=PB, COSa — Ppry sina,

Pz = PBy Sin a -+ pc, cos a.
Die Transformationsmatrix ist also:

oder in Komponenten :

1 0 0
T,=4¢ 0 cosa —sina
0 sin a cos a

2, Drehung um die innere Kardanachse (B,- bzw. B,-Achse) ergibt in analoger Weise
(siehe Bild 6):

6‘3’6‘7
/ 6:, . (23
* 5
z-A; 4
&
22
4 b3+, ass
Bild 5. Bild 6.
mit der Matrix :
' cosp 0 sing
3, = 0 1 0

— sin g 0 cosp
3. Drehung um die Figurenachse (C, bzw. C,- Achse) ergibt (siehe Bild 7):
WMzm=T,@s: . . « - . . ... 0.8

mit der Matrix: :
. cosp —sing 0
T,=q{sing cos @ 0
0 0 1
Bei der weiteren Rechnnng werden nun noch die Transformationen zwischen den Systemen
25 und 2%, 2° und 2§ sowie zwischen 2° und 27 bendtigt. Die Matrizen dieser Trans-
formatlonen seien:

I

3,3, (Z’: nach 2%),
3,3, (2° nach 2%),
3,.3,3, (2° nach 2%).

nrae
i
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Nach den Regeln der Matrizenmultiplikation bekommt man:

cosficosp -—cosfising sing
I, = sin ¢ cos @ 0 e T e (3Y),

—sin f cos ¢ sinffsing cosf

cos 0 sin 8

T, = sinasinff cosa —sinacosf ;. . . . . . . . . (33,

—cosasinfi sina €os a cos f§

€oS 5 Cos ) —cos fsing sin g8
T,=1 sinasinfcos@-+cosasing —sinasinfsing+cosacosep -—sinacosfy. . . (34).
—cosasinfcosp-4-sinasing cosasinfsing +sinacosg cosa cos ff

Nach diesen Vorbereitungen kann das System (28) in seine Komponentengleichungen
zerlegt werden. Im Falle ¢ =1, also fir den Kreisel selbst sollen alle Komponenten nach 27
genommen werden. Zu diesem Zwecke muf die im dritten Ausdruck von (28) vorkommende
Ableitung von u nach 2° vermége der Transformation (34) nach 27 transformiert werden.
Wir schreiben fir die Komponenten in 27 in unmittelbar verstindlicher Weise: ()4, (#)g,
(#)¢c. In gleicher Weise miissen die nach 2% genommenen Komponenten von R,,=—R,,
vermége (31) nach 2% transformiert werden. Man bekommt auf diese Weise die drei Kom-
ponentengleichungen :

O, [ + (@) 4]+ (B¢, — Op)) (wBue + ug v + uguy + Uy ug)
+ O4, (up up —ucup)= M4, cos ¢+ Mp,,sin ¢

Op, [its + (@)g] + (O4, — Oc,) (1o + uzg ue + wy g + e w'y)
+ Op, (ugwy —u 4 up) = — Ma,, sin ¢ + Mp,, cos g

O, [iie + (@)e] + (OB, — O.a,) (WB i + 1p g+ upu'y +uqup)

+ Oc, (wqup —ugu,)=0

Im Falle i=2, also fiir den inneren Kardanring sollen alle Komponenten nach 2% ge-

nommen werden. Man hat dann die Komponenten von it vermoge (33) und die Komponenten

von R, = —R,, vermoge (30) nach Z¥ zu transformieren. Die Ausrechnung ergibt dann die

gleichen Ausdriicke wie im System (35), nur iberall mit dem Index 2 an den Triigheits.

momenten und Komponenten der Drehung. Die Momente sind dédgegen etwas anders Man
bekommt:

(35).

O, [t 4 (11).4,] + (Oc, — On,) (Why UCy + 1B, e, + UC, WE, + 1B, UE,)
+ Oy, (R, we, — e, wBy) == My, + M4y, cO8 § — Mey, sin ff

O, [, 4 (10)B,] + (O 4, — Oc,) (Waty WCy 1045 UCy 4 Wity UC, =+ UCy Woty)
+ O, (uc, wgy — w4, ue,) = Mp,, + Mp,,

Ocs [t6e; + (1)0) + (O, — O ay) (Wny Way ~ B, Way - WBy Way + Wy WB,)

+ Oc, (w4, uB, — UB, Wa,) == M 4,4 8in i+ Mc,y, c0S

Schlieslich werden im Falle ¢ =3, also fiir den dufieren Kardanring alle Komponenten
nach 2% genommen.

Dann hat man vermoge (29) die Komponenten von it nach 2% zu transformieren. Man
bekommt:

Oty [ty + (82).4,] + (O, — Ony) ue, upy = May + My,
On, W)y + (O 4y — Ocy) Uy uey = (Oay + O, — Oc,) Way ue, = Mpy, - ZWB”J . (37).

Oc, (e, + (On, — Ouy) up, way, — (O, — On, + Oc,) way wey, = Moy, + Mcy,

Dabei bestehen zwischen den Komponenten der Eigendrehung der drei Koérper noch
vier Beziehungen, die aus den Transformationen (31) und (32) folgen:

(36).

Wgy = .4 COS @ — wp Sin @
b - (38)
UB, =UASIMP A URCOSE [ . . . . . . ,
ue, =Mue
Wiy, =14C08 fcOS @ —upcos fsingpfucsing . . .. . . . (39)
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Man hat somit in den neun Bewegungsgleichungen (35), (36) und (87) und den vier
klnematlschen Gl. (38) und (39) insgesamt dreizehn Gleichungen fiir die dreizehn Unbekannten
Wd, WB, UC, Wiy, WBy, UCy, Wy, My, Mpyy, Mayy, Mese, Mpy,, Mcy,.

Durch schrittweise Elimination der Lagerkrifte sowie der Drehungskomponenten wy,,
wg,, uc, und w4, konnte man das Problem auf insgesamt drei Gleichungen zuriickfithren,
entsprechend den drei Freiheitsgraden des betrachteten Systems.

Die Ausrechnung wird jedoch sehr bald so undurchsichtig, daf wir im allgemeinen Falle
darauf verzichten wollen. Selbst in dem ganz einfachen Sonderfall eines z. B. nur um die
z-Achse von 2X° konstant drehenden Bezugssystems vereinfachen sich die Formeln nicht
wesentlich, da die Komponenten von u in den drei korperfesten Systemen im allgemeinen
von Null Verschleden sind, also nur wenige Glieder fortfallen.

Wir werden uns deshalb im folgenden darauf beschrinken, die Bewegungsglelchungen
fir den in unseren Betrachtungen mit. enthaltenen Sonderfall anzugeben, dak sich der
kardanisch gelagerte Kreisel in einem Inertialsystem befindet, also u =0 wird.

Dann folgt aus der zweiten Gleichung von (37) sofort das Lagermoment Mp; = — MB,,.
Eine Unbekannte ist damit ausgeschieden. Aus der ersten und dmtten Gleichung folgt:

My, = @As '“'Aa e MAsa
. Meyg=— Mcy.

Diese Werte hat man in (36) einzusetzen, wobei zu beriicksichtigen ist, da M;; =— M;; ist.
Neben den bekannten von den Federn ausgeiibten und also von den Winkeln a und S ab-
hiingigen Momenten M4, und Mp,, kommen jetzt noch die Momente M4,,, Mp, und Mc;
vor. Die dritte Gleichung von (36) enthillt nur noch die Unbekannte Mc;, die damit er-
mittelt ist, und deren Wert in die erste Gleichung von (36) einzusetzen ist. Aus der ersten
und zweiten Gleichung von (36) lassen sich schlieklich die Momente M4,, und Mp,, aus-
rechnen und in das System (35) .einsetzen. Damit ist dann die Elimination der im allgemeinen
nicht interessierenden Lagerkriifte durchgefiihrt. Wir wollen jedoch das Ergebnis in der bis-
herigen Bezeichnungsweise nicht erst angeben, da sich die Gleichungen nach Einfiihrung der
Impulse wesentlich iibersichtlicher fassen lassen. Wir fithren ein:

3. = Impuls des Kreisels, : :
¥, =Impuls des inneren Kardanringes,
Js =Impuls des dufieren Kardanringes.

Unter Beriicksichtigung der auch fiir die Komponenten dieser Impulse geltenden Transfor-
mationsformeln (29) bis (84) bekommt man durch den angegebenen Eliminationsprozef aus
(85) die Gleichungen:

.

B4 + (F)oun —(F)n e ={Ma— (§)as— [+ (F)eat (o), s — (Fe)ty o] Sln2ﬁ} P /3

+ Mp,, sing — (§2)A — (S2)es (3)p + (F2)puc,

(o) + (@01 e — (F)owa=—{Mas—(Fo)ts—[(So)es+ (Fo)p it — (I)ty ups] sin® 5} 2;;(2 (10).

-+ Mg, cosp — (o 9B — (J2)a (Mo)e + (Jedowa,

(31)04- (Spua~—(F)aup=0

%

Dies s1nd also die vollkommen strengen Bewegungsgleichungen fur einen kardanisch
aufgehiingten Kreisel. Sie reduzieren sich im Falle verschwindender Masse der Kardanringe
auf die bekannte Eulersche Form. Es mag betont werden, dag selbstverstindlich auch die
kinematischen Eigentiimlichkeiten der kardanischen Hangung in diesen Glelchungen wieder-
gegeben werden. So deutet das Glied mit cos 8 im Nenner an, daf nach einer Drehung des
inneren Kardanringes um 90° die Gleichungen ihren Sinn verlieren, weil dann die Zwangs-
krifte (ndmlich die Lagerkraft M.,,) gegen unendlich geht. In der Tat verliert der Kreigel
dann einen seiner Freiheitsgrade.

Auch der sogenannte kinematische Fehler kardanisch aufgehingter Kurskreisel (krifte-
freier, als Richtungshalter verwendeter Kreisel), der darin besteht, das der dubere Kardan-
rahmen (Kursrahmen) bei bestimmten Drehongen des Bezugssystems mitdreht, ist in den all-
gemeinen Gl. (36) bis (3Y9) enthalten.
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- 8. Die Naherungen.

Die strengen, im korperfesten System angeschriebenen Gleichungen bereiten groke
Integrationsschwierigkeiten, so daf ihnen wohl keine besondére praktische Bedeutung zu-
kommt. Ahnlich, wie schon die ecinfachsten Formen dieser Gleichungen, die Euler-Gleichiungen,
praktisch wenig Bedeutung erlangt haben, da ihre Integration bisher nur fiir wenige Sonder-
fille, z. B. den kriftefreien Kreisel, den schweren symmetrischen Kreisel und den Kowa-
lewskischen Kreisel gelungen ist. Das Beispiel des vorigen Abschnittes fiihrte die Schwer-
filligkeit der korperfesten Rechnung besonders deutlich vor Augen. Die Gleichungen muften
dort in drei verschiedenen Systemen angeschrieben werden. TIhre strenge Integration bringt
selbst in einfachsten Fillen solche mathematischen Schwierigkeiten mit sich, dag die Losung
loffnungslos erscheint. Meines Wissens sind die strengen Bewegungsgleichungen fiir einen
starren Korper auf bewegtem Bezugssystem bisher in keinem einzigen Falle wirklich gelost
worden, Dagegen gibt es eine Anzahl von Fallen, in denen Naherungslosungen angegeben
worden sind, die sich aus den strengen Gleichungen durch Anwendung der Methoden der
skleinen Schwingungen“ herleiten lassen, z.-B. die Theorie des Kamerlingh-Onnesschen
Pendels bei Winkelmann und Grammel®). Dabei ist es jedoch meist zweckmikiger,
von den in 2° angeschriebenen Gleichungen auszugehen und nicht erst die korperfesten
Gleichungen als Grundlage zu nehmen. Zwei Beispiele dieser Art sollen im folgenden den
dabei einzuschlagenden Weg anfzeigen.

Die Schwierigkeit des Anschreibens der allgemeinen Motorgleichungen in 2° besteht
— wie bereits anfangs erwihnt wurde — darin, daf der Trigheitstensor zeitlich verinder-
liche Anteile besitzt, Man kann nun entweder so vorgehen, daf man den Tragheitstensor
in 2° ausrechnet, oder da man auf die explizite Form der Ausgangsgleichung verzichtet
und statt dessen mit den Gl (9) bzw. (27) rechnet, in denen nur die Impulse auftreten.
Dieses letztere Verfahren erweist sich insbesondere bei der Berechnung schneller Kreisel als
sehr fruchtbar und fithrt zu Bewegungsgleichungen von grofier praktischer Bedeutung.

Der Vollstindigkeit halber sei erwilnt, daf sich die allgemeinen Gleichnngen voH-
kommen streng fiir den Fall eines im Schwerpunkt aufgehéngten Korpers mit kugelformigen
Tragheitsellipsoid sowohl in 2 als auch in 2° sowie in 2* anschreiben lassen. Der Trigheits-
tensor 1' reduziert sich dann einfach auf die skalare Zahl 6.

a) Kleine Schwingungen pendelnder Korper. Zunichst sei der Fall betrachtet,
daf der Kérper kleine Schwingungen um eine in 2'° feste Gleichgewichtslage ausfiihrt, wie
dies z. B. bei den Schwingungen eines elastisch gelagerten Motorblockes auf bewegtem Flug-
zeug der Fall ist. Die die Schwingungen beschreibenden Variablen, d. h. die drei Verschie-
bungen lings der x-, y- und z-Achsen sowie die drei Drehwinkel a, f, y um diese Achsen
werden als klein von erster Ordnung angenommen. Die Systeme 2° und 2* seien so ge-
withlt, daf sie im Gleichgewichtsfall zusammenfallen, als Ursprung wird zweckmibigerweise
der im Gleichgewichtsfall mit dem Schwerpunkt zusammenfallende Punkt gewihlt. Die Auf-
gabe besteht nun darin, den Trigheitstensor fiir den gegen 2° etwas verschobenen und ver-
drehten Korper als Funktion dieser Ortskoordinaten in X° aufzustellen. Dabei sollen alle
Grogen zweiter Ordnung (also Quadrate und gegenseitige Produkte der Verschiebungen und
Verdrehungen) vernachlissigt werden. Wir kénnen daher von vornherein die durch Ver-
schiebungen verursachten Anderungen der Trigheitsmomente vernachlissigen, da sie auf Grund
des bekannten Steinerschen Satzes mit dem Quadrat dieser Verschiebungen eingehen. Auch
die Deviationsmomente @ sind bei Verschiebungen von zweiter Ordnung klein, da sie mit
dem Produkt je zweier Verschiebungen gehen. Es geniigt also Verdrehungen zu betrachten,
die wir uns durch die kleinen Winkel a, 8, y gegeben denken. Wird 2* gegen 2° verdreht,
so bestehen zwischen den nach Z° und den nach 3* genommenen Impulskomponenten die
Beziehungen: . Je= Jyg4 —Jpy+Jcp )

z Jy= JA7+JB —Jea . . . e (41).
Jo=—J4 4B+ JIpa+Jc

Diese lassen sich entweder unmittelbar aus Bild 8 ablesen oder

auch aus der Transformationsmatrix (34) herleiten, wenn man dort,

die Winkel @, # und y=¢ als klein annimmt, also sina=a,

c

“ cos a =1 setzt usw. Fir die Impulskomponenten nach 2* hat
Jp B man zu setzen:
h ‘_\? _ Jy= Oy uy— Poung— Pyup
T/ emag ' Jp=— Doy + Opup— Pqug ¢ . . . . ({42)
Bild . Jo==— Byl g+ Oc

"11) Siehe [4], S. 449.
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Ferner gilt zwischen den Komponenten der Drehgeschwmdlgkext die gleiche Beziehung (41),
wie zwischen den Impulskomponenten. Wir schreiben sie diesmal in der reziproken Form:

wy= up +uyy—upf)
ug=—u,y+uy +uza g . . . . . . . . . . . (43)
o= f—uyatu;

Setzt man nun (48) in (42) und danach (42) in (41) ein, so bekommt man die Impulskompo-
nenten in 2° als Funktionen der Drehgeschwindigkeitskomponenten in X°. Wegen der
Beziehung §= Tu kann man daraus die Glieder des Triigheitstensors T in 2° bestimmen
und bekommt bei Vernachlissigung .der von zweiter Ordnung kleinen Glieder:

0,4+2Pcy—-2Ppf ~Pc+(0,4~0Op)y—Pyf+Ppa —Pp+(0c~ 00— DPea+ DPyy
TZ—-@C+(@A—@B)}/+¢B&—¢A,3 @B+2¢’Aa—2€l507 —¢A+(@B—@0)a+¢cﬂ—¢3}"
—¢B+(@C—@A)ﬂ+¢,17—d5¢a —@A+(@B—@C)a+®gﬂ—¢3y @C+2¢Bﬁ—2¢40

Wiirde man darin auch die von erster Ordnung kleinen Glieder vernachlissigen, so be-
kime man nattrlich genau die Trigheitsmatrix fir das System 2‘* Ist 2* Hauptachsen-
system, so vereinfacht sich der Trigheitstensor zu:

@A (OA—‘@B)y (@C—@A)ﬂ
I=1(04—06p)y Op (Op—6¢)a
(Bc—0O 0 (Og—06Oc)a 6¢

Mit Hilfe dieser Matrix lassen sich nun die Vektorgleichungen (18) oder (19) nach 2° zerlegen,
und damit die gesuchten Nédherungsgleichungen gewinnen. Dabei treten bei der Bildung des
Impulses = Tu Glieder von der Form w;a, w«; 8, u;y usw. auf, also nichtlineare Ausdriicke.
Man wird sich daher in jedem einzelnen Falle Rechenschaft tiber die Grofenordnung der
einzelnen Glieder ablegen miissen, um zu sehen, ob sie als GroBen erster oder zweiter Ordnung
angesehen werden konnen.

In den allermeisten Fillen sind die Winkel harmonische, oder aus harmonischen An-
teilen zusammengesetzte Funktionen der Zeit mit endlichen Frequenzen. In diesen Fillen
sind mit den Winkeln auch deren Ableitungen, die Drehgeschwindigkeitskomponenten als
klein zu betrachten, so dak die Produkte von Winkel und Drehgeschwindigkeitskomponente
vernachldssigt werden konuen. Man kommt so zu Endgleichungen, die man auch durch Ver-
nachliissigung der von erster Ordnung kleinen Glieder im Traigheitstensor erhalten kann. Es
ist deshalb zweckmifig, in allen Fillen, in denen keine abnorm hohen Frequenzen zu er-
warten sind, von vornherein den Trigheitstensor in 2° gleich dem in 2* anzusetzen, also
die von erster Ordnung kleinen Glieder zu vernachliissigen. .

Auf diese Weise erhilt man zwar Gleichungen, die sich von den raumfest angeschrie-
benen Gleichungen formal nicht unterscheiden, die jedoch giinzlich andere Bedeutung haben
und nur fir  kleine Schwingungen“ giiltig sind. Es mag auch an dieser Stelle betont werden,
dak bei der Anwendung derartiger Niherungsmethoden stets eine besondere Vorsicht angebracht
ist, da die Losungen der angeniherten Gleichungen nur fiir  jhinreichend kleine Zeiten* eine
Niherung fiir die wirklichen Verhiltnisse darstellen.

b) Kleine Schwingungen von Kreiseln und Kreiselverbinden. Bei Kreiseln,
also Kérpern, die auch im Gleichgewichtsfall noch eine Eigendrehung besitzen, fiithrt eine
ganz édhnliche Rechnung zum Ziel. Wir nehmen an, daf der Kérper im Gleichgewichtsfall um
eine sowohl in 2* als auch in X° feste Achse rotiere und wihlen diese Achse z. B. zur
C-Achse von 2* und zur 2z-Achse von 2° Bei Schwingungen um diesen stationsren
Bewegungszustand kommen zur Eigendrehung noch zusitzliche
Drehungen um die zur Drehachse der Eigendrehung senkrechten
Achsen. Die Winkel dieser Zusatzdrehungen- wollen wir als klein
betrachten und werden folglich ihren Cosinus gleich eins und
ihren Sinus gleich dem Winkel selbst setzen. Dann fillt die 4 B-
Ebene von 2* niherungsweise mit der xy-Ebene von 2° zu-

. sammen (Bild 9). Die C-Achse weicht von der z-Achse um einen
kleinen Winkel ab, dessen Projektionen auf die 4#- bzw. x2-Ebene a
bzw. # sind.

Wie man aus Bild 9 oder aus dem Transformationsschema (84)
fur kleine Winkel a und g ableiten kann, gelten zwischen den Im-
pulskomponenten die Beziehungen:
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Je=J4c08¢ — Jysing + Jc
Jy=J sinp+Jgcosgp— Joa e e (44).
Jy=J 4 (asing — ficosp) + Jz(acos g+ Bsin )+ Jo

Darin hat man sich fiir JA,‘JB, J¢ die Werte (42) eingesetzt zu denken. Meist lifit sich das

korperfeste System so legen, daB 2* Hauptachsensystemr wird. Dann bleibt von (42) nur
noch iibrig:

Ja=0Oquy
JdJg=0Opgauyr . . . . . . . . . . . . . . . (45}
JC=@cu’C ’

Das lat sich stets erreichen, wenn die Drehachse der Eigendrehung Haupttrigheitsachse ist.
Wenn es jedoch darauf ankommt, bei der Rechnung aucl den Einflub von Unwucliten zu er-
fassen, die durch eine Abweichung der Drehachse von der Haupttrigheitsachse hervorgerufen
werden, so lift sich die Verwendung der allgemeinen Impulsausdriicke (42) nicht umgchen.

Der Kunstgriff der weiteren Rechnung besteht nun darin, dag die im allgemeinen he-
kannte und meist sogar konstante Exgendrehung des Korpers von den Komponenten der Zu-
satzdrehungen abgesondert und fiir sich behandelt wird, d. h. die Komponenten der Zusatz-
drehungen werden so angesetzt wie bei einem nicht um die C-Achse drehenden Korper:

wy=  uycosp+ uysing 4w, (asin g — fcos @),
up = = w, Sin @ + uy cos @ +u; (a cos g 4- f sin @),
0= wu,f—uyatu,.

Man sieht daraus, dak das letzte Glied der ersten und zweiten Gleichung vernachlissigt werden
kann, da es von zweiter Ordnung klein ist, Das folgt sofort durch Einsetzen des Wertes
fiir «; aus der dritten Gleichung. Wir kénnen also weiterhin:

wy=u,cosp + uysin ¢,

Uy = — . SN @ -+ 1y COS @

setzen und erhalten dann fiir die Impulskomponenten (44) mit den Werten (45), also fir den
Fall, dak >* Hauptachsensystem ist:

x——(OA cos?p + Opsin® p) uy + z (04— Op)sin2¢ uy+ B¢ ug f

Jy= -2—(@A — Oy) sin 290 wy, + (O48inp + Op cos’ @) uy — G up u

J,= [%(@A — Og)sin2¢ — B (O, cos’ p+ Op sin2<p)] i

-+ [g (O — O )sin2¢+ a(Oysin’¢ 4 By cosg(p)]ub + B¢ ug

Damit hat man die in die allgemeinen Gl (9) bzw. (20) einzusetzenden Komponenten
des Relativimpulses nach Z° gefunden. Diese Werte stimmen um so besser, je groBer die
Eigendrehung wg gegeniiber den anderen Drehgeschwindigkeitskomponenten ist, je mehr also
der Gesamtimpuls des Korpers in die C-Achse fillt, Das ist sicher dann der Fall, wenn
u,=uya—u, § gegeniber w; vernachlassigt werden kann, was bei hinreichend schnellen
Kreiseln immer moglich ist. Da w) eliminiert ist, kann man jetzt aus (46) nicht wie im Falle
der kleinen Pendelschwingungen den Trigheitstensor nach 2° bestimmen. Man kann also
auch nicht die expliziten Gl. (18) oder (19) verwenden.

Bei der Berechnung des in (9) bzw. (20) vorkommenden Fithrungsimpulses §; kann man
sich meist damit begniigen, die Glieder ohne die kleinen Faktoren a bzw. mitzunehmen,
wenn man nicht sogar den Filirungsimpuls &7 vollkommen gegen den Relativimpuls ¥ ver
nachlissigen kann, was bei nicht zu schnell drehendem Bezugssystem sicher erlaubt ist. Jy
hat bei Vemachlass1gung der von erster Ordnung kleinen Glieder die Komponenten:
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Jix=(6 4 cos® ¢ + Op sin? ¢) u,ﬁ-—é—(@A — Bp)sin 2@ u,

Jpy= %(@A — Op)sin2¢ u, 4 ((*'),; sing + Og cos® ¢) u (7).

Ji .= B¢ u,

Mit den Werten (46) und (47) bekommt man nun aus (20) die sehr allgemeinen Nihe-
rungsgleichungen fiir die Bewegungen eines Kreisels auf bewegtem Bezugssystem. Sie bieten
im allgemeinen sehr viel weniger mathematische Sehwierigkeiten als die strengen Gleichungen
und sind in Sonderfillen (z. B. symmetrischer Kreisel auf konstant drehendem System) sogar
elementar 16sbar. In der allgemeinen Form (20) umfassen die Gleichungen auch noch den
Fall, daf der Korper keinen festen Punkt im Bezugssystem besitzt, dlso selbst noch irgend-
welche Bewegungen gegen 2'° ausfithrt. Ist dagegen ein Punkt des Korpers in 2° fest, so
reduziert sich (20) aof:

S+ +H+usi=m . . .. .. ... .. @)

Aus dieser Form lassen sich gleich einige bekannte Sonderfille herausnehmen. Z. B. bekommt
man mit {7 =0 und symmetrischem Kreisel die von Schuler [5] fir langsam drehendes
Bezugssystem aufgestellten Kreiselgleichungen. Nimmt man auberdem u=0 (Kreisel im
Inertialsystem), so kommt man zu den seit langem bekannten linearisierten Kreiselgleichungen,
die hiufig die Fopplschen Gleichungen genannt werden, aber schon vor Foppl z. B. bei
Routh'®) zu finden sind.

Weiterhin bekommt man aus (48) ebenfalls fiir u=0 (Kreisel im Inertialsystem) aber
unsymmetrischen Korper die Formeln von Fuchs [8] und Weigand [9]. Diese letzteren
Formeln sollen kurz hergeleitet werden, um die Form der bei unsymmetrischen Kérpern auf-
tretenden Glieder an einem Beispiel zu zeigen. Mit u=0 reduziert sich (48) auf den

Impulssatz: R

8": & —_‘S,U(
Setzt man darin die Werte (46) ein, so erhilt man aus den beiden ersten Komponenten-
gleichungen nach einigen trigenometrischen Umformungen:

5[(@.,,+(~)B)+((~)A— @B)cos2<p]u;+—2- (64— Op)sin2 @iy + Ogug ),

+ugp [% (Bg— O jsin2¢u, + (@A—@B)cos2q)u§,}=Mx-
‘ (49).

1 - .y 1 -7 ’ ’
5 (04— Op)sin 294, + 5 (6 4+ Op) —(0,1— Op) cos2¢]uy — Bg ugu;

. A 1 . ,
4 ugp [(@A—ﬂ@,,)cos2qou;¢+ —Q-(@A~@B)sm2q)uy]==My

Dabei ist jedoch der Fall angenommen, daf ugy=¢ konstant ist, also @y =0. Dieser
Fall kommt praktisch sehr haufig vor, weil der Kreisel meist durch einen Antrieb auf kon-
stanter Drehzahl gehalten wird. Die Koeffizienten haben beim unsymmetrischen Kreisel die
Periode 2 up, weil das Trigheitsmoment wiahrend eines Umlaufes zweimal seinen Hochst- und
Tiefstwert annimmt. Die Gl. (49) entsprechen genau den Bewegungsgleichungen, die Fuchs [8]
und Weigand [9] fir den unsymmetrischen Kreisel verwendet haben.

Im Falle des symmetrischen Kreisels (6 4= Op = 0) geht (49) in die bekannten Foppl-.
Gleichungen tber:
O, + Ocupuy =M,

O aty — Oc up u, = My (50)

Seine ganze Anpassungsfihigkeit erweist das angegebene Niherungsverfahren aber erst,

wenn man Verbiande starrer Korper zu untersuchen hat. Man braucht dann nur die Einzel-

impulse der Korper zu summieren und hat damit in (9) bzw. (27) einzugehen. Wir wollen

das an dem im Abschnitt 7 streng berechneten Beispiel des kardanisch gehiingten Kreisels

zeigen, beschranken uns dabei jedoch der Einfachheit halber auf den Fall eines symmetrischen
Kreisels. Fir die Summen der Impulskomponenten hat man:

12) Siehe {1}, Kap. V.
2ge
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ij:in'}‘ng + Jxa'—'@“fx'f' @Cubﬂ"{‘@xg’u&-i—@xaﬂf«',
ZJy =Jy, + Ju, + Ju, = Ouy — Ocuca + Ou,uy + 0,
2Jz=r]zl+0+0

Die ersten Glieder folgen aus (46) mit @, = Oy. Setzt man das Trigheitsmoment des
gesamten Systems um die x- bzw. y-Achse

@x:@"l‘ @xe’i—@xav
Oy =64+ @Jl.‘,

<

ap, so hat man die Impulskomponenten:

o= Oty + Ocul B,

Jy= Oyuy — Ocug a,
woraus nach dem Impulssatz sofort die gegeniiber (50) allgemeineren Fo6pplschen Gleichungen

Ot + Ocupny= M,,

Oyuy — Ocuguy = My
folgen, bei denen die zum Kreisel hinzugekoppelten Massen mit bericksichtigt sind.

Die Einfliisse der mit dem Kreisel verbundenen und zwangsldufig mit ihm gekoppelten
Zusatzmassen lassen sich auf diese Weise auch fir den unsymmetrischen Kreisel stets dann
erfassen, wenn die Zahl der Freiheitsgrade des Verbandes durch die hinzugekoppelten Massen
nicht erhdht wird., Bringen jedoch die Zusatzmassen neue Freiheitsgrade, so hat man dem-
entsprechend mehr Gleichungen mitzunehmen, in denen daun auch die von den einzclnen
Teilk6rpern aufeinander ausgeiibten Reaktionsmomente zu beriicksichtigen sind. Man mub
dann wieder auf die allgemeine Form (27) zuriickgreifen, bzw. auf deren Vektorzerlegung, die
sich durch Summierung und Hinzufigung der Reaktionsmomente aus (20) ergibt. Diese
Gleichungen sind insbesondere zur Berechnung von gekoppelten Kreisel- und Pendelsystemen
geeignet, wie sie in der Technik ‘hiufig anzuireffen sind, z. B. beim Zwei- und Dreikreisel-
kompaB, bei dem mit Pendeln gekoppelten Ein- und Zweikreiselhiorizonten und vielen anderen
Geriten. Bei der Berechnung des Verhaltens derartiger Geriite auf bewegtem Fahr- oder
Flugzeug sind die Niherungsgleichungen unentbehrlich geworden, weil sie selbst in solchen
Fallen noch gewisse Aussagen zu geben imstande sind, in denen eine strenge Lisung an
mathematischen Schwierigkeiten scheitert.
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