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Der Verglcich der tlirore tischen Formcl mit den experimentellen Formeln ergibl 
fiir RP,  = lo7 fiir Re, = lo9 

nach S ch  o n h e  r r 
nach S c h u l t z - G r u n n w  r ,  = 0,002'34 C/ 0,00145, 
Formel (72) c, - 0,00308' C, = 0,00160. 

c, = 0,0029:1 c,  = 0,00156, 

VT. %iisammmenfassung 
IJiiter Zugrundelegung d c s  I'r a n d  llschcn Schubspannungsansalzes werden die 1)iffcrrntiaI- 

glt~ichungcn der turbulenten (irenzschichl an der langsangeslromnten cbcnrii Platte in zwei 
Schritten von der Wand her inlegrirrl. IJiir den ubrigen Brreich drr Grenzschicht wird dic 
crhaltcnc Ldsung als Approximatioii lierangezogen. 14:s wird die Gescliwindigkeilsverl~ilung fiir 
die Langs- und Querkomponentc berechnct und einc Widerslandsformel aufgestellt. Ferner 
wird das Waclistum der Grenzschicht in dcr Asymptote bcrechnrt. Bci passcnder Wahl der 
empirischen Kocffizienten der Theorie erhalt man gulc Ubercinstimmung mil den experimentellen 
Erge bnissen. 
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KLEINE MITTEILUNGEN 
Erzwungene Schwingungen des linearen 
Schwingers bei nichtharmonischer Erregung. 

Bei der Behandlung der erzwungenen Schwingungeri 
wird in den meisten Lehrbdchern nur der Pall dcr 
harmonischen Bregrrkraf t  ausfdhrlich be handelt und 
der allgemeinere Pall riner periodischen, nichtharmo- 
nischen Erregung mit dem Hinweis auf das Four i e r -  
sche Theorcm und das bei linearen Systemen gcltende 
Superpositionsprinzip abgetan. Damit wird zwar das 
Problem im Prinzip gelost, jedoch ist die zahlcnmiiBigc 
Ausrechnung meist muhsclig und zcitraubcnd. In 
Sonderfallen kann man jedoch auf vollig elementarom 
Wege zu Losungen lrommcn, die weniger Aufwancl z u  
ihrer zahlrnmLWigen Auswcrtung erfordern. 

Wir betrachten den linearen gedilrnpften Schwiiigcr, 
dcsscn freie Schwingungen durch die Glrichung 

beschriebcn werden. Durch Einfiihrung der ~ ( ' I I C I I  
Zc1t 

m j : + d i + c x = O . .  . * (1) 

- 

T = J / C t  wa 
llBt Rich (1) in  die dimensionslose Form 

' (2) 
a 2  x ax 2 + 2 D - + ~ = 0  . . . . d t  

bringen, wobci 
d D=-- 

eine dimensionslose GroBe (das L o  hrsche Diimpfungs- 
maB) ist. D = O  gibt den ungediimpften Schwinger, 
D = 1 den aperiodischen Grenzfall. Die Losung von (2) 
lautet : 

Die Bedeutung der Intejirationskolistarltcll zn und T~ 
geht aus Bild 1 horvor. Die Zeiten, zu denen die 
Schwingungsamplitude Maxima erreicht, folgcn aus : 

2 G C  

_- 
x = x a e D r c o s  1/1 - D2(t - to) . . . (3). 

tg  1/1- na (tmas - to) = - (4). 

Die Maxima selbst aind: 

Diese bekannten Beziehungen uiber die freien Schwin- 
gungen sollen dazu vcrwendct werden, die Losung 
auch fiir erzwungene Schwingungen aufzubauen. Es 
wird dabei - wie das iiblicherweisc auch bci harmo- 

Bild 1 
/ 

nischcr Erregung geschieht - nur der cing(whwungenc 
Zustand betrachtet, dcr sich nach Abklingen von 
Eigenschwingungen im Laiifr dcr Zclt strts cinstc,llt. 

1. IZrregung clurch c i n e  per iodisch  wechse lnde  
K r a f t  k o n s t a n t c n  Bct rages .  

Wir wdhlen den Betrag d r r  Kraft so, daB die durch 
sie bewirkte Verschiebung der Glcichgowichtslage dcs 
Schwingcrs gleich der Einhcit wird. Die Zeit einer 
vollcn Pcriode des Kraftwechsels sei tD. Dann springt 
die Glcichgcwichtslagc xgz jcweils nach der Zeit ~ ~ / 2  
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V O J ~  --1 nacli 4-1 odrr umgekehrt (Rild 2). Die Auf- 
gahe best rh t  nun darin, in die maandcrf6rmige Kurvc 
der Gleichgewichtslngc solchc Teilstuckc der frrion 
Scliwingung von Bild 1 hereinzulegen, daB cinch 
strtige, knickfreir Iiurve entstcht. I n  Bild 2 ist das 

Durch Eiiiietecsn von (3)  folgt aus (6) eine Bestim- 
mungsgleichung fur to: 

tg w-72 t0 = 

n 

Bild 2 

fiir tlrei vcrscliicdene Wort0 von tp  angedeutrt. IJc-  
zcsiohnet I die um dcn Betrag 1 verschobene Schwin- 
gimg, so mu6 gelten: 

.I)amii sind tlie Kcnnwcrte der Schwingung bestimmt. 
%ur Berechnung dcr Resonanzkurvcn kann man nun 
wie folgt vorgehen: Fur gcgebenes U und q, wird 
a.us (8) to bcstimmt, dann aus (9) ?A, aus (4) t m a x  und 
aus ( 5 )  iinEa2. Schliel3lich wird xmax aus Emax durrh 
Ilinzuz8hlen bzw. Abziehcn dcr Einheit gobildet, jc 
nachdeni, in wclchem Bereich zp liegt bzw. welches 
ctur beiden crsten Maxima Zntaz den grol3ten Betrag 
fiir xmoz orgibt. Das Ergebnis dcr Auswertung zeigt 

l3ild 3. Dort ist als Abscisse 8 = =%, also das Vcr- 
27c 

hiiltnis von Kigenfrequenz dcs Schwingers zur Erregcr- 
frequenz aufgetragen. Das ist im vorliegenden Fall 
zweckmaBiger, als die iiblichc Auftragung der Reso- 
nanzkurven iiber dem Kehrwert 1/8, also dem Vcr- 
lialtjnis von Erregerfrequenz zur Eigenfrequcnz, weil 
so die Maxima besscr gctrcnnt werden. Zum Vcrgleich 
ist in I3ild 4 das bekannte Resonanzgebirge fur  har- 
monischc Xrregung in der gleichen Weise dargestcllt 
worden. Es zeigt sirh, daI3 die Wertc dcs ersten 
Maxininnis von Rild 3 rd. 20% gr6Wer sind, als dio 
von Bild 4. :Fur 6 < 1 ist zwischcn beidcn Resonanz- 
gabirgen kein wesrntlicher Unterschied festzustellen. 
Dagegen sind die Unterschiedc fur S > 1 beachtlich. 
Sie bestehen erstens im Auftreten weitcrer Maxima, 
tlie allcrdings nur bci geringer Diimpfung merklich 
wrrdrn, sowir in dcr allgrmeincn Hebung des Ampli- 
tudennivcnus, das auoh im Grcnzfall 6 -* c10 iiber 1 

6- 
Bild 3 
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bleibt. Das ist physikalisch sofort einzusehen, dcnn 
auch bci aul3erordcntlich klelner Prcquenz des %aft- 
wechsels wird das pl6tzlichr Umschaltcn dcr Kraft- 
richturig stets zu einer Schwingung anregen, die uber 
die Crlrichgcwirhtslago hinausschient. Utli sehr Ieng- 
sanien Kraftanderungen - wio sic bei harn1onischc.r 
Erregung kleiner Frequenx euft reten - kann dagrgcbn 
die Amplitude den Wert 1 nicht uberstcigen 

Die Lage und dcr Betrag der Resunaiizmiminld 1,tWt 
sich leicht errcchnen. Em Maximum tr i t t  stets auf, 
wenn init dcr Kraftriclitung auch (tic. Schwiug~ngs- 
richturig weclisclt, denn d a m  wird - verglichcn Init 
den moglichen Sarhbarbcwcgtlngcli a m  mc 
Energie in das System hcrcingrpumpt. dus (8) nntl (4)  
folgt, dall dies der Pall 1st f u r  

fcrner ails (4): tTna3 : to + n 52, 
urid schlic.Blich: 

12 = 1, 2, 3, . . . 

4 

wobei das Minuszcichrn nur fur S < 1 gilt. Die ver- 
sahicdcncn Asto tler Resonaiizknrw sind also fur 
/)LO viillig glcich; sclbst dcr ilristieg des crsten 
3Lximums cynt,spricht dcm aller andrren, ist jedoch 
iim den Bot,rwg 2 nach untcn vcrschoben. Die Dicko 
dcr  Besona,nzmnximn. nimnit in dc+r D-Richtung 
rasch ab. 

I m  Soiidcrfd / I -  1 (aperiodischer Gronzbll) hat 
man t~ ls  Lijsuiig von ( 2 )  ZII setjzcxn: 

x = x z 4 ( 1 - ~  Ct)C-r. 

Bild 4 

In  dru l?dIc11 t )  - 2 ,  4, 6, . . . (,rgebrn sich &Iiiiirn~~ 
dcr Resonan~liurvcn, wc’il ckirni (’in (:rciWtbetrag tlrr 
bci einrr Hinschwingung hcreirigel)umpten Energir 
bei dc%r Ruckschwingung wicder abgegcben wird. Die 
Extrcma selbst hahen den Bctreg: 

-- 
I lL-Da 

1 + - - l ) ’ t C  

Bcdnigungrn (6)  uiid ( 7 )  fuhrrn jctzt  L ~ I  den 
4 rn : 

Im Falle harmonischer Errcgung liegt das Maximum 
bei 

6 = 1 und schlieDlich zu: 
E -- 1 - 1‘1 - 2  0 2  - 

C 
x,na5 = .E:,icP, - 1. 

2 .  E r r e g u n g  d u r c h  per iodische  StoJ3e 
wechse lnder  R i c h t u n g  

Ein auf den Schwinger wirkender Stol3 verandert 
dessen augenhliclrliche Gcschwindigkcbit sprunghaft. 
Die Amplitudcn-Zcit-Kurvo bekomrnt also im Augen- 
blick des StoBes eincn Knick, bleibt aber in  dcr 
Amplitudc stet&. Wir nehmen an, daJ3 die auf den 
Schwinger wirkenden prriodischenSt6Be seine jeweilige 

und hat den Betrag: 
1 

2 D 1 / 1 - D a  
Zu einfachen Ausdriicken fuhren wciterhin die Grenz- 
fglle D=O und ~ ~ 1 .  xrn ungedgmpften pall n.=o 
folgt aus (8): 

*zmnl; = ~~ ~~- ~. 

1 
to = 2 ; &us (9) : zA ; 

cos 3 4 
4 
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G(~sc1iwindigkcit um dcii Uctrag 1 veriindern. Wiedcr 
cr111~lt man (lurch Aneinanderheftcn cntsprecliender 
Tci1stu;~lrc der freim Scliwingung (3) die resultierende 

I 

Bild 5 

crzwungciic G I  undschwinguiig. In Biltl 5, sind drci 
dcrartige Fdllc gczcichnet wordcn. Die Ubergangs- 
bediiigungcn iautcn jetzt : 

Jhirch Einsetzen von (3) folgen daraus die 1ntegr:t- 
tionskonstanten xz4 und to: 

3 

2 

t 
* 1  

Ihs  Alnximum clcr Amplitude wird - wic im vorhcr 
1)c.handc~lten Fall - aus ( 5 )  ermittelt. Fur hohe Ifre- 
qurnztw, bei tfenen der GriiBtwert der Amplitude in 
dm Kiiickstcllen sclbst liegt, also fur 

0 < ~ m r r l :  < 
p i t  cinfach: 

,-- 
Z7,L,( G = .L’ (0) = z.1 cos 1. 1 - D’ T o .  

Ihs  Ergebnis dcr duswcrtung zcigt Bild 6. Dabei ist 
tlvr OrtlinatenmslJstab gegcniiber den Hildcrn 3 und 4 
vctrdoppclt worden. Der bcmerkenswerteste Unter- 
whied gegeniiber Bild 3 brstcht darin, dall die Reso- 
nanzkurven jctzt  fur S = O  bercits mit positiver Stei- 
gung beginnen. Das Zustandckommcn diescr Tat- 
sache liWt sich sofort BUS einem Vergkich dcr cntsprc- 
chrnden Schwingungsbildcr Bild3 und 5. oberc Kurvcn, 
crkliren. 

Der Orenzfall D = 0 crgibt jctzt: 

T l z  z --+2, 
0 - 2  4 

I 
.K‘i = ~ fur 6.2 1. 

“71 2 cos -,- 

I 
it 

4 

3 

2 

I 

- 0  

d -~ c 
Bild G 
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I m  Grenzfall D = 1 hat man: Dss Maximum liegt h i :  

3 

2 

1 

- 0  

d D 

Bild 8 
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3. E r r c g u n g  d u r c h  per iodischc  StijDc i n  
g le icher  R i c h t u n g  

Wirken dic St6Dc stcts nur in eincr Richtung - 
was in der Praxis hiiufiger vorkommt, als der unter 2. 
behandeltc Pall -, so gcltcn die Ubergangsbedin- 
gungcsn : 

x(0) = x(tp) ,  

D u a u s  folgt in ublicher Weise: 

I)ic Schwingung ist jetzt unsymmetrisch zur Glcich- 
gcwichtslage 2-0. Sie besitzt eine mittlerc Abwei- 
chung x,, voii dieser und einc halbc Amplitude x(1 
gcgenubcr der urn xm vcrschobcnen Mittellago. ICs 
w i d  gesetzt: 

(lo), 
1 
I . * . *  

1 
xm=;i(xmXl + X m 5 2 ) ,  

1 
Xd = - ( x m  21 -xmaz2), 

wobci die xmaS wieder aus (5) folgen. Jedoch mu13 
in ( lo)  an Stellc zmz2 s t r ts  x(0) eingcsctzt werden, 
€a1 lii 

(xmnx2 - xm1< Ix(0) - NmI. 

I)ic Auswertung zeigt Uild 7 fur xd, Bild 8 fur xm- 
Debei ist gegeriiiber den bisherigcn Rildern der Ab- 
szissenmafistab verdoppclt worden. WBhrend das 
Rcaonanzgrbirgo friiher bci jedem ungeraden ganz- 
zahligcn Wert von 6 ein Maximum zeigte, t r i t t  jetzt 
bei jcdem ganzzahligen S ein Maximum auf. Diese 
Tatsache liiI3t sich physikalisch durch den Fortfall der 
Bremswirkung dcs QegenstoDes im Falle 2 leicht 
er k Iliren. 

In Bild 8 ist die D-Achse nach hinten positiv ge. 
zeichnet worden, um das Gebirge iibersichtlichcr zu 
machen. 

Wieder ergeben die Grenzfiille einfache Lfisungen. 
0 == 0 gibt: 

LJ = 1 gibt: 

X d ' 1 X  2 4 (c;?I). 

Ostaschkow, UdSSR. K. Magnus. 

Knic kung ell i pt isc her Ring e. 
1. F r a g e s t e l l u n g  

Im Zusammenhang mit Fragen der Tragfiihigkeit 
von Strcckmausbauten im Bergbau interessiert die 
Kenntnis der kleinsten Knicklast eines elliptischen 
Ringes untcr einer speziellen AuDenbelastung. Man 
bcmutzt in  dcr Praxis nlimlich neuerdings elliptisch 
gcformte, geschlosssene Streckenbfigen und versucht, 
d l~s  Achsc~nverhiltnis der Ringe so zu dimensionieren, 
daD dcr AuDendruck des Gebirges im unverformten 
Ring krinc Biegespannungen hcrvorruft. Nimmt man 
an, dal3 diever Idealfall tatsachlich verwirklicht ist, so 
i R t  damit, wie sogleich gezcigt wird, cine spezielle Be- 
lastung Z = - ~ ' vorgegeben. Hierin bedeutet Z 

die in Richtung der Ringnormalen wirkendc Last j e  
Lingcnc4nheit des Umfangs, - S die konstante Nor- 
malkraft ( S  < 0, Z > 0, fur  Druck) im Ring und R,( 8) 
tlcn Krummungsradius der unverformten Ellipse, ab- 
hiingig von dem Winkel 6 der Normalen gegen einc 
feste Richtung (vgl. Bild 1). Die Rerechnung der kri- 

f i O ( 6 )  

I 

Bild 1 

tischenAuBenlastZkIaI3tsichnach A. L o c k s c h i n  [l] 
auf die Berechung der kritischen Normalkraft Sk als 
Eigcnwert eincs Eigenwertproblemes mit gewissen 
Besonderheiten zuriickfiihren. 

2. H e r l e i t u n g  d e r  B e u l g l e i c h u n g  
In  den Gleichgewichtsbedingungen fur ein ebenes 

Element des gekriimmten Stabes mit fehlender Tan- 
gentialbelastung (vgl. z. B., .[2]) : 

S ' + Q r O ,  Q ' - S - Z R = O ,  M ' - Q R = O .  . (1)  

werdcn a d e r  der Querbelastung Z und dem Kriim- 
mungsradius R des verformten Stabes auch die Nor- 
malkraft S, die Querkraft Q und das Biegemoment M 
als Funktionen von 8 betrachtet und die Differen- 
tiationen nach 6 werden durch einen Akzent be- 
zeichnet. Zunilchst verlangen die Gleichungen (1)  fur 




