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Der Vergleich der theoretischen FFormel mit den experimentellen Formeln ergibt

fiir Re, = 107 fiir Re, = 10°
nach Schénherr ¢; = 0,00293 ¢; = 0,00156,
nach Schultz-Grunow ¢ .= 0,00294 c; == 0,00145,
Formel (72) ¢, == 0,00308 ¢; = 0,00160.

VI. Zusammmenfassung

Unter Zugrundelegung des Prandtlschen Schubspannungsansalzes werden die Differential-
gleichungen der turbulenten Grenzschicht an der lidngsangestrémten ebenen Platte in zwei
Schritten von der Wand her inlegriert. I%ir den iibrigen Bereich der Grenzschicht wird die
erhaltene Lisung als Approximation herangezogen. ks wird die Geschwindigkeitsverteilung fiir
die Lings- und Querkomponente berechnet und einec Widerstandsformel aufgestellt. Ferner
wird das Wachstum der Grenzschicht in der Asymptote berechnet. Bei passender Wahl der
empirischen Koeffizienten der Theorie erhalt man gule Ubercinstimmung mit den experimentellen

Ergebnissen.
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KLEINE MITTEILUNGEN

Erzwungene Schwingungen des linearen
Schwingers bei nichtharmonischer Erregung.

Bei der Behandlung der erzwungenen Schwingungen
wird in den meisten Lehrbiichern nur der Fall der
harmonischen Erregerkraft ausfithrlich behandelt und
der allgemeinere Fall einer periodischen, nichtharmo-
nischen Erregung mit dem Hinweis auf das Fourier-
sche Theorem und das beilinearen Systemen geltende
Superpositionsprinzip abgetan. Damit wird zwar das
Problem im Prinzip geldst, jedoch ist die zahlenmiiBige
Ausrechnung meist mithselig und zeitraubend. In
Sonderfillen kann man jedoch auf vollig clementarem
Wege zu Lisungen kommen, die weniger Aufwand zu
ihrer zahlenmi@igen Auswertung erfordern.

Wir betrachten den lincaren gedimpften Schwinger,
dessen freie Schwingungen durch die Gleichung i

(D

mi-+dzrter=0. ..
beschrieben werden. Durch Einfithrung der ncuen
Zeit
c

T = i
m

laBt sich (1) in die dimensionslose Form

] dw
d“l—z—}_ ZDE—}—- z=0 ... .. (2)
bringen, wobei
p—=_1_
2VYme

eine dimensionslose Gro8e (das Lehrsche Dimpfungs-
maf) ist. D=0 gibt den ungedimpiten Schwinger,
D=1 den aperiodischen Grenzfall. Die Losung von (2)
lautet:

vs=1x46 PTeos Y1 —D¥(x —75) . - - (3).
Die Bedeutung der Integrationskonstanten z4 und 7,

geht aus Bild 1 hervor. Die Zeiten, zu denen die
Schwingungsamplitude Maxima erreicht, folgen aus:

D
'ogl/l—1)2(r,m—150)=—V1_A_D_2 L. (4)

Die Maxima selbst sind:

nm

—D (Tma:c |
Zmas = w4 V1 — Die

1’1;;’174)

=0, 1,2+++(5).
Diese bekannten Beziehungen iiber die freien Schwin-
gungen sollen dazu verwendet werden, die Lésung
auch fiir erzwungene Schwingungen aufzubauen. Es

wird dabei — wie das itblicherweise auch bei harmo-

i

|

nischer Erregung geschieht — nur der eingeschwungene -
Zustand betrachtet, der sich nach Abklingen von
Eigenschwingungen im Laufe der Zeit stets einstellt.

1. Erregung durch eine periodisch wechselnde
Kraft konstanten Betrages.

Wir withlen den Betrag der Kraft so, daB die durch
sie bewirkte Verschiebung der Gleichgewichtslage des
Schwingers gleich der Einheit wird. Die Zeit einer
vollen Periode des Kraftwechsels sei7,. Dann springt
die Gleichgewichtslage zg47 joweils nach der Zeit 7p/2
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von --1 nach -1 oder umgekehrt (Bild 2). Die Auf-
gabe besteht nun darin, in die midanderférmige Kurve
der Gleichgewichtslage solche Teilstiicke der freien
Schwingung von Bild1 hereinzulegen, dafl ecine
stetige, knickfreie Kurve entsteht. In Bild 2 ist das

Xl

et s it e ettty

xic)

Z’p
0<Vi-D? p<2X

S AN
A N

2w <V1-D% 1< 4

~/\ o

J

Nay
\/ I;J[<W fp<5]l."

Bild 2

fiir drei verschiedene Werte von 7, angedeutet. Be-
zeichnet # die um den Betrag 1 verschobene Schwin-
gung, so mufl gelten:

dr dz
(E)(r;o):_(d—r)<r_¥) N ()]

Durch Einsetzen von (3) folgt aus (6) eine Bestim-
mungsgleichung fiir 7,:

tg VI — Dry=

D
2] A, —ee T
<4/ o . P

<1 I— DEsin}1— D2

<

+ Deos Vﬁiﬁ%’)

T,
-p?
) _ P —— — T, —— T
Y1—D2 1 (|/1—1)2 cos Y1—12 7” — Dsin Y117 5”)

(8)
und aus (7) eine Gleichung fir 24:
2
x4 - . (9).

e ey - ‘_Tl — = Tp
cos J1—D%ry ¢ cos Y1 — D? 5 %o

Damit sind die Kenmwerte der Schwingung hestimmt.
Zur Berechnung der Resonanzkurven kann man nun
wic folgt vorgehen: Fiir gegebenes D und 7, wird
aus (8) 7, bestimmt, dann aus (9) Z 4, aus (4) Tmaz und
aus (5) Tmge. SchlieBlich wird zpge aus Zmgee durch
Hinzuzihlen bzw. Abziehen der Einheit gebildet, je
nachdem, in welchem Bereich 7, liegt bzw. welches
der beiden ersten Maxima Zpge den gréfBten Betrag
fiir &paq ergibt. Das Ergebnis der Auswertung zeigt

Bild 3. Dort ist als Abszisse § = ZTLn , also das Ver-

hiltnis von Eigenfrequenz des Schwingers zur Erreger-
frequenz aufgetragen. Das ist im vorliegenden Fall
zweckmiBiger, als die iibliche Auftragung der Reso-
nanzkurven iiber dem Kehrwert 1/8, also dem Ver-
hiltnis von Erregerfrequenz zur Eigenfrequenz, weil
so die Maxima besser getrennt werden. Zum Vergleich
ist in Bild 4 das bekannte Resonanzgebirge fiir har-
monische Erregung in der gleichen Weise dargestellt
worden, Es zeigt sich, daf die Werte des ersten
Maximums von Bild 3 rd. 20% gréfer sind, als die
von Bild 4. Fiir § <C1 ist zwischen beiden Resonanz-
gebirgen kein wesentlicher Unterschied festzustellen.
Dagegen sind die Unterschiede fiir § >>1 beachtlich.
Sie bestehen erstens im Auftreten weiterer Maxima,
die allerdings nur bei geringer Diampfung merklich
werden, sowic in der allgemeinen Hebung des Ampli-
tudenniveaus, das auch im Grenzfall § - co iiber 1

-1 6
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bleibt. Das ist physikalisch sofort einzusehen, denn
auch bei auBerordentlich kleiner Frequenz des Kraft-
wechsels wird das plotzliche Umschalten der Kraft-
richtung stets zu einer Schwingung anregen, die dber
die Gleichgewichtslage hinausschiefit. Bei sehr lang-
samen Kraftinderungen — wie sie bei harmonischer
Erregung kleiner Frequenz auftreten — kann dagegen
die Amplitude den Wert 1 nicht tibersteigen

Die Lage und der Betrag der Resonanzmaxima 1ilt
sich leicht errechnen. Ein Maximum tritt stets auf,
wenn mit der Kraftrichtung auch die Schwingungs-
richtung wechselt, denn dann wird — verglichen mit
den moglichen Nachbarbewegungen —- am meisten
Energie in das System hercingepumpt. Aus (8) und (4)
folgt, dafl dies der Fall ist fiir

ferner aus (4): Typge =19+ n 7@,

n=1,23,...
und schlieBlich:

1]

Fl=

Tmazr = T4 - T 1,
”

oS —
4

wobei das Minuszeichen nur fir 6<C1 gilt. Die ver-
schiedenen Aste der Resonanzkurve sind also fir
D=0 villig gleich; selbst der Anstieg des ersten
Maximums cntspricht dem aller anderen, ist jedoch
um den Betrag 2 nach unten verschoben. Die Dicke
der Resonanzmaxima nimmt in der D-Richtung
rasch ab.

Im Sonderfall D=1 (aperiodischer Grenzfall) hat
man als Lisung von (2) zu setzen:

Tp n o =
=g = n=13,5 17 ... o -
=% y1—D r=ax4(1+ct)ec .
6 6
5 5
4 4
3 3
|
X
2 2
1 7
9 0 ~ -0
2 /1
/4,5 0,5
10 1 17,0
0 7 2 3 4 5 [ 7 8

g —————t—

In den Fallen » == 2, 4, 6, ... ergeben sich Minima
der Resonanzkurven, weil dann ein GréBtbetrag der
bei einer Hinschwingung hereingepumpten Energio
bei der Riickschwingung wieder abgegeben wird, Die
Extrema selbst haben den Betrag:

7"_1):1
Vi pi
20 >
Togty = —— D + 1, n=1 2, ...
i
14+ (—1)%

Im Falle harmonischer Errcgung liegt das Maximum
bei

(S = *;i:
V1 —2 D2
und hat den Betrag:
1
Tmar == — =
2DYy1—D?

Zu einfachen Ausdriicken fithren weiterhin die Grenz-
fille D=0 und D=1. Im ungeddmpften Fall D=0
folgt aus (8):
Tp; aus (9):z4 = _,;1_,,;
4 Tp
cos -~

Ty =

Bild 4

Die Bedingungen (6) und (7) fithren jetzt zu den
Werten:

T
1+ ¢ i
€ = - % ’
—P
2
| (1 %)
- 2
T g = - s
o, -
Lo “{ltey
und schlieBlich zu:
c—1

Tmar = TAC0

2. Erregung durch periodische St58e
wechscelnder Richtung

Ein auf den Schwinger wirkender Sto8 verdndert
dessen augenblickliche Geschwindigkeit sprunghaft.
Die Amplituden-Zeit-Kurve bekommt also im Augen-
blick des Stofles einen Knick, bleibt aber in der
Amplitude stetig. Wir nehmen an, dal die auf den
Schwinger wirkenden periodischenSt&8e seine jeweilige
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Geschwindighkeit um den Betrag 1 veriindern, Wieder
erhiilt man durch Aneinanderheften entsprechender
Teilstiike der freien Schwingung (3) dic resultierende

0<V1-0 " <20

/\ 2;z<f1707rp<;\f/

4n<it-02 7, <bxw

A N

erzwungene Grundschwingung. In Bild 5 sind drei
derartige Fille gezeichnet worden. Dic Ubergangs-
bedingungen lauten jetzt:

2 — T
cos Y1 — D2 ;1

»
Py i)

3 —
¢ sin)fl — D 5

— D :[7’
2 L 9 Tp
sinfl— 12 5 Tl

VI—D2} sin J1—D? 74—

Das Maximum der Amplitude wird — wie im vorher
behandelten Fall — aus (5) ermittelt, Fiir hohe Fre-
quenzen, bei denen der Grébtwert der Amplitude in
den Knickstellen selbst liegt, also fiir

T
2
0 < Tpag << o
2

gilt einfach:

Tmar = 2(0) = 24 cos Vl___bgg Zo-

Das Ergebnis der Auswertung zeigt Bild 6. Dabei ist
der Ordinatenmaflstab gegeniiber den Bildern 3 und 4
verdoppelt worden. Der bemerkenswerteste Unter-
schied gegeniiber Bild 3 besteht darin, dal die Reso-
nanzkurven jetzt fiiv =0 bereits mit positiver Stei-
gung beginnen, Das Zustandekommen dieser Tat-
sache 148t sich sofort aus einem Vergleich der entspre-
chenden Schwingungsbilder Bild 2 und 5, obere Kurven,
crkliren,

Der Grenzfall D =0 ergibt jetzt:

T _® T
x(O)_—_—x(E”>, =gty
do\ L fdo) xA:éthf fir 8<1,
dT =0 dr (‘z.—_ »2,’?) “
L= L fie 6> 1.
Durch Einsetzen von (3) folgen daraus die Integra- 2 cog 2P
tionskonstanten 24 und 7,:
I — - - 3
22— - L1 2
1 e M- - e — 1
/ \ /, - T S N~ -
D B — 4 /
- - 71_, ___/ / / L
o 0 I A —, 7 0
/ o 7 - 7 7
//05 VA 0,5
/ IR
10
G 7 2 3 5 * 5 6 7 8’
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Im Grenzfall D =1 hat man:
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Das Maximum liegt bei:

¢c—1

Tmaz = -

¢
und hat den Betrag:

—7T,
Tpaz == B4 e T
Es wird jedoch nur im Falle 0 < ty4n << - wirklich
. . _Tp .
erreicht. Fir ryqe > —j" gilt:
2

Tmax = ¥(0) = r4.
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Bild 8
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3. Erregung durch periodische Sté8e in _e—-1

gleicher Richtung _1 ¢
: s o . Tm =g TANCE +1/,
Wirken die Stofe stets nur in einer Richtung — 2
was in der Praxis hiiufiger vorkommt, als der unter 2. _e~1
bghapdelto Fall —, so gelten die Ubergangsbedin- Tg — 1 zal\ce © —1/.
gungen: 2
z(0) = z(zp), Ostaschkow, UdSSR. K. Magnus.

dx _[d=z 1
dT Jr=0 dt (1:11”) I

Daraus folgt in tblicher Weise:

~Dz
1-—e¢ Z’cossl/l-—l)zn,
—Drp A ’
e sin )1 — 152 Ty

tg V1 -— D27y =

X4 =
1

I - -Dz o
VIZD |sinYT-IR 1y + ¢ Psin Y1_DE (1 —7,)

Die Schwingung ist jetzt unsymmetrisch zur Gleich-
gewichtslage #=0. Sie besitzt eine mittlere Abwei-
chung z,, von dieser und eine halbe Amplitude x4
gegeniiber der um a2y, verschobenen Mittellage. Is
wird gesetzt:

1
fvm=§(1‘mam1+wmz2), ]
(10),
wd:§(xmax1——xmaz2), l

wobei die #pyqe wieder aus (5) folgen. Jedoch muB
ifn (10) an Stelle zmaz2 stets £(0) eingesetzt werden,
alls

|2maze — #m| < |2(0) — vm|.

Die Auswertung zeigt Bild 7 fiir a4, Bild 8 fiir p-
Dabei ist gegenitber den bisherigen Bildern der Ab-
szissenmalstab verdoppelt worden. Wihrend das
Resonanzgebirge frither bei jedem ungeraden ganz-
zahligen Wert von 6 ein Maximum zeigte, tritt jetzt
bei jedem ganzzahligen & ein Maximum auf Diese
Tatsache a3t sich physikalisch durch den Fortfall der
Bremswirkung des Gegenstofes im TFalle 2 leicht
erkliren,

In Bild 8 ist die D-Achse nach hinten positiv ge-
zeichnet worden, um das Gebirge iibersichtlicher zu
machen,

Wieder ergeben die Grenzfille einfache Lisungen.
D =0 gibt:

Tp
Ty —= —
0 2 »
1
x4 = 7
2sin~§
Tm =0
2g == 1 filr Tmaze <<1yp;
. Tp
sin —
2 si 5
1 Tp
xm“ZCOth )
. _lt Tp fiir Tmaq;2>‘l’p.
¢ =1%7
D=1 gibt:
e P _1
e = 3
Tp
1
T4 = —

Knickung elliptischer Ringe.

1. Fragestellung

Im Zusammenhang mit Fragen der Tragfihigkeit
von Streckenausbauten im Bergbau interessiert die
Kenntnis der kleinsten Knicklast eines elliptischen
Ringes unter einer speziellen AuBenbelastung. Man
benutzt in der Praxis nimlich neuerdings elliptisch
geformte, geschlosssene Streckenbégen und versucht,
das Achsenverhiiltnis der Ringe so zu dimensionieren,
dafl der AuBendruck des Gebirges im unverformten
Ring keine Biegespannungen hervorruft. Nimmt man
an, daf} dieser Idealfall tatsichlich verwirklicht ist, so
ist damit, wie sogleich gezeigt wird, eine spezielle Be-

lastung Z = vorgegeben, Hierin bedeutet Z

Ry (8
die in Richtung 3£>r )Ringnorma,]en wirkende Last je
Lingencinheit des Umfangs, — S die konstante Nor-
malkraft (8 << 0, Z> 0, fiir Druck) im Ring und Ry(#)
den Kriimmungsradius der unverformten Ellipse, ab-
hingig von dem Winkel & der Normalen gegen eine
feste Richtung (vgl. Bild 1). Die Berechnung der kri-

e
e

gﬁl.?ﬁ

Bild 1

tischen Auflenlast Zx1it sich nach A, Locksehin [1]
auf die Berechnung der kritischen Normalkraft Sz als
Eigenwert eines HKigenwertproblemes mit gewissen
Besonderheiten zurtickfiithren.

2. Herleitung der Beulgleichung
In den Gleichgewichtsbedingungen fiir ein ebenes
Element des gekriimmten Stabes mit fehlender Tan-
gentialbelastung (vgl. z. B. [2]):

8§14 Q=0 ¢ —S—ZR=0, M —(¢R=0. . (1)

werden auller der Querbelastung Z und dem Kriim-
mungsradius B des verformten Stabes auch die Nor-
malkraft S, die Querkraft ¢ und das Biegemoment M
als Funktionen von & betrachtet und die Differen-
tiationen nach & werden durch einen Akzent be-
zeichnet, Zunachst verlangen die Gleichungen (1) fiir





