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Beitrage zur Dynamik des kraftefreien, kardanisch 
gelagerten Kreisels 

Von K. Magnus in Freiburg/Br. 
Die Tragheitsmomente der Aufhangung beein flussen die  Nutationsbewegungen kardanisch gelagerter Kreiad. 

Bei symmetrischen Kreiselrotor fuhren sie - wie bereits bekannt - auch bei vollkommen reibungaloser Lagerung 
zu einer Auswanderung der mittleren Achsrichtung unter dem Einf lup der Nutationsbewegungen; bei meymme- 
trischen Kreiael beeinfluasen sie die Stabilitatsbedingungen. Bekde Effekte werden in der vwliegenden Arbeit 
in Abhangigkeit con der Schragatellung dea inneren Kardanringes untersucht. 

The moments of inertia of  the suspension influence the movementa of nutation of gyroawpes witqcardan bearing. 
A t  a symmetrical gyro rotor they lead - as is already known - etea at a bearing without any  friction to a 
deviation frcm the middle direction of the axe under the influence of the movementa of nutation; at a n  unayrn- 
metrical gyroscope they injluence the wnditions of stability. In the present article both effecta are examined 
in dependence on the oblique position of the inner cardan ring. 

Lea momenta de lenteur de la suapenaion influencent lee mouvementa de nutation de toupies couchdes bla 
Cardan. Aroteur de toupie symdtrique ila cduisent,comme on aait deja,lora mgme que les toupiea sont m c h &  
aana aucune friction, b une diversion de la direcction moyenne de l'axe sous l'influence des mouvementa de 
nutation; b toupieaaymdtrique ils influencent lee conditionsde stabilitd. Dana l'article prdaentl es deux effeta aont 
examinds en dependunce de la pai t ion oblique de l'anneau intdrieur de Cardan. 

MoMeHm mepqm ~ O A B ~ C K H  BJIHIIKIT Ha HyTaqnoHasre A B H ~ ~ H H I I  mnpocKonoB na KapAamoi 
onops. B c n y w e  cauu~~panuoro poropa milpoxcona om, KBK H ~ B ~ ~ T H O ,  Buaumm - game 
I I ~ E  cosepmen~o C B O ~ O ~ H O &  OT T ~ H H ~  onope - K mememe CtpeqHero H B U ~ B B ~ ~ H H ~  O ~ H  
 no^ BnmmeM H Y T ~ ~ H O H H N X  nBHmeHnik, a B cnnae  necnmfeTpnnecKoro mqocrcona OHH B ~ I ~ S I O T  
Ha y c ~ ~ o ~ n a  yc~oiisn~oc~n. B HacToRqet pa6ol.e o6a 344ele~a HccneAyIoTca B BLBHCHMOCTEI OT 
HBKJIOHHOPO nonoxceHaa KapAaHHoro Konbqa. 

1. Aufgabenstellung 
Bei Kreiselmodellen findet sich neben der sehr geeigneten Spitzenlagerung (zum Beispiel 

bei den Modellen von M a x w e 11 , von K 1 e i n und von B o b y 1 e w) schon fruhzeitig die 
kardanische Aufhlngung (zum Beispiel bei den Geraten von B o h n e n b e r g e r und S c h u - 
1 e r ). Die vielseitige Verwendbarkeit der Kardanlagerung hat zu einer immer hlufigeren An- 
wendung bei Unterrichtsmodellen und Kreiselgeraten gefuhrt. Sie beeinfluot jedoch das Ver- 
halten des Kreisels in doppelter Hinsicht : einerseits tritt wegen der besonderen kinematischen 
Bewegungsverhaltnisse des Kardansystems der haufig behandelte sogenannte ,,kardanische 
Fehler" auf, andererseits ergeben sich auch dynamische Einflusse wegen der nicht immer zu 
vernachlassigenden Massen der zur Aufhlngung verwendeten Kardanringe. Nachdem bereits 
G r a m m e 1 auf diese Einflusse aufmerksam gemacht hat, durften die ersten ausfuhrlicheren 
Untersuchungen auf N i k o 1 a i zuruckgehen. Wesentlich weitergefuhrt wurde das Problem 
spater durch S e e b a c h und S e y f a h r t und, auf diesen aufbauend, durch S t e 11 - 
m a c h e r. Die Berechnung des kardanisch gelagerten, symmetrischen Kreisels gelang mit 
elliptischen Integralen, deren Auswertung zahlenmal3ig durchgefuhrt wurde. Daruberhinaus 
gelang es S e e b a c h eine Naherungsformel fur die Auswanderung der Impulsachse eines 
kraftefreien Kreisels unter dem Einflul3 der Nutationen fur den Fall kleiner Schraglagen des 
inneren Kardanringes abzuleiten. Die Untersuchungen von S e y f a h r t und S t e 1 1 m a c h e r 
befassen sich insbesondere mit dem Verhalten des Kreisels in der Umgebung der sogenannten 
,,Clinch-Stellung", die dann auftritt, wenn der innere Kardanring um 90" gedreht wird. uber 
den unsymmetrischen, kardanisch gelagerten Kreisel sind bisher nur Untersuchungen von 
F u c h s bekannt geworden, die den EinfluI3 einer Raumfesselung auf den Kreisel behandeln, 
sowie Arbeiten von W e i g a n d uber den elastisch gelagerten Motor mit zweiflugeliger Luft- 
schraube. 

Die vorliegende Arbeit soll die bereits vorhandenen Berechnungen zum symmetrischen, 
kardanisch gelagerten Kreisel durch Ableitung einer Formel erganzen, bei der lediglich die 
Amplitude der Nutationsschwingung als klein vorausgesetzt wird, nicht aber der Schraglagen- 
winkel des inneren Kardanrahmens. Weiterhin soll auch der unsymmetrische, kardanisch 
gelagerte Kreisel untersucht werden, mit dem Ziel, den an geeigneten Kreiselmodellen leicht zu 
beobachtenden Effekt der Instabilitat des unsymmetrischen, kardanisch gelagerten Kreisels in 
bestimmten Schrlglagenbereichen des inneren Kardanringes quantitativ zu erfassen. 

2. Koordinstensysteme und Ausgangsgleichungen 
Ein kardanisch gelagerter Kreisel (Bild 1) I), besteht aus einem Drei-Korper-System, bei 

dem der Rotor (gekennzeichnet durch den Index I?) im inneren Kardanring (gekennzeichnet 
1) Die Skizze yon Bild 1 entspricht einem von den Physikslischen Werkstatten, Gottingen, hergcstclltrn 

Lehrmodell, mit dem die am SchluE der Arbeit genannten Messungen durchgefiihrt wurden und fur das die zahlen- 
mPEigen Auswertungen der Bilder 3, 4 und 6 gelten. 



durch den Index J) gelagert ist. Dieser wiederum ist mit dem raumfest gelagerten auBeren Kar- 
danring (gekennzeichnet durch den Index A) verbunden. Zur Berechnung dieses Systems konnen 
zwei Wege eingeschlagen werden: entweder geht man vom Energiesatz aus und gelangt dann 
iiber die L a g r a n g e schen Gleichungen zu den gesuchten Bewegungsgleichungen oder aber 
man setzt die E u 1 e r - Gleichungen fur die Bewegung eines starren Korpers fur jeden der drei 
Einzelkorper an und kombiniert diese vermittels der zwischen den entsprechenden korperfesten 

Systemen geltenden Transformationsformeln. An 
dieser Stelle sol1 das zweite Verfahren gewtihlt wer- 
den, da es gewisse Vorteile bei der Behandlung des 
unsymmetrischen Kreisels besitzt. Fur die vor- 
liegende Rechnung werden aul3er einem Inertial- 
system Z drei korperfeste Systeme ZA ZJ ,ER ver- 

Bild 1 Bild 2 

wendet (siehe Bild 2). In der Grundstellung sollen die entsprechenden Achsen aller Systeme 
zusammenfallen. Abweichungen von dieser Grundstellung werden durch die Winkel a, #I und q 
beschrieben. Da jedes der Systeme gegenuber dem vorhergehenden nur Drehungen urn korper- 
feste Achsen ausfuhren kann, so werden Transformationen von einem System in das andere durch 
die folgenden Matrizen beschrieben: 

Transformation von ,Z nach Z A :  

. . . . . . . . . .  * (1). 
cos O /  a 

I.=( -sin 0 fl 0 1 cos 4 f l  

S3 = sina, cosrp "i . (3)- 
1 0  0 1 

1 0 

1 0  sin LY 
& =  0 COSQ -sin& 

Transformation von ZA nach Z,] : 
cosb 0 sinp 

. . . . . . . . . . .  * (2). 

'I'ransformation von ZJ nach Z R :  c 

cosrp -sinq~ 
. . . . . . . . . . .  

Die Trtigheitsmomente der Einzelkorper werden in unmittelbar verstandlicher Weise wie folgt 
bezeichnet : 

fur den Rotor: @sR @gR @zR 

fur den Innenring : @zJ @gJ @zJ 

fur den AuBenring : @ x A  @yA @ s A *  

Es wird bei der vorliegenden Rechnung angenommen, da13 alle diese Tragheitsmomente Haupt- 
triigheitsmomente darstellen, so daB die Deviationsmomente bei der Aufstellung der Bewegungs- 
gleichungen herausfallen. Die nach korperfesten Koordinatenachsen genommenen Komponenten 
der Absolutdrehung der einzelnen Korper werden mit 
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bezeichnet. Dann folgen die Bewegungsgleichungen aus der Komponentenzerlegung der E u 1 e r - 
Gleichung : 

Dabei ist 3 der Impulsvektor, dessen zeitliche hderung im korperfesten System zu nehmen ist, 
Aus (4) folgt : 
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. . . . . . . . . . . . .  $ + [ u 3 ] = % .  * (4). 

fur den Rotor: 

. . . . . . . .  * ( 5 ) 9  1 
I 
1 

i 
i 

@sR UsR - ( @ g R  -- @zR) u y R  uzR = MsR 3 

@yR U g R  - (@zR - @sR) uzR %R = H y R  Y 

@zR &zR - (@sR - @yR) %J %R = M z R  
fur den Innenring: 

. . . . . . . .  * (61, 

. . . . . . . .  (7). 

@EJ 'sJ - ( @ g J  - @ z J )  WuJ UzJ = MsJ 3 
@yJ UyJ  - ( @ Z J  - 0,) uZJ %J = Mu.? Y 

@zJ U Z J  - (@SJ  - @&I) W s J  UgJ = MzJ 
fur den AuBenring : 

@#A U S A  = MsA Y 

0 "&A , 
0 = M z A  

Da an dieser Stelle lediglich der ,,kriiftefreie" (besser : momentenfreie) Kreisel untersucht werden 
soll, so sind als Momente nur die inneren Momente einzusetzen, die zwischen den Korpern auf- 
treten. Zwischen diesen und den entsprechenden Reaktionsmomenten im Nachbarkorper bestehen 
die Beziehungen : 

. . . . . . . .  - (W, 1 
I 

MdeR = M& cos q~ + MiJ sin 9, 
.Mg~=-MLjSinpl  f M ; j C O S f p ,  

MzR = - M:j 

. . . . . . . .  * (9h 

(10). 

Msj = - M& + M A A  cos b - MiA sin p , 

MzJ = M ~ A  sin + MiA cos 
M y j  = - M;j  

. . . . . . . . . .  
M#A = - MLA 
M g A =  0 
M z A  =-- ;A f = o  

Dabei sind ML J ,  Mi und MiJ die Komponenten des vom Rotor auf den Innenring ubertragenen 
Moments, genommen im System ZJ.  M;ld und Mi* sind die Komponenten des vom Innenring 
auf den AuBenring ubertragenen MomenteS genommen im System ZA. Mz ist das voni Gehsuse 
uber das fiuBere Kardanlager auf den AuBenring ubertragene Moment genommen in CA. 

3. Der symmetrische Kreisttl 
a. Die Bewegungsgleichungen. und ihre  Losung 

Der kardanisch gelagerte Kreisel besitzt drei Freiheitsgrade. Es geniigen also drei Koor- 
dinaten, seine Bewegungen eindeutig zu beschreiben. Als diese Koordinaten werden die bereits 
zuvor genannten Winkel a, p und tp gewfihlt, die am System unmittelbar zu sehen sind und leicht 
gemessen werden konnen. Sie hangen mit den in den Gln. (5), (6) und (7) vorkommenden Drehungs- 
komponenten wie folgt zu sammen : 

Bei der Bestimmung des WinkelsqI hat man zwei Falle zu unterscheiden, je nachdem, ob der 
Rotor einen Antrieb besitzt oder nicht. 1st kein Antrieb vorhanden, also in der dritten G1. (5) 
MzR = 0, so bekommt man fur den symmetrischen Kreisel wegen OsR = egR = OR sofort 
kzR = 0 und damit unter Berucksichtigung der Transformation (2): 

uzR =ip+drsin@ =const =a . . .  . . . . . . .  (12). 

Im anderen Grenzfall, bei dem der Rotor durch einen Antrieb relativ zum Innenring auf kon- 
stanter Drehzahl gehalten wird, hat man4 =const zu setzen. Damit das moglich wird, muB 
MsR so dimensioniert werden, daB 4 = const herauskommt. Ohne die Rechnung im einzelnen 
dwcbufiihren, sieht man jedoch sofort eip, daB die Ergebnisse ganz analog depep 4n Falle eipes 

dr =u@A; fl = u y J ;  ip = UZR - u, . . . . . . . .  (11). 
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Kreisels ohne Antrieb sind, nur hat man anstelle des Triigheitsmomentes OzJ stets den Wert 
O,,, + OzR einzusetzen. Das Reaktionsmoment des zum Antrieb notwendigen Momentes wirkt 
sich so auf den Innenring aus, als ob dessen Tragheitsmoment um die z-Achse urn den Betrag 0 , ~  
vergronert ware. Fur die in der vorliegenden Arbeit zu betrachtenden schnellen Nutations- 
schwingungen kann unbedenklich der Fall eines Kreisels ohne Antrieb (MzR = 0) angenommen 
werden. Selbst wenn der Kreisel einen Antrieb besaBe, so wirkte sich dieser in der kurzen Zeit 
einer Nutationsschwingung praktisch nicht aus. Es wird also weiterhin mit der fur den nicht 
angetriebenen Kreisel geltenden Beziehung (12) gerechnet. 

Bei der weiteren Durchfuhrung der Rechnung werjen nun in den Gln. (5), (6) und (7) mit 
Hilfe von (11) und (12) unter Berucksichtigung von (1) und (2) die Drehungskomponentenu 
durch &, b und UJ ersetzt. Nach Elimination der nicht weiter interessierenden Lagermomente M 
erhalt man so die beiden Gleichungen: 

] . . (13). 

- _ _  __.___-- ___ 

oi [a, cos2 fi  + (@,A + OzJ) sin2 j3] + b - J cos fi  - dr 
f i  0,-& J cos j3 + dr2 sinj3 cosj3 D = 0 

Darin ist zur Abkurzung gesetzt worden: 

2 sin fi cos fi  D = 0 , 

0, = OR + O,, + OsA = Tragheitsmoment des Gesamtsystems um die x-Achse (aul3ere Kar- 

0, = O R  -+ 0,J z Tragheitsmoment des Gesamtsystems urn die y-Achse (innere Kardan- 
danachse) im Fall j3 = 0 , 

achse) , 
D = OR + 0,j - 0,j , 
J = @ R W  

Das System (13) geht im Falle j3= 0 ,  bei dem die Ebene des Innenringes senkrecht auf der 
Ebene des AuBenringes steht, in die bekannte linearisierte Form der Kreiselgleichungen uber : 

= Impulskomponente des Kreiselrotors um die Laufachse. 

O,Z + JP = 0 , O,#l-JJdr=O . . . . . . . . . . (14). 

Im Grenzfalle j3 = go",  bei dem die Ebenen beider Kardanringe zusammenfallen (sogenannte 
,,Clinch-Stellung") bleiben von (13) die auch unmittelbar abzuleitenden Gleichungen: 

Die strenge Losung des Systems (13), die im wesentlichen bereits bei S e e b a c h und S e y - 
f a h r t zu finden ist, sol1 hier nur kurz angedeutet werden. Der Rechnungsgang ist analog dem 
in den klassischen Fallen des schweren symmetrischen Kreisels oder des spharischen Pendels 
ublichen Verfahren. Die erste der Gln. (13) liiflt sich integrieren und ergibt mit einer Integrations- 
konstanten C: 

& [O, cos2 j3 + (@%A + eZJ) sin2j3] + J s i n  j3= C . . . . . . . . . (15). 
Beginnt man die Zeitziihlung an einer Stelle, an der & = 0 und j3 = Po wird, so gilt C = J sin Po . 
Somit folgt fur B :  

J (sin F0 - sin j3) 
0, C O S ~  j3 + (@%A + 08J) sin2 j3 

a =  . . . . . . . . . . (15a). 

Setzt man diesen Wert in die zweite der Gln. (13) ein, so f olgt : 

J 2  cos j3 (sin Po - sin j3) D sin j3 (sin Po - sin j3) 

Diese Gleichung laat sich in bekannter Weise durch eine Substitution ,$ = x losen. Man hat dann: 

und bekommt daraus durch einmalige Integration das Energieintegral : 

Die Energiekonstante C kann dabei durch geeignete Wahl des Energienullpunktes zu Null 
gemacht werden. Dann folgt: 
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und daraus : 

Dieses Integral 1li13t sich auf elliptische Grundformen zuruckfuhren. Die Umkehrfunktion ergibt 
,!? = /.?(t) . a wird dann aus (15a) durch nochmalige Integration gewonnen. 

b. A z i m u t a l e  A u s w a n d e r u n g e n  d e s  K r e i s e l s  u n t e r  d e m  E i n f l u D  
v o n  N u t a t i o n s s c h w i n g u n g e n  

Der an Kreiselmodellen leicht zu beobachtende Effekt der azimutalen Auswanderung beini 
Vorhandensein von Nutationen, der analytisch z. B. dem Effekt der Drehung der Ebene eines 
spharischen Pendels entspricht, kann naturlich durch Auswertung der strengen Losung zahlen- 
mPBig errechnet werden. Fur das Erkennen des Einflusses der verschiedenen GroOen sind jedoch 
Nliherungsverfahren vorteilhafter, da sie unter geeigneten Voraussetzungen zu expliziten For- 
meln fuhren konnen. Eine derartige Naherungsrechnung soll hier unter der Voraussetzung 
durehgefuhrt werden, daB die Nutationsamplitude klein bleibt. Die Schraglage des inneren 
Kardanringes soll dagegen keinen Beschrankungen unterworfen werden. Es wird also gesetzt 
p = Po + fi’ und dann sin p‘ - p‘ und cos p’ - 1 angenommen. Alle in p‘ quadratischen und 
hoheren Glieder werden vernachlassigt. Dagegen konnen die Geschwindigkeiten 03 und 6 nicht 
als klein vorausgesetzt werden. Es zeigt sich vielmehr, da13 gerade die in den Geschwindigkeiten 
quadratischen Glieder fur die Auswanderung verantwortlich zu machen sind. Die Beschrankung 
auf kleine Nutationsamplituden ist um so mehr gerechtfertigt, je  schneller der Kreisel umlauft. 
Lediglich im Falle des extrem langsam laufenden, taumelnden Kreisels kann sie unzuliissig 
werden. 

Unter der angegebenen Voraussetzung folgt nunmehr aus (13) das Gleichungssystem : 

(16). i ii@a - kj‘ D sin 2 po + j’ J cos po - p’ [ii D sin 2 po + j’ J sin po + & , i t  2 D cos 2 pol = o 
D 
2 

&,’@,+ a2- sin 28, - dr J cosp0 + P’ [a2 D cos 28, + c i  J sin Po] = 0 

Darin ist zur Abkiirzung gesetzt : 
@a = 0, C O S ~ P ~  + (0, + @sJ) sin2po . 

Das System (16) soll nun - wie dies bei Bhnlichen nichtlinearen Problemen haufig geschieht - 
durch Iteration gelost werden. Im ersten Schritt, bei dem nur die in a und p‘ und deren zeit- 
lichen Ableitungen linearen Glieder mitgenommen werden, hat man die harmonische Losung : 

mit 
9 (17) a = Aa sin nt , j3’ = A p  cos n t  . . . . . . . . . . 

J cos Po n = -  -- = Nutationsfrequenz , K@, 
131 = @ = Amplitudenverhaltnis . 

Die Ausdrucke fur Nutationsfrequenz und Amplitudenverhaltnis gehen fur den Fall ,!? = 0 in die 
bekannten Werte uber, die aus den linearisierten Kreiselgleichungen erhalten werden. 

Im zweiten Schritt wird die erste Ngherungslosung (17) in die zuvor vernachlassigten 
nichtlinearen Glieder eingesetzt, so daB ein System von zwei inhomogenen, aber linearen Diffe- 
rentialgIeichungen entsteht. Die in den nichtlinearen Gliedern vorkommenden Produkte der 
Veranderlichen konnen nach Einsetzen der Losung (17) wie Eolgt umgeformt werden: 

up’ = -- - n 2 A a A / ? s i n 2 n t ,  
2 
1 
2 
1 
2 
1 
4 

p’ii  = - - n2 Aa A@ sin 2 n t  , 

B’j3’ = - - n(A@)2 sin 2 nt , 

&fit  fl’ = - - na Aa(dj3)Z (sin n t + sin 3 n t) , 
I .  
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1 
2 
1 
2 
1 - ~ a ( A a ) 2  LIP (COS 3 V, t + 3 cos 12 t) . 
4 

&2 = - n2(a(da)2 (1 + cos 2 nt )  , 

&p'= - n  AadS(1 + C O S ~ S ~ ) ,  

G P '  = 

Die zweite Ntiherung ergibt damit periodische Schwingungen mit den Frequenzen n, 2 n, 3 12 

und aul3erdem wegen der konstanten Glieder eine Gleichgewichtslagenverschiebung in b, die die 
gesuchte azimutale Abwanderung des Kreisels darstellt. Wir beschrtinken uns weiterhin darauf, 
diese Glieder allein zu untersuchen. Nach Einsetzen und Umformen bekommt man als kon- 
stantes Glied auf der rechten Seite der zweiten der Gleichungen (16): 

(Aa)'- J 2  sin Po cos b0 (0,* + 0,) ~ 

2 @,0, 
In zweiter Ntiherung gibt somit (16) neben den nun nicht weiter betrachteten Schwingungen eine 
konstante Auswanderungsgeschwindigkeit des Systems um die BuBere Kardanachse von der 
Gr olje : 

. . . . . . . . (19). ( L I ~ ) ~  J sin Po (0 & A _ - - -  + 0,) . & = - - -  
2 0, [Ox C O S ~  Po + (@,A+ OsJ) sin2 Po] 

Uabei ist fur 0, wieder der friihere Wert eingesetzt worden. In Bild 3 ist das Ergebnis der Aus- 
wertung dieser Formel aufgetragen worden. Es ist dabei eine Kreiselumlauffrequenz von 

Bild 3 

w = 31,4/sec, entsprechend 5 Umdrehungen in der Sekunde, sowie eine Nutationsamplitude 
von da = 10" angenommen worden. Die mit 0 bezeichnete Kurve entspricht dem Normal- 
zustand des anfangs erwilhnten Lehrmodelles. Die Kurven 1 und 2 gelten fur das gleiche Modell, 
jedoch mit Triigheitsmomenten, die durch Anbringen von Zusatzmassen am inneren Kardanring 
vergroilert wurden. 

Bezieht man die Nutationsamplitude nicht auf den Winkel a, sondern auf den Winkel P, 
so folgt aus (16) und (19): 

a=- (dg)' J sin Po (@%a + 0,) 
2 [@, C O S ~  bo + ( e X A  + 0,) sin2 fl0lZ . . . . . . . . (20). 

Diese Formel ist in Bild 4 fur den Fall w = 31,4/sec und A/? = 10" aufgetragen worden. Fur 
den Fall kleiner Winkel P geht (20) in die von S e e b a c h auf anderem Wege abgeleitete Ntihe- 
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rungsformel iiber. Wenn auch die Auswertung der Formeln (19) und (20) fur den langsam laufen- 
den Kreisel durchgefuhrt wurde, so zeigt doch der Faktor J im Zgihler, daB die Auswanderung 
auch fur den schnellaufenden Kreisel von Bedeutung sein kann, und zwar stets dann, wenn 
merkliche Nutationsschwingungen auftreten. 
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Blld 4 

4. Die Stsbilittlt des unsymmetrischen Kreisels 
a. D i e B e w e  g u n g s g 1 e i c h u n g i m k o r  p e r f e s t e n B e z u g s s y s t e m  
Wenngleich die strenge Berechnung des krgftefreien, unsymmetrischen Kreisels ohne zu- 

dtzliche Massen (zum Beispiel beim spitzengelagerten Kreisel) nicht elementar durchfuhrbar ist, 
so ItiBt sich doch die Bedingung der Stabilittit in einfacher Weise nach der Methode der kleinen 
Schwingungen aus den E u 1 e r - Gleichungen ableiten. Nimmt man in (5) die Drehungskom- 
ponenten OC,R und pluR als klein von erster Ordnung an, so findet man sofort aus der dritten der 
Gln. (5), daB die Drehgeschwindigkeit u a  um die Figurenachse bis auf GroBen zweiter Ordnung 
konstant ist. Man findet dann aus deb homogen gemachten ersten beiden Gleichungen von (5), 
daI3 die Losungen fur usR und 41yR nur dann stabil sind, wenn : 

ist. Wenn - ohne Beschriinkung der Allgemeinheit - 05R > Ova angenommen wird, so ist die 
Bewegung stets instabil fur: 

mit anderen Worten : Die ,,Figurenachse" darf nicht Achse des mittleren Haupttrggheitsmomentes 
werden, wenn die Bewegung stabil verlaufen soll. 

Der hier augenfiillige Vorteil der Rechung in einem korperfesten Bezugssystem soll nun 
auch fur die Berechnung des unsymmetrischen Kreisels mit massebehafteter kardanischer Auf- 
hiingung ausgenutzt werden. Es werden also 'ietzt die Gln. (6) und (7) mit Hilfe der Transfor- 
mationen (2) und (3) auf das rotorfeste System transformiert. Als Unbekannte werden die Dre- 
hungsgeschwindigkeiten ua %R uZa gewghlt. Man erhiilt auf diese Weise zunlchst aus (7), : 

(@6B - @#a) ( @ u r  @a) > 

@& > @zR > @gR 9 

@ # A { [ G a  cos y - CUR sin y -  +I (21.R sin y +- %R cod y ) ]  cos p -1- (ZizR - +) sin 
- [ ( u : ~  - t&) sin Q, cos y + Q ~ , R  vuR (cos* y - sin2 y) ]  sin 
3- (e(#R sin a, + u,R cos y )  (uzR - P;) cos /I]= - BL 

1 (21). 

I 
i (22). 

J 
Fur den Innenring folgt aus (6) unter Beriicksichtigung von (9) : 

[C, cos y - U,R sin v - @ (t&& sin y + 
- (@UJ - &J) (U~R - +) (u#R sin Q, + u,,R cos Q,) = - kZiJ + M L  cos - Mid sin p, 

OuJ [C5a sin y + G u ~  cos a, + 4 (u#n cos y - 
- (0, - @5J) ( u z ~  - @) (usR cos cp - t.+R sin y )  = - Mi=, 

6, (+a - @) - (0, - 
= &fbd sin fl  + MiAcos p 

cos y ) ]  

sin y ) ]  

J [(& - U ~ R )  sin q cos 91 + u8R u,R (COS* 91 - sin* y) ]  



30 Ma g h u s , Dgmmik des kriihfhien, kardanisch gelagerten Krekels Bd. 86 Nr. 2. 1,2 rmgew. Jsn./Febr. Math. Mech. 1865 

Die Gln. (21) und (22) zusanimen mit dem System (5) und den Beziehungen (8) beschreiben das Ver- 
halten des unsymmetrischen Kreisels noch in volliger Strenge. Bevor jedoch eine Elimination der 
Lagerkrafte stattfindet, sol1 bei der weiteren Rechnung eine Beschriinkung auf Nachbarbewe- 
gungen des Gleichgewichtszustandes usR = ugR = 0 ; U,R $; 0 vorgenommen werden. Wie in 
dem schon angedeuteten Beispiel werden die Drehungskomponenten U+R und U ~ R  als klein von 
erster Ordnung angesehen und GroBen zweiter Ordnung vernachlassigt. Aus der dritten G1. (5) 
folgt dann, da13 uZR bis auf Grol3en zweiter Ordnung eine Konstante ist, die gleich w gesetzt wird.. 
Aus (11)3 folgt dann: 

und aus (2), angewandt auf die Komponenten von u: 
9 = u a  - UzJ = W - UzJ 

u,J cos p - u5J sin p =  u,A = O . .  

Diese Beziehung in die obige Gleichung eingesetzt ergibt : 

Unter Berucksichtigung dieser Beziehung und bei Vernachltissigung quadratisch kleiner Glieder 
bekommt man als Ergebnis der Elimination der Lagerkrafte sowie nach trigonometrischen Um- 
formungen das System : 

1 . . . . (24). 

'UsR (@@R + @m) - UgR (@gR + @m - @zR) 

= @d [(hyR + w u,R) sin 2 p) - (G5R - w uyR) cos 2 911 , 

= @d [ (hd - w U ~ R )  sin 2 p) + (UgR + w usR) cos 2 p)] I U,,R (OUR + ant) f UxR (@@R + @m - @zR) W 

Dabei ist zur Abkurzung gesetzt worden : 

In diesen beiden Kombinationen von Triigheitsmomenten sind offensichtlich die Triigheitseigen- 
schaften der kardanischen Aufhtingung erfal3t. Fur eine masselose Aufhtingung (0, = 011 = 0) 
geht (24) naturlich in die E u 1 e r sche Form iiber. 

b. S o n d e r f a l l e  
Die rechte Seite von (24) mit den periodischen Gliedern kann in zwei Sonderfiillen ver- 

schwinden: zunachst im Sonderfall 0, = 0. Die dann verbleibende linke Seite des Systems (24) 
hat die Losung: 

mit 
u ~ R  = B ei v t  . . , . . . . . . . * (25) usR = A $ v t  ; 

(@sR + @, - @zR)  (@vR + o m  - @s - 

(@zR f @m) (OUR + O m )  

A - = - i f  ( O U R  -k @m - @zR) (@#R + Om) 
B 

V = Q W  
* 1/ 

(@sR + @m - @zR) (@sR f dm) . 
Aus dem Ausdruck fur die Frequenz sieht man sofort, daB die Bewegung instabil ist fur: 

a 5 ~  + 0, > 02, > OUR f 0, . . , . . . . . . . . . (26). 

Der Fall @a = 0 liegt zwar bei der normalen kardanischen Aufhlingung nie vor (dort ist vielmehr 
stets @d > 0), jedoch ist der betrachtete Sonderfall sehr gut bei der kardaniihnlichenAufhlingung 
des Kreisels von P r a n d t 1 (siehe Bild 5 )  verwirklicht. Es ist dort fur nicht zu grol3e /3 in guter 
Nliherung : 

Diese Beziehungen gelten auch dann noch, wenn - wie das bei dem P r a n d t 1 schen Model1 
iiblich ist - auf der verltingerten Rotorachse Zusatzgewichte angebracht werden. Die Zusatz- 
gewichte vergrol3ern 0, und O,,, in gleicher Weise. 

@@A - 0 ; 0 z J - o  ; 0, = a,, * 
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Der zweite Sonderfall, in dem die rechten 
Seiten von (24) verschwinden, lie@ dann vor, 
wenn die Differentialgleichungen 

6, - I% UyR = 0 y 6uR f w u$R = 0 

erfiillt sind. Das ist der Fall fur: 
usR = A eimt ; 

Durch Einsetzen dieser Werte in die linken Sei- 
ten findet man, daI3 diese - auBer in dem 
trivialen Fall o = 0 - nur fur 0 5 R  = @,,? ; 
Ozz = 0 erfiillt sind. Der Rotor artet dann in 
einen diinnen, massebehafteten Stab aus, der 
um seine Lgngsachse rotiert. 

c. D i e  B e s t i m m u n g  d e r  S t a b i l i -  
t a t  i m  a l l g e m e i n e n  F a l l  
Fur die weitere Rechnung wird das Sy- 

stem (24) umgeformt, indem die Differentiatio- 
nen nach der Zeit in solche nach dem Winkel 
urngewandelt werden : 

u#R = i A e’ot . 

- + U ’ .  
au auaP 
a t -  GZ- -- 

Bild 6 

Ferner wird vereinfachend u5R = x und uUR = y geschrieben und es werden folgende Abkiirzungen 
eingefuhrt : 

Aus (24) folgt nun unter Beriicksichtigung von (23) und bei Vernachlassigung quadratisch kleiner 
Glieder : 

z’ - a y = E [(y’ + a;) sin 2 y - (a;’ - y) cos 2 y ]  , 
y‘ 4- b z  = ce  [(a;’-g)sin2p + (y’ + z) cos 2971 

Dieses System linearer Differentialgleichungen mit periodischen Koeffizienten besitzt stabileund 
instabile Losungsbereiche, deren Grenzen von der GroI3e der vier Parameter a, by c, e abhtingen. 
Nach dem Theorem von F 1 o q u e t werden die stabilen und labilen Bereiche durch Grenzen 
voneinander getrennt, auf denen rein periodische Losungen mit der Periode 3t auftreten. Solche 
Losungen sind aber bei gegebenen Werten von e und c nur fur bestimmte Eigenwerte von a und b 
moglich. Im Falle e = 0 sind diese - wie man aus (28) leicht feststellt - 

)/a== 0,2,4, . . .  , 2 n . 
Man kann zeigen, daI3 fur das vorliegende Problem nur der Fall )/a$ = 0 physikalisches Interesse 
besitzt, denn es gilt stets: 

. . . . . .  (28). 1 

oder umgeformt : 

Die Erfullung dieser Ungleichung ist sofort einzusehen, wenn man bedenkt, daf3 fur die drei 
Haupttragheitsmomente eines starren Korpers die bekannte ,,Dreiecksungleichung6‘ gilt: 

Im Falle e = 0 ergeben sich somit periodische Losungen von (28) sowohl fur a = 0 als auch fur , 

b = 0. Es ist nun zu untersuchen, wie die von diesen Eigenwerten ausgehenden Grenzen im Fall 
e f 0 verlaufen. Zu diesem Zweck werden - nach dem Vorbilde der Storungsrechnung - die 
Variablen und die Parameter a und b nach Potenzen von e entwickelt (definitionsgemllB ist stets 

(@5R + @m) ( O U R  f Om) - @zR (@sR f @uR f @m - @zR) < (@sR f Om) (@vR f Om) 

@a!, f O U R  @a, - . 

& < 1): 

I (29). 

G = a;() + & x1+ e2 xz + * *  * 

Y = Yo + Yl 4- eZ Y2 + *  * *  

a=ao + e a l  + & * a 2 + - - .  
b = b o  + ~ b l  + i ? b , + . . *  

. . . . . . . . . . . .  
i 
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Geht man rnit diesem Ansatz in (28) ein und ordnet nach Potenzen von e, so folgen Systeme von 
Differentialgleichungen, aus denen die xi, yi, ai, bi berechnet werden konnen : 

. . . . . . . . . . . . . .  . (3% 

. . . . . .  (N), 

} (32) 

Die Lasung von (30) ergibt periodische Schwingungen rnit der Frequenz 3, = j'cb,. Da, wie 
bereits gezeigt wurde, nur der Fall A = 0 zu untersuchen ist, sind nunmehr zwei FQlle zu unter- 
scheiden : 

I z; - a, yo = 0 ,  
& + bo s o  = 0 

1 z; -ao yl --a, yo = (y; + zo) sin 2 cp - (xi - yo) cos 2 p , 

si -- a, y2 - a, y1 - a2 yo = (y; + xJ ) sin 2 cp - (zi- yl) cos 2 9 , 
& + bo ~1 + b, $0 = c [(xi - YO) sin 2 Y + (Y; + xo) cos 2 a] 

y; + bo 2 2  + b,  $1 4- bz zo= C [(xi- ?/I) sin 2V f 
. . . .  

21) c o S 2 ~  
. . . . . . . . . . . . . . .  usw. 

1. Fall: a, = 0 , daraus folgt wegen der Forderung nach Periodizitslt : 

2. Fall: bo = 0 ,  daraus folgt entsprechend: 
x o = o ;  y o = l ;  b o = b ;  b,  = b, = . . == 0 , 

x o = l  ; y o = o ;  ao==a; -0. 
Uabei ist die nicht weiter interessierende Amplitude willkurlich gleich eins gesetzt worden. Die 
weitere Behandlung der genannten Fl11e ergibt die beiden Grenzlinien, die die stabilen und 
labilen Losungsbereiche voneinander trennen. Der 1. Fall ergibt aus (31) : 

.;-a, = c o s 2 y ,  
y ;+bz ,  = - c s i n 2 p .  

Sol1 die Losung periodisch sein, so mu13 a1 = 0 gelten. Dann ist: 
1 
2 x, = - sin 2 y , 

Cieht iiian damit in (32) ein, so folgt in lhnlicher Weise aus der Forderung nach Periodizitlit eine 
Bedingung fur a,: 

Die Losungen sz und y, enthalten jetzt Glieder rnit sin 4 tp und cos 4 , die in die niichsten 
Systeme einzusetzen sind. Man kann zeigen, daB die durch diesen Proze r ausgerechneten ad fiir 
alle ungeraden i verschwinden. Der bis zum zweiten Schritt ausgerechnete Wert fur a: 

a - a  0 - t & a , + e 2 a , = - ( l  82 + c f 3 )  b . . . . . . . . . .  * (33) 4 
stellt also bereits eine Niiherung dar, die den richtigen Wert bis auf GrtiBen von der Ordnung 8 4  

wiedergibt. 
Behandelt man nun in gleicher Weise den zweiten Fall, so folgt nacheinander: 

b o z o ;  6 , = 0 ;  b - - ( l + c + ? ) ;  c b s = O ;  b , + O .  
a -  4 

Auch hier werden alle b mit ungeradem Index Null. Folglich erhsllt man den wieder bis auf 
Glieder mit e4 richtigen Wert fur b: 

. . . . . . . . . . . . . .  (34). 

Mit den Werten (33) und (34) wird man sich im allgemeinen begnugen konnen. In  dem zahlen- 
mtil3ig ausgewerteten Fall (Bild 6) war der Wert von E so gering, da13 sich die Hinzunahme 
weiterer Potenzen von e nicht mehr auf das Ergebnis ausgewirkt hlitte. In vielen Fallen wird 
man sogar rnit der nullten bzw. ersten Ntiherung a = b = 0 bereits ausreichend genaue Werte 
bekommen, zumindest solche, die gegenuber einer Rechnung bei vernachlibsigter Masse der Auf- 
htingung wesentlich verbessert sind. 



Setzt man in (33) und (34) wieder die urspriinglichen Werte ein, so folgt : 

-60' 60 O 

Blld 6 

Fur die Auswertung ist es zweckmtiBig, die Ausdriicke so umzuformen, daI3 auf den rechten 
Seiten die gleiche Funktion steht. Zu diesem Zweck werden die in der runden Klammer der 

rechten 'Seite stehenden Glieder - OzR bzw. - 0,~ auf die linken Seiten geschafft, und dann 

die linken Seiten nach O Z ~  und @ v ~  aufgelast. Wegen der Symmetrie der Gleichungen folgt dann: 

wobei alle von der Schrilglage p des inneren Kardanringes abhangigen GroBen in die Funktion 
F@) hereingenommen wurden. (35) gibt die Grenzen des Stabilitiitsgebietes an. Man iiberzeugt 
sich leicht, daI3 das System instabil ist fur: 

dagegen stabil fur: 
F(P) > O,R oder @,a > F(p) . 

Macht man alle Triligheitsmomente durch Bezug auf das Rotortriigheitsmoment @,, dimensions- 
los, so nimmt die Bedingung (36) die Form an: 

1 1 
2 2 

@#R = F@) 9 @yR=F(P) . . . . . . a . + . (35) Y 

OZR > P(p) > 0, . . . . . . . . . . . . . . . (36), 

Trfigt man sich die in der Mitte stehende Funktion in Abhilngigkeit vom Winkel p auf (Om und 0, 
sind nach (24) Funktionen von j9), so erhfilt man die parabelfihnlichen Kurven von Bild 6. Als 
horizontale Gerade sind die beiden Werte 

und 

' 

OUR 

eingezeichnet. Der zwischen beiden Geraden liegende horizontale Streifen ist der instabile 
Bereich. Liegt der Arbeitspunkt auf den Parabelkurven innerhalb des Streifens, so ist die B e  
wegung instabil. Fur die Kurve 0, die dem Normalzustand des Modelles von Bild 1 entspricht, 
liegt Instabilitfit vor fur 38,O" < < 62,8". Werden an den Lagerstellen der Kreiselachse 
am inneren Kardanring Zusatzgewichte angebracht, so erhfilt man die Kurve 1, bei der Instabili- 
ttit vorhanden ist fur < 46,7". Wfihlt man poch grBI3ere Zusatzgewichte, so kommt man zu 
Kurven, die vollkommen auI3erhalb des instabilen Streifens liegen (Kurve 2). Wollte man die 

o,, 
@zR - 
@sR 

3 



2.ange.w. Math. Mech. 
Bd. 85 Nr. l,z Jan.,Febr. 195s I s a y , Kompmsible Untemhalletr6rnung durch Schaufelgitter - 

34 

bei eineiri einzelnen starren Korper eingefuhrten Begriffe auf die vorliegenden Verhaltnisse uber- 
tragen, so konnte man fur hinreichend kleine j3 sagen: die Kurve 0 entspricht dem ,,abgeplatteten 
Kreisel" (perizykloidischer Fall), bei dem das Triigheitsmoment um die Rotorachse das grol3te 
der drei Haupttrazheitsmomente bildet ; die Kurve 2 gibt den ,,gestreckten Kreisel" (epizykloi- 
discher Fall), bei dem das Tragheitsmoment urn die Rotorachse das kleinste der drei Haupttrag- 
heitsm3mente ist; bei der Kurve 1 liegt das Trfizheitsrnoment um die Rotorachse zwischen den 
beiden anderen Haupttrtigheitsmomenten. Fur hinreichend gro13e /3 wird das System in jedeni 
Falle epizykloidisch. Die in Bild 6 eingetragenen Kreise entsprechen den an dem Kreiselmodell 
gemessenen Grenzwerten fur die Stabilitlt. 

Auch fur den symmetrischen Kreisel besitzen die hier durchgefuhrten Stabilitatsrechnungen 
ein gewisses Interesse. Wenn auch ein instabiler Bereich beim symmetrischen Kreisel nicht vor- 
kommen kann (wegen OzR = OvR), so mu13 doch bei gewissen Verhaltnissen der Tragheitsmomente 
oder bei bestimmten Schraglagen des inneren Kardanringes mit einem unruhigen Lauf gerechnet 
werden, insbesondere dann, wenn kleine Unwuchten vorhanden sind. Die Grenzkurven des labilen 
Streifens von Bild 6 gehen zwar fur OzR = OvR ineinander iiber, aber der Schnittpunkt rnit der 
parabelahnlichen Kurve kann dennoch auftreten. In seiner Umgebung mu13 mit unruhigem Lauf 
des Kreisels gerechnet werden. Es ist daher zweckmiiflig, bei Kreiselgeraten die Tragheits- 
niomente der kardanischen Aufhangung von vornherein grol3 genug zu wlihlen, SO da13 keine 
Schnittpunkte auftreten konnen. 
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Zur Behandlung der kompressiblen Unterschallstromung 
durch axiale und radiale Schaufelgitter 

Von Wolfgang-Hermann Isay in Berlin 
Es wird eine Methode zur naherungsweisen Berechnung der kompressiblen Untersohallatromung durch 

axiale und radiale Schaufelgitter rnit beliebig stark gekrulnmten Schaufdp-ofilen angegeben. Dabei werden 
wesentlich die Ergebnisse benutzt, die der Verfasser in m e i  mangehenden Arbeiten far die inkmpreaaible StrcY- 
mung durch solche Schaufelgitter ahgeleitet hat. 

A method for the approximate calculation of the compressible subsonic flow through axial and radial paddle- 
gratings with paddle prcfils of any bend is shmn,whereby essentially are wed the results deduced by the author 
for the incompressible flow through such paddle-gratings in two preceding articles. 

Une mdthode pour le calcul approximatif du courant subsonique, compressible CZ travera des grilles d'aube 
axiales et radiales avec dea profills d'aube courbement d'intensitd quelconque eat indiquk. A cela essenticllement 
eat fait usage des rksultats E'auteur a ddduits dans deux artieles Iprbckdents pour Ee courant incompressible it 
travers de telles grilles d'aube. 

AaeAcsI MeToA npn6nnme~~oro B w m x e H m  CmmaeMoro A O ~ B Y K O E O ~ O  TesemsI sepes oceme 
Ei paAHanbHae pemeTsq obpaaye~ae nonaTKaMn T Y ~ ~ E H H ,  c II~OI+EIJIBMH npOH3BOnbHO c~nbH0P 
I E ~ E I B E ~ H S .  IIPH  TOM C Y ~ ~ ~ C T B ~ E E O  Hcnonbsymca pe3ym~a~h1, BmeAenmae ~ B T O ~ O M  B ABYX 
n p e g ~ q y i q ~ x  pa6o~ax g n ~  H ~ C W H M ~ ~ M O ~ O  TeqeHm nepe3 Tame pemeTmi T ~ ~ ~ E I H E H X  nonaToE. 

1. Einleitung 
Die Behandlung der inkompressiblen Potentialstromung durch ebene Schaufelgitter nach 

der Singularitatenmethode durch Verwendung von Zirkulationsverteilungen kann heute theore- 
tisch als gelost angesehen werden 1).  Wenn man die Zirkulationsverteilungen auf den Profil- 
konturen selbst anhringt, 1til3t sich das Stromungsfeld eines Einzelgitters sowie einer Gitterstufe 

l) W. H. I s  a y : Beitrag zur Potentialstromung durch axble  Schaufelgitter ; Dies. T. U. Berlin 1952. 
Z.angew.Math.Mech. 33 (1953) S. 397. W. H. I s  a y : B3itrag zur Potenticlstromung durchradiale Schaufe!- 
gitter ; Ing. Arch. 22 (1954) S. 203. Die Kenntnis dieser beiden Arbeiten wird hier vorausgesetzt. 




