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Beitrige zur Dynamik des kriftefreien, kardanisch

gelagerten Kreisels
Von K. Magnus in Freiburg/Br.

Die Trigheitsmomente der Aufhingung beeinflussen die Nutationsbewegungen kardanisch gelagerter Kreisel.
Bei symmetrischen Kreiselrotor fiikren sie — wie bereits bekannt — auch bes vollkommen reibungsloser Lagerung
zu etner Auswanderung der mitfleren Achsrichtung unter dem Einfluf der Nutationsbewegungen, bei unsymme-
trischen Kreisel beeinflussen sie die Stabilititsbedingungen. Beide Effekte werden in der vorliegenden Arbeit
in Abhdngigkeit von der Schrdgstellung des inneren Kardanringes untersucht. '

The moments of inertia of the suspension influence the movementis of nutation of gyroscopeswithlcardan bearing.
At a symmetrical gyro rotor they lead — as is already knoun — even at a bearing without any friction to a
deviation from the middle direction of the axe under the influence of the movements of nutation,; at an unsym-
metrical gyroscope they influence the conditions of stability. In the present article both effects are examined
in dependence on the oblique position of the inner cardan ring.

Les moments de lentewr de la suspension influencent les mowvements de nulation de toupies couchées ala
Cardan. Aroteur de toupie symétrique ils conduisent,comme on sait deja,lors méme que les toupies sont couchées
sans aucune friction, & une diversion de la direcction moyenne de l’aze sous Vinfluence des mouvements de
nutation,; & toupieasymétrique ils influencent les conditionsde stabilité. Dans Varticle présentl es deus effets sont
examinés en dependance de la position obligue de I’anneau intérieur de Cardan.,

MoMeHTH MHEPIHH MOABECKH BANAKT HA HyTAUMOHHHE JBIKOHHS JKUPOCKONOB Ha KapPAAHHON
onop2. B cayuie cHMVATPUIHOTO POTODA KAPOIKOIA OHU, KAK H3BICTHO, BHIHBAOT — IaKe
OPH COBSPOIGHHO CBOGOXHOK OT TpeHHs onope — K CMeIleHAe CpegHero HANPABISHHA OCH
1oz BIUAHYEeM HY TAIHOHHHX JABMiKeHul, a B CIVIae HeCHMMOTPHYSCKOTO KHPOCKONA OHH BAAART
Ha ycJaoBHf ycrofigmpoern. B HacroAmelt patore 06a sfiferTa HcciaeAyOTCA B 3BUCHMOCTH OT
HAKJIOHHOTO MOJOXKeHHA KaPAAHHOrO KOJbLA.

1. Aufgabenstellung

Bei Kreiselmodellen findet sich neben der sehr geeigneten Spitzenlagerung (zum Beispiel
bei den Modellen von Maxwell, von Klein und von Bobylew) schon frithzeitig die
kardanische Aufh#ngung (zum Beispiel bei den Geritenvon Bohnenberger und Schu-
ler). Die vielseitige Verwendbarkeit der Kardanlagerung hat zu einer immer hiufigeren An-
wendung bei Unterrichtsmodellen und Kreiselgerédten gefiihrt. Sie beeinflufit jedoch das Ver-
halten des Kreisels in doppelter Hinsicht: einerseits tritt wegen der besonderen kinematischen
Bewegungsverhédltnisse des Kardansystems der hiufig behandelte sogenannte ,kardanische
Fehler¢¢- auf, andererseits ergeben sich auch dynamische Einfliisse wegen der nicht immer zu
vernachléssigenden Massen der zur Aufhingung verwendeten Kardanringe. Nachdem bereits
Grammel auf diese Einfliisse aufmerksam gemacht hat, diirften die ersten ausfithrlicheren
Untersuchungen auf Nikolai zuriickgehen. Wesentlich weitergefiihrt wurde das Problem
spiter durch Seebach und Seyfahrt und, auf diesen aufbauend, durch Stell-
macher. Die Berechnung des kardanisch gelagerten, symmetrischen Kreisels gelang mit
elliptischen Integralen, deren Auswertung zahlenmiflig durchgefithrt wurde. Dariiberhinaus
gelang es Seebach eine Ndherungsformel fiir die Auswanderung der Impulsachse eines
kréiftefreien Kreisels unter dem Einflull der Nutationen fiir den Fall kleiner Schriglagen des
inneren Kardanringes abzuleiten. Die Untersuchungenvon Seyfahrt und Stellmacher
befassen sich insbesondere mit dem Verhalten des Kreisels in der Umgebung der sogenannten
,,Clinch-Stellung*, die dann auftritt, wenn der innere Kardanring um 90° gedreht wird. Uber
den unsymmelrischen, kardanisch gelagerten Kreisel sind bisher nur Untersuchungen von
Fuchs bekannt geworden, die den Einflul} einer Raumfesselung auf den Kreisel behandeln,
sowie Arbeiten von Weigand iiber den elastisch gelagerten Motor mit zweifliigeliger Luft-
‘schraube.

Die vorliegende Arbeit soll die bereits vorhandenen Berechnungen zum symmetrischen,
kardanisch gelagerten Kreisel durch Ableitung einer Formel ergéinzen, bei der lediglich die
Amplitude der Nutationsschwingung als klein vorausgesetzt wird, nicht aber der Schréiglagen-
winkel des inneren Kardanrahmens. Weiterhin soll auch der unsymmetrische, kardanisch
gelagerte Kreisel unfersucht werden, mit dem Ziel, den an geeigneten Kreiselmodellen leicht zu
beobachtenden Effekt der Instabilitit des unsymmetrischen, kardanisch gelagerten Kreisels in
bestimmten Schréiglagenbereichen des inneren Kardanringes quantitativ zu erfassen.

‘ 2. Koordinatensysteme und Ausgangsgleichungen
Ein kardanisch gelagerter Kreisel (Bild 1) 1), besteht aus einem Drei-Korper-System, bei
dem der Rotor (gekennzeichnet durch den Index R) im inneren Kardanring (gekennzeichnet
1) Die Skizze von Bild 1 entspricht einem von den Physikalischen Werkstitten, Gottingen, hergestellten

Lehrmodell, mit dem die am SchluB der Arbeit genannten Messungen durchgefiibrt wurden und fiir das die zahlen-
miBigen Auswertungen der Bilder 3, 4 und 6 gelten.
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durch den Index J) gelagert ist. Dieser wiederum ist mit dem raumfest gelagerten dulleren Kar-
danring (gekennzeichnet durch den Index 4) verbunden. Zur Berechnung dieses Systems konnen
zwei Wege eingeschlagen werden: entweder geht man vom Energiesatz aus und gelangt dann
itber die L agran geschen Gleichungen zu den gesuchten Bewegungsgleichungen oder aber
man setzt die E uler - Gleichungen fiir die Bewegung eines starren Kérpers fiir jeden der drei
Einzelkérper an und kombiniert diese vermittels der zwischen den entsprechenden korperfesten
Systemen geltenden Transformationsformeln. An
dieser Stelle soll das zweite Verfahren gewihlt wer-
den, da es gewisse Vorteile bei der Behandlung des
unsymmetrischen Kreisels besitzt. Fiir die vor-
liegende Rechnung werden aufler einem Inertial-
system X drei korperfeste Systeme X, X, X'p ver-

Bild 1 Bild 2

wendet (siehe Bild 2). In der Grundstellung sollen die entsprechenden Achsen aller Systeme
zusammenfallen, Abweichungen von dieser Grundstellung werden durch die Winkel &, § und ¢
beschrieben. Da jedes der Systeme gegeniiber dem vorhergehenden nur Drehungen um kérper-
feste Achsen ausfithren kann, so werden Transformationen von einem System in das andere durch
die folgenden Matrizen beschrieben:

Transformation von X nach X:

1 0 0
T, =40 cosa —sinap ... .. ... .M.
0 sin & cos o
Transformation von X4 nach 2, :
cos f§ 0 sin /3'
Ty = 0 1 0 e e .. (2)
—sin f 0 cos f
Transformation von X', nach Xp: <
€os @ —sing 0
Ty=1 sing cos ¢ O¢ .. . . . . . ... ..
0 0 1

Die Tréigheitsmomente der Einzelkorper werden in unmittelbar verstidndlicher Weise wie folgt
bezeichnet:

fiir den Rotor: O.n @,,.R O,rn
fiir den Innenring : O, 6y O,y
fir den AufBlenring : Oeda Ops Ou4.

Es wird bei der vorliegenden Rechnung angenommen, daBl alle diese Trédgheitsmomente Haupt-
tragheitsmomente darstellen, so daB8 die Deviationsmomente bei der Aufstellung der Bewegungs-
gleichungen herausfallen. Die nach korperfesten Koordinatenachsen genommenen Komponenten
der Absolutdrehung der einzelnen Korper werden mit ‘

Ugrs UyRs URs Uy s uw,uu; Uy s Uydy YUz
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bezeichnet. Dann folgen die Bewegungsgleichungen aus der Komponentenzerlegung der Euler-
Gleichung: '
FAHMIT=M . o o @).
Dabei ist & der Impulsvektor, dessen zeitliche Anderung im kérperfesten System zu nehmen ist,
Aus (4) folgt:
fiir den Rotor:
Oy %sn — (Oyr — O:p) Uyn%sp = Mag » . v
Oyr 'f”yR—'(@zR"" Or) YpUsr = Myg, N ()8
O.np — (Opr — Oyp) gy Uyr = M
fiir den Innenring: ’
Oy Ugy — (@yJ — 6;y) Uyg Uzg = M,
@yJ qf’yJ_(GzJ*“ @M) Uo7 Uny =M,,J s e e e e e e e e (6),
0.y sy — (Opg — Byy) gy ttyy = My,

fiir den AuBenring:
OwA ’dmd = Mmi ’
O0=My,, ¢ . ... ..... 7).
0=M,,

Da an dieser Stelle lediglich der ,kréaftefreiess (besser: momentenfreie) Kreisel untersucht werden
soll, so sind als Momente nur die inneren Momente einzusetzen, die zwischen den Korpern auf-
treten. Zwischen diesen und den entsprechenden Reaktionsmomenten im Nachbarkorper bestehen
die Beziehungen:

My = M,;.,cOSq;—]—M,',_,sincp, l

Myp=— i,.,’sincp + My cosp, p ... ... ),
My =—M,, ]

My =—Mz; + Mz, cos f— M, sin 8,

MyJ =“—M;/J Py Y (L (9),
M,; = Mzusinf + M, cosp

M,y =—M;,

My= 0 e (10).

Mzd ='—M;A. +Mz =0

Dabei sind M,;, M,, und M,, die Komponenten des vom Rotor auf den Innenring iibertragenen
Moments, genommen im System X,. M, und M;, sind die Komponenten des vom Innenring
auf den Aufenring iibertragenen Momentes genommen im System X,. M,ist das vom Gehause
iiber das &uBere Kardanlager auf den AuBenring {ibertragene Moment genommen in X ,.

3. Der symmefrische Kreisel

a. Die Bewegungsgleichungen.und ihre Lésung

Der kardanisch gelagerte Kreisel besitzt drei Freiheitsgrade. Fs geniigen also drei Koor-
dinaten, seine Bewegungen eindeutig zu beschreiben. Als diese Koordinaten werden die bereits
zuvor genannten Winkel «, 8 und ¢ gewihlt, die am System unmittelbar zu sehen sind und leicht
gemessen werden konnen. Sie hingen mit den in den Gln. (5), (6) und (7) vorkommenden Drehungs-
komponenten wie folgt zu sammen: ’

& = Upy; B =uy; L . (11).
Bei der Bestimmung des Winkels ¢ hat man zwei Fille zu unterscheiden, je nachdem, ob der
Rotor einen Antrieb besitzt oder nicht. Ist kein Antrieb vorhanden, also in der dritten Gl. (5)
M,, =0, so bekommt man fiir den symmetrischen Kreisel wegen O,z = @, = O sofort
#,5 = 0 und damit unter Beriicksichtigung der Transformation (2):

g =@ + dsin f = const =w c et s (12).

Im anderen Grenzfall, bei dem der Rotor durch einen Antrieb relativ zum Innenring auf kon-
stanter Drehzahl gehalten wird, hat man ¢ == const zu setzen. Damit das méglich wird, muB
M, so dimensioniert werden, daB ¢ = const herauskommt. Ohne die Rechnung im einzelnen
durchzufiihren, sieht man jedoch sofort ein, da8 die Ergebnisse ganz analog denen im Falle eines
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Kreisels ohne Antrieb sind, nur hat man anstelle des Trigheitsmomentes @,; stets den Wert
0., + O,z einzusetzen. Das Reaktionsmoment des zum Antrieb notwendigen Momentes wirkt
sich so auf den Innenring aus, als ob dessen Trigheitsmoment um die 2-Achse um den Betrag @,
vergroBlert wire. Fiir die in der vorhegenden Arbeit zu betrachtenden schnellen Nutations-
schwingungen kann unbedenklich der Fall eines Kreisels ohne Antrieb (M,z = 0) angenommen
werden Selbst wenn der Kreisel einen Antrieb besidlle, so wirkte sich dieser in der kurzen Zeit
einer Nutationsschwingung praktisch nicht aus. Es wird also weiterhin mit der fiir den nicht
angetriebenen Kreisel geltenden Beziehung (12) gerechnet.

Bei der weiteren Durchfiihrung der Rechnung werden nun in den Gin. (5), (6) und (7) mit
Hilfe von (11) und (12) unter Beriicksichtigung von (1) und (2) die Drehungskomponenten »
durch &, 8 und w ersetzt. Nach Elimination der nicht weiter interessierenden Lagermomente M
erhilt man so die beiden Gleichungen:

&[0, c082f + (Ops + O,;)sin2 ] + 8 - Jcosﬁ—aﬁ 2sinfcosf D=0, } (13)

BO,—&Jcosp+a2sinfeosf D=0 o '
Darin ist zur Abkiirzung gesetzt worden:
0, =0y + 0,; - 0,4 = Trigheitsmoment des Gesamtsystems um die z-Achse (duflere Kar-
v danachse) im Fall§ =0,
0,— 0r + 0O, = Trigheitsmoment des Gesamtsystems um die y-Achse (innere Kardan-
achse) ,
D=0r+0,—6,; ., ~
J =08rw = Impulskomponente des Kreiselrotors um die Laufachse.

Das System (13) geht im Falle § = 0, bei dem die Ebene des Innenringes senkrecht auf der
Ebene des AuBlenringes steht, in die bekannte linearisierte Form der Kreiselgleichungen iiber:

0,5 +Jf=0, O, —Ta=0 .. .. .. ... .. (14).

Im Grenzfalle § = 90°, bei dem die Ebenen beider Kardanringe zusammenfallen (sogenannte
,,Clinch-Stellung‘<) bleiben von (13) die auch unmittelbar abzuleitenden Gleichungen:

(@xA‘I‘@zJ)&:Os @yB:O.

Die strenge Losung des Systems (13), die im wesentlichen bereits bei Seebach und Sey-
fahrt zu finden ist, soll hier nur kurz angedeutet werden." Der Rechnungsgang ist analog dem
in den klassischen Féllen des schweren symmetrischen Kreisels oder des sphirischen Pendels
iiblichen Verfahren. Die erste der Gln. (13) 148t sich integrieren und ergibt mit einer Integrations-
konstanten C:

[0y cos? B + (Ops + Oy) sin?f] + Tsinf=C . . . .. .. . . (15).

Beginnt man die Zeitzahlung an einer Stelle, an der & = 0 und § == f, wird, so gilt C = J sin §, .
Somit folgt fiir &:

. J (sin f, — sin f)
T 0,08 + (@ps +O,)sin?p T T T (15a).

Setzt man diesen Wert in die zweite der Gln. (13) ein, so folgt:

B — #(B) == J2 cos f (sin B, — sin f) 1 D sin B (sin f, — sin B)
B = 1) = 0,10, cos* B+ (@,4+0,)sin?f]l° "~ O, cost L+ (Opy+ O,,) sin? f]]

Diese Gleichung 148t sich in bekannter Weise durch eine Substitutionf} = zlosen. Man hat dann:

--_dw dodf _ do _

und bekommt daraus durch einmalige Integration das Energieintegral:
wz
z=[iwa+o=rp+c.

Die Energiekonstante O kann dabei durch geeignete Wahl des Energienullpunktes zu Null
gemacht werden. Dann folgt:

= =V2F(5),
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und daraus ;

dp
V2E(p)
Dieses Integral 1483t sich auf elliptische Grundformen zuriickfithren. Die Umkehrfunktion ergibt
f = B(). « wird dann aus (15a) durch nochmalige Integration gewonnen.

b. Azimutale Auswanderungendes Kreiselsunterdem Einfluf}
von Nutationsschwingungen

Der an Kreiselmodellen leicht zu beobachtende Effekt der azimutalen Auswanderung belm
Vorhandensein von Nutationen, der analytisch z. B. dem Effekt der Drehung der Ebene eines
sphirischen Pendels entspricht, kann natiirlich durch Auswertung der strengen Lésung zahlen-
miBig errechnet werden. Fiir das Erkennen des Einflusses der verschiedenen GréBen sind jedoch
Niherungsverfahren vorteilhafter, da sie unter geeigneten Voraussetzungen zu expliziten For-
meln fithren konnen. Eine derartige Nédherungsrechnung soll hier unter der Voraussetzung
durchgefithrt werden, daB die Nutationsamplitude klein bleibt. Die Schriglage des inneren
Kardanringes.soll dagegen keinen Beschridnkungen unterworfen werden. Es wird also gesetzt
=P, + f und dann sin §’ ~ ' und cos §’ ~ 1 angenommen. Alle in §’ quadratischen und
héheren Glieder werden vernachlissigt. Dagegen konnen die Geschwindigkeiten & und ﬁ nicht
als klein vorausgesetzt werden. Es zeigt sich vielmehr, dall gerade die in den Geschwindigkeiten
quadratischen Glieder fiir die Auswanderung verantwortlich zu machen sind. Die Beschrinkung
auf kleine Nutationsamplituden ist um so mehr gerechtfertigt, je schneller der Kreisel umliuft.
Lediglich im Falle des extrem langsam laufenden, taumelnden Kreisels kann sie unzuléssig
werden.

Unter der angegebenen Voraussetzung folgt nunmehr aus (13) das Gleichungssystem:
&6, —-&fi'Dsin2ﬂo + B’ J cos p,— B’ [& D sin 2 6, + l.ZI’JSin,B0 + &8 2Dcos2p] =0
16).
B, O, + a2 -—sm 28, —adcosf, + P [62Dcos2f, + &J sinf,] =0 (1%

Darin ist zur Abkiirzung gesetzt:
0y = O c0? fy + (Ops + O,) sin?f, .

Das System (16) soll nun — wie dies bei dhnlichen nichtlinearen Problemen hiufig geschieht —
durch Iteration gelost werden. Im ersten Schritt, bei dem nur die in « und g’ und deren zeit-
lichen Ableitungen linearen Glieder mitgenommen werden, hat man die harmonische Losung:

o = A« sin nt, g'=A4Bcosmt . . . . . . . . . .. (17)
mit '
':/E_OSE’_ = Nutationsfrequenz ,
gg = g{ = Amplitudenverhiltnis .

Die Ausdriicke fiir Nutationsfrequenz und Amplitudenverhéltnis gehen fiir den Fall § = 0 in die
bekannten Werte iiber, die aus den linearisierten Kreiselgleichungen erhalten werden.

Im zweiten Schritt wird die erste Néherungslosung (17) in die zuvor vernachlissigten
nichtlinearen Glieder eingesetzt, so da8 ein System von zwei inhomogenen, aber linearen Diffe-
rentialgleichungen entsteht. Die in den mnichtlinearen Gliedern vorkommenden Produkte der
Veréinderlichen kénnen nach Einsetzen der Lsung (17) wie folgt umgeformt werden:

&B’:——%nzdadﬁsin2nt,
ﬁ’b’t:———;—nzdadﬂsin2nt,
Bf = — %%(Aﬁ)z sin2nt,

B = — 18 da( AP (sinnt o+ sinB ni),
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&% = —;— n2(de) (1 + cos 2 nt),
ap = é—nAaAﬁ(l—i—cosZnt),
af = —Lli—rﬁ(doc)2 AB (cos 3 nt + 3 cos nt).

7

Die zweite Naherung ergibt damit periodische Schwingungen mit den Frequenzen n, 27, 3 n
und auBerdem wegen der konstanten Glieder eine Gleichgewichtslagenverschiebung in &, die die
gesuchte azimutale Abwanderung des Kreisels darstellt. Wir beschridnken uns weiterhin darauf,
diese Glieder allein zu untersuchen. Nach Einsetzen und Umformen bekommt man als kon-
stantes Glied auf der rechten Seite der zweiten der Gleichungen (16):

(Aa)? J2 sin By €05 By (Ors + Our)
20,6, '

In zweiter Niherung gibt somit (16) neben den nun nicht weiter betrachteten Schwingungen eine
konstante Auswanderungsgeschwindigkeit des Systems um die dufere Kardanachse von der
Grofle:

L (A0)? J sin By (Opa + Ony) )
20, [0,c082 8, - (Opa-+ O)sin2f] =TT .

Dabei ist fiir ©, wieder der frithere Wert eingesetzt worden. In Bild 3 ist das Ergebnis der Aus-
wertung dieser Formel aufgetragen worden. Es ist dabei eine Kreiselumlauffrequenz von

7JF

&=

Sec )

(Grad),

&

Bild 3

w = 31,4/sec, entsprechend 5 Umdrehungen in der Sekunde, sowie eine Nutationsamplitude
von da = 10° angenommen worden. Die mit 0 bezeichnete Kurve entspricht dem Normal-
zustand des anfangs erwéihnten Lehrmodelles. Die Kurven 1 und 2 gelten fiir das gleiche Modell,
jedoch mit Trigheitsmomenten, die durch Anbringen von Zusatzmassen am inneren Kardanring
vergrofert wurden.

Bezieht man die Nutationsamplitude nicht auf den Winkel &, sondern auf den Winkel f,
so folgt aus (16) und (19):
- (4B)* J sin B, (0z4 + 6,))
210,052 By + Bps + Oy sin?Bol> =~ = 7 7 77

Diese Formel ist in Bild 4 fiir den Fall w = 31,4/sec und 48 = 10° aufgetragen worden. Fir
den Fall kleiner Winkel g geht (20) in die von Seebach auf anderem Wege abgeleitete Nahe-

&=
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rungsformel iiber. Wenn auch die Auswertung der Formeln (19) und (20) fiir den langsam laufen-
den Kreisel durchgefiihrt wurde, so zeigt doch der Faktor J im Zghler, dal die Auswanderung
auch fiir den schnellaufenden Kreisel von Bedeutung sein kann, und zwar stets dann, wenn
merkliche Nutationsschwingungen auftreten.

-

Bild 4

4. Die Stabilitiit des unsymmetrischen Kreisels
a. Die Bewegungsgleichung im kérperfesten Bezugssystem

. Wenngleich die strenge Berechnung des kréftefreien, unsymmetrischen Kreisels ohne zu-
stitzliche Massen (zum Beispiel beim spltzengelagerten Kreisel) nicht elementar durchfiihrbar ist,
s0 148t sich doch die Bedingung der Stabilitit in einfacher Weise nach der Methode der kleinen
Schwingungen aus den E uler- Gleichungen ableiten. Nimmt man in (5) die Drehungskom-
ponenten u,» und g als klein von erster Ordnung an, so findet man sofort aus der dritten der
Gln. (5), daB die Drehgeschwmdlgkelt 4.z um die Figurenachse bis auf Gréfen zweiter Ordnung
konstant ist. Man findet dann aus den homogen gemachten ersten beiden Gleichungen von (5),
daB die Lasungen {fiir %,z und «,g nur dann stabil sind, wenn: ,

(Ogr — O:p) (Oyp—0O.p) > 0 :
ist. Wenn — ohne Beschrinkung der Allgemeinheit — @,z > @yp angenommen wird, so ist die
Bewegung stets instabil fiir:
Qm > @zR > @V ’

mit anderen Worten: Die ,,Figurenachse*s darf nicht Achse des mittleren Haupttrégheitsmomentes
werden, wenn die Bewegung stabil verlaufen soll.

Der hier augenfillige Vorteil der Rechnung in einem korperfesten Bezugssystem soll nun
auch fiir die Berechnung des unsymmetrischen Kreisels mit massebehafteter kardanischer Auf-
‘hiingung ausgeniitzt werden. Es werden also jetzt die Gln. (6) und (7) mit Hilfe der Transfor-
mationen (2) und (3) auf das rotorfeste System transformiert. Als Unbekannte werden die Dre-
hungsgeschwindigkeiten wu,r 4,z ¥,z gewdhlt. Man erhéilt auf diese Weise zunéichst aus (7), :

Opa{[t,r cos ¢ — ltyp 5in @ — p (Ugr SiD @ - Uyr 05 )] C0S B - (i, — §) sin f
— [(uz g — wyR) sin ¢ cos @ + w,r Uy (c0s? p — sin? g)] sin ﬁ @n.
4 (4or SIn @ + Uyp €OS §) (Ug — §) €OS f}=— Mz4
Fiir den Innenring folgt aus (6) unter Beriicksichtigung von (9):
Gy [Ugg COS @ — tiyp Sin @ — @ (Ugg Sin @ + Uyp cos @)]
— Oy — 0g) (Ur—¢) (ugr SN @ + tyg €08 ¢) = — My + Mz4 cos f— My, sin B,
Oy [Ugr sin @ + Uyg cos @ + @ (Ugr COS @ — uyp Sin @)] . (22)
— (Ony — Ony) (Ur — @) (Ugr €OS ¢ — Uyg sin ) = — My, o
Oy (g -— §) — (Ony — Oyy) [(uzr — uyr) 8in @ 08 @ + Uyp uyg (c0s® p — sin® g)]
= Mzasin B 4+ M;4cos B
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Die Gln, (21) und (22) zusammen mit dem System (5) und den Beziehungen (8) beschreiben das Ver-
halten des unsymmetrischen Kreisels noch in volliger Strenge. Bevor jedoch eine Elimination der
Lagerkrafte stattfindet, soll bei der weiteren Rechnung eine Beschrdnkung auf Nachbarbewe-
gungen des Gleichgewichtszustandes w,p = 4yp = 0 ; u,z == 0 vorgenommen werden. Wie in
dem schon angedeuteten Beispiel werden die Drehungskomponenten 4,z und u,g als klein von
erster Ordnung angesehen und Groflen zweiter Ordnung vernachléssigt. Aus der dritten GL (5)
folgt dann, daB} w5 bis auf GroBen zweiter Ordnung eine Konstante ist, die gleich w gesetzt wird..
Aus (11), folgt dann:
P = Upp — Upy = O — Uy

und aus (2), angewandt auf die Komponenten von u:
Uyy €OS B — Ugy sin f = wu,y =0..
Diese Beziehung in die obige Gleichung eingesetzt ergibt:
. . 7
@ = 0 — Uyy t8 f = w — (Ugp COS @ — Uy sin @) tg f (|ﬁ| =|=§) e (23).
Unter Beriicksichtigung dieser Beziehung und bei Vernachlissigung quadratisch kleiner Glieder

bekommt man als Ergebnis der Elimination der Lagerkrafte sowie nach trigonometrischen Um-
formungen das System:

Uz (Opr + Om) — Uyr (Oyr + Op— Op) 0
= O [(%yr + @ Ugg) sin 2 ¢ — (Uer — w uyp) cOS 2 ¢] , l 04
iy @pr + O) + Uar On + On— O ] o @
= O [(t,5 — @ uyg) sin 2 ¢ + (yp + w u,g) cos 2 ¢}

Dabei ist zur Abkiirzung gesetzt worden:

1
20, =0, +@”433§—273 + 6,518 B + By,

1
2@,1=@W+@w4c'—og§—5+@z‘,tg2ﬁ—@%].

In diesen beiden Kombinationen von Trégheitsmomenten sind offensichtlich die Trégheitseigen-
schaften der kardanischen Aufhingung erfait. Fiir eine masselose Aufhéngung (6,, = @; = 0)
geht (24) natiirlich in die E ule r sche Form iiber.

b. Sonderfédlle

Ijie rechte Seite von (24) mit den periodischen Gliedern kann in zwei Sonderfallen ver-
schwinden: zundchst im Sonderfall ©; = 0. Die dann verbleibende linke Seite des Systems (24)
hat die Losung:

Upg = A &% ; up=DBe* . .. .. . ... .. (25)
mit ' :
i/ @2 T On—6ur) Opr ¥ On— O

(@wR + o m) (@ﬂR + @m)
é =1 (@yR + Qm - @zR) (@1/12 + @m)
B (@xR + @m - @zR) (@xR + @m) )
Aus dem Ausdruck fiir die Frequenz sieht man sofort, dal die Bewegung instabil ist fiir:
@,R + @m > @zR > QyR + @m e e e e e e e e e (26).

Der Fall ®; = 0 liegt zwar bei der normalen kardanischen Aufhéngung nie vor (dort ist vielmehr
stets @; > 0), jedoch ist der betrachtete Sonderfall sehr gut bei der kardanahnlichenAufhdngung
des Kreisels von Prand t1 (siehe Bild 5) verwirklicht. Es ist dort fiir nicht zu groBe g in guter
Néherung:

Opa~0; Oy =0 Oy =0y
Diese Beziehungen gelten auch dann noch, wenn — wie das bei dem P rand t1schen Modell

iiblich ist — auf der verldngerten Rotorachse Zusatzgewichte angebracht werden. Die Zusatz-
gewichte vergroSern @,; und 6,; in gleicher Weise.
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Der zweite Sonderfall, in dem die rechten
Seiten von (24) verschwinden, liegt dann vor,
wenn die Differentialgleichungen

g —w Uy =0, dyR‘{"wuxR:O
erfiillt sind. Das ist der Fall fiir:

Uyp = A 9% tyg =1 4 &%,
Durch Einsetzen dieser Werte in die linken Sei-
ten findet man, daB diese — auller in dem
trivialen Fall @ = 0 — nur fir Oy = Oyp ;
@,z = 0 erfiillt sind. Der Rotor artet dann in

einen diinnen, massebehafteten Stab aus, der
um seine Lingsachse rotiert. :

¢. Die Bestimmung der Stabili-
tdt im allgemeinen Fall
Fiir die weitere Rechnung wird das Sy-
stem (24) umgeformt, indem die Differentiatio-
nen nach der Zeit in solche nach dem Winkel
umgewandelt werden:

du_ dudp _ .
it dpar Y-

Ferner wird vereinfachend uyg = @ und 4,z = y geschrieben und es werden folgende Abkiirzungen
eingefiihrt:
=@y8+9m'—9z12, bZQmR'I'@m—‘@zR_ o=@GR+_@_ﬂ. - @d_'__ (27)
QzR + @m ’ @yR "l‘ @m ’ @yR + @m ’ @zn + @m )
Aus (24) folgt nun unter Beriicksichtigung von (23) und bei Vernachlissigung quadratisch kleiner
Glieder: :
w’—ay:s[(y’+w)sin2<p—(m’—y)cos2(p],} . (28)
y +bo=ce[(z'—y)sin2¢ + (4 + o) cos 2 ¢]
Dieses System linearer Differentialgleichungen mit periodischen Koeffizienten besitzt stabile und
instabile Losungsbereiche, deren Grenzen von der GrioBe der vier Parameter a, b, ¢, ¢ abhéngen.
Nach dem Theorem von Floquet werden die stabilen und labilen Bereiche durch Grenzen
voneinander getrennt, auf denen rein periodische Losungen mit der Periode z auftreten. Solche
Lésungen sind aber bei gegebenen Werten von ¢ und ¢ nur fiir bestimmte Eigenwerte von ¢ und b
mdglich. Im Falle ¢ = O sind diese — wie man aus (28) leicht feststellt —

Yab=0,2,4,...,2n.

Man kann zeigen, daB fiir das vorliegende Problem nur der Fall Ja b = 0 physikalisches Interesse
besitzt, denn es gilt stets:
ab= (an + @m - Qzﬂ) (@yR + @m — @zR)

(@l}R + @m) (@vR ‘|‘ Qm)
oder umgeformt:

(@ﬁR 'I" @m) (@yR + @m - @zR (@wﬁ + @yR ‘|‘ 2 @m - @zR) < (@wR + @m) (@yn + @m) .

Die Erfiillung dieser Ungleichung ist sofort einzusehen, wenn man bedenkt, daf fiir die drei
Haupttrigheitsmomente eines starren Koérpers die bekannte ,,Dreiecksungleichung** gilt:

. Our +Opr > Opr. ' ~ :
Im Falle ¢ = 0 ergeben sich somit periodische Losungen von (28) sowohl fiir ¢ = 0 als auch fiir .
b = 0. Es ist nun zu untersuchen, wie die von diesen Eigenwerten ansgehenden Grenzen im Fall -
e == 0 verlaufen. Zu diesem Zweck werden — nach dem Vorbilde der Stérungsrechnung — die
Variablen und die Parameter ¢ und b nach Potenzen von ¢ entwickelt (definitionsgemaB ist stets
e < 1)

@

<1

T=0y + ex, + 22y 4. I
Y=Y +eyr+EYy+--- :

Q=G Fea +eBagtoe [ e (29).:
b=bo+€b1+£2ba+"' l '
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Geht man mit diesem Ansatz in (28) ein und ordnet nach Potenzen von &, so folgen Systeme von
Differentialgleichungen, aus denen die #;, y;, a;, b; berechnet werden konnen:

%y — g o= 0, } ............. .. (30),
Yo+ bpz=0
TG Y — 0 Yo = (Yo + @) Sin 2 — (x5 — yo) cOS 2 ¢, } ..... (31)
Y+ b2 + b 5%“0[(5”0_?/0)91“2?’+(yo+%)0052‘1)]

' 1’2"—“03/2—“1?/1“““2% (1 + %) sin2¢ — (z1—y) cos 2¢, }
Y2+ bo s + by @ + by xp=c[(z1— ) sin2¢ + (y1+ z,) cos 2 ¢
............... usw.
Die Losung von (30) ergibt periodische Schwingungen mit der Frequenz A = Ja,b,. Da, wie

bereits gezeigt wurde, nur der Fall 1 = 0 zu untersuchen ist, sind nunmehr zwei Falle zu unter-
scheiden;

1. Fall: q,==0, daraus folgt wegen der Forderung nach Periodizitat:
2g=10; Yo=1; bp=1"5; by=by=1+.0=0,
2. Fall: b, =0, daraus folgt entsprechend:
Zy=1; Yo=0; AG=0; G =@gyg=+--=0,

Dabei ist die nicht weiter interessierende Amplitude willkiirlich gleich eins gesetzt worden. Die
weitere Behandlung der genannten Fille ergibt die beiden Grenzlinien, die die stabilen und
labilen Losungsbereiche voneinander trennen. Der 1. Fall ergibt aus (31):

a;l—a,_..cos2<p,

Y1 +bay = —csin2¢.
Soll die Losung periodisch sein, so muB a;, — 0 gelten. Dann ist:
* 37] = ’;— Sin 2 q’ »

Y == 1(o+ ) cos2 ¢ .

Geht man damit in (32) ein, so folgt in 4hnlicher Weise aus der Forderung nach Periodizitét eine

Bedingung fiir a,:
1 b
w=g(t+o+g)

Die Lésungen w, und y, enthalten jetzt Glieder mit sin 4 ¢ und cos 43 die in die nédchsten
Systeme einzusetzen sind. Man kann zeigen, daB die durch diesen ProzeB ausgerechneten a; fiir
alle ungeraden ¢ verschwinden. Der bis zum zweiten Schritt ausgerechnete Wert fiir a:

a:aoﬂi-sa,+eza2:=—(1+o+—> e N 1))

stellt also bereits eine Ndherung dar, die den richtigen Wert bis auf Gréflen von der Ordnung g4
wiedergibt.

Behandelt man nun in gleicher Weise den zweiten Fall, so folgt nacheinander:
by=0; b =0; bgz-‘i(1 +c+‘g—") i by=0; by +0.

Auch hier werden alle & mit ungeradem Index Null. Folglich erhélt man den wieder bis auf
Glieder mit ¢4 richtigen Wert fiir b:

b~82( +o+ ) .............. (34).

Mit den Werten (33) und (34) wird man sich im allgemeinen begniigen kénnen. In dem zahlen-
méBig ausgewerteten Fall (Bild 6) war der Wert von ¢ so gering, da8 sich die Hinzunahme
weiterer Potenzen von ¢ nicht mehr auf das Ergebnis ausgewirkt hétte. In vielen Féllen wird
man sogar mit der nullten bzw. ersten Naherung a = b = 0 bereits ausreichend genaue Werte
bekommen, zumindest solche, die gegeniiber einer Rechnung bei vernachléssigter Masse der Auf-
héingung wesentlich verbessert sind.
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Setzt man in (33) und (34) wieder die urspriinglichen Werte ein, so folgt:
‘ B o3 [ ’ 1
@ch + @m '_'QZR - 4 (@mR + m) (@yﬂ + @m) QIR + @yR + 2 @m +—2" (QyR + @m - @zﬂ)] ’
B 63
Ornt On— O = (6,2 +B,) O T 6)

1
[@mR + @vR + 2 @m + _2‘ (@:R + @m - 6:12)] .

T10

stabiler Bereich

\ , P

- o
// 7

Bild 8

Fiir die Auswertung ist es zweckm#aBig, die Ausdriicke so umzuformen, daB auf den rechten
Seiten die gleiche Funktion steht. Zu diesem Zweck werden die in der runden Klammer der

-;—@,,R auf die lin}kenv Seiten geschafft, und dann

die linken Seiten nach @, und 6, aufgelést. Wegen der Symmetrie der Gleichungen folgt dann:
O, =F(p), Opr=FQPB) . .. ... ... ... (35),

wobei alle von der Schréiglage § des inneren Kardanringes abhéingigen GroSen in die Funktion
F(B) hereingenommen wurden. (35) gibt die Grenzen des Stabilit4tsgebietes an. Man iitberzeugt
sich leicht, daB das System instabil ist fiir:

O >FB) >0 . .« o o o (36),

‘rechten Seite stehenden Glieder %@m bzw.

dagegen stabil fiir:
FB)> O,z oder Oy > F(P).

Macht man alle Trigheitsmomente durch Bezug auf das Rotortrigheitsmoment @,5 dimensions-
los, so nimmt die Bedmgung (36) die Form an:

| O 08 (e Ony 56u 1)
@wR > @zk 4 (@mR + @m) (@uR + @m) 2 @zR 2 @za 2f Qy_@
O,r 63 O,
zR 1 — a4 2R
8 (@-a + @m) (@yR +‘ @m)

Tragt man sich die in der Mitte stehende Funktion in Abh#ngigkeit vom Winkel § auf (@,, und 8,
sind nach (24) Funktionen von ﬂ) so erhélt man die parabelﬁhnhchen Kurven von Bild 6. Als
horizontale Gerade sind die beiden Werte

@wR ‘ @vR‘

O und O
eingezeichnet. Der zwischen beiden Geraden liegende horizontale Streifen ist der instabile
Bereich. Liegt der Arbeitspunkt auf den Parabelkurven innerhalb des Streifens, so ist die Be-
wegung instabil. Fiir die Kurve 0, die dem Normalzustand des Modelles von Bild 1 entspricht,
liegt Instabilitat vor fir 38,0° < |B] < 62,8°. Werden an den Lagerstellen der Kreiselachse
am inneren Kardanring Zusatzgewichte angebracht, so erhilt man die Kurve 1, bei der Instabili-
tat vorhanden ist fiir |§] < 46,7°. Wahlt man noch groBere Zusatzgewichte, so kommt man zn
Kurven, die vollkommen auBerhalb des instabilen Streifens liegen (Kurve 2). Wollte man die

3
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bei einem einzelnen starren Korper eingefiihrten Begriffe auf die vorliegenden Verhéltnisse iiber-
tragen, so konnte man fiir hinreichend kleine g sagen: die Kurve 0 entspricht dem ,,abgeplatteten
Kreisel** (perizykloidischer Fall), bei dem das Trégheitsmoment um die Rotorachse das grofite
der drei Haupttrigheitsmomente bildet; die Kurve 2 gibt den ,,gestreckten Kreisel* (epizykloi-
discher Fall), bei dem das Trigheitsmoment um die Rotorachse das kleinste der drei Haupttrag-
heitsmomente ist; bei der Kurve 1 liegt das Tr4zheitsmoment um die Rotorachse zwischen den
beiden anderen Haupttrigheitsmomenten. Fiir hinreichend groBSe § wird das System in jedem
Falle epizykloidisch. Die in Bild 6 eingetragenen Kreise entsprechen den an dem Kreiselmodell
gemessenen Grenzwerten fiir die Stabilitit,

Auch fiir den symmetrischen Kreisel besitzen die hier durchgefiihrten Stabilitidtsrechnungen
ein gewisses Interesse. Wenn auch ein instabiler Bereich beim symmetrischen Kreisel nicht vor-
kommen kann (wegen @, = O,p), so mufl doch bei gewissen Verhdltnissen der Tragheitsmomente
oder bei bestimmten Schriglagen des inneren Kardanringes mit einem unruhigen Lauf gerechnet
werden, insbesondere dann, wenn kleine Unwuchten vorhanden sind. Die Grenzkurven des labilen
Streifens von Bild 6 gehen zwar fiir @,z = 6, ineinander iiber, aber der Schnittpunkt mit der
parabeldhnlichen Kurve kann dennoch auftreten. In seiner Umgebung muB mit unruhigem Lauf
des Kreisels gerechnet werden. Es ist daher zweckmifBig, bei Kreiselgerdten die Trigheits-
momente der kardanischen Aufhingung von vornherein gro3 genug zu wihlen, so dall keine
Schnittpunkte auftreten konnen.
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- Zur Behandlung der kompressiblen Unterschallstromung
durch axiale und radiale Schaufelgitter
Von Wolfgang-Hermann Isay in Berlin

Es wird eine Methode zur niherungsweisen Berechnung der kompressiblen Unterschallstromung durch
axiale und radiale Schaufelgitter mit beliebig stark gekriimmten Schaufelprofilen angegeben. Dabei werden

wesentlich die Ergebnisse benulzt, die der Verfasser in swei vorangehenden Arbeiten fiir die irkompressible Stré-
mung durch solche Schaufelgitter abgeleitet hat. »

A method for the approximate calculation of the compressible subsonic flow through axial and radial paddle-
gratings with paddle prcfils of any bend is shoun,whereby essentially are used the results deduced by the author
for the incompressible flow through such paddle-gratings in two preceding articles.

Une méthode pour le calcul approximatif du courant subsonigue, compressible & travers des grilles d’aube
axiales et radiales avec des profils d’aube courbement d’intensité quelconque est indiguée. A cela essentiellement
est fait usage des résuliats i‘auteur a déduits dans deux artieles précédents pour le courant incompressible &
travers de telles grilles d’aube.

Jaexca MeTox npHOIAKEOHHOTO BHYMCICHUN CIKUMAEMOrO J03BYKOBOrO TOYSHHI Yepes OCeBHe
1 pajdajbHHe peleTHH, ofpasyeMHe JONATKAMA TYPOHHH, ¢ HPOQHIAME TPOH3BOIHO CHIILHON
xpususHu. I[lpn 9TOM CYIX3CTBIHHO HOUONB3YIOTCA PE3YJbTATH, BHBEASHHH® aBTOPOM B JBYX
IPeAHAYLUMX paforax Ajad HeCKHMaeMOro Te4YeHHs Uepes TaKkHe PeileTKH TYPOMHHEHX JONATOK,

1. Einleitung
Die Behandlung der inkompressiblen Potentialstromung durch ebene Schaufelgitter nach
der Singularitdtenmethode durch Verwendung von Zirkulationsverteilungen kann heute theore-
tisch als gelost angesehen werden !). Wenn man die Zirkulationsverteilungen auf den Profil-
konturen selbst anbringt, 148t sich das Strémungsfeld eines Einzelgitters sowie einer Gitterstufe
1) W. H. Isay: Beitrag zur Potentialstromung durch axiile Schaufelgitter; Dies. T, U, Berlin 1952,

Z.angew. Math. Mech. 33 (1953) S.397. W. H. Isay: Bositragzur Potentitlstrémung durch radiale Schaufel-
gitter ; Ing, Arch. 22 (1954) S. 203. Die Kenntnis dieser beiden Arbeiten wird hier vorausgesetzt.





