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VIV-Berichte Bd, 4, 14955

Uber einige neuere sowijetische Arbeiten
auf dem Gebiet der nichtlinearen Schwingungen

Von Dr. K. Magnus, Freiburg/Breisgan

Wer das wigsenschaftliche Schrifttum der Sowjetunion
in' den Vergangenen' Jahren verfolgt hat, der gewinnt
zweifellos den Eindruek, daB nichtlineare Probleme eines
“der Lieblingsthemen rssischer Wissensgchaftler darstellen.
Nicht nur auf dem Gebiet der Schwingungen, sondern auf
fast allen_Gebisten der modernen Physik und Technik —

z. B. Stromungslehre, Festigkeitsléhre (Statik und Plastizi- .

tatstheome), Akustik und elektrische Nachrichtentechnik
- werden vorzogsweise nichtlineare Probleme behandelt.
Daneben steht die Zahl der rein ' mathernatischen Arbeiten,
_die sich mit shnlichen Fragen beschiftigen, nieht zurick.
Bedenkt man, daf} in defi mFra.gekommendenwmsenschaft-
tickien Zeitschriften {siehe Schrifttumsverzeichnis) in jéder
Nurumer meist sogar mehrere Aufsiitze michtlinesren
Problemen gewidmet sind, so witd man verstehen, daB es
" praktisch ausgeschlossen ist, im Rahmen éines Referates
roehr als einen pur flichtigen Uberblick zu geben Wenn-
gleich das vorliegende 3 ”\{’[atu‘ml seit & Jahren in einer
Reihe von Lehrbiichern (145 6; 7: 93 14]) und Monogra-

phien-{[5; 10; 11; 15; 167} a(’hon m etwas gesiclitéter und -

geordneter Torn bereitstelit, so ist doch keineswegs ein
. AbschiuB . erreicht, Daher kann im verliegenden Referat
keine Vollsta.ndigkmt angeqtrebt werden, wader 1im Hin-
plick auf die herausgegriffenen Themen, moch beziiglich
dor Bearbeiter. Die hier getrofférie Auswahl ist zum Teil
einfach durch die Schwicrigkeiten der Beschaffung russisch-
sprachiger Biicher und Zentschriften, zum anderen Teil
aber durch die Interessen des Referenten bodmg-t Hs ist
ja leider eine Tatsache, daB der Zugang zum russischen
Schrifttum nieht so sehr durch die sprachlichen Schiwierig-
keiten versperrt wird, als durch -die mangelnde Erreich-
barkeit. Wenn schon die Beschaffung wissenschaftlicher
Bitcher innerhalk der Sowjetunion nicht immer einfach
ist — wegen ihrer Billigheit sind die Auflagen guter Bicher
meist in sehr kurzer Zeit vergriffen —, s0 wird die Be-
schaffung spezieller Werke auflerhalb der Sowjetunion
fast sussichtslos. '

Wenn man die zahlreichen Arberten suf dem Gebiet der
nichtlinearen Sehwingungen durchsieht, so dtellt man fest,
dall das durchschnittliche Niveaw dieser Arheiten recht
hoch ist. Bei den sich gegenseitig iberschneidenden und
iiberholenden  Zeitschriftenaufsitzen  lassen sich - natur-

gemiB hiufige Wiederholungen nicht immer vermeiden. .

Allgemein fillt eine starke Betonung der formalén, mathe-

matischen Seite aaf, die in manchen Fillen sogar den Zu-

gang zam eigentlich physikalischen Kern erschwert. Der.

Grund dafiie Hegt zum Teil darin, dall fast alle Theorien
sofort in groBemoglicher Allgemeinheit vorgetragen werden,
wihrend die Anwendung anf speziells Anfgaben hinfig erst
nich vollstindiger Darlegang wind Sicherung der Theorie

behandelt wird. Gelegentlich kommd o a.u(h wvor, dal die’

Feoude am mathematischen Formalismns so weib ge-
trichen wird, daB das notwendige Gleichgawicht zwischen
den verwondeten Mitteln und dern praktisehen Endergeb-
nis gestort erscheint,

- Auf dem CGebiet dex mchtlinearen Schwmgungen ist

;/vsmf@lloq die Moskauer Schule (. B. {4; 5; 6; 14; 15}) auch ~

Heute noch vorherrséhend, die auf éine mehr als 20jibrige

Tradition auf diegsem Gebiet zuriickblicken kann. Dancben
"sind jedoch auch in snderen Stidten, Insbesondere in

Leningrad, Arbeltsgruppen und einzelne Wissenschaftler
bekannt geworden ([10; 11; 12; 13]) An Stells giner not-
wendigerweise unvollstindigen Anfzihlung der mit Achei-
ten, itber . hichtlineare Sc,hwmgungen hervorgetrotenen
Forscher sollen im folgenden einige der W]._Ght]g*—;t(‘n Vor-
sffentlichungen.’ hera.usgegriffe‘n werden, urn auf diese
Weise weniggtens eine ungefshre Vorstellung von den er-

-reichiten Ergebnissen zu vermittsln.

Sowohl von der rein stofflichen als avch von der metho-
dischen Seite sus itherdecken die neueren Arbeiton prsk-

tlsch den, gesamten Bereich der bei nichtlinearsn Schwin-

gungen a,uftretbnden Problema. Die klassischen, auf Poin-
caré zuriickgehenden Verfahren der Stérungsrechnumng

- werden ebenso hiufig angewandt wie das van der Pol'schie
Verfghren der Variation der Parameter.
werden in den létztén Jahren jedoch die voun Liopuncw

CGranz besonders

ejng_efﬁh.t_'ten Methoden kultiviert nnd zwar in so starkern

MiaBe, daf man geradezu vou einer Liopunow-Benaissance
sprechen kann. Die Bedeutung der bereits 1842 verifient- .

lichten Ligpunow'schen Arbeit [1] tiber die Stabilitét von
Bewegingen ist eigentlich crst imshr als 40 Jahre spiter
erkannt worden. Inzwischen scheint sich die Ligpunow-
sche Methode zum wichtigsten neuzeitlichien Hilfsmittel
béi dér Behandhung nichtlineacer htabahtattsp;ﬂblmrm 7k
entwickeln.

- gelbygt nach Axi-
nicht angenshm zu lesen

"Da die Originalarbeit von Liapunoio —
sicht sowjetischer Autoren —-

cunid ausgesprochen schwer verstindlieh ist, fehlt es nicht
an Versachen, diese Theorien in genieBbarer Form zu -
. servieren. Zweifellos gebithrt Malkine ([11]) das Verdienst,

in geiner Mﬁunoglaphm diese Aufgabe mit Hrfolg durch.
gefihit s haben. Der Titel der Monographie, die aus V or-

) 1esungun an der Universitit der Stadt Ural hervorgegangen

igt, ist eigentlich zu hescheiden gewihlt, Domn tatsichlich
bringt Malkin nicht nur eine Daa-le:guug der klassischon
Verfahren von Liapimew ind Poincaré, soridern gibt einer-

“géity manchen neuen Hinweis, wie dw praktische Any.
wendung dieser Verfahren am zweckmiBigsten geschishf,

andererseits aber macht er durch eine Art Kombination

dér Verfabren von Ligpunci und Potrcoré eine weiters

Klasse von Differentialgleichungen einer Behandlung zu-
ginglich. Um das etwas deutlicher zu machen, sei daran
erinnert, daf sich das Verfabren von Poinearé vor allem
bet solchen Systemen von Differentialgleichungen bewihrt,
die den lidearen Systemen benachbart sind, dis sich also

wvon diesen im wosentlichen durch Keine Zusatuglieder:

(Storglieder) unterscheiden, Wir kinnen solche Hysteme
auf die allgemneine Form bringen:

. n . N
&y = 2 “i" Byt & f1 {0y ) f=1,....0} {Ih
ay sinid konstante Koeffizienten, f; sind analytische Funk-
tionen der % Varisblen w, & sind Storpara.rm‘rm (1eren
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Bild 1 uid 2. Resonansfunktionen eines nichtlinearen Schwingers, auf den

) zwei Rrregerkrifte mit den Frequenzen m und wirken.
.. stabile Lgsungen ———-———-—labile Tsimgen.
Bild 1-(cben). w und % Hegen hinréichend wait auseinander.
Bild % (unten). m und n.liegen dicht beieinander.

Kleiiheit malgebend fiir die Konvergenz der Poincaré-

schen Reihenentwicklungeén “ist. Setet man 1 — 2, g0 kann .

man dio bekannte Gleichung siner Schwingung von einem
Freiheitsgrad bekonumen, bei der die Nichtlinearitdt so-
wohl in den Cleschwindigkeitsgliedern als auch.in den
Riickstellkraften oder such in beligbiger Kombination
beider liegen kann. Ldapminow behandslt nichtlineare Sy-
steme von der Form:

2

wobigh or von seinen Zusatzfunktionen X; nicht voraussetzt,
“daB sie Klein bleiben miissen. Allerditigs verlangt er eihe
Reihe ahderer Voraussetzungen ; 80 darf .zum Beispiel die
Reihenentwicklung der X fiir die jeweilige (Heichgewichts-
lage nur Glieder von zweiter und hihererOrdiiting enthalten.
Far diese, von Malkin als - JFigpunouisehe Bysteme”
bhezeichneterr  Gleichungen wierden’ hinreichende DBedin-
‘gungen fir dic Bxistenz periodischer Lésungen und.
Vorschriften zn ihrer Ausrechnung angegeberi. Als éines der
wesentlichen physikalischen Kennzeichen Ligpunpw’schier
Systeme ist dabei fesizustellen, dail die Frequenz der
periodischen Losungen von den Anfangshedingunigen. ab-
hiingt. Molkin erweitert nun dic’ Betrachitungen fir golche
Systeme, die den Iiapunon’schen benachibart gind, die
sich also sllgemein durch ein System von der Form:

. N . . .
‘5_"&_“: ZlaiV$v+Xi(m.1;-'--,-swﬁ) :.(1‘ =1, 0.,1)
s ‘

oo .
& o= 3 . @i Tp-d- X (g s v o> En) T & fid®s <o s Tno 80 )
g = -
i=1,....05,n)" {3}

heschireiben lassen. Dabei sind die a;, Konstante, die Zu- |

satzfunktionen X; analyhische Funktionen der Veriinder-
lichen 2. . .. deren Reihenentwicklung wieder mit Glie-

dern micht kleiner als von zweiter Ordnung beginnt, die f;
sind ebenfalls analytisthe Funktionen der Versnderlichen
&y ..., sowie des Storparameters & auBerdemn kinnen
die f; petiodische, aber stetige Funlktionen der Zeit 1 gein.
Mulkin gibt hinreichende Bedingungen. fir che Existenz
periodischer Losunger an und untersucht deren Stabilitat.
Besonders susfihilich wird der wichtige Fall einer Schwin-
gung von einem Freiheitsgrad (n = 2) behandelt. Als An-
wendungsbeispiel wird hier das Verhalten sines Schwingers
mit kubischer Rickstelliraft und linearer Déanpfung
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untersiucht, der durch zwel harmonigche Erregunigen ver-
schiedener Troquenz angeregt wird:

% 4 9w b pat = g{— 0k + ¢ oosmi+ beosnt) - (4).
Bei linearen Systemen wiirde — wegen der Giiltigkeit des
Superpositionsprinzips — die Behandlung einer Erregung
duch zwei harmonische Erregerfunktionen ohne jedes
Interesse sein. Bei nichtlinearen Systemen aber ergeben
gich neue Erscheinungen, die in den Bildern. 1 und 2
qualitativ erléutert wérden sollen. Es sind dabei die Am-
plituden .A 4ls Funktion der ;linearen Eigenfrequenz® ¥
des Schwingers sufgetragen — nicht wié gonst fiblicher-
weise bei Resonanzproblemen als Funktion der Erreger-
frequenz. Je nach dem Vorzeichen der Konstinten ¢ hn-
gen die Resonanzepitzen mach rechts (iiberlineare Ruck-
stellkurve) oder néch links (unterlineare Riickstellkurve)
iiber, Der Einfachheit halber ist in den Bildern der unge-
dimpfte Fall (§ = 0) gewihlt worden. -Analytisch setzh
gich die Ldsung aus inggesamt 7 Teillosungén zusammen:
eitier Grundlosung, je zwei Resonanezldsumgen  fiir jeden
der beiden tberhiangenden Resonanziste und je einer Lo-
sung in unmittelbarer Umgebung der Punkte v == m und
» — n. Die stabilen Gleichgewichtslagen sind dabei aus-
gerzogen, die labilen gestrichelt ‘gezeichnet worden, -Ver-
#indert man den Wert von ¥, von kleinet Werten beginnend,
langsam, 50 bewegt sich der Arbeitspunks zuntchst lings
der geseichneten Pleile auf dem stabilen Ast der Regonanz-
kigve his zumn Punkt b, an dem die Losimg ingtabil wird,
Da bei weiterer VergroBerung von » nur noch. die unterste
der deei Losungen stabil bleibt, springt der Arbeitspuikt
von b nach ¢ heruntér — cine Erscheinung, die fur die or-
zwungenet: Schwingungen nichtlinearer Systeme bei. Kr-

. regang durch nur eme harmonigche Storkraft seit Duffing

bekannt ist. Sofern die beiden Eigenfrequenzen m und #
wie ih Bild 1 hinreichend weit auseinanderliegen, er-
geben sich keine neuen Erscheinungen; es wird vielmeht
dag schon Békarnte zweimal hintereinander: wioderholt.
Der Arbeitspunkt rutscht also bhei weiterer Vergriiﬁerung

“yon @ von ¢ fiach d, springt von dort naech e herdnter, um

dany weiterbin auf der Grundldsung zu verbleiber. L&B‘t

SmEn d_a.n‘a.ch » wisder kleiner werden, so wandeit der Ar-

beiﬁspgﬁkt auf derb Wege o—f, sprihegt von dort nach g,
rutséht weiter iiber ¢ nach h, springt noch einmal herauf
mach i um dann auf dem eindeutigen, stabilen Ast der
Resonanzkuive nach a herunierzawandern. ‘

Weuartig und komplizievter werden die Verhaltnisse,
wern die beiden Erregerfrequenzen m und n so nghe-bei-
singnderliegen, dafl sich die beiden Resonanwiste gegeri- .
seitig iiberlappen. In diesom-Falle kann die Resonarzkurye
stellenweise funfdeitig werden. Allerdings scheiden zwel
der fonf Tosungen wogen Instabilitéi von vornherein aus.
Bei -langsamem Vergréfiern von ¥ wandert der Arbeits-
putikt zumichst von @ bis zuin Punkte b, an dém dieser
Ast inistabil zu werdeinr beginnb. Bel weiterem Vergrolern

. von. % skehen nun zwel Moglichkeiten zur Auswahl : entweder

der Sprung von bnach ¢ oder der Sprung von b bis herunter
anf die Crundlosung e. Im ersteren Falle wiirde dor Arbeits-
punkt noch ein Stickchen lings des stabilen Asdtes c—d
wandern, um damm schlieflich doch gof die Grundlosung
herunterzuspringen {d--f). Ahnlieh ergeben sich auch beim

| Zuriickgehen wieder zwei Moglichkeiten. Ter Bprung im

Punkie h kann entwedor bis nach i-oder atich bis k orfolgen ;
jm. ersteren Falle ist spiter ein weiterer Sprung von jmach I
notwendig, um auf den emdeutigen Ast fur »<m wu ge-
langen. Di¢ Hinzunahme vor Déamptungskrifben Gndert
an.den hier besehiriehenen. Erscheinungen nichts Wesent-
Tiches, .

s sei noch erwihnt, daf gich in der Malkén'schen Mono-
graphie atch eine Theoric der linearen Differentidlglei-
chungen mit periodischen Koeffizienten findet; denn die
Aufgabe, die Stabilitiit der stationdren periodischen Li-
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guny jegendeiner nichtlinearen Differentialgleichung durch
Petrachtung voh Nachbarbeweguhgen zu tntersuchen,
fiihrt zwangsliufig auf derartige Gleichungen. :
Upter den Biichern, die sich mit der Frage der selbst-
erregten Schwingungen und, ihrer Stabilités ‘beschaftigten,
nirbmt zweifellos die Monographie von Teodorischil ([151)
eine besondere Stellung cin. Dieses Buch, das im Laufe
von fiinf Jahten bereits drei Auflagen erlebte, {iberrascht
durch seine Vielgéitigkeit und die mehi der Praxis’zu-
gewandte ‘Behandlung ‘der untersuchien Probleme. Da-
Far wird der mathematiséh interegsierte Leser vielfach
eire strengerc Begrividung der verwendeten Methoden
vermigsen. Insbésondere trifft das fiir die von Teodoristhik
selbst entwickelte energetische Methode zu, die ef mit

einer gowissen Virtuositét handhabt, und it deren Hilfe

erStau_hlich viele Probleme bewiltigt werden kormen, Der
Grandgedanke dieser Methode sei an einem einfachen
Beispiel erklirt. Wir betrachten die nichtlineare Gleichung
eines mechanischen: Sehwingers von einem Freiheitsgrad:
, mi 4 e =z, ) (B
Multipliziert man die Oleichung mit % und irtegriert {iber
die Zeit, 50 gewinit riian in bekannter Weise eine Ensrgie-
beziehung: . :
Mo Sl PR Edl . .. . (8)
: 2 2 ’ . B i
Auf der linken Seitie stehen die kinetische und die poten-
tielle Energie, suf der rechten Seite derjenige Energie-
betrag, der infolge der Nichtlinearitdt jeweils hinzugefigt
oder entzogen wird. Beschrinkt man sich nun auf’ die
Betrachtung _stationirer; periodischer .Bewegungen, so
nimnit die linke Seite nach Ablauf eitier vollen Periode T
 stots wieder detiselben Wert an. Folglich muf fiir eine
derartige Schwingung geltén: :
I - .
{.f{x, Hadt=0 . .0 .. s D
Dicse Begiehung gibt somit die Moglichkeit, periodische.
Lissungen fir das nichtlimeare :Systerh aufzusuchen: Frei-
lich 1a6% sich wus ihe nicht die Form deér Schwingurig, alse
x(t) ermitteln. Wenn aber 7. B. durch Versuche die Form
der Schwingung hekannt ist, oder gus der Starke des Ein-
flusses der nichtlinearen Glieder schon zu entnehmen 8b,
daB die zu erwartenden Schwingungeh fast. harmonisch
verlaufen werden, .dann ergibt Gl (7) eine Bestimmunga:
gleichung fir die gesuchte Amplitide der stationdren
Schwingungen. Auch die Stabilitiat der erhaltenen. Liogang
148t sich mit Hilfe des Integrals GL {7) bestimmen: éine
stationdre Losung ist stabil, werm das Integral Gl. {7) bei

einer VergroBerung der Amplitude negativ, bei einer Ver-

Xeinerung der Amplitude dagegen positiv wird.

Mit dieser ,,encrgetischen Methode™ werden nui tiicht
nur die {iblichen, nichtlinearen Systeme, beharidelt —
Teodortschik untersuctit besonders ausfithriich die wer-
schiedenster. Formen von Rdihrengeneratoren — sondexti
auch Systeme ‘it verzogertem Argument, wie sib bei-
spielsweise bei der Anwendung von Relaissystemen und
in den verschiedensten Regelkreisen hiufig aiftreten. So
wird eine (Heichung von der Form:

Gtz =F(E, ) — 2 . - . . . . . {8)
hehandelt, wobei - )

2 if) = x{t 4 B :
¢in-um die foste Zeit 7 hinter der Verdndertichen z(#)
herlauferides Glied darstéllt. Auch erzwangene Sehwimn-
ghingen konnen ohne Schwierigksitén behandelt ‘werden,
da bei ihuen- die Frequenz von vorriherein festliegt: Die
Methode gestattet jedoch auch Systeine miit periodischen
Kosflizienten zu behandeln. Belspielaweise untersucht
- Peodortschik die durch ein nichtlineares Glied erweiterte
Mathiew sche Differentialgloichung : :

& v 4 Aeos2e) 2Lz, ®)=0 . . (9

a8

Tiir .den Fall kubis;cher Riickstellkeaft wnd lineaver I)éimtp -

fang: o

flz, &) =y +d . . - . L {1)
gind die erhaltenen Trgebnisse in den Bildern 8 und 4 dar-
gestellt. Dort ist das Quadrat der Schwingungsatnplitude
fiber dem Quadrat der halben Parameterfreguenz o auf-
getragen. Die Gleichung {9) unter Beriicksichtigang voun
Gl. (10) 1aBt zundehst einmal die triviale Losung @ = { au.
Diese ist slterdings in einem gewissen Bereich a—b um die
Stelle @ = » herum itistabil (gestrichelt gezeichnet). AuBer
deér trivialen Losung existieren noch zwel weiters stationire
Lésungen, diein Bild 3 von den Punkten a und b stusgehen
und bei der gewihlten Auftragung Geraden bilden. Die
Neigung diesér beiden Geraden hiingt von-der Grofie und
dem Vorreiehen von y ab — ihinlich wie bei den erawunge-
nen Schwingungen nichtlinearer Systeme Gl. (4) das Uber-
hiingen der Res_onamzspitzen durch den Faktor ¥ bestimnmt
wird. Am einfachsten sind die Verhiiltnisse fiir den. dévop-
fungslosen Fall zu iibersehien, wieer in Bild 3 gezeichnet ist.
L#8t man die Parameterfrequenz o von Jkleinen Werte
beginnend langsam immer grofer werden, so wird keine
Schwingung auftreten, solange w?<la ist. Der Arbeis-
punkt wird jedoch bei weiterer Vergréferang auf der
stabilen Gloichgewichtslige von Punkt a bis zum Punkte ¢
heraufrutechen. An dissem Punkte, der genlkrecht iiher dem
gweiten Veérzweigungspunkt b liegh, wird der obere Ast
instabil, so daf die Schwingungen abbrechen vind der
Arbeitspunkt fiir ©2>b wieder auf der Nullosung legt.
Die vorn Punkie b gusgehende (leichgewichiglage st stets
ingtabil, hat also prakiisch keine Bedeutung.

L
4
7
S
/
/
o
[[Tnr4 Wt

Bila 3 und #. ‘Gleichgewichtilosungen fiif einen nichtlinedren Schwinger
: mit ‘periodischen Koeffizienten.
stabile Losungen ——-———m—— ladbile Lésunges.
Bild 3 (oben). Oline DPampfung, ¥ >0, ‘
Bild 4 (unieny, Mit Dimpfung, ¥ < 0,

Nimmt man Démpfung hinzw, so ergeben sich die in
Bild 4 gezeichneten Verhiltnisse, An Stelle der beiden

schrighegenden Geraden bilden die Cileichgewichtslagen

jotzt eirie Art schiefstohonden Spitzbogen. Die fir den
ungedimptten Fall geltenden Geraden sind als dinne
Linien mit eingezeichnet worden. Die Neigung der Ge-
raden ist der in Bild 3 entgegengesetzt, weil zar Abwechs-
limg dag Vorzeichen von ¥ geindert wirde, Wihrend der -
Fall 6 — 0 beziiglich der stabilen Gleichgewiehtslagen voll-
stindig eindeatige Verhiilinisse ergab, finden wir i Halle
& = 0 einen Bereich, in dem zwei stabile Glaichgewichts-
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lageri mdglich sind. Welche voh diesen wirklich' éinge-
neotraen wird, hingt von der Vorgeschichto bzw. den An-
fangsbedingungen sb. Verandert man die Parameter-
fréguens langsam von kleinen Werten. beginnend, 80 wap-
dert: der Arbeitspunkt zunisichst- wieder auf der Nulldsung
big zurn Purikte &, von dort springt er auf den stabilen-Ast
wim Piinkte d, gleitet heruriter bis zum Verzweigungs-
punist b, uni dennweiterhin auf der Nullssung zu verbleiben.

_ Beitn Zuriickgehen wird der gtabile Ast von b aus bis zur
Spitze ¢ durchlaufen, von. wo aus der Arbeitspunkt dann
sind-die Nullogung im Punkte e heranterfillt, Es liegen also
— tPotz der ‘ginzlich verschiedenen Problemstellung —

% analoge Verhilinisse vor, wie sie von der Theorie der er-

zwungenen Schwingungen nichtlincarer Systeme bekannt
giricd. - Bemerkenswert -ist die Tatsache, daB. infolge der
i\ Nichtlinearitit eine Begrenzung der Amplituden auféritt,
i auch wenn keine Dimpfung vorhanden ist. - Im Falle der
{ linearen, Mathiew’schen Gleichung entspricht der Bereich
| a<Co? b von Bild 3 einem instabilen Bereich der Struti-
* gohen. Karte, in dein theoretisch unendlich grolle Ampli-
tuden midglich wiren. : B
Die Untersuchung der Stabilitat der verschiedenen sta-
tionfren. und, instabiondren Bewegtirigen nimmt in den
neverén yussischen - Atheiten oinen brejten Raum ein.
Dabei grweist s gich als netwendig, gusatzliche Begriffa

zu schaffen, Keineswegs roiclit der bei linearen Systernen
iibliche Stabilititébegriff aus, um die bel michtlincaren ’

Systémen moglichen Erscheinungen. zu eringsén, * Ent-
sprechend der bel.niehitlinearen Systemen vorhandenen
Amplitudenabbangiglkoeit kann jetzt mnch die Stabilitat
von der (réBe der Schwingung abhiingen. Man unter.
scheidet. daher zwischen einer . Stabilitdt im- Kleinen',

einet ;,Stabilitdat im CroBen urid schlisBlich ,unbegrenizter -

Stahilitat™. Um. diese Begriffe néher zu erlgutern; be-
' frachten wir die Darstellung einer Schwingung in der
,Phasenshena®, das gogenannte > Phagenportrit”  der
Sohwingung. Tm allgémeinen werden als Koordinaten der
' Phaseiicbens die Schwingunggweite und die Schwingungs-
geschwindigkeit gewihlt. In Sonderfallen, z. B, bei man-
chien Schwingungen in Regelkreisen, lkann rhen jedoch
auch andere, die Schwingung kennzeichnende Grofen ver-
wenden, oder auch eine Darstellung i 3. oder mehr:
dimensionalen Phasenraum wihlen {z:B. bei [5]}. Das
Phagenportrit einer stabilen Schwinging ist eine irgendwie
-geartete  Spirale, dic sich von auBen komimend in den als
stabile Gleichgewichtslage sngenommnienen Nullpunkt her-

+ einwindet (Bild 5). Die Spirale beginnt in einem. durch die

Bild:5. _ .
Phagenportrait eiter stabilen Sehwingung.

_ Anfangsbedingungen. gegebenen Punkt. Wein es méglich
ist, um die stabile (leichgewichtslage hefuin einen ge-
wissen. Bereich der Phasencbene abzugrefizen, derait, dal
jede in diesem Bereich beginnende Spirale im Nullpunkt
endet; =0 nennen wir dieses Systera stabil im Kleinen.

Werin der Bereich dié gosawite Phaserieberie berdecken -

kann, 50 ist das System stabil im GroBen, bzw. unbegrenzi
stabil. Deridben sind aber such Fille maglich, wie sie z. B.
Bild 6 zeigt.. s existiert hier neben der stabilen Gleich-
gewichtslage im Nullpunkt ein gestrichelt gezeichneter
instabiler Crenzzyklus, Alle inhorhalb des, Grenzzyklus
beginnendsén Bahnkurven ‘winden sich spiralig in den Null-
punkb herein, dagegen entferrien gich die auBerhalb des
Grenzzyklus beginnenden Kurven immer imehr von diesern
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Bild 7.
FPhagenportrait eings Systems
mit stabilem Grenzzyklus.

_Bild i
Phaseénportrait eines Systems
mit instabilém. Grenzzyklua.

und laufen spiralig ing Unendliche. Ein solches System ist
zwar it Kleinen stabil, nicht aber im Grofen. Wenn z. B.
der dureh die praktisch moglichen Anfangshedingungen
des Systems gegebene Bereich das schraffierte Rechteck
von Bild 6 ist, so ist das Systen instabil innerhalb dieses
LgroBen moglichen Bereithes, Natiirlich gibt es auch’

- Systeme, die im Kleiden instabil, im GroBen dagegen

stabil sind. Dazu géhorén z. B. ‘alle seélbstsehwingenden
Systemeund Sc_hwingg':éneratoren..B'ei ihimen befindsetsichein
instabiler Punlkt i Uisprang der Phasenebene, der von
einem stabilen Cidnzzylklug eingerahrat igt (Bild 7).

Sieht man von praktisch nichit weiter interésgierenden
Sonderfallen ab, so izt jedes System, das eine wtabile
Gleichgewichtslage besitzt, auch stabil im Kleinen. Tie
Frage nach der Stabilitiit ivo Klsinen ist also mit dem Anf-
firiden einer stabilen Gleichgewichtsla.'ge beantwortet. Es -
intetessieren hauptsichlioh die Bedingungen, unter denén
miit Stabilitét im GroBen odeér urbegrénzter Stabilitdt zi
redhnen ist. Hinreichende Bedingungen dafiir gind bereits-
von Ligpunow [1] angegeben worden. Der CGrundgedanke
geirier Methode, die neuerdings nach mehieren, Richtungeni

. ausgshaut wurde, goll kurz angedeutet werden, Wir deriken

wiis einé beligbige Funktion. -
Vi, y) = C _

der beiden Koordiriaten wymd y, die s6 beschisffen ist, da

zu. jedert fosten Wert von ¢ cine géschlossense HKurve in der
Phasencbene gehirt. Die zu versthiedénenn Werten von €
gehidrigen Kurven dicfen sich pegenseitig nicht durch-
dringen, und fiir, 7 = & goll gich die Kurve auf den Null-

-purikt zusammenzichen. Tm einfachsten Fall ist ¥ eine

quadratische Fanktion der © und y, und die zugehorigen
Kueven hilden eine Schar gieh . gegenseitig qmhiillender

. E_llipsen. Selbgtverstafidlich lagsen sich dis Betrachtunger

atich auf miehrere Freiheitsgrade itbertragen. V. st danm
z. B. eine guadratischo Funkéion vorn Variaplen, und die
zugehorigen Flichen bilden dine Schar von Kilipgoiden
i_}_‘n‘ n-dimonsionalon Raum. Betrachten wir “hun das
Phasenpértrsii einer Behwingung (Bild 8], so ist Stabilitit.

" sicher dann. vorhanden, ‘wenn es eine Schar géschlossener

V-Kurven gibt, derart, dag die Spirale jede dieser V-Kur-
ven nur von atlen nach innen durchdringt. Wenn ‘Wir uns
also it wachsendem ¢ lings der Bahnkurve der Schwin-’

Bild 8. o -
Pliasenkurven in ¢iner Schar
Tiapinow scher V-Eurven. ’

‘gung bewegen, s0 milssen die (I-Werte der jeweils passierten
V-Karven iamer kl¢iner werdén. Die mathematische Be-
dingung dafiir ist, daB die unter Berticksichtigung der zu
unteristchenden Schwingang gebildete zeltliche Ableifung
dVjdt negativ ist. Die Kunst des Rechners bestsht also
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Bild § und 10. Qpalltitive Anderung des

Phasenportraits heim Uberschreiten eines
uagefdhrlichen Teiles der Stabilititegrenze.
Bild ¢ (links). Vor dem Uberschreiten.

Bild 10 (rechts), Nach dem\ﬁberséh're.'iten.

darin, zu einer gegebenen Schwingung eine solche Schar
von V-Kurven zu finden, die den allgemeinen Bedingungen
geniigt, die an die V-Kurven zu stellen sind, und deren
zeitliche Ableitiing negativ ist, Verfabren zum Auffinden
goleher Burven wurden fiir einfachere Fille von I/Lagmnow
angegeben,

In letzter Zeit ist die Lidpunois’sche Methode vor allem
von Lurje [10] verwendet und ausgebaut worden. Durch
Verwendung komplizierterer Kurven- bzw. Flichen-
scharen — 1., a. auch solcher, die aus verschiedenen, Einzel-
stlicken znsamraoengeflickt werden — gelang es thm zum
BelSplGl die hinreichenden Bedingungen fiir die Stabilitit
eines Regélvorganges aufzustellen, bei dem die Chardkteri-
gtile des Stellmotors nir durch die Annatime einer maxi-
malen Stellgeschwindiglkeit emgeschra.nkt sonst aber voll-
‘konmimen beliebig ist. :

Dieses Verfahren zur Stabilitdteuntersuchung ist auch
aif Systeme mit zerbhch veranderlichen Koeffizieriten an-
wendbar. Allerdings wiir anf solohie, deren Kosffizienten
" wgieh fiir - 0o asymptotlsch einetn festen Grenzwert ni-
hern, nicht dagegen. a.uf Systeme mifb perlodlschen Koeffi-
zivirbern.

Die Liapunow'schen Methoden sind auch noch in an-
derer Richtung, vor allem von Bautin ausgebaut worden.
Baubin [5] beschiaftigh sich miit solchen Systemen, fiir deren
linedres Ersatzsystem eine Stabilitéitsgrenze existiert. Da
diese Grenzo durch die bekaxmt_en Hurwit’schén Kri-

terfen ‘besbimmit wird, wollen wir sie kirz als Hurwitz-
Grenize bezeichnen. Bautin stellt die Frage: was passiert bei
Uberschreiten der fir das lineare Ersatzsystem geltenden
Hurpitz-Grenze ¢ Ohne aof die Einzelheiten der Rech-
nungen gmzigehen, soll hier nur das Ergebriis versngchai-
licht werden. Hs zeigh sich, dall zwei Falle zu untéracheiden
a) Fas entstehen bei peringfigiger U'bersehremmg
der’ H vrwitz-Grenze Kleine Dauerschwmgungen begrenzber

Amphtude wobei die Amplitude eing Funktion der GroBe -

der Grenzitbéersehireitung ist. Wird die Grenziiberschreitung
wieder riickgiingiz gemacht, dann verschwinden auch die
Schwingungen wieder. Der Vorgang ist umkehrbar. Die-
jenigen Teile der Girenze, an dénen dieses Verbalten auf-

tritt, werden als ungefihirlich bezeichnet. b} Es entstehen‘

beiny Ubsrschreiten der Grenze wiederum TDrauerschwin-
gungen. Thre Amulitude hingt jedoch nicht von der GroBe
der @Grenzibersc hI’ultUIlg ab, sondern Tidhert sich einem
'da.von vnabhingigen Grenzwert oder wichst Tnbegrenzt

"Beim Riickiiberschreiten der (renze in das stabile
Geblet verschwinden die Schwingungen nicht, der Vorgang
ist also michit umkehrbar. Diesen Teil der Grenze "bezeleh
nen wir als den gefihilichen.

Die Bilder 9 biz 12 sollen den Unterschied dieses Ver-
haltens an Hand des Phagenportrits erklaren.! In Bild 9
und 10 ist zunschst der Fall der wogefahrlichen Grenwze ge-
zeichnet. Dag System befindet smh in ‘beiden Fillen in der
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Bild 11 und 12. Qualitative Anderung des Phasenportraits beim Uberdehréeiten eines
gefiihrlichen Teiles der Stabilititsgrenze,

Bild 11 (links), Vor dem Uberschreiten,
Bild 12 (rechts). Nach dem iberschreiten.

Nihe der Hurwitz-Orenze, jedich bei Bild 9 noch im sta-
bilen Bereich, wihrend bei Bild 10 die Hurwitz-Grenze
iiberschritten wurde. Die Uberschreitungfvirkt sich derart
aus, daB aus dem stebilen Gleichpewichtspunkt im Null-
punkt vor Bild 8 beim Uberschreiten ein stabiler Gronz-

zZyklus herauswéchst, wihrend der Nullpunkt zu einer. in- . °

stabilen Gléichgewichtslage wird. Allé Sebwingungen
nihern sich asymptotiseh dem stabilen Grenzzyklus sowohl
von innen, alg auch von auBen. Beim Riickilberschreiten
der Hurwitz-Grenze zieht sich der Grenzzyllus wieder zu.
einem Punkt zusammen upnd verschluckt dabei den in-
gtabilen Gleichgewichtspurkt im Ursprung der Phasen-
ebéne.

Etwas Schwuarlger gind dle ‘Verhiltnisse im' Falle der
gefshrlichen. Grenze zu ithersehen. Diese kann damn audf--
freten, wenn das System ,,im Grofen®™ 1nsta.b11, dagegen
i Kleinen‘* atabil ist, wenn also auler dem smimlon
Gleichgewichtspunkt im Ursprung - noch e instabiler
Grenzzyklus existiert (Bild 1£). “‘Wenn sich dieser instabile
Grenzzyklus nun beim Uberschréiten der Grenze auf null
zusaminenzight und dabei den stabilen @leichgewichts-
puiikt 1m Usrsprung verschlugkt, dann wird jede Schwin-
gung entweder unbegrerizt, oder zumindest bis zu einem
beirezlen Systernen immer existierenden groferen stabilen
Grenzzyklus anwachsen (_B11d 1 2) Belm Riickiiberschreiten
dér Grenze in ‘das stabile (Gebiet hinein erscheint wwar

wieder der stabile Gleichgewichtspunkt im Ursprung der

Phasenebene, aber die einmal aufgeschaiikelte Sehwingung
hat keine Veranlassung, -wich dieser Gleichgewichislage zu
nahern. Ja, sie kann es gar nicht, da der instabile Grena-
zyklus die stabile Gleichgewichtslage und den HAuBeven

:sta.bllen CGrenzzylklas voneinander trennt.

Bs sei noch erwahnt, daf die geschﬂderten Unterschiods
zwischen ungefihrlicher, unid gefiahrlichior Grenze mit en
Bei der Erregung von S_chwmgu_.ngqu in Rihrengencratoren
geit Jangem beltannten Unterschieden ‘zwischen ,;woicher'
(ungefihrlicher) und , harter® (gefalivlicher) Brregimg ver-
wandt sind. ' '

Nach dem fiir lineare Systeme {iblichen Stabilitits-
begriff, der auf die Forderung negativer Realféile fir alle -
Wurzeln der charakteristischen Gleichung ‘hinguslduft, ist
natirlich alles Gebiet jenseits der Hurwitz-Grenze als
instabil zu begeichnen. Bei Zugrundelegong ciner such
wieder auf Ligpunow zutiickgehenden Defimtion der Sta-
bilitét kénnte man jedoch einen jengeits des ungeféhrlichen
Teiles der Hurwitz-Grenze hegenden Bereich noch als
stabil bezeichnen. Wenn =,(t) eine mibgliche stationdire

" Bewegung und 2(2) eine Nachbarbewegimg davon ist, so

daBl gilt:
| (t) — wa(t)] < & (@)

und wenn ferner zu Beginn der Bewegung:’

F2(0) — @o(0)] <&

.

#

e>a) .. ... {12)



war, dann ist Stabilitit nur vorkanden, wenn es #u jedem
beliebig kleinen 6 ein von diesem abhingiges, Kleines £
gibt derart, daB GL (11) fir alle £>0 glltig bleibh. Diese
Definition igh realen Systemen erheblich bessef angepaBt,
als die fiir dié Hnearisierten Systeme geltende asymptoti-
sche Stabilitit, dis begagt, daB

lith ®(Z) = mo(t)

t—rco
golten soll. Man kénnte somib vernunftrgerwelse die sehr

hifig vorkommenden Regelkreige, die im Normalfsll ;-

Danerschwingungen kleingr Amplitode ausfuhren, a.is stabil
bezeichiien, i -

Wie kann man nun die gefa.hrhchen Teile der Hurmtz-
Girenze von den ungefa.h‘{‘hchen unterscheiden ¥ Bautin
zeigh, dal man zu diesem Zweck eine bereits vion Ligpunciv
@ mgefuhrte Funktion L verwenden kann, dle im wesent-
lichen ans den Guadratischen und kiibischen: Gliedern der
Rmhenentwmklung der nichtliearen Glieder des Glei-
chungssystems zusammengegetzt it Der gefdhrliche Tei)
der Grenze ist durech L0, dep u.ngefah:fhche durch L<0
charaktérisiert. Zur pra,ktzsehen Ausrechnung wii also
in der Ebene (oder im Raiirne) der teressiererden Para-
meter dég Sysbems die Huriiite-Crenze duréh Nullsetzen
der Hurwitz'schen Determinanten bestimrnt werden, Daza
wird dann die sich in derselben Ebene aus der Bedingung
L == 0 ergebende Kurve ausgerwhnet Der Schmttpunkt
dieser Burve mit - der Hurwitz-Grenze teilt guf dieder die
getahrlichen von den ungefahrhehen Teilen ab. Bedenkt

ran mun, daB die Funktion L in ihrem Aufbau erheblich

komphmelter als die Hurwitz-Detérminanten. ist; 80 be-
koot man eine ungefihre V “opstellung von dem Umfang
der. Rechenarbeit, die die praktische Anwendung diescs
Verfahrens mit sich bringt. Baniin sagh gelbst, ddl die
Ausrechenarbeit bei Systemen von hohervem als 4. Grade
nwe noeh in Sonderfillen za bewdltigen sein diirfte:

Trotz ihres stark theoretischen Char&kters erithalten die
ietytgena,nnten Monographien von Lurfe {107 und ‘Baiitin
[5] etne Fiille von praktischen Aufgdaben, die bis zu kon-
kreten, Ender, gbbmqsen durehgerechnet wurden, . So fifiden
wir z. B. bei Lurje die Bercchnuugen eines Vibrations-
reglers fiir elektristhe Spannungen, einer Kreiselstabili-
sierung sowie verschiedener Regelkreise unter Beriicksich-
tigung von Nichtlinearitdten, wie sie infolge von Festrei-
bung, Unempfindlichkeit, Lose, Séttigung und Hysteresis
hiufig auttreten. Baubin bringt an praktischen Beispielon:
Bahnkurven der Liéngsbhewegung eines Flugz:bugg bei kon-
stantern  Anstellwinkel, Kursstabilislerung eines Flug-
zeuges, verschiedene Typen von Rohrengeneratoren, Fliis-
_sigkeltsstandregelung, Folgesysteme, Drehzahlregelung,

Tinschienenbahn und Schlingerkreisel. : '

Imi Ralimen dieses kavzen Berichtes ish o8 natirlich nicht -

mdglich, alle wichtigen Arbetten ‘anzufithren, za denen u, a.
auch die vielseitigon Uhtersuchungen von, Bulgakow ge-
horen, die zum Teil in dem Lehrbuche iiber Schwmgungen

[6] zu finden sind. Als eine Art Kumosum sel schlielich -

i21] ,;Ergebnisse der Physik',

VDI-Berichte Bd, 4, 1955

nooh das Kleinere Buch von .Cha?'keiﬂ'it&r;ﬂ[’l] erwéihﬁt, in
dem sich der Verfasser die Aufpabe stellt, die bei selbst-

. érreghen S_Chw_itigungeri auftretenden Probleme auf rund

150 Seiten anschaulich zu erkliren, olineé eine einzige

. mathematische Formel dabei zu verwenden. Man wird sich

hiiten, miissen, diegen Versuch alg populamssenschafthch
abzubun, eine Klassifizierang, die ja leider in Fachkreisen

stets it einer gewissen Geringschiitzung verbunden ist.”

Tatsiichlich gelingt es Ohgrkewitsch auf Grund von an-
schmilichen Energiebetrachtungen, uniterstiitzt durch zall-

reiche Abbﬂdungen urid Disgramme, eine ganze Reihe

von Erscheinungen zu erkliren. Sein Verdienst besteht

vor allgin darin, diese Probleme vor einem weiteren Kreise

ausema,ndergesetzt und auf diese Weise Tnteresse goweckt
zu hiaben, .das letzten Tndes wicder der’ forschenden
Wigsenachaft zuguibe kommt,.
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