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Ein Beitrag zur Berechnung nichtlinearer Schwingungs- und
Regelungs-Systeme *)
Von K. Magnus in Freiburg/Breisgau

. Unter Verwendung der von Krylow und Bogoljubow eingefithrten Methode der
harmonischen Balance kann man fiir ein dynamisches System, dessen Differentialgleichungen in
allgemeiner Form

dx; .

—%:f,;(ml, Tas «  os Tn) G=1,2..0m). « v ... ()
lauten, ein lineares Ersatzsystem angeben von der Form
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Dieses unterscheidet sich von dem nach der Methode der kleinen Schwingungen erhaltenen Er-
satzsystem in zwei Punkten: 1) die Koeffizienten sind nicht konstant, sondern Funktionen einer
Hilfsvariablen 4, die als Amplitude der Bewegungen des Systems gedeutet werden kann; 2) es
sind Glieder mit den zeitlichen Ableitungen der Variablen enthalten, deren Mitnahme die Er-
fassung von Funktionen f; vom Hysterese-Typ ermoglicht. '

Wenn
n
fi(y Ty o ooy ) = ‘_V_,'l ) o o o oo 3)
ist, so hat man zur Bestimmung der @ die Integraltransformationen '
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durch die die Funktionen f;, der Variablen z, iiberfithrt werden in die Funktionen ¢;, und af, der

Variablen A. Die Durchfithrung der Transformation auch im Falle allgemeiner f; bereitet keine

wesentlichen Schwierigkeiten, ist aber etwas umsténdlicher.

Fiir das Ersatzsystem (2) kann man nun in bekannter Weise den Stabilitdtsbereich im
Raume der Koeffizienten @ aufsuchen. Dieser Bereich wird durch eine Flache begrenzt, deren
wichtigster Teil aus der Beziehung R == 0 gewonnen wird, wobei R die ,,R o ut h sche Diskrimi-
pante‘‘ bzw. die (n — 1). Hur wit z-Determinante ist. Ein bestimmtes dynamisches System
wird im gleichen Raume durch einen Bildpunkt charakterisiert, der je nach der Gréfe der je-
weiligen Amplitude 4 wandert und dabei eine ,,4-Kurve'* beschreibt.

Das Entscheidende des Verfahrens liegt nun in der Erkenntnis, dafl aus der gegenseitigen
Lage von ,, R-Fliche'* und ,,4-Kurve'* die wichtigsten Eigenschaften eines dynamischen Systems
abgelesen werden konnen. Es lassen sich dafiir eine Anzahl von Sitzen formulieren, von denen
nur die folgenden angegeben werden sollen: :

1. Liegt die 4-Kurve ganz im Bereich R > 0, so ist das zugehorige System asymptotisch stabil
im GroBen.

2. Liegt die 4-Kurve ganz im Bereich B < 0, so ist das zugehorige System labil.

3. Jeder Schnittpunkt der 4A-Kurve mit der R-Fliche représentiert eine mdogliche periodische
Bewegung. Die Amplitude dieser Bewegung kann am 4-MaBstab der 4-Kurve, die Frequenz
aus einem w-Netz der R-Fliche abgelesen werden.

4. Die durch 3) definierte periodische Bewegung ist stabil fiir

dR dR da; '
(ZZ)R:o =2 (E)R=oﬂ >0 0 0o 6);

1
sie ist labil, wenn dieser Ausdruck negativ wird.

() kann als verallgemeinertes H ur wi t z-Kriterium fiir nichtlineare Systeme aufgefa3t
werden. Weiterhin lassen sich Sétze iiber Gefahrlichkeit bzw. Ungefdhrlichkeit der Stabilitats-
grenzen, iiber weiche oder harte Erregung in selbstschwingenden Systemen und iiber die Existenz
von Grenzzyklen im Phasenportrit eines Systems ableiten. '

Am Beispiel einer automatischen Kursregelung von Schiffen wurde die praktische Anwen-
dung der Methode veranschaulicht. Vorteile des Verfahrens bestehen darin, daf3 der Rechenaui-
wand nicht wesentlich gegeniiber dem fiir lineare Verfahren notwendigen erhoht ist, da die Trans-

*) Diese Untersuchungen werden in ausfiihrlicher Form als Forschungsheft Nr. 451, 1955 im VDI-Verlag,
Diisseldorf versffentlicht werden.
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formationen K, und K, in vielen Fillen aus einer Tafel entnommen werden konnen, Ein weiterer
Vorteil ist darin zu sehen, daB der lineare Teil eines Problems — die R-Flache — unabhéngig von
dem nichtlinearen Teil — der 4-Kurve — ausgerechnet wird. Man kann daher zu einer einmal
bestimmten R-Fliche meist ohne Schwierigkeiten verschiedene A4-Kurven ausrechnmen bzw.
zeichnen. Das erweist sich besonders bei der Synthese von Regelkreisen als wertvoll. Ein Nach-
teil des Verfahrens besteht darin, dal es bisher nicht gelungen ist, die Fehler des Krylow -
Bogoljubowschen Ansatzes fiir beliebige Systeme allgemein abzuschitzen. Jedoch kann
man zeigen, daB diese Methode in jedem Falle mehr liefert, als die bisher meist in solchen Fillen
verwendete Methode der kleinen Schwingungen.

Ein Aequivalenzsatz fiir Summengleichungen
‘ Von I. Paasche in Miinchen
Alle vorkommenden GroBen seien komplex, insbesondere 4, u, » =0,1,2,.... Ist

{(z) = ﬁ y,2" in [2| < ¢ reguldr und = 0, so auch 1/{(2) = Zw‘ I',z’. Mit geeigneten y, @ gilt
y=0 . . =0

dann also max (ﬁE Vivl» Tim i/l—l’—,f) <y~ <@ 1< g Nach diesen Vorbereitungen beweist

man den folgenden
Satz:Die Summengleichung Ya,, 2,4, =c¢, mit den Koeffizienten-
y=0 .
bedingungen th‘i/WSq,[a“,}sk,,Q*',l—iE%<yQ—l besitzt unter der
B> s

Nebenbedingung l—i_rﬁi/raﬂ <q genau die gleichen Loésungen wie
die mittels der y, linear transformierte Ausgangsgleichung,

ndmlich ZA,,,,:I:,,H__C“, worin definitionsgemdB A4,, =23 a,1,—172
: )

y=0

und C, =/12;c,4+1y,1 ist.

Zusatz: Von selbst gelten dann mit geeigneten K, die Beziehungen lim ﬂV IC.l=q,
M—’W

A#v‘ SK Q_y’ hm }/——,u < YQ 1’ Ay = ZAiH-A, y—»2 Fl: 0 "—ZOIH-Z Fl

Der obige Satz gestattet ein Wachstum der |a,,| mit u und mit »; er verallgemelnert
daher sowohl die Koeffizientenbedingung |a,,| < K #*' < K von Perron [Math. Ann. 84
(1921) S. 1] als auch die des Verf. (Uber das Verhalten der Integrale homogener und inhomo-
gener Summengleichungen im Unendlichen, Miinchen 1954, §5). Der Beweis (Umordnungs-

satz, Majorantenabschéitzung) benutzt die Beziehungen 11m }/[Cﬂ[ _hm V (€l Z Vi I, =04,

lim Ve, <m<y Q= |n|<ky—, II’,lsky—',k,,skm", }aﬂ,lskm/‘Q“, ]w,lgkm" (g<z<Q)

k2 m#
und z. B. K” ——TTQ);—_—I.

Der Satz erlaubt etwa die Einteilung aller Summengleichungen u. a. in solche Klassen,
die mit geeigneten Differenzengleichungen (Bandmatrizen) #quivalent sind, d. h. die gleichen

Losungen der Art lim V[ .| < ¢ aufweisen; desgl. in solche Klassen, deren Reprisentanten in

jeder Zeile fast d1e glelchen Koeffizienten, oder auBlerhalb der Bandmatrix statt der Nullen
absolut kleine Elemente besitzen und daher der iterativen Aufldsung ebenfalls bequem zu-
génglich sind.

Uber eine Verbesserung der R itzschen Methode
Von Theodor Péschl in Karlsruhe
Bei der Anwendung der R it z schen Methode in der gewohnlich beniitzten Form stellt sich
in manchen Fillen der Ubelstand heraus, daB trotz richtiger Wahl der Folge der Anniherungs-

funktionen die Differentialgleichung, um deren Integration es sich handelt, nur sehr unvoll-
kommen erfiillt ist; auch entsteht eine Schwierigkeit dann, wenn es sich darum handelt, Losung



