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Station~ire Schwingungen in nichtlinearen dynamischen Systemen 
mit Totzeiten * 

Von K. Magnus 

1. Einfiihrung. In  Regelkreisen treten hiiafig G]ieder auf, die mit  Totzeiten behaftet  sin& 
Bei ihnen verstreicht aus irgendwelchen geriitetechnischen Griinden stets eine gewisse Zeit 
- -  die Totzeit, auch Laufzeit genannt - - ,  his sich eine am Eingang des Gliedes auftretende 
Ursache als Wirkung im Ausgang bemerkbar  macht.  Soll beispielsweise das Mischnngsverh~ltnis 
zweier Fliissigkeiten oder Gase auf Grund yon Messungen an der Mischung geregelt werden, so 
darf die Messung selbst erst nach einer gewissen Mindestmischstrecke erfolgen. Die zum Durch- 
lanfen der Mischstrecke gebrauchte Zeit geht als Totzeit in den Regelvorgang ein. Bei Ver- 
wendung yon elektrischen Relaiseinrichtungen verstreicht zwischen dem Einschalten des Steuer- 
stromes und der Kontaktgabe eine Ansprechzeit, die als Totzeit  zu betrachten ist. 

Mathematisch macht sich das Auftreten yon Totzeiten dadurch bemerkbar,  dab in den 
Differentialgleichungen Glieder vorkommen, bei denen das Argument um den Betrag der Totzeit 
in der Zeitachse verschoben ist. Die Gleichungen bilden dann ein System yon einfachen Funk- 
tional-Differentialgleichungen, deren LSsangsmannigfaltigkeit im allgemeinen viel grSl3er ist 
als bei demselben System ohne Totzeiten. Fiir lineare Systeme mit verzSgerten Argumenten 
liegen zahlreiche Untersuchungen vor. Perron 1 und E. Schmidt 2 antersuchten Systeme n-ter 
Ordnnng und gewinnen durch Diskussion der Wurzeln einer transzendenten charakteristischen 
Gleichung Bedingungen ffir den allgemeinen Charakter der vorhandenen LSsungen. Collatz 3 
behandelt ein System zweiter Ordnung and gibt Stabilit/itsbereiche in Abh/ingigkeit yon den 
Systemparametern an. H a h n  4 gelingt es, fiir dasselbe System die LSsungen in Form konver- 
genter l~eihdn abzuleiten. Die Anwendung der eleganten Verfahren der Laplace-Transformation 
znr LSsung yon Totzeitproblemen findet man bei verschiedenen Autoren z. B. Bulgakow 5, Ki ip f -  
miiller s und Oldenbourg-Sartorius 7. 

Der einzige, dem Yerfasser bekannt  gewordene Versuch, auch nichtlineare Systeme mit  
Totzeitgliedern zu behandeln, finder sich in einer Arbeit yon Popow s, die sich mit der Anwendung 
des ,con Kry low and Bogoljubow angegebenen Verfahrens der , ,Harmonischen Balance" auf  
Systeme beliebiger Ordnang beschiiftigt. Unter Verwendung der Nyquis t schen  Stabilit/itskriterien 
gewinnt Popow Bestimmungsgleichungen fiir Amplitude und Frequenz ,~on eventuell ,Jor- 
handenen Danerschwingungen. In  einer friiheren Arbeit ~ konnte gezeigt werden, dab sich dutch 
Kombination des Ansatzes ,:on Krylow-Bogoljubow mit den Routh-Hurwitzschen Stabilit/its- 
kriterien ein sehr allgemein anwendbares Yerfahren zur Bestimmung der wichtigsten System- 
eigenschaften ableiten l~Bt. Das Ziel der jetzigen Untersuchungen ist der Nachweis, dal3 durch 
eine geringfiigige Modifikation des Popowschen Ansatzes nun auch Totzeitprobleme in das friiher 
gegebene Schema eingeordnet werden kSnnen. Es 1/iBt sich also auch bei Aaftreten "con Totzeiten 
ein lineares Ersatzsystem ableiten, das keine Funktional-Differentialgleichungen enth~lt und 
zu des~en L~snng 13ekannte Methoden verwendet werden kSnnen. 

I)er Ansatz der Harmonischen Balance liefert eine iiber die MSglichkeiten der Methode der 
,,Kleinen Schwingungen" erheblich hinansgehende Theorie der ersten Niiherung, die insbesondere 
dann vorteilhaft verwendet werden kann, wenn in den zu untersuchenden Systemen stationiire 

* Diese Untersuchungen wurden im Bahmen eines Forschungsprogrammes durchgefiihrt, ftir. dessen 
Unterstiitznng der Deutschen Forschungsgemeinschaft zu danken ist. 
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Scl~u auftreten k~nnen. Die im allgemeinen nichtharmonischen Schwingungen werden 
bei diesem Verfahren dutch die Grundharmonische ihrer Four ierzer legung  ersetzt. Die Fehler 
des Yerfahrens werden um so geringer sein, je weniger die Schwingungen yon der Sinusform 
abweichen. Allgemeingiiltige Fehlerabsch~tzungen sind zwar bisher noch nicht gelungen, doch 
zeigte die Berechnung einiger auch streng zug~nglicher Sonderf~lle, dab die Fehler meist er- 
staunlich gering sind, selbst dann, wenn wegen starker Abweichungen der Schwingungen yon 
der Sinusform die Brauctlbarkeit des ~q~herungsansatzes yon vornherein nicht feststeht. Wenn 
in einem System harmonische Schwingungen m6glich sind - -  wie es im allgemeinen bei linearen 
Totzeitproblemen der Fall ist - - ,  dann ist auch die L6sung des linearen nicht funktionalen Ersatz- 
systems streng giiltig. 

2. Herstellung eines linearen Ersatzsystems. Wie in der bereits erw~hnten friiheren Arbeit 
gezeigt wurde,  kann man fiir ein System ohne Totzeit, das dutch die Differentialgleichnngen 

~t 

xl -= . ~ f l ~ ( x y )  (i = 1, 2 . . . . .  n) (1) 

mit den nichtlinearen Funktionen f~y beschrieben wird, ein lineares Ersatzsystem 

xi  -= (aiy x y q- air x,) (i = 1, 2 . . . . .  n) (2) 
v = l  

angeben, dessenKoeffizienten tlurch eine Integraltransformation aus den nichtlinearen Funktionen 
gewonnen werden: 

2 z  , /  at,. -- ~r A~ 3q yIAy sin 9) sin ~0 d~ = K, { f i , ) ,  (3) 
0 

2 ~  

a ~  --  ~ m ~ , ( A ~  s~n ~) cos ~ a~ = K~ { ~ y } .  (4) 
0 

Diese kurz als K-Transformation bezeiehnete Operation verwandelt die Funktionenfi~ der Vari- 
ablen x, in die Funktionen as~ bzw. a*~ der gariablen Ay. Die Transformationsformeln (3) und (4) 
werden durch Einsetzen des harmonischen Ansatzes 

xy = A, sin (cot--~v~) (5) 

in die beiden Systeme (1) nnd (2) gewonnen. Bei harmonischer Verfinderung der Argumente xy 
werden auch die auf den rechten Seiten yon (1) stehenden Funktionen j~ y (x,,) perlodische Funk- 
tionen der Zeit sein, die in Four ierre ihen  zerlegt werden kSnnen. Beriicksichtigt man yon dieser 
Zerlegung nut  jeweils das erste Glied, also die Grundharmonische, so kommt man dutch einen 
Koeffizientenvergleich der rechten Seiten -con (1) und (2) ztt den angegebenen Transformations- 
formeln (3) nnd (4). 

Dieser Ansatz kann nun in einfacher Weise auch fiir Systeme ]nit verz6gerten Argumenten 
erweitert werden. Wenn die einzelnen Argumente xy die Totzeiten ~y haben, so hat man an 
Stelle yon (1) das System: 

x i  = ~ fi~ [ x y ( t - - % ) ]  (i = 1, 2 . . . .  , n). (6) 

Als Ersatzsystem wird auch jetzt  wieder der friihere Ansatz (2) gewfihlt, nut sind fiir die Koeffi- 
zienten an Stelle v0n (3) und (4) andere Bestimmungsgleichungen abzuleiten. Geht man mit 
dem Ansatz (5) in die rechten Seiten yon (6) ein, so erhfilt man wieder periodische Funktionen 
der Zeit, die sich in eine Fottr ierreihe zerlegen lassen. Bei Vernachlfissigung der h6heren Har- 
monischen dieser Entwicklungen ergibt der Koeffizientenvergleich mit den reehten Seiten yon (2) 
die Bestimmungsgleichungen 

2 z g  

1 f ai~ -- ~Ay. "fly [Ay sin a) (t - -  vy)] sin cord(cot ) ,  (7) 
0 

2~r 

, 1 f a ~  - -  n A ,  w j~y [Ay sin co ( t - -  zy)] cos oJt d(o~t) .  (8) 
0 
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Setzt man  darin 

sin co t = sin [co (t - -  %) + co %] 

= sin co (t - -  %) cos co % -t- cos co (t - -  %) sin co %, 

so folgt unmit te lbar  aus (7) 
2~ 

,f a~ = y ~ ;  3% [ &  sin co( t - - rD]  sin co (t - - r , )  cos co ~ a(cott 
0 

2~r 

1 
/ (t - -  %)] sin (t ~ )  sin co T~ d(co t) + ~ ~')% [A,  sin ~o ~o - -  
0 

o r i e l "  

air = cos co % K~ {fi,} + co sin co % K. {ft.} ; (9) 

denn bei der Ausfiihrung der In tegra t ion  ist die Versehiebung des Integrationsbereiehes um den 
Betrag r % ohne Belang.  Entsprechend folgt durch Einsetzen yon  

cos cot = cos co ( t - -T , )  cos c o % - -  sin c o ( t - - % )  sin co% 

in  (8) 
2~ 

a*~ --  1 " / ' J) ,  [A~ sin co ( t -  %)] cos co ( t -  %) cos co 1: d(co t) 
0 

2~ , ;  § ~ T g  fi~ [A. sin co ( t - - % )  sin co ( t - - % )  sin co % d(cot) 
0 

o d e r  

* v . K ~ { f ~ . }  sin (~ ~ K~ {fi~} (10) a ~ : COS O9 
~) 

Die Koeffizienten des linearen Ersatzsystems (2) sind nunmehr  grunds/itzlich frequenzabh/ingig, 
wiihrend eine Frequenzabhfingigkeit  bei Systemen ohne Totzei ten nur dann auftrat ,  wenn Funk-  
tionen j ) ,  yore t Iys terese typ  vorhanden waren. 

Das lineare Ersa tzsys tem ergibt in bekannter  Weise eine charakteristische Gleichung 

ia,,-~-a*~.--d,~),i = ~ c . . . .  Z v = 0 ,  (11) 
v~O 

deren Koeffizienten c v fiir die weitere t leehnung gebraueht  werden. ~ ist das bekannte  Kronecker-  
symbol  ((3~= 1, (3~, = 0 fiir i 4= ~). 

3. lDauersehwingnngen und iln'e Stabflit/it. Danerschwingungen t re ten auf, wenn die Koeffi- 
zienten yon  (2) solche Werte annehmen,  dab sich das System gerade auf  der Stabilit~itsgrenze 
befindet.  Legt  man  die R o u t h - H u r w i t z s c h e n  Stabilitiitskriterien zugrunde, so mug  H , > 0  
(~ = 1, 2 . . . . .  n - - 2 ) ,  abet 

R-~- H n - x  = 0 (12) 

seinL R ist die Routhsche  Diskriminante,  H ,  sind die H u r w i t z d e t e r m i n a n t e n .  Die auf  der 
Stabi]itfitsgrenze geltenden Frequenzen co, bekommt  man in einfacher Welse aus 

2 Ca H n  - 3 
cos n ._~  (Ho - -  1; n ~ 3 ) ,  (IS) 

wobei c. das konstante  Glied der eharakterist ischen Gleichnng (11) ist e. Die Beziehungen (12) 
nnd (13) enthal ten als Unbekannte  die n + 1  GrSl3en r und A~. Will man  diese best immen,  
so sind also weitere n ~ l  Gleichungen notwendig,  die sich aus dem linearen Ersa tzsys tem 

Vgl. FuBnote 9 yon S. 341, dort Kap. 2.2. 
2 L. Cremer, Z. angew. Math. Mech. 25[27 (1947), S. 161. 
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unscllwer ableiten lassen. Es sind die n ~ l  voneinander unabh~ingigen Verhhltnisse der Ampli- 
tuden A~, die wie folgt gewonnen werden kSnnen: 

Mit dem Ansatz 
Xv = Ave  2t 

folgt aus (2) 

v = l  

Whhlt man A .  als Bezugsamplitude und bildet die Amplitudenverhiiltnisse 

A~ 
-" g l - -  A. ' ~ n = l ,  

so folgt ein inlaomogenes lineares Gleichungssystem zur Bestimmung der n - -  I GrSBen ~ -  

~,(a,~ @ a * 2 - - ~ , )  = - -  a , ,  - -  a~,2 ( i =  1, 2 . . . .  , n - - l ) .  (15) 

Fiir 2 ist dabei 
;, - -  j ( :  = , 

mit o>~ aus (13) einzusetzen. 

Die LSsung yon (15) ist 

mit  der Nennerdeterminante 

D~ (v = 1, 2 . . . . .  n - - l ) ,  (16) 
~, - -  D N  

D2q = fa,= + jeo~a*:~-- ~L)I " 

Die Z/ihle~determinante D~ folgt aus Dzr wenn dort an Stelle der r. Spalte der Weft  (-- a~ n --  j a~, 09~) 
eingesetzt wird. Die Indizes i und v laufen jeweils yon 1 his n - -  1. 

Die Werte n~ fiir die Amplitudenverh~iltnisse sind komplex, d. h. zwischen den Maximal- 
amplituden der einzelnen Koordinaten existieren irgendwelche Phasenverschiebungen, die aus 
dem Verh~iltnis yon Imagin/irteil zum Realteil leicht ausgerechnet werden kSnnten. Sie sind in 
unserem Falle jedoch unwichtig, da die Phasenwinkel bei der Durchfiihrung der K-Trans- 
formationen (3) und (4) lediglieh eine Yerschiebung des Integrationsbereiehes verursaehen, also 
auf das Ergebnis keinen EinfluB haben. Wit interessieren uns daher weiterhin nur fiir die Betr~ige 
der Amplitudenverh/iltnisse und setzen 

]A~[ --  [~l An (v = 1, 2, . . . ,  n - -  1),  (17) 

wobei .4, als Bezugsamplitude natSr]ich reell angenommen werden kann. 
Mit (12), (13) und (17) hat man nunmehr n + l  Gleichungen zur Bestimmung der n + l  

Unbekannten,  also der Frequenz und der Amplitudenverteilung yon Dauerschwingungen zur 
Verfiigung. 

Um auch die Stabilit/it der Dauerschwingungen beurteilen oder die Frage beantworten zu 
kSnnen, ob ein gegebenes System bzw. seine Stabilit~tsgrenze gef/ihrlich oder ungef/ihrlich ist 
(ira Sinne des von Baut in  eingeffihrten Gef~ihrlichkeitsbegriffes}, muB auch das Verhatten ixr der 
Nachbarschaft  der Stabilit~tsgrenzen untersucht werden. In dieser Nachbarschaft  ist (12) nicht 
mehr erfiillt. Auch die Frequenz (13) gilt nicht mehr streng, jedoch wird dieser Wert fiir die 
weitere Rechnung beibehalten. Es wird also fiir Amplitudenwerte, die ~icht den oben aus- 
gerechneten Werten yon Dauerschwingungen entsprechen, fiir die Frequenz derjenig e Wert ein- 
gesetzt, der sich ergeben wiirde, wenn die gew/ihlte Amplitude zu einer Dauerschwingung ge- 
h6rte, wenrt sieh also das System genau auf der Stabilit/itsgrenze befindert wiirde. Dieser N~ihe- 
rungsansatz macht die weitere Rechnung erst mSglich. Er hat  zur Folge, dab die ffir eine Um- 
gebung tier Stabilit/itsgrenze erhaltenen Aussagen quantl ta t iv  etwas verf/ilseht werden, jedoch 
werden Fragen qualitativen Charakters wie z.B. die nach der Stabilit/it und der Gef/ihrlichkeit 
in richtlger Weise beantwortet .  

Um das Verhalten eines Systems in der Umgebung der Stabilit/itsgrenze untersuchen zu 
kSnnen, miissen Ver/inderungen der Amplituden A, betrachtet  werden. Da die Koeffizienten al, 
und a*~ naeh (3) und (4) Funktionen der A~ sind, so kann man (17) auch dis n - - X  Beziehungen 
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zwischen den Amplituden A~ auffassen: 

fi(A1, A 2 . . . .  , A,) 0 (v = 1, 2 , . . . ,  n - - l ) ,  (18) 

wobei (13) zu beriicksiehfigen ist, da anch cos in (17) vorkommt.  
Die L6sungen des Gleichungssystems (18) seien 

A, = g , ( A , )  (v = 1, 2, . . . ,  n - - l ) .  (19) 

Zu jedem Wert  der Bezugsamplitnde A,  geh6rt also eine Sehar yon Werten A 1 his An-l.  Folglieh 
* angegeben werden. Bei einer kSnnen auch zu jedem A~ die Werte der Koeffizienten air und air 

Darstellung im Raume der Koeffizienten gibt es also zu jedem An einen Punkt,  der sich bei 
Ver/inderungen yon An 1/ings einer Kurve,  der , ,A-Kurve"  bewegt. In  friiheren Untersuchungen 
wurde nun gezeigt, dab aus der Lage dieser A-Kurve zur Stabilit/itsgrenzkurve oder Stabilit/its- 
grenzfl/iche die interessierenden Eigenschaften yon Systemen, deren Ersatzsystem die Form (2) 
hat, abgelesen werden kSnnen. Die Ergebnisse kSnnen auch analytisch formuliert werden, wenn 
man die Abh/ingigkeit der die Stabilit/itsgrenze bestimmenden Routhschen Diskriminante yon 
der Bezugsamplitude A~ = A beriicksichtigt. R ist nach Definition eine Funktion der Koeffi- 
zienten air und a*,. Da diese yon den A, abh~ngen und wegen (19) ist also R a u c h  eine Funktion 
yon A, deren Differentialquotient 

R ~ d R 2 2 (  ORdai~ dR da*~'ldA~ (20) 

alle wichtigen Eigenschaften zu best immen gestattet .  Es giltX: 

1. Die aus (12), (13) und (17) ausgereehneten Dauersehwingungen sind stabil, wenn 

(R') ,=0 > 0 (21) 

ist. Is t  dieser Weft  negativ, so sind die Dauerschwingungen instabil. 

2. Eine Stabilit~tsgrenze ist gef/ihrlieh im Kleinen (ira Sinne yon Bautin), wenn in ihrer N~he 

(R')A-o < 0 (22) 

gilt. Bei Ungef/ihrliehkeit im Kleinen ist der gleiehe Ausdruek positiv. 

3. Eine Stabilitiitsgrenze ist gef~hrlieh im GroBen, wenn in ihrer Nfihe 

( R ' ) A ~  < 0 (23) 

gilt. Bei Ungef~hrliehkeit im GroBen ist der Ausdruck positiv. 

4. Die Erregung yon Dauersch~ingungen ist welch, wenn R ( 0 ) < 0  ist und zwischen dem 
Amplitudenwert der betrachteten Dauerschwingung A = Aa und dem Weft  A -~ 0 keine weitere 
LSsung des Systems (12), (13), (17), also keine weitere m6gliche Dauerschwingung existiert. 
tIieraus folgt z. B. sofort, dab Systeme, die nur eine, und zwar stabile Dauerschwingungsamplitude 
besitzen, stets welch erregt werden kSnnen. 

5. Die Erregung yon Dauerschwingungen ist hart,  wenn auBer der betrachteten Amplitude 
A ~ Aa der Dauerschwingung noeh mindestens ein kleinerer Weft  A ~ A~ < Aa existiert, der zu 
einer instabilen Dauerschwingung geh6rt. 

Beziig!ich weiterer Einzelheiten muB auf die zitierte friihere Arbeit ~ verwiesen werden. 

4. Beispide. Es sollen im folgenden zwei besonders einfache Beispiele behandelt  werden, die 
auch streng mit elementaren Mitteln 15sbar sin& Der Fehler der N/iherungsrechnung ergibt sich 
dann nnmittelbar durch Vergleich. Ein komplizierteres nicht mehr elementar 16sbares Problem 
dieser Art soll gesondert verSffentlicht werden. 

a) E i n  S y s t e m  e r s t e r  O r d n u n g .  E. Schmidt 3 hat nachgewiesen, dab die lineare Funk- 
tional-Differentialgleichung 

+ c x ( t -  ~) = o ,  (24) 
harmonische L6sungen yon der Form 

x ~ a cos co t -{- b sin ~o t ,  

1 Vgl. Ful]note 9 yon S. 341, dort Kap. 2.3. 
2 Vgl. Fullnote 9 yon S. 341. 
8 Vgl. Fullnote 2 von S. 341. 

(25) 
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mit  beliebigen Kons tan ten  a and  b u n t e r  tier Bedingung besltzt, dab 

co = c = ~ - ~ 3 r  2 n z  (n = 0, 1, 2, . . .) (26) 

ist. I n  jedem anderen Falle gibt  es nur die triviale L6sung x ~-- 0. 
!Nach dem bier beschriebenen Verfahren bekommt  man fiir das Totzeitglied einen linearen 

Ersa tzausdruck  
c x (t - -  ~) ---- a x -{- a* ~ . (27) 

Mit f ( x )  = c x folgt aus (3) und (4) 

K ,  { f }  = c ,  Ko { f )  = 0 ,  

so dab man a us  (9) und (10) die Ersatzkoeffizienten 

c sin o~: 
a : c c o s o )  v ,  a* = - - - -  (28) O) 

erh/ilt. Fiir (24) ergibt sich somit die lineare gewfhnliche Ersatz-Differentialgleichung 

~(1 c sin~ ~) -]- xc cos o~ ~ = 0 .  (29) 

Wenn  periodische Lfsungen  dieser Gleichung m6glich sein sollen, muB notwendigerweise 

c sin co r 
1 - - - - - - 0 ,  c c o s a ) ~ = 0 ,  (30) 

O) 

gelten. Daraus folgt aber die schon yon Schmid t  streng abgeleitete Beziehung (26). Die Fre- 
quenz wird also yon der N/iherungslSsung fehlerfrei wiedergegeben. Die Amplitude bleibt un- 
best immt,  wie es bei einem linearen Problem nicht  anders zu erwarten ist. 

~qun soll (24) durch Einfi ihrung der Vorzeichenfunktio n sgn zu einer nichtlinearen Differen- 
tia]gleichung gemacht  werden:  

~c + c sgn x (t - -  ~) = 0 .  (31) 

Es liegt bier ein besonders einfacher Fall einer , ,Zweipunktregelung" vor, da das zweite Glied 
nu t  der beiden diskreten Werte -kc und - - c  f/ihig ist. Die strenge Liisung yon  (31) ist 

A . . . . .  

Abb. 1. Ampli tuden-Zei t -Kurve fiir die peri~disehe Grundl6sung 
y o n  (31), (~ ~ Totzeit).  

= x = : ] : c t  + x o .  

Beginnt  man die Zeitzahlung beim 1Nulldurch- 
gang der x-Koordinate,  so bekommt  man als 
x ( t ) - K u r v e  eine Dreieckschwingung, wie sie 
Abb.  1 zeigt. Ihre  Amplt iude ist 

A --~ c ~ ,  (32) 

ibre Frequenz 

(33) o9 - - 2 T  

Nach der Niiberungsrechnung hat  man zunfichst 

c s g n x ( t - - - T )  = a x  + a * i c .  (34) 

Fiir die Sprungfunkt ion  f ( x )  = c sgn x folgt aus (3) und (4) bzw. aus einer Tafel yon  K-Trans-  
formier ten : 

.4c 
K s { f }  - - ~ A  ' 

Dann  ergibt (9) und (10) 

4c 
a = ~ c o s o g T ,  a * - -  

so dab als lineare Ersatzdifferentialgleichung fiir (31) 

( ;c 1 ~rAm 

K o ( f )  = O. 

4 c  
sin 09 T x~A~o 

4c 
- - - - - -  sin co ~ + x ~ c o s c o T  = 0 (35) 
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erhalten wird. Periodische L6sungen dieser Differentialgleichung sind nur m~glich fiir 

4c 4c 
1------nA~sin r ~ = 0,  ~ c o s  co T = 0 : (36) 

Da die Amplitude d nut  positiver Werte f/ihig ist, folgen also L6sungen mit  den Frequeuzeu und 
Amplituden 

'I2 09 = - -  q- 2 n (n =: 0, 1, 2 . . . ) ,  (37) 
T 

4c 4cv 
A 

~r ~ 2n 

I m  F a l l e n  = 0 ist der Frequenzausdruek identisck mit  der strengen LSsnng (33), wahrend bei 
der Amplitude A der Faktor  8/zr 2 an Stelle yon 1 steht, also ein um 18,9~o zu kleiner Weft  erhalten 
wird. 

Fiir andere Werte yon n bekommt man Schwingungen, bei denen innerhalb der Totzeit ein 
mehrmaliges Umschalten erfolgt. Wie man sich leicht iiberlegt, folgen dafiir aus (37) jeweils 
die streng richtigen Frequenzwerte, jedoch Amplitudenwerte, die stets um den Faktor  8/zr ~ zu 
klein sin& Derartige h6herfrequente Schwingungen sind zwar theoretisch und unter gewissen 
u auch praktisch mSglich, jedoch geniigt zu ihrem Zustandekommen nicht die 
u  irgendwelcher best immter  Anfangsbedingungen; es muB vielmehr eine Vorgeschichte 
yon der Zeitdauer ~ mit genau definierten ~ulldurchgangen vorhandeu sein. 

b) E i n e  n n s t e t i g e  R e g e l u n g  z w e i t e r  O r d n u n g .  Erghnzt man die Differential- 
gleichung (3I) noch dutch ein ,,SehIeppglied '~ so findet man 

Tx + x + c sgn x(t -- 'v) • O, (28) 

wobei T als eine Zeitkonstante aufgefal3t werden kann. Eine Differentialgleichung dieser Art 
erhalt man zum Beispiel bei der naherungsweisen Berechnung der Kursregelung yon Schlffen 
oder Flugzeugen, wenn nut  die Momentengleichung beriicksichtigt wird und der Regler selbst 
nach dem Schwarz-WeiB-Prinzip (Zweipunktregler) arbeitet. 

Zunachst soil eine periodische strenge L6sung yon (38) angegeben werden. I m  Bereich 
x (t ~ z )  > 0 folgt aus (38) 

t 

"x= B l e  T - - c ,  
t (39) 

x = ~ B I T e  T ~ c t + B 2  

mit den beiden Integrat ionskonstanten B 1 und B 2. Fiir den Bereich x ( t - - r )  < 0 erhalt man 
entsprechende Ausdriicke, bei denen nur das Vorzeichen yon c verandert  ist. Wenn sich die 
Lfsungen aus beiden Bereichen zu einer periodischen Gesamtlfsung zusammensetzen sollen, so 
miissen die folgenden Anstiickelungsbedingungen gehen:  

~ t ~ )  = - -  ~ ( 0 ) ,  | 

x ( t , )  = - -  ~ ( 0 ) ,  I (40) 
x (t~ - -  ~) = 0 .  

Die ersten beiden Bedingungen bringen zum Ausdruck, dab periodische LSsungen in beiden 
Bereichen symmetriseh sein miissen, die dritte Bedingung deflniert die Zeit h, in der die LSsung (39) 
die Grenze ihres Gtiltigkeitsbereiches erreicht. Hierbei ist t 1 gleich der halben Schwlng~ngszeit. 

Dureh Einsetzen yon (39) in (40) bekommt  man zuniichst zwei Gleichungen fiir B~ und B2, 
aus denen die beiden Integrat lonskonstanten ausgerechnet werden k6nnen, 

B1 ~2 c 

l + e  T 

C 
B 2 = c T  + ~ t l  , 

(41) 
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sowie eine Gleiehung fiir die unbekannte  Sehaltzei t  tl 
T 

4 T e  T 
tl - -  2 (T -k T) -k ,-- - -  0 .  (42) 

l q - e  T 

H a t  man aus dieser Gleichung tx - -  zum Beispiel du tch  I tera t ion - -  gefunden, so ist die Frequenz 
d e r  Schwingung 

co : - - .  (43) 
tl 

Die Ampli tude der periodischen Liisung folgt aus ~ ( t0 )=0  und x ( to )=A .  Aus (39) f indet  man 
leicht 

c (44)  t o = - -  T In B~ ' 

A =  B ~ - -  c T ( 1 - - 1 n  -~) , (45) 

oder unter  Beriicksichtigung yon  (41) nach U m f o r m u n g :  

A ~ -c  t{y _[_ T l n [ l ( i  q_e -@)]}  " (46) 

Fiir gegebene Parameter  T, ~ und c des Systems bes t immt man also zun/ichst aus (42) den 
Wef t  tl, der wegen (43) unmi t te lbar  die Frequenz tier Schwingung ergibt. Danach  kann  aus (46) 
der zugehiirige Wef t  fiir die Ampli tude A errechnet  werden. Man beachte,  dab die Frequenz 
der Schwingung nicht  yon  dem Paramete r  c abh/ingt,  w/ihrend die Ampli tude proport ional  zu 
ihm ist. 

1Yach der 1N/iherungsrechnung bekommt  man  zun/ichst denselben linearen Ersa tzausdruck (34) 
wie im vorigen Beispiel. Auch die Ausdriicke flit die Koeffizienten a und  a* / indern  sich nicht .  
Die lineare Ersatzdifferentialgleichung wird demnach 

T ~ q- 1 - -  sin co z ~ -k ~ cos co x ---- 0 .  (47) 

Die Routhsche Diskriminante reduziert  sich in diesem e infachen  Fall auf  den Faktor  yon  ~, 
w/ihrend das Quadra t  der Frequenz in bekannter  Weise als Quotient  der Faktoren  yon x und 
erhalten wird. Man ha t  somit  zur Bes t immung station~rer Schwingungen die beiden Gleichungen 

4c s i n o g - c = 0 ,  (48) R = 1 ~A~o 

4c 
~o 2 - -  cos co T .  (49) 

zrA T 

Dutch  Eliminat ion der Ampli tude folgt daraus eine Gleichung fiir die Frequenz:  

1 
t g c o T - - ~ T  " (50) 

Da A nur  positiver Werte  f~hig ist, so sieht man  aus (48) und (49), dab nur solche L6sungen 
fiir co physikal isch sinnvoll sind, fiir die cos o~ T > 0 und sin co T > 0 ist. 

H a t  man  o~ ermittelt ,  so folgt die Ampli tude  sofort z.B. aus (48) 

4c 
A = - -  sin co ~ .  (51) 

~r~o 

Wie bei der strengen L6sung ist A proport ional  zu c, w/ihrend co yon c unabh/ingig ist. 
Fiir ein festes Wer tepaar  c und T ist tier prozentuale Fehler der tY/iherungsl6sungen fiir co 

und A als Funk t ion  der Totzei t  "v ausgerechnet und in Abb. 2 aufgetragen worden. 
Zur Untersuchung der Stabilit/it sowie der Gef/ihrlichkeit wird gebildet 

dR OR OR d~ 
dA -- aA ~ 0o~ dA " (52) 
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Mit dem Ausdruck yon  (48) bekommt  man 

dR 4c . w T (sin co T- -~  cos ~o ~) (53) 
dA - -  ~tA ~ o~ sln r T ~ A (2 cos t9 T -]- ~ sin ~oz) " 

Nach (21) entscheidet das u  dieses Ausdruckes ffir den Fall R = 0 fiber die Stabili- 
t~it. Berticksichtigt man  (50) und (51), so folgt aus (53) 

(dR) T+~+~o~T~ 
d-A R= 0 = A (2 T -1- T) > 0 . (54) 

Die ausgerechnete Dauerschwingmlg ist also stabil. 

Zur Kl~rung der Frage der Gef/ihrlichkeit im Kleinen ist in (53) der Grenziibergang A --~ 0 
vorzunehmen.  Wegen cos 03 ~: --~ 0 und sin 03 ~ --->- -~- 1 finder man 

~-~/A:0 § oo .  

Die Stabilit~itsgrenze des Systems ist also naeh (22) ungef~hrlich im Kleinen. 

A-+~ --~ 0 ,  

10 I/~ -?eh/er 

R>O 

Im  anderen Grenzfalle A - +  
beI~ommt man 

~5 7sek 

1 

0 

-1  

Abb. 2. Prozentualer Fehler der ~ ihe rungen  fiir die 
Amplitude A und die Frec[uenz m als Funktionen 

der Totzeit z filr das Beispiel 13). 

R=O 

R<O 

Abb. 3. Stabilit~itsdiagramm ftir das Beispiel b). 

b ~ 

wobei, wie man leicht feststellt, der Differentialquotient  yon  positiven Werten gegen Null geht. 
Obwohl die Stabilit~tsgrenze des Systems nacI1 dem Kri ter ium (23) weder als ges noch als 
ungef/ihrlich im Grol3en bezeichnet werden kann,  ~4rd sie prakt isch ungef~hrlich im Groflen sein, 
da bei grol~en, aber endlichen Werten  ftir A auf  jeden Fall 

ist. 
Man kann  die bier analytisc/a a~as den Kriterien (2 t ) ,  (22) ~nd  (23) ermittel ten Eigensehaften 

aueh dureh eine Untersuehung des Verlaufs d e r , , A - K u r v e "  bekommen.  ~rir zeiehnen diese Kurve  
zusammen mit  der Stabil i thtsgrenzkurve in der Ebene der beiden Koefflzienten b und b*, die 
dureh Umsehreiben yon (47) in die Form 

~ - [ - b x  + b *  x ~ O  

eihalten ~erden.  b ist dann })is auf  den Faktor  1 / T  gleich dem Wef t  R yon (48), b* ist gleieh 
dem Wef t  032 yon  (49). Aus (49) kann  nun  zu jedem Wer t  yon A der zugehSrige Wef t  von co aus- 
gerechnet werden. Dann  folgt aus (48) ffir jedes Wer tepaar  A, o~ der entsprechende Wert  yon  R 
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und damit auch yon b. Die so erhaltene A-Kurve in der bb*-Ebene zeigt Abb. 3, wobei 
als Parameter  auf der Kurve die Werte yon .4 angeschrieben wurden. Die Kurve kommt  aus 
dem negativ Unendlichen und geht mit  A - +  oo gegen den Punkt  b = 1; b* -----0. Die Stabilit/its- 
grenzkurve (R-Kurve) ist nach (48) dutch R = 0 gegeben, d. h. in uuserem Falle dutch b = 0. 
I m  oberen Quadranten ist R > 0 (stabiler Bereich), im unteren ist R < 0 (instabiler Bereich). 

A-Kurve und R-Kurve schneiden Sich im Punkte A o = 1,12; b * =  co2= 0,740. Damit  
sind Amplitude und Frequenz der Dauerschwingung bestimmt. Ihre Stabilit/it folgt einfach aus 
der Tatsache, dab die A-Kurve mit wachsendem A yore instabilen Bereich kommend in den 
stabilen eindringt. Fiir kleine Werte yon .d 1/iuft die A-Kurve atff den Stabilit/itsbereich zu, 
folglich ist die Stabilitiitsgrenze als ungef~ihrlich im Kleinen anzuspreehen. I m  Grenzfalle 
A--~  oo wird die A-Kurve parallel zur Stabilit~itsgrenze; das System ist also streng genommen 
im Grol3en neutral, jedoch kann es praktisch als im Grol3en ungef/ihrlich angesehen werden, da 
die A-Kurve fiir endliche grol3e Werte yon A noch immer yon der Stabilit/itsgrenze fortl/iuft. 
31ach den im Kap. 3 angegebenen Kriterien kSnnen die Dauerschwingungen welch erregt werden, 
denn es existiert nut  ein Schnit tpunkt  yon A- und R-Kurve,  und dieser gehSrt zu einer stabilen 
Dauerschwingung. 

(Eingegangen am 14. Februar 1956.) 

Anschrift des Verfassers: Dr. Kurt Magnus, Freiburg/Breisgau, Unterlinden 7. 


