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.npn man nach der von Krylov und Bogoljubov vorgeschlage-
| Methode der | Harmonischen Balance® fiir das Gleichungs-
tem eines nicht-linearen Regelkreiscs ein lineares Ersatz-
stem mit amplitudenabhingigen Koeffizienten ableitet, so
sen sich mit Hilfe der Hurwitz-Bedingungen Naherungslri-
erien fiir die Stabilitat nichtlinearer Regeloreise finden. Gleich-
sitig kann die Fragenach der Gefahrlichikeit oder Ungefahrlich-
¢ der Stabilititsgrenzen in einfacher Weise analytisch cder
reometrisch beantwortet werden. Der bisher nur fiir kleine Am-
yituden verwendete Gefidhrlichkeitsbegriff 140t sich damit so
rweitern, daf er anch ,,im GroBen'’ giiltig ist.

With the aid of the Krylov-Bogoljuboy method of | Harmonic
Salance’ it is possible to transform a system of mnon-linear
iffsrential equations representing a control-loop into a set of
inear differential equations, the coefficients of which depend
a the amplitudes of the periodic solutions. Applying the Fur-
z criteria to the latter, approximating criferia are obtained
o the stability of ncmlmea.:r control systems, Likewise the
nethod offers simple analytical or geometrical ways of deter-
mining dangerous resp. non-dangerous parts of the margins of
tability. The concept of dangerousness — up to now being used
m]y for small oscillations — ¢an be generalised so that it is valid
‘in ‘the large” too,

Vihrend fiir die Beurteilung der Stabilitiit linearer Regel-
rreise zahlreiche Kriterien vorliegen, sind zur Untersuchung
svon Stabilititsproblemen in nichtlinearen Regelkreisen als
" strenge Verfahren nur die von Ljapunov und Poincaré be-
- kannt geworden.. Ihre praktische Verwendbarkeit fiix Regel-
wfgaben ist jedoch gering, da zu ihrer Anwendung duBerst
“umfangreiche Rechenarbeiten erforderlich sind. Wenngleich
‘ez gelungen ist (Lur'e und Lefov), das Ljapunovsche Ver-
- fahren fiir Regelkreise, bei denen lediglich eine nichtlineare
¢ Fanktion (und zwar in der Stellgliedcharakteristik) auftritt,
50 zu vereinfachen, daB es routinegemifl angewendet wer-
den kanm, so bleibt dennoch. das Bediirfnis nach allgemeiner
brauchbaren Kriterien bestehen. Solange die Differential-
gleichungen des Regelkreises eine niedere Ordnung haben,
¢ wird man mit Untersuchungen im Phasenraum. (Phasen-
portrit) zum Ziel kommen kénnen; bei Sysfemen héherer
Ordnung ist vielfach das auf Krylov und Bogoljubov zurlick-
- gehende Verfahren der ,,Harmonischen Balance™ verwendet
worden. Goldfarb [r] kombinierte es mit dem Nyquistkrite-
rinm und erhielt so Ngherungskriterien fiir die Stabilitdt
nichtlinearer Systeme. FEntsprechendes gelang Kocken-
burger (2] mit Hilfe der ,,Beschreibungsfunktion, deren
Definition den Ansatz wvon XKrylov-Bogoljubov implizit
enthilt,

witzschen Kriterien zu sehr allgemein anwendbaren Nihe-
rungskriterien fihrt; mit deren Hilfe nicht nur die Stabili-
tit, sondern aunch die Frage nach der Gefihilichkeit bzw.
Ungefihrlichkeit der Stabilititsgrenzen beurteilt werden
kann. Abweichend von den genannten Verfahren (Goldfarb,
Kochenburger) wird hier fiir das System der beschreibenden
Differentialgleichungen ein lineares Ersatzsystem geschaf-
fen, dessen Koeffizienten nicht konstant {wie bei der Me-
thode der ,,Kleinen Schwingungen®’), sondern Funktionen
der Amplitude sind.

Hier soll nun gezéi_gt werden, daB eine Kombination des
Ansatzes der Harmonischen Balance mit den Rowuth-Huy-

Von K. Magnus, Freiburg i. Br. {Deuischland)

Stabilitdtskriterien

Dic Differentialgleichungen des Regelkreises seien in der
Form '

iizfi(xl, 7"'2:---:2”31) t=1,2..,n), {1).
gegeben, wobei die §; irgendwelche, im allgemeinen nicht-
lineare Funktionen der # Koordinaten x; sind. Man kann
nun zeigen [3], dab sich fiir (1) ein lineares Ersatzsystem von

der Forin

7

= 3 iy %o By 1)
v=1

angeben laBt, dessen Koeffizienten durch einen Vergleich
harmonischer Lsungen von (2} mit der Grundharmonischen
periodischer Lasungen von. (1) (,,Harmonische Balance™!)
als eine Art Fourierkoeffizienten gewonnen werden. Fiir

den hiufig vorkommenden Sonderfall, da

Ku) = X fin (),

v=1X

falry, 2o e,

ist, gewinnt man die Koeff1z1en1:en beispielsweise durch die
Integraltransformationen

2

Giy = (4, sin @) sin @ 4P = Ky} /1,1,

2m

i .
aty = = [ fia (A sin B oos P 4@ = Koo,
L]

die fiir eine Anzahl hiulig vorkommender Funktionen un-
mittelbar aus Tabellen [1, 3] entnommen werden konnen.
Die ,,K-Transformationen’’ (3) verwandeln die Funktlonen
Fiu der Variablen x, in die Funktionen a4, bzw. a3, der
Variablen A,. Die 4;, sind tibrigens nichts anderes als die
,,Beschreibungsfunktionen” der durch die f,, gekennzeich-
neten nichtlinearen Elemente des Regelkreises.

Aus dem Ersatzsystem (z) bekommt man nun in bekannter
‘Weise mit dem Ansatz

Hy == Ay oH

ein homogenes Gleichungssystem fiir die Amplitudenfak-
toren A.:

k3
DA, Fal A ) =0 ). ()

r¥=1

=12

2y aas

3,, ist das Kroneckersymbol, fiir das §;; = 1 und &;, == o fiir
i =Iﬂ v gilt, (4) hat nur dann eine nichttriviale Losung, wenn
die Detérminante des Systems verschwindet. Diese Forde-
rung fiihrt auf die charakteristische Gl

[aiw+a:vl—6ivl[ ch_,#?u“_-o (5)

H =20

Man kann ibrigens zeigen, dalB dieselbe charakteristische
Gleichung auch chne das Verfahren der Harmonischen
Balance aus dem System (x) dusch einen’ allgemeineren
Variationsansatz gewonnen werden kann, dessen Verwen-
dung fiir Schwingungs- und Regelungsprobleme von
Klotter [4] vorgeschlagen wurde.
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Eine fiir das FErsatzsystem existierende Gleichgewichtslage
ist stabil, wenn alle Koeffizienteri ¢, sowie die aus ihnen
gebildeten Iurwitzdeterminanten H, positiv sind. Ange-
stoBene Schwingungen kommen in dem durch diese Bedin-
gungen gekennzeichneten Stabilititsbereich wisder ‘zur
Ruke. An der Grenze des Stabilitfitsbereiches, deren uns
hier interessierender Teil durch die Bedingung

bl

(R = Routhsche Diskriminante) gegeben ist, sind dagegen
stationire Schwingungen moglich. Wie verschiedene Auto-
ren gezeigt haben, gilt auf der ,,Schwinggrenze™ die Fre-
queénz )
bntn—3g
Hypp '

Wihrend lineare Regelkreise nur in praktisch kaum vor-
kommenden Sonderfillen genau auf der Schwinggrenze
arbeiten, ist dieser Fall in nichtlinearen Regelkreisen von
entscheidender Bedeutung. Bei ihnen nehmen die ampli-
tudenabhingigen Koeffizienten oft gerade solche Werte an,
dal die Bedingungen fiir Da.uerschwmgungen erfiillt sind.

Zur Berechnung der Frequenz o sowie der n Amplituden 4,

derartiger Schwingungen stehen nun auller den beiden Be-
ziehungen (6) und {7} noch die Gleichungen (4) zur Ver-
fiigung. Da {4) ein System von # homogenen Gleichungen
ist, o sind durch sie nur die Verhéltnisse der Amiplituden
bestimmbar. Wikt man eine der Amplituden, z.B. 4, = 4,

als Bezngsamplitude (man wird dazu die Amplitude der am
meisten interessierenden Koordinate, also z. B. der Regel-
abweichung, wihlen), so lassen-sich aus (4) die Amplituden
aller anderen Koordinaten als Funktionen von 4 und o
ermitteln ; :

(Hg == 1). v

w? =

Die 24 1- Gleu,hungen , (7) wnd {8) reichen nun zur
 Bestimmung der Frequenz uud Amplitudenverteilung von
moglichen stationdren Schwingungen aus.
Die Stabilitit der Schwingangen wird in belkannter Weise
durch die Realteile der Wurzeln der charakteristischen
Gleichung (5) bestimmt. Der Hurwifssche Satz garantiert
bei Erfiillung der Stabilitdtsbedingungen negative Real-
teile fiir alle Wurzeln. Unter den zuvor genannten Voraus-
setzungen wird auf der Schwinggrenze der Realteil einer
der Wurzeln, z.B. Re (4;), gleich Null. Bei Uberschreiten
der Grenze in das instabile Gebiet (R << o) hinein wird
Re {1,) > o. Esist also o
sign Re{dy) = —sign R
und- . (9)
Re{lz) =0 fiir A = 0.

Betrachten wir nun eine kleine Verdnderung der stationi-
ren Amplitudenverteilung, bei der sich die Bezugsamplitude
A um den Betrag A4 anderni mige, so folgen daraus wegen
(8) entsprechende Veranderungen der anderen Amplituden
und damit nach (3) auch Verdnderungen der Koeffizienten
a; und a;;. Fiir diese ist aber (6) nicht mehr erfillt; viel-
mehr wird auch die Rowthsche Diskriminante R um den
Betrag AR verindert werden. Ist nun das zu einem positi-
ven AA gehtrige AR ebenfalls positiv, so ist wegen (9)
Re (A,) negativ und, abgesehen von hier nicht interéssieren-
den Sonderfillen, dem Batrage nach nicht beliebig klein.
Das mit der verinderten Amplitndenverteilung schwin-
gende System ist also geddmpit, so daB die Amplituden
" kleiner wetden und sich der stationfiren Amplitude
(44 = o) ndhern. Ist umgekehrt A4 < o und das zuge-
horige AR < 0, so wird Re (i) > o; die Schwingungen
wachsen an und nihern sich damit wieder der stationiiren
Amplitiide. Wenn alsp der Differentialquotientt

aRr .
(ﬂ)lﬁ:o =0

BR=H, =0, ‘ {6)

r=2,3,...%). (8).

)

ist, so nihern sich Nachbarbewegungen stets der staf
ren Schwingung; diese ist also stabil. Entsprechend ‘7
man leicht, daB die Schwingung instabil wird, wens
Ausdruck {ro) negativ ist. Eine Nachbarbewegung ent
sich dann von der stationdren Schwingung.

OR dat,ldA,
oa;, 44,

AR <o w [0R da
A=£ ;g;‘ [Oaw dfi',.+

errechinet.

Geometrische Deutung

Das Kriterium (1o} 148t sich auch anschaulich geometr
deuten. Man kann dazu entweder Darstellungen in
R-A-Ebene oder aber in einem #,-Raum verwenden, wh
a, die von der Amplitude abhéngigen Koeffizienten vo
stnd. Die erste Art der Darstellung ist bei Systemen hishe
Ordnung mit zahlreichen nichtlinearen Gliedern meist
zuziehen, wihrend die zweite im allgemeinen vorteilha
ist, wenn nicht mehr als 3 nichtlineare Glieder im Re
kreis vorkommen. Bild 1 zeigt eine R(4)-Kurve, wi
unter Beriicksichtigung von (7) und (8) errechnet v
kann, Jedem Schnittpunkt dieser Kurve mit der Ahs
(It = o) entspricht eine mégliche stationire Schwingy
#m Regelkreis. Durchschneidet die Kurve die Achse
oben nach unten, so ist die Schwingung instabil (Punk
im anderen Fall ist sie stabil (Punkt 4”'). Das ist
anschaulich klar, wenn man bedenkt, daB die Kurv
obereri Quadranten wegen It > o und (g) nur im S
kleiner werdender Amplituden durchlaufen werden kj
wahrend im unteren Quadianten (R << o) die Amplit
nur anwachsen kémnen (siehe die Pfeilrichtungen).

7
. £
Bild 1.
Stabilititsdiagrammin
der R-A-Ebene N =
ﬂ.‘ ) A =g

Ia einer a,-a,-Ebene (Bild 2) bekommt man aus der:
derung R = o eine R-Kurve (Sta:biIitéitsgrenze) und A
dem eine vou dieser unabha.nglge WA-Kurve, die ati
Amplitudenabhingigkeit der &, und a, gewonnen
Jedem Schnittpunkt von 4- und R-Kuive entspricht
mogliche stationdre Schwingung im Regelkreis. i
Schwingungen sind stabil, wenn die im Sinne steige
A-Werte durchlaufene A-Kurve ans dem instabiles:
réich (R << o) in denr stabilen Bereich (R > o) Huft (Pin
A7), Im anderen Talle sind die Schwingungen ins
(Punkt A’). Die zu stationdren Schwingungen gébd
Amplitudenwerte kinnen an der 4-Kurve unmittelba
gelesen werden. Aber auch die Frequenz kann be:

werden. Mit Hilfe von {%7) 148t sich nimlich die R-Kuy
einer @-Skala verschen; die Schnittwerte mit der A

-

ergeben die Frequenzen der stationiren Schwingungt

a7 R
N ww‘l Bed
s34 . Ry
: |4 e ‘%
Bild 2. 2 > s y
Stabilitdtsdiagrammin T _
einer a,-a,-Ebene
(R-Kurveund A-Kurve)
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c.efshrlichkeit der Stabilititsgrenze

o Stabilititsgrenze eines Regelkreises ist nach Bawfin (5]
shelich, wenn pach einer durch Verdnderung irgend-
Jjeher Systemparameter bedingten Uberschreitung der
enze Schwingungen angefacht werden, deren Amplitude
ine stetige Funktion des Betrages der Grenziiberschrei-
ung ist. Systeme mit gefihrlichen Grenzen sind irrever-
ibel, da die Schwingungen nach dem Riickiiberschreiten

Vit
i oy
s . 7~ Bild 3. R-A-Diagramm von
Ia Regelkreisen mit gefahr-
7 Heher (1) und ungefdhrlicher

(II) Stabilititsgrenze

it verschwinden. Eine Grenze ist ungefdhrlich, wenn die
ach Uberschreiten der Grenze entstehenden Schwingun-

iibel, da die Schwingungen nach dem Riickiiberschreiten
eder verschwinden.

“in Kriterium fiir die Gefihrlichkeit bzw. Ungefz‘ihrlichkeit
r Grenze Bt sich nun aus den exrwihnten Darstellungen
ymmnittelbar ablesen, In der R-A4-Darstellung (Bild 3) sind

i = 0, ungefihrliche durch Kurven mit steigender
ndenz fiir 4 — o gekennzeichnet. Die Kurven Taund I'T 4
srisentieren Systeme mit stabiler Gleichgewichtslage.
tutscht nun der Anfangspunkt der Kurven durch Ver-
nderung irgendeines Parameters tiber die Stabilitdtsgrenze
? =0 (Kurvén Ib und IIb), so verschwindet die stabile
cichgewichtslage, d.h., die Systeme werden im Kleinen
stabil. Die Amplituden der entstehenden Schwingungen
wachsen im Falle I b unbegrenzt an, wihrend sie sichimFalle
b nur bis zu der Amplitude A7 aufschaukeln kdnnen.

rtsprechend kann man auch aus der zweiten Art der Dar-
ellung (Bild 4) schlieBen, daB eine Grenze gefdhrlich ist,
-nn das Anfangsstiick der 4-Kurve die Tendenz hat, aus

N B-Huvep

Bild 4. a,-a,-Diagramm
mit R-Kurven wund A-
Kurven von Regellkrei-
sen mit gefihrlicher (I
und III) uwnd ungefahr-
Licher (II und IV) Sta-
bilititsgrenze .

lom Bereich R > o (Stabilititshereich) herauszulaufen
(Kurve I); umgekehrt ist eine Grenze ungefahrlich, wenn
las Anfangsstiick der 4-Kurve die Tendenz hat, in den
Bereich R > o hereinzilaufen (Kurve IT). Die Grenziiber-

weltung kommt in diesem Falle durch eine Verlagerung
ler R-Kurve zustande (Kurve a vor, bnach Ubersehreitung).

g analytische Kriterium fiir diese Bautinsche Gefdhr-
tikeit, die hier als ,,Gefahrlichkeit im Kleinen® bezeich-
1wt werden soll, da sie 'sich nur auf kleine Amplituden, also
i das Arifangsstiick der 4-Kurve bezieht, lautet:

(21, o

fahrliche Systeme durch Kurven mit fallender Tendenz.

Ist der Ausdruck positiv, so ist die Grenze ungefa.hrhch im
Kleinen. Der Verzweigungspunkt, der die im Kleiden ge-
fahrlichen Teile der Grenze von den ungefihrlichen trennt,
wird erhalten, wenn in (12) das Gleichheitszeichen steht.

Es mu# noch betont werden, daB diese Formulierungen nur
sinnvoll sind, wenn tatsdchlich Grenziiberschreitungen vor-
kommen k¢nnen. Anderenfalls reichen die herkdémmlichen
Begriffe der Stabilitit und Instabilitit vollig zur Kenn-
zeichnung des dynamischen Verhaltens eines Regelkreises
aus.

Es erscheint zweckmiBig, die Baufinschen Begriffe zu er-
weitern und von einer- Gefdhrlichkeit bzw Ungefahrlichkeit
Lim GroBen** zu sprechen, je nach dem Vorzeichen des
Ansdruckes '
aR
i (13)

Ad-soo

Bei der geometrischen Festlegung hat man dann auf das
Verhalten der A-Kurve im Bereich groBer 4 zu achten. Hat
das letzte Stiick der 4-Kurve die Tendenz, aus dem Stabi-
lititsbereich herauszulaufen (Bild 4, Kurve II), so ist die
Grenze gefdhrlich im Grofen, anderenfalls ist sie ungefahr-
lich im GroBen (Bild 4, Kurve IV}, Auch hier sind die ge-
troffenen Formulierungen nur sinnvoll, wenn der End-
punkt der A-Kurve die Stabilititsgrenze wirklich iiber-
schreiten kann. :

Ohne auf das hier besthriebene Verfahren Bezug zunehmen,
konnte man auch definieren: Ein System ist ,,gefdhrlich
im Grofen”, wenn bei Parameterinderungen in seéinem
Phasenportridt ein instabiler Grenzzyklus bei groBen
Amplituden entstehen kann.

Es sei bemerkt, daf Gefibrlichkeit bzw. Ungefihrlichkeit
weder FEigenschaften der Regelstrecke noch des Reglers
sind. Sie kennzeichnen vielmehr das dynamische Verhalten
geschlossener, nichtlinearer Regelkreise. Bei linearen Regelﬁ
kreisen sind die Gefihrlichkeitsbegriffe entbehrlich.

Tiie auBerordentliche praktische Bedeutung dieser Begriffe
kann an Beispielen leicht klargemacht werden (si¢he z. B.
[3, 5]). Fiir eine Fahrzeug-Kursregelung mit quadratischen
Dimpfungskraften und nichtlinearer Stellgliedcharakteri-
stik kann der Regelkreis beispielsweise bei bestimmten
Werten der Parameter im Kleinen zwar stabil, aber gefihr-
lich sein. Schwerpunktsverlagerungen durch Treibstofi-
verbrauch konnen zum Uberschreiten der Stabilititsgrenze
fithren unid Dauerschwingungen groBer Amplitude anregen.
Bei Stellgliedcharakteristiken mit Sattigung kann im Klei-
nen zwar Stabilitit und Ungefdhrlichlkeit erreicht werden,
dennoch ist Gefihrlichkeit im Grofien moglich, die bei ent-
sprechend groBen Storungen zum villigen Versagen der
Kursregelung fithren kann. .

Zur praktischen Verwendbarkeit des hier beschriebenen
Verfahrens sei bemerkt, daB es brauchbar bleibt, wenn die
nichtlinearen Funktionen von (1) unstetig sind (Zwei- und
Drei-Punkt-Regelungen) oder von den Geschwindigkeiten
bzw. Frequenzen abhingen (Hysterese). Auch Totzeiten in
den Koordinaten kénnen berdcksichtigt werden, nur sind
die a; dann nicht aus (3), sondern aus einem etwas abge-
inderten Ausdruck zu gewinnen,
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Biskussionshemerkungen

M. ScuuLer (Gatiingen). Ich glaube, daB der Hinweis von
Ilerrn Magnus sebr lehrreich ist. Er zeigt, daB bei nichtlinearen
Regelsystemen — und praktisch enthilt jeder Regelkreis nicht-
lineare Glieder — leicht. Labilititen auftreten kdnnen, dis man
gar nicht geahnt hat. Bei der antomatischen Stenerung des Kur-
ses hat Herr Magnus dies so schin gezeigt. Ich habe manche von
meinen Schiilern bei den Versuchen mit antomatischen Flugzeug-
steuerungen verloren. Jetzt, nach den Ausfithrungen von Heirn
Magnus, wird mir mit einem Schlage klar, wie so etwas moglich
War.

¥. H. ErrerTz (Aachen). Uber eine Parameterdarsteilung
fiir Stabilititsgrenzfllichen und {iber Stabilititspriifung har-
monisch linearisierter Systeme mittels Cremer-Leonhard-
scher Ortskurvenscharen

Die Stabilititsaussagen fiir das harmonisch linearisierte System
werden nach dem Verfahren von K. Magnus aus der gegenseiti-
gen Lage von Stabilititsgrenziliche und A-Kurve gewonnen.
Exphzlte Darstellungen der Stablhtatsgrenzﬂa.chen im Raum
der Koeffizienten der charalkteristischen Gleichung sind bisher fiir
Systeme bis zur fiinften Ordnung von verschiedenen Autoren an-
gegeben worden. Fiir Systeme vierter Ordnung hiat K. Schmidt [1]
eine Parameterdarstellung der Stabilititsgrenzfliche mitgeteilt,
wibrend W. P. Nikitin, W. K. Twrkin und N. F. Kunickij [2]
sowie H. 4. Hogan' und T. J. Higgins ['3] unabhingig vonein-
ander graphische Darstellungen der durch die Hurwitzschen Be-
dingungen gelieferten Stabilititsbereiche fiir Systeme fiinfter
Ordnung hergeleitet haben.’

K. H. Breuer und der Verfasser haben eine einfache nnd fiber-
sichtliche Parameterdarstellung der Stabilititsgrenziliche fiir
Systeme beliebiger Ordning gewonnen, welche die vorhin er-
wihnten Ergebnisse als Sonderfille enthilt. Allen Punkten die-

ser Stabilititsgrenzflichesind dabei Polynome zugeordnet, deren

Koeffizieriten allen Stabilititsbedingungen geniigen mit der Aus-
nahme, dall die Routhsche Diskriminante verschwindet,

Man erhilt zum Beispiel fiir ein System sechster Ordn'ung mit der
normierten charakteristischen Gleichung

FA) =1 4 o5+ e A2 ca a8 6y it - 2% | 5y 28

die folgende Parameterdarstellung fiir die Stabilitatsgrenzfliche
im fiinfdimensionalen Raum: N

&y = Ty,

@:ﬂ+nn+

Tﬂ TS Tﬂ
T, 1 T

tg=T +*+—
3
T T:r 4
ey = Ty 1+ 2 ‘i:g,
1
T, I
T,

Hierbei gilt Ty, Ty, Ty, Ty > 0. Wird gy > o und ¢; > oals kon-
stant angenomimen, so erh#it man als Stabilitdtsgrenzfliche die
durch die folgende Darstellung gegebene Regelfiache:

5
”2:T1+50'75T3+‘1‘9_,
: I
53=05Ta+—T—,

T
54:Ta+3:1* I €4 C5e
s

Dabei ist T = tfe, und.T, 2> o zu waklen.

Den Systemen mit gleicher Schwingfrequenz o an der Sta
titsgrenze entsprechen Geraden auf der Stabilithtsgrenzfl
die durch die folgende Parameterdarstellung gegeben singd:

o 65
g =T Jr—ff -+ gy w?,
.c:,iéw—u}ma;2
I a
Gizﬁ‘}' Ty o + 6y 5.
£

LCH AT

Bild 5. Stabili-
titsortskurven-
schar fiir eine
Kreisel-Einschie-
nenbahn

Diese Ergebnisse lassen sich auf Systeme beliebiger Ordnung"
allgemeinern und wezrden an anderer S{elle mitgeteilt.

Niherongskriterien fiir die Stabilitit barmonisch linearisie
Systeme kénnen auch aus einer naheliegenden Kombination
Verfahrens der harmonischen Balance mit der Cremer-Leonha
schen Ortskurvenmethode [4], [3] gewonnen werden. Pabei' g
winnt man zunichst aus dem linearen Ersatzsystem -durc
Exponentialansatz die charakteristische Gleichung mit von
‘Bezugsamplitude abhingigen Koeffizienten,

Man zeichnet dann die Schar der Cremer-Leonhardschen O
kurven, die verschiedenen Werten der’ Bezugsamplitade eom
sprechen. Aus diesen Ortskurven kann dann auch auf Stabili
bzw. Instabilitit und Gefihrlichkeit bzw. Ungefahrlichkeit {
Kleinen oder GroBen) in entsprechender Weise wie in der vo
trefflichen Arbeit von K. Magnus geschlossen werden. Es en
fillt bei dieser Methode die Berechnung der Stabilitdtsgren
fidche, doch tritt an Stelle einer A-Kurvé die Qrtskuarvensc
auf. Das Verfahren bleibt auch anwendbar, wenn mehr als
Systemparameter oder Koeffizienten variabe! sind und man e
Stabilititsgrenzfliche in einem hdheren als dre;dlmensmna
Raum erhalten wiirde.

Betrachtet man z. B. die von N. N. Bautiz und K. Magnus E
untersuchte Kreisel-Einschienenbahn, so erhilt man die chard
teristische Gleichung:

F(2) = A& A (1= Byg) 5 4 (15— Byg) 12+ (4 gy 1) 1+ 4 —
Hierbei sind, fiir die Parameter folgende Werte angenommen

@=,I7 ,6=0st x =1,
und es gilt

£ =4, § =20
By = I — 0,075 A%

Zeichnet man die durch die Darstellung

(0,075 4* + 14) 0® + 41 -

+ i[—o0,075.42 &® + (3 — 0,3 A4?) w}

filw) = [w* —

gegebene Ortskurve fiir
- A = o0; L,5; 2;.3.T und 4,
so erkennt man leicht diec ungefihrliche Stabilititsgrenze

4 ~21,5 und die geffhrliche Stabilititsgrenze fiir 4 == 3
(s. Bild 3.
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7. 7. Koenig [7] hat vorgeschiagen, zur Stabilitdtspriifung von
michilinearen Systemen, deren charakteristische Gleichungen
isomplexe Koeffizienten besitzen, zwei Kettenbruchtheoreme
¢on E. Frank [8] zu benutzen. Er hat auch bemerkt, daB die Sta-
pilitatspriffung nur einiger dieser charakteristischen Gleichungen
sowdhnlich geniigenden Aufschlufl dber das Stabilitdtsverhialten
»s Systems gibt.

4. Leonhard [g] verdankt man ein einfaches graphisches Verfah-
n zur Stabilitdtspriifung von Polynomen mit komplexen Koeffi-
sierten, Besitzt ein harmonisch linearisigrtes System charakte-
" rgtische Gleichungen mit komplexen Koeaffizienten, so fithrt das
© 7sonhardsche Verfahren zu einer Ortskurvenschar, avs der man
leicht auf die Stabilititseigenschafien des untersuchten Systems
sehlieBt.
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E. PEsTEL (Hannover). Mein Diskussionsbeitrag ist einmal da-
durch hervorgerﬂfen,' daB bei der Behandlung von Regelvorgéin-
gen mit Totzeit die von Herrn Magnus stammende Variante des
Krylov-Bogoljubou-Vexrfahrens in der vorliegenden Form nicht
ohne weiteres angewendet werden kann, zum anderen durch die
Diskussionshemerkung von Herrn Efferts, da die von ihm vorge-
schlagene Art des Vorgehens der Methode zu dhneln scheint, iber
di¢ eine ausfithrliche Arbeit von E. P. Popov (1] vorliegt. Das
dort entwickelte Verfahren wird in einem Aufsatz des Verfas-
sers [2] beniitzt, um ¢ine einfache Methode zur Ermittlung des
Verhaltens nichtlinearer Regelkreise zu entwickein.

Fiir den haufig vorkommenden Fall, daf die linearen und die
nichtlinearen Elemente des Regelkreises in je einen Block ent-
- sprechend Bild 6 zusammengefaft werden kénnen, ist es verhilt-
nism#Rig einfach, nach vorheriger Anwendung dexr Methode dex
-Harmeonischen Balance den Frequenzgang auch des nichtlinearen
Blocks zu bestimmen und die SchlieBbedinguing fiir den ge-
schlossenien Regelkrels wie folgt aufzustellen:

3
—F = By {r)
Darin bezeichnet F; den Frequenzgang des linearen Blocks und
F, den des nichtlinearen Blocks. Man beachte dabei, daB wegen
der Nichtlinearititen der ¥requenzgang des letzteren nicht nur
von o sondern auch von der Amplitude 4 des harmonischen Ein~
gangssignals abhingig ist.

_ Ziliw),
YT G

Zali, 4) .
W G A) 2)

Frp=-

Die SchlieBbadingung fiihrt dann auf folgende Gleichung

Niiw) - N, (o, 4) + Zy(iw) < Z, (o, 4) = 0. (3)
Aus der Aufspaltung in Real- und Imaginirteil folgt
X(w, A) + 1Y (w, 4) = o.

Diese Gleichung ist nur erfiillt, wenn sowchl der Real- wie auc-:hl
der Tmaginirteil verschwinden

X{w, A)=0 und ¥(w 4)=o0. {4)

Wir erhalten somit zwei Gleichungen fiir die Bestimmung der
Unbekannten 4 und e, welche die Danerschwingung der Regel-
grofBe bei geschlossenem Regelkreis bestimmen.

Es ist zu heachten, daB diese Gleichungen fiir den Fall, dafll Tot-
zeit im Regelkreis anftritt, transzendent werden, und daher fhre
numerische Anfldsung erheblichen Rechenaunfwand erfordert.

Dieser Umstand fiihrte dazn, dic Aufgabe auf zeichnerischem
Wege.zu losen. Dabeiwird nach dem Vorgang von Oppelf [3] der
negative inverse Frequenzgang des einen Blocks in der komplexen
Ebene aufgetragen und entsprechend der Frequenzgang des
anderen Blocks. Im vorliegenden Fall ist es zweckmﬁﬁig, die
Totzeit in den linearen Block hineinzunebhmen?) und fiir diesen

den negativen inversen Frequenzgang aufzutragen, da fiir den

linearen Block nur eine Kurve zu zeichnen ist -— im Gegensatz
zu dem Freguenzgang des nichtlinearen Blocks, dex ja nicht nar
von der Frequenz sondern auch von der Amplitude der Eingangs-
schwingnng abhingt und somit bei seiner Darstellung in der kom-
plexen Ebene fitf jede Amplitude das Zeichnen einer Ortskurve
erfordert. In den Schnittpunkten der Ortskurve des negativen
inversen Frequenzgangeés des linearen Teils mit der Ortskurve
bzw. deén Ortskurven des Frequenzganges des nichilinearen
Blocks, in. denen o fiir beide Frequenzginge den gleichen Wert
besitzt, erhalten wir die entsprechenden Lasungen fiir die Daver-
schwingnngen nach Frequenz und Amplitude, die wir rechne-
risch aus (4) erhalten wiirden. Dabei finden wir als Amplitude
den Wert, der als Parameter die durch den Schnittpunkt bzw.
die Schnittpunkte gehende Ortskurve des nichtlinearen Teils er-
zeugt. Der Vorteil dieser graphischen Losung wird noch deut-
licher erkennbar, wenn man die Stabilitit der so gefundenen
periodischen Losungen wuntersucht. In seiner vorerwihnten
Arbeit leitet Popov als Stabilititsbedingung folgende Unglei-
chung ab ) .
: 0V 0 X

04 dw e

oX oY

04 dw (5)

deren Lésung fitr den Fall des Auftretens von Totzeit AuBerst
miihsame numerische Rechnungen erfordert.

) im (}’[, }’,,)
\, e (k)

A )

Fp (s d)

Bild 6.

Bild 7.

Im folgenden sei deshalb der Weg zu einem einfachen graphischen
Stabilitdtskriterium anfgezeigt. Im Hinblick darauf, dal der’
negative inverse Frequenzgang des linearen Blocks und entspre-
chend der Frequenzgang des nichtlinearen Blocks
1 .

- f; =X,}+i¥;
geschrieben werden kann, liefext die Schliefibedingung (1) fol-
gende Gleichung

und Fpop=X,+1i¥,

Xy +iY, =X, +1iY,

1) Voraussetzung ist, dali das Totzeitglied anicht zwischen zwei Nichtlinearititen
liegt.
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aus der nach Zusammenfassung der Real- und der Tmagindirteiie
Tolgende Gleichungen entstehen

X;—X, =0 und Yi—Y,=o0.

Wenn man diese Differenzen an Stelle von X nund ¥ in Unglei-
chung (5) einsetzt und beachtet, daB nur der Frequenzgang des
nichtlinearen Blocks von der Amplitude 4 abhangt, so erhilt
man an Stelle von (5) die folgende Stabilititshedingung

¥y /X, BY, BY, 20X, DX,
o4 34 7 b e | de dew

(52)

Man kann der rechten Seite der Ungleichung (5a) folgende Form
geben - . :
. Yilo + Aw) — Yy,(w -+ Aw)
Xplw - Aw) — Xylo+ do)

die sich beire Ubergang vom Differentialquotienten anf Differen-
zenquotienten ergibt. Bild ¥ zeigt, daB dieser Quotient die Stei-
gung der gestrichelten Geraden bedeutet, die durch Punkte ge-
legt wird, welche von dem, Schnittpunkt der Lésungsortskurve
des nichtlinearen Frequenzganges und der Ortskurve des nega-
tiven inversen Frequenzganges des linearen Blocks um A ¢ ent-
fernt liegen. Stabilitit liegt dann vor, wenn die Steigung dieser
Geraden kleiner ist als die linke Seite der Ungleichung (5a), die
rechnerisch Teicht zu bestimmen ist, well X, pund ¥, nach der vor-
angegangenen harmonischen Linearisierung bereits als Funlktio-
nen von A and e vorliegen. Natiirlich kann auch die rechte
Seite von (5a) ohne Schwieriglkeit rechnerisch ansgewertet wer-
den, wenn der negative inverse Frequenzgang des linearen Blocks
in mathematischer Form vorliegt.
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SchluBbemerkung des Verfassers

Far die in den Diskussionsbemerkungen gegebenen Anregungen
dankeéich allen Diskussionsrednern.

_Dievon Herrn E ffertz erwihnte Parameterdarstellung fitr die Sta-
bilitdtsgrenzen darfsicher groBesInteresse beansprachen, dennsie
kénnte dazu beitragen, die vielfach recht mithsame Ausrechnung
dieser Grenzen zu erleichtern,

Fiir lineare Systeme existieren bekanntlich eine groBe Anzahl
verschiedener Stabilitéitskriterien. Jedes von ihnen kinn auch
auf harmonisch linearisierte Systeme angewendet werden und
fithrt dann auf ein Verfahren, das prinzipiell dem im Vortrag dar-
gestellten dquivalent ist. Die Frage, fiir welche dieser verschiede-
nen Kombinationen man sich entscheidet, hingt von der Zweck-
mabigkeit beziiglich des Zn untersuchenden Problems und —
nicht zi vergessen - von der Gewohnheit des Bearbeiters ab.
Der von Herrn Efferts gemachte Vorschlag, die Cremer-ILeonhard-
schen Hodographen jeweils fiir bestimmte Amplitudenwerte ans-
. zurechnen, ist in entsprechender Weise auch schon fiir den
Nygquist-FHodographen durchgefiihrt worden. Zwei Griinde hat-

- Die von Herrn Cyphin (s, S. 163) mitgeteilten N dherungsfor .

ten mich jedoch hewogen, diese Art der Darstellung ais
iibetnehmen. Erstens scheint es mir zweckmiBig zu se;
Amplitude — fiir die man sich ja interessiert - als Variahi
nicht nur als Parameter zu verwenden, Zweitens aber hat
bei getrennter Auftragung die Mbglichkeit, zu einer einmg
gerechneten Stabilitdtsgrenze ganze Scharen von A-Kurveg
zeichnen und aus dem Diagramm dann die Eigenschaftes

Gesamtsystems fiir variierte nichtlineare Charakteristiken afs
lesen. In solch einem Falle diirfte die Rechenarbeit erheblic
ringer sein als nach dem F; ffertzschen Verfabren, bei dem fijr 3
neue” Charakteristik eine neue Hodographenschar gezeich
werden mul.

Das in meinem Beitrag angegebene Verfahren ist auch nock:
wendbag, wenn mehr als drei Systemparameter variiert wes
soller. Nur ist es dann zweckmiig, zu einer Darstellung
R-A-Diagramm iiberzugehen, wie sie zum Beispiel in den.
dern 1 und 3 des Beitrages gezeigt ist,

scheinen mir besonders wertvoll zu seit, wenn die nichtling
Charalkteristik lediglich als gemessene Kurve vorliegt. Eine 3
néherang derartiger Kurven durch Polynome 4. Grades di
im allgemsinen v6llig ausreichen, zumal man damit oft schon
den Bereich der MeBfehler hereinkommt.

Fiir sehr wichtig halte ich den Hinweis auf selche Fille, in der
die auf der Vernachlissigung der héheren Harmoniébherz'-
ruhenden Niherungsverfahren versagen kinnen. Hier Hegt"
Ansatzpunkt fir die Weiterarbeit! Aber es wird sicher i
leicht sein, hinreichende Kriterien fiir derartige Versager
abzuleiten. Bei allen bisher angefiihrien Versagerbeispielo
handelt es sich um Systeme, in demen offensichtlich die vernac
lassigten Oberschwingungen eine entscheidende Rolle spiel
‘Wenn es gelingen wiirde, strenge Abschitzungen fiir die G
der Fehler der Naherungsverfahren abzuleiten, kénnte anch ¢
¥rage nach den Versagerfillen mit Aussicht auf erfolgreic
Lastung aufgegriffen werdeén. )
Zu dem Hinweis von Herrn Schuler mochte ich bemerken, d
die ,,Gefahrlichkeit im GroBen* vornehmlich dann auftrotin
kann, wenn die Regelstrecke selhst instabil ist oder zuminde
werden kann, wenu also der Regler erst fiir die Stabilitit des g
schlossenen Regelkreises sorgen muB. Das trifft gerade fiir
Lagenregelungen mancher Flugzeugé und die Kursregelung v
Schiffen zu — ein Gebiet, auf dem-gerade Herr Schuler Pionie
arbeit geleistet hat. Seine Bestatigung freut mich daher ganz
besonders, o . '
Zu den Ausfiihtungen von Herrn Pestel mochte ich erginzer
mitteilen, daB inzwischen eine Veri}ffentlichung erschienen ist, in
der die Behandlung von Totzeitproblemen nach der in meinemnt
Beitrag angegebenen Methode dargestellt wird (,, Stationi
Schwitignngen in nichtlinearen dynamischen Systemen mit To
zeiten'’, Ing. Arch. 24, 1956, 341—350). Das von Herrn Pesfal
dargestellte Verfahren diirfte aber zweckmiBiger sein, wenn d
Ortskurve des linearen Teilsystems bekannt ist oder SOwWiesd
ausgerechnet werden mub. Uberhaupt witd der im Ortsknrvern
derken erzogene Regelungsfachmanr die von den Herren Pestzl
und Effertz beschriebenen Verfahren bevorzugen. Den Grun
weshalb ich einen anderen Weg gegangen bin, habe ich bereits
anfangs {Stellungnahme zur Bemerkung von Herrn Efferts) da
gelegt. Auch bei Herrn Pesiel tritt die Amplitude nur als Paras
meter aunf, nicht als Variable. Es kann daher in schwieriger ge:
lagerten Fillen notwendig -werden, eine groflere Anzahl von
F, (i, 4)-Kurven zu zeichnen, uin den Schpittpunkt mit glei-
chem w-Wert auf den beiden Teilortskurven einigermafen sicher
zu bestimmen. Gegeniiber dem Effertzschen Verfahren hat je-
doch das Pesteische den Vorteil, daB bei Anderungen der micht
linearen Charakteristik die inverse Ortskarve des linearen Teiles
nicht noch einmal berechnet za werden braucht.




