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Schwingungen in einem unsteligen Temperatur- 
Regelkreis mit Toizei! 
Von K. Magnus, Freiburg/Breisgau 

Aus  Griinden der apparativen Verein/achung verwendet man an Temperatur-Regelstrecken hdu/ig 
Ftelaisregler und n immt  damit ein gewisses Pendeln der [tegelgrSfle auch im staliongiren Zustand 
in Kau/ .  Der Ein/lu[3 ether fast immer vorhandenen Totzeit au/ die Ampli tude und die Schwin- 
gungsdauer der stationdiren Schwingungen wird /fir zwei verschiedene l:telais-Charakteristiken (mi t  
Hysteresis bzw. mit Totzone) untersucht; die allgemeinen Eigenscha/ten des Systems gehen aus 
einem Stabilitdtsdiagramm hervor. 

1. Aufgabenstellung 

Der EinfluB von Totzeiten auf das Verhalten eines 
Regelkreises ist ffir den Fall, dab der Regler und die 
Regelstrecke in guter Naherung durch lineare Diffe- 
rentialgleichungen beschrieben werden kOnnen, be- 
reits mehrfach untersucht worden (vgl. Z. B. [1 bis 4]). 
Man weiB, dab Totzeiten in vieten Fallen die Ursache 
fiir das Auftreten yon Begelschwingungen bilden, und 
strebt daher an, diese Zeiten in der Praxis mSglichst 
klein zu machen. Bet bestimmten Typen yon Tempe- 
raturreglern lassen sich jedoch Totzeiten grundsatz- 
lich nicht vermeiden. Sie entstehen durch die end- 
liche Laufzeit des Heizmittels (oder auch des Kiihl- 
mittels) und hangen z. B. bet einer Warmwasser- 
heizung yon der L~inge der Leitungen zwischen dem 
Ofen und dem HeizkSrper, yore Leitungsquerschnitt  
und yon der StrSmungsgeschwindigkeit ab. 

Bild 1 zeigt ein kennzeichnendes Beispiel eines 
solchen Regelkreises. Der Behal ter  a,  in dem die 
Temperatur  geregelt werden soil, enthalt  eine Rohr- 
schlange b, durch die das Heizmittel gepumpt wird. 
In einem Behalter d heizt man das warmeiibertragende 
Mittel wieder auf, z. B. mittels eines Tauchsieders. In 
diese l:~egelstrecke greift nun der Temperaturregler 
mit dem MeBgerat e (Thermoelement) ein. Ein MeB- 

a A r b e i t s b e h ~ i l t e r  
b R o h r s c h l a n g e  
c U m w f i l z p u m p e  f i i r  d a s  H e i z -  

m i t t e l  
d A u f h e i z b e h a l t e r  
e T h e r m o e l e m e n t  
f M e B w e r k  
g S t r o m q u e l l e  
h V o r s c h a l t w i d e r s t a n d  
i M e l 3 w e r k - A b g r i f f  m i t  1Relais- 

C h a r a k t e r i s t i k  

Bild 1. Grundsfitzlicher Aufbau des Temperatur- 
Regelkreises. 

werk f dient dazu, die gemessenc Temperatur  mit dem 
gewiinschten Sollwert zu vergleichen und dann mit 
Hilfe der Differenz beider Werte, der sog. Regelabwei- 
chung, das Ein- und Ausschalten des elektrischen Stro- 
rues ftir den Tauchsieder vorzUnehmen. Der Regler at- 
better unstetig nach dem Relaisprinzip. Im folgenden 
werden zwei der wichtigsten Relaistypen untersucht:  
ein einfaches Ein-Aus-Belais mit HySteresis (Zwei- 
punkt-Charakteristik mit Hysteresis) und ein Helais 
mit Totzone ohne HYsteresis (Dreipunkt-Charakteri- 
stik). Der Temperatur-Rege!kreis nach Bild 1 soil 
lediglich als ein kennzeichnendes Beispiel fiir eine 
Gruppe ahnlich aufgebauter Regeikreise dienen. Man 
finder ein entsprechendcs Wirkungsschema bet den 
verschiedenen Arten von industriellen Warmefiber- 
tragern, bet der Warmwasserheizung, in Klimaanla- 
gen und bet Kiihleinrichtungen wieder. 

Das Ziel der Untersuchungen bestand darin, die 
Einfliisse einerseits der Totzeit und andererseits der 
Relais-Charakteristik auf die nach dem Abklingen 
yon Einschwingvorgangen im Regelkreis "~orhandenen 
Dauerschwingungen zu k[aren .  Dabei w u rd e  ein in 
einer friiheren Arbeit [5] ausfiihrlich beschriebenes 
Rechenverfabren verwendeL Dieses b e r u h t  darauf, 
dAB man yon dem Prinzip der harmonischen Balance 
Gebrauch macht und ffir das System der nichtlinea- 
ren Differentialgleichungen, die das Verhalten des 
unsLetigen Regelkreises beschreiben, sin lineares Er- 
satzsystem aufstellt, desscn Koeffizienten amplitu- 
den- und frequenzabhangig sind. Die Bedingung, nach 
der im Falle des Auftretens yon Dauerschwingungen die 
Koeffizienten gerade solche Werte haben mfissen, dab 
sich das System an der Grenze der Stabilitat befindet, 
liefert dann eine MSglichkeit, die Daten der Dauer- 
schwingungen selbst zu berechnen. 
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2. Aus9anfs91eiehun9en und ihre Umformun 9 

Das Blockschaltbild ffir den Regelkreis nach Bild 1 
geht aus Bild 2 hervor. Die RegelgrSBe (Temperatur  
im Beh/ilter a) werde mit  x bezeichnet ; Xh sei die Tem- 

I ~ ~  Bild 2. Blockschaltbild for 
= den Temperatur-lqegelkreis 

nach Bild 1. 
a Arbeitsbeh~il ter ,  b Aufheizbeh~il ter  (Erhi tzer) ,  c MeBger~it, d 
Relais ,  x T e m p e r a t u r  im B e h a l t e r  (Regelgr0[3e), xh T e m p e r a t u r  des  
Heizmi t te l s ,  Xm gemessene T e m p e r a t u r ,  xs Sol lwer t  der  T e m p e r a t u r ,  
g T e m p e r a t u r ,  die sich einstel len wiirde,  wenn  das  Relais  d a u e r n d  

eine seiner m0gl i chen  L a g e n  einnfihme (Stel lgr56e) .  

peratur  des Heizmittels im Erhitzer, X m  entspreehend 
die Tempera tur  des MeBgliedes (Thermometer).  
Zwischen x und Xh = Xh ( t - -~)  besteht eine Beziehung 
yon der Form 

T 1.~ + x = Xh ( t - -T)  . . . . . . .  (1). 

Dabei bedeuten & die Ableitung von x nach der Zeit t, 
z- die Totzeit  und T~ die durch die W/irmekapazit/i t  
des Beh/ilters und die Daten der Heizschlange be- 
s t immte Zeitkonstante.  Das Argument  von Xh ist um 
die Totzeit  z- verschoben, die das Heizmittel  braucht,  
um vom Erhitzer b in den Beh/ilter a zu fliel3en. Ffir 
die Tempera tur  xh des Heizmittels gilt eine entspre- 
chende Differentialgleichung 

T2 xh + Xh = g . . . . . . . . . .  (2). 

Damit  in G1. (2) kein neuer Beiwert erscheint, ist hier 
als StellgrOBe g die staLion~re Tempera tur  gew/ihlt 
worden, die sich im Laufe der Zeit einstellen wfirde, 
wenn das lqelais jeweils eine seiner m0glichen Lagen 
beibehielte. Die Zeitkonstante T 2 h:4ngt yon der Art 
des Heizmittels und den Daten des Erhitzers ab. 

Die Beziehungen gem/iB Gl. (i) und (2), die das 
Verhalten der lqegelstrecke beschreiben, sind durch 
die GleichUngen des Reglers zu erg/inzen, die sich aus 
den Teilgleichungen des MeBgliedes und des Kraf t -  
sehalters zusammensetzen. Fiir die Mel~glied-Teil- 
gleichung gelte 

T~ &m + Xm = x . . . . . . . . . .  (3) 

mit  der MeBzeitkonstanten T 3. Die v o n d e r  Art  des 
ReiMs best immte Kraftschal ter-Charakteris t ik sei 

g = - -  f (Xm) . . . . . . . . . .  (4). 

Fiir die beiden in diesen Untersuehungen zu betraeh-  
tenden Relaistypen hat  die Funkt ion f (Xm) den in 
Bild 3a und b gezeichneten Verlauf. 

~) 3t 

•t Tempe/a/u/" 

l i 

~) .~ t  

I 
~,~o /'ernpeeo/u/, 

.-c 

Bild 3a und b. Charakteristiken des Kraftsehalter- 
Relais. 

a) Zweipunkt - lqe la i s  m i t  H y s t e r e s i s  (xo ha lbe  Hys te re s i sb re i t e ,  c u n d  
- -  c die be iden  m6g l i chen  W e r t e  der  F u n k t i o n  f (xm)), b) D r e i p u n k t -  
ne l a i s  m i t  Totzone  (xo ha lbe  Brei te  der  To tzone ,  c, 0 u n d  - -  c die  

drei m0gl i ehen  W e r t e  der  F u n k t i o n  f (Xm)) 

Wfire das Totzeitglied Xh ( t - - T )  in G1. (1) nicht vor- 
handen und die Funktion f (Xm) in G1. (4) linear, So lieBe 
sich das System gem/iB GI. (1) bis (4) in sehi ~ einfacher 
Weise nach den bei linearen Differentialgleichungen 
mit konstanten Koeffizienten fiblichen Verfahren 
15sen. Aber auch mit  den stSrenden Gliedern ist eine 
zumind est n/iherungsweise L6sung m6glich, wenn man 
- -  wie in [6] gezeigt wurde - -  sowohl fiir Totzeit-  
glieder als auch ffir nichtlineare Glieder lineare Er- 
satzausdrticke verwendet,  die keine verzOgernden Ar- 
gumente mehr enthalten und deren Koeffizienten 
nicht konstant ,  sondern Funkt ionen der Frequenz 
und der Amplitude Sin& Ohne auf EinzelheiLen ein- 
zugehen, sei bemerkt ,  dab der lineare Ersatzausdruck 
ffir ein nichtlineares Glied mit  Totzeit  yon der allge- 
meinen Form g Ix (t - -  ~)] in der Form 

g [ x ( t - - z ) ] = a x + a * &  . . . . .  (5) 

angesetzt wird. Dabei sind die Koeffizienten a und 
a *  a l l S  

a = cos (co z-) Ks {g} + eo sin (co z-) Kc {g} ,1 

a * : c ~ 1 7 6 1 7 6  ~ 1 (6) 
O) 

mit den Abkfirzungen 
2 x  1/ [ 

Ks {g} = ~--~ g ( A  sin qo) sin ~v d ~ ,  

o 2~ . .  (7) 

' /  f Ke {g} 7; ft. o~ g (A sin ~o) cos ~o d q0 

0 

zu bestimmen, wenn o) die Frequenz, A die Ampli- 
tude der gesuehten station/iren Sehwingung und q9 
eine Integrat ionsvariable bedeuten (mit A und ~ als 
Funktionen von x). Wendet  man G1. (5) auf die reehten 
Seiten von G1. (1) und (4) an, so ergibt sieh folgendes. 
Aus G1. (1) ents teht  (mit Index 1 ffir die zugeh6rigen 
Koeffizienten) 

g = Xh ( t - - z ' )  - + a  1 X h  -~ a ~  Xh . . . . .  ( 8 )  

mit Ks {g} = 1 und Kc {g} = 0, also naeh G1. (6) 

1 
a l=cos (coz - ) ,  a ~ = - - - s i n ( e o ~ )  . . (9). 

(D 

Wegen der Linearitlit des Totzeitgliedes werden die 
Koeffizienten unabh/ingig v o n d e r  Amplitude. Ent -  
sprechend liefert GI. (4) (mit Index 2 fiir die Koeffi- 
zienten) 

g = f (Xm)  ~ t/2 X m  -I- q~ ;~m . . . . . .  (10). 

Dabei ist f~r eine Relais-Charakteristik nach Bild 3a 

_ 4 c  ]/l__(Ax_~Om)~, } 
a z =  Ks{g} 7;Am l/ . .  ( l l )  

4 c  x o 
a[ : Ke {g} 7; A2m ~o 

mit  Am als der Amplitude der gesuchten Dauer- 
sehwingung in der Koordinate Xm (denn nur diese 
geht in die reehte Seite yon G1. (4) ein), x o als der 
halben Hysteresisbreite und c (bzw. - - c )  als dem 
m6glichen Wef t  von f (Xm). FOr eine Relais-Charak- 
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teristik naeh Bild 3b ergibt sich a 2 ebenfalls nach 
G1. (11), jedoch a~' ~ 0. Die Gr6f3e xo s te le  in diesein 
Falle die halbe Breite der Totzone dar. Die Integrale  
nach GI. (7) brauchen hierfiir nicht  erst ausgereehnet~ 
zu werden, da man sie unmi t te lbar  cincr in [5] enthal-  
tenen Tafel yon  K-Transformier ten  en tnehmen kann.  

Unter  Beri icksichtigung von Gl. (8) und (10) folgt 
aus Gl. (1) bis (4) das lineare Ersa tzsys tem 

7'~ ~ + x = % xh + a~ d~, ] 

:/'~ &h + Xh = - -a , ,  X m - - a ~  &m, f[ . . . (12). 

/ T a &m + X m  = X 

Die LSsung dieses Systems fiihrt, wenn man in bekann-  
ter  Weise einen Exponent ia lansa tz  xi = X i  c at ver-  
wendet  (rail X als dcm Ausgangswer t  von x zur 
Zeit I = 0, ). als einem Eigenwert. und Index i der 
Reihe naeh ffir dic x- und die X-GrOBen ohne Index,  
mit  Index h und Index m), zu der charakter is t ischen 
Gleichung 

T I 2 +  1 - -a '~  a - - a  1 0 

0 T,~ 2 + 1 a~ 2 + a 2 

- - 1  0 T a 2 + I  

= 0 . . (13) 

oder ausgerechneL zu der Fo rm 

ba).a-[- b~.22 t- bl2 -t- b o = 0 . . . . .  (14) 

mit  den Koeffizienten 

b 3 == T 1 T2 Ta,  ] 

b 2 : = T  1 T = +  T = T  a + T  a T  l + a ~ a ~ , [ . . ( 1 5 ) .  

b 1 T l +  T 2 +  T a q - a ~ a  2-~-a la~ ,  [ 

I b o := 1 " a~ a 2 

Berticksichtigt man,  dab in GI. (9) nur  die Bereiche 
0_< :cos ( t o~ )  ~ 1 und 0_<sin( toT)=<_ 1 sinnvoll 
sind, so ergeben sieh stets positive BciwerLe ba, b 2 und 
b o. Die Bedingungen fiir die StabiliL/it der durch die 
charakteris t ische Gleiehung beschriebenen Sehwin- 
gungen lauten dann  

b, > o ,  [ 
(16) f Il = b lb  2 - b  0b a >  0 

mit  R als der H o u t h s c h e n  Diskriminante,  die mit  der 
Hurwi tz -Detc rminan te  H 2 identisch ist. Man er- 
kennt  aus Gl. (16) sofort,  dab die zweite der beiden 
Bedingungen die st~irkere darstellt,  also die Grenze 
des sLabilen Bereichs durch die Bedingung 

B = 0 . . . . . . . . . .  (17) 

gekennzeichnet  wird (denn f/Jr b I =: 0 en ts teh t  
Il < 0, also ein bereits instabiles System).  Ein Sy- 
stem, das sich auf der Stabilitiitsgrenze befindet,  
fiihrt ungediimpfte Schwingungen aus, fiir deren 
Frequenz to (tie Beziehung 

to2 := bo/b 2 = b t /b  a . . . . . . .  (18) 

gilL. Dies folgt unmit te lbar ,  wenn man in G1. (14) 
). = i to einffihrt und dann  den Ileal- und den Imagi-  
niirfieil jeweils fiir sich gleieh null setzt. Sind in dem 
bet raehte ten  Sys tem stationiire Schwingungen mOg- 
lich, so miissen sic den beiden Schwingungsbedingun-  

gen gemiiB GI. (17) und (18) geniigen. Aus diesen Be- 
ziehungen k6nnen die Frequenz und die Ampl i tude  
der Dauerschwingungen errechnet  werden. 

3. Regler mi t  Hysteresis  ohne Totzone  

Es werde zun~ichst angenommen,  das verwendete  
Ilelais des Reglers sei nur  zweier diskreter  Stel lungen 
fMfig, das Umspringen yon  einer Lace  zur anderen 
kOnne jedoch wegen einer l~estimmten Unempf ind-  
lichkeit des Mef3werks um den Bet rag  -4- x o versetz t  
statLfinden. Dann gilt die Relais-Charakter is t ik  yo n  
Bild 3a. 

3.1 B e s t i m m u n g  d e r  D a u e r s c h w i n g u n g e n  

Aus G1. (18) gewinnt  man die beiden Bcziehungen 

b l - - b a t o 2 =  O , b o - - b 2 w ~ : =  O . . . (19), 

deren BesLehen - -  wie sofort  aus G1. (16) hervorgeht  
- auch die Erfiil lung der Bedingung gemiif3 G1. (17) 

nach sich zieht. Fiir die praktische Auswer tung  isL es 
zweckmM3ig, durch 

x o / A m  = cos 9 ,  r  --(x2/A2m) = sin 9 �9 �9 (20) 

die neue Vertinderliche 9 einzufiihren. Dami t  folgt 
aus Gl. (19) nach Einsetzcn der frfiheren Gr613en 

e ~  g s in  ( t o ' ~ - - 9 )  = X~ B l  (to) '}  . . . (21) 

cos 9 cos (to ~ - -  9) Xo B2 (to) 

mit den Abki i rzungcn 

B x (to) = ~7:[1 -- to2 (V 1 T 2 + T 2 T s +  T a T1) ] 
(2~). 

!~ 2 ((,5)) = ~CC O ( 7" 1 -~- ~/'2 -~- T3- - -  7"1 T2 T3 to2) 

Da in die beiden G1. (21) fiir die zwei Unbekann ten  9 
und to als Pa ramete r  noch die Gr6Ben r u n d  x o ein- 
gehen, kann  man  zu jedem Wer tepaa r  v, x o das zuge- 
hSrige WerLepaar 9, to best immen.  In einer to, 9- 
Ebene definiert G1. (21) zu jedem Wer tepaa r  z, x o 
zwei Kurven,  deren Schn i t tpunk te  die gesuchten 
L6sungen yon G1. (21) anzeigen. ~ n d e r t  sich einer der 
Parameter ,  so iindern sich auch beide Kurven.  Diese 
fiir die Auswer tung  unangenehme Tatsache kann  durch 
eine weitere Umformung  vermieden werden. Es ist 
m6glich, zwei Gleichungen herzuleiten, die jeweils 
nur  yon einem der Pa ramete r  abhiingen. Man er- 
hMt aus G1. (21) durch Quadrieren und Addieren eine 
yon v unabhangige  Gleichung 

cos~9 = (B~ + Bi)Xo 2 . . . . . .  (23) 

sowie durch Dividieren eine von x o unabh~ingige Be- 
ziehung 

tg (to T - -  9) = B 1 / B z  . . . . . .  (24), 

die zweckm/iBigerweise noch nach cos 9 aufgel6st 
wird : 

B1 2 

e~ = B 2 BI 

W~ihrend (31. (23) in einer w ,  cos ~ ~-Ebene eine nur  
noeh von x o abhfingige Kurvensehar  liefert, hSngt  die 
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~z ~ ~ min -~ ~5 
~equenz ~o 

Bild 4. ~o, cos * ~0-Diagramm zum Bes t immen der Daten  
for die Dauerschwingungen.  

~o Hi l f sver~ inder l iche  n a c h  GI. (20), xo h a l b e  H y s t e r e s i s b r e i t e ,  
T o t z e i t ;  die  S c h n i t t p u n k t e  der  be iden  K u r v e n s c h a r e n  v = kor~st 
u n d  x ,  ~ k o n s t  l iefern die F r e q u e n z  co u n d  die d ime ns ions lo se  Gr6Be 
cos ~0, die de r  S c h w i n g u n g s a m p l i t u d e  u m g e k e h r t  p r o p o r t i o n a l  i s t .  

durch  G1. (25) in derse lben  Ebene  def inier te  K u r v e n -  
schar  nur  noch v a n  dem P a r a m e t e r  v a b .  Bi ld  4 zeigt  
diese K u r v e n s c h a r e n  u n t e r  Zug runde l egung  der  
Zah lenwer t e :  T l = 1 0 m i n ,  T 2 = 3  min,  T 3 = 1  min 
und 4 c/z: ~ 2 0  grd.  Selbstvers t i~ndl ich k a n n  an 
Stel le  der  Ze i te inhe i t  (min) j ede  bel iebige andere  
Ze i te inhe i t  v e r w e n d e t  werden ,  wenn  m a n  auch  v i m  
gleichen Ze i tmaBs tab  miBt.  E n t s p r e c h e n d  gi l t  ffir 
die GrSBen c, x o und Am bzw. A ein beliebiges,  abe r  
fiir alle GrSiJen gleiches MaB (hier grd).  

Aus  Bild 4 l iest  m a n  fiir j edes  bel iebige %Tertepaar 
T, x o die zugehOrigen W e r t e  v a n  cos2~  und  eo ab.  
Soll te die Genau igke i t  n i ch t  ausre ichen,  so k a n n  m a n  
sie unschwer  durch  ein- oder  mehrma l iges  I t e r i e ren  
verbessern .  Aus  ~o folgt  sofort  die Schwingungsze i t  T 
des Regelkre ises  a]s 

T = 2 7:/o~ . . . . . . . . .  (26) ; 

ffir die A m p l i t u d e  Am der  Schwingung  in der  Koor -  
d ina te  Xm erg ib t  sich 

Am = Xo/COS q . . . . . . .  (27). 

Da a b e t  me i s t  die A m p l i t u d e  A in der  K o o r d i n a t e  x 
- -  also die S c h w a n k u n g  der  T e m p e r a t u r  im geregel-  
t en  Beh~ilLer - -  gesucht  wird ,  is t  G1. (27) noch ra i l  
Hilfe van  G1. (3) umzurechnen .  B e d e u t e t  ~p den 
Phasenwinke l  zwischen x und  Xm, so erh~ilt m a n  ra i l  

X m  = Am sin (co t) ,  x = A sin (co t + y~) . . (28) 

aus G1. (3) sofork 

A s i n ~ v = A m T a e o  , A cos ~ o : A m  . . . . .  (29) 

oder  nach  dem El imin ie ren  des Phasenwinke l s  ~ die 
A m p l i t u d e n b e z i e h u n g  

A = Am 1/1 + T~ o# = x~ 1/1 + T i  eo ~ . . (30). 
cos 

Bild 5 und  6 zeigen als E rgebn i s  de r  A u s w e r t u n g  den 
Ver lauf  der  A m p l i t u d e  A bzw. der  Schwingungs-  
dauer  T fiber der  To tze i t  ~ miL x o als P a r a m e t e r .  
(Beispiel :  Ff i r  ~ = 2 rain und  x o = 3 grd  l iefer t  
Bild 5 A = 5,9 grd  bzw. Bi ld  6 T = 25 rain.) 

Ff i r  den Fa l l  x o = 0, also fiir ein Rela i s  ohne  
Hys te res i s ,  e rg ib t  s ich die A m p l i t u d e  n ich t  aus 
G1. (30), da dann  sowohl  der  Zah le r  als auch der  Nen-  

ner  zu null  werden .  Man gehL dann  auf  G1. (23) zu- 
ri ick,  seLzt d a r t  ffir cos ~ den ursprf ingl ichen W e r t  
nach  Gl. (20) wieder  ein und  erhfil t  

1/1+---T~- ~" (31). 
A = ,/ B 2 .  B2 . . . . . . .  

[ 1 - 1 -  ] 

Der 0 b e r g a n g  van  G1. (21) zu Gl. (23) und (25) e . r -  
l e ich te r t  zwar  die A u s w e r t u n g  erhebl ich,  besond~rs  
wenn  das  S y s t e m  n ich t  nur  ftir wenige W e r t e  de r  
P a r a m e t e r  zu berechnen  ist,  j edoch  muB auf  eine 
Fehle rque l le  a u f m e r k s a m  ge ma c h t  werden .  Infolge  
des be im Umformen  v o r g e n o m m e n e n  Ouadr ie rens  
ergeben Gl. (23) und  (25) mehr  LOsungen als G1. (21). 
Man ha t  daher  jeweils  zu prfifen, ob die ge fundenen  

/ 

o 2 * 6 B Mn 1o 
Totzei! 

Bild 5 ,  Abhfingigkei t  der  Ampl i tude  A der Tempera tu r -  
schwottkUng im geregel ten Behfilter van  der Totze i t  
for ve~'schiedene W e r t e  der ha lben  Hysteres i sbre i te  x 0. 

50 
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0 2 ~ 6 8 m/n /O 
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Bild 6. Abhfingigkei t  der  Schwingungszei t  T d e r  Tem= 
pera tu rsc t iwankung  im geregel ten Behfilter van  der 
Totze i t  v for verschiedene W e r t e  d e r  halben Hys te re -  

s isbrei te  xo. 
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L6sungen von G1. (23) und (25) auch reellen L6sun- 
gen yon G1. (21) entsprechen. Dazu geniigt das Ein- 
setzen der speziellen L6sung eines bestimmten LO- 
sungstyps yon G1. (23) und (25) in G1. (21). 

3.2 S t a b i l i t ~ t  de r  D a u e r s c h w i n g u n g e n  

Wie in [5] gezeigt wurde, kann die Frage npch der 
Stabilit/it der ausgerechneten Dauerschwi~gungen 
durch eine Untersuchung des Vorzeichens yon 
d R/d A beantwortet  werden. Aus G1. (16) folgt d u rch  
Einsetzen der urspriinglichen Werte und unter Be- 
rficksichtigung yon Gl. (20) 

Durehgang durch die Gerade B ---- 0, positivist.  Nach 
einem in [5] angegebenen Satz bleibt somit die ent- 
sprechende Dauerschwingung stabil. Es entsprechen 
die Gerade R = 0 der frfiheren , ,R-Kurve",  die an- 
deren Kurven den , ,A-Kurven" in [5]. Aus den 
Schnittwerten der Kurven R = 0 und v = konst 
kann wieder die Amplitude A der Dauerschwingung 
abgelesen werden. Da d R / d A  nicht nut  ftir B = 0, 
sondern im gesamten betrachteten Bereich positiv 
bleibt, folgt nach den in [5] hergeleiteten S~itzen, dab 
das System bei den gew~hlten Daten weder im Klei- 
hen noch im Grof]en gefahrlich ist. 

R =  
4c ][ 4 6 . . ]  

cos (to v - -  ~v) T~T:+ T.,Ta+T~T,+ AZo)-------~sm(c~v ) . . (32). 
nAr  

In GI. (32) kommt noch eo = w (A) vor, das aus einer 
der beiden Beziehungen gem~iB G1. (18) bzw. (19) zu 
bestlmmen ist. Da w jedoch - -  abgesehen von einigen 
Sonderf~llen - -  nicht explizit ausgerechne~werden 
Kann, ergeben sich bei der Bildung yon d B / d A  so 
verwickelte Ausdrticke, dab man keinerlei g'llgemeine 
Aussagen daraus gewinnen kann. Es l~iBt sich ledig- 
lich zeigen, dab im Fall A --> ~ die Ableitung d R/d A 
gegen null geht. Ffir vorgegebene Werte der System- 
parameter T,, Tu, T3, c, xo, T bildet die Konstruktion 
der  B,A-Kurve  jedoch keine grundsiitzlichen 
Schwierigkeiten. Aus der zweiten Beziehung yon 
G1. (19) entsteht  dutch Einsetzen yon G1. (9), (10), 
(15) und (20) nach einigen Umformungen die Bezie- 
hung 

4c sin (~o~-- 9o) = ] 
/ . .  (33), 

A m [ 1 - - o ) ~ ( T 1 T 2 +  T 2 T a §  T~T1) ] 

die graphisch gel6st werden kann, indem man eine 
Sinuskurve mit einer Parabel zum Schnitt bringt. 
~nder t  sich der Wert von Am, so ist die Sinuskurve 
entsprechend der zugeh6rigen Anderung von ~0 zu 
verschieben und die Parabel rail einem anderen 
Faktor  zu multiplizieren. 

Geht man mit der so aus G1. (33) zu bestimmenden 
Funktion o~ = ~o (A) in G1. (32) ein, so 1M~t sich 
R = 1~ (A) ausrechnen. Bild 7 zeigt das Ergebnis ffir 
einen festen Wert yon x o und drei verschiedene Werte 
von ~. Man sieht, dab dR/dA ffir 1~ ~ 0 ,  also beim 

500 

'•,, g 

~-500 

j -  

r j f  j 
. /  J J 

f o/J 
// 

6 8 1o 72gpr 
Amplitude A 

/990 

Bild 7. Stabilitfitsdiagramm fiir ein Relais 
mit Hysteresis. 

Die  S c h n i t t p u n k t e  d e r  S y s t e m k u r v e n  k o n s t a n t e r  T o t -  
z e i t  �9 m i t  d e r  G e r a d e n  R = 0 l i e f e rn  d ie  A m p l i t i a d e n  
A t ier  D a u e r s c h w i n g u n g e n ;  die  S t e i g u n g e n  d e r  K u r v e n  

z ~ k o n s t  s t e l l en  e in  MaB f i i r  d ie  S t a b i l i t ~ t  da r .  

Der Sonderfall v = 0 l~fJt fibrigens eine explizite 
LOsung zu. Man erh~ilt aus G1. (33) 

4c ] / 1  [ Xo ~ 2 
I + ~ V  - -  \ a m / /  

co 2 . . . . .  (34), 
T1 T2 + T 2 Ta + T 8 T1 

so dab mit G1. (34) aus dem dann durch den Fortfall 
zweier Glieder mit ~ vereinfachten Ausdruck gemiiB 
G1. (32) leicht R (A) ausgerechnet werden kann. 

Der Sonderfall x o = 0 bringt zwar Vereinfachun- 
genl aber keine grundsfitzliche ~nderung gegeniiber 
dem allgemeinen Fall rail sich, da man o) aus der 
zweiten Beziehung yon G1. (19) in diesem Faile nicht 
explizit darzustellen vermag. 

4. Regler ohne Hysteresis nfit Totzone 

Bei dem MeBwerk mit einer Charakteristik naeh 
Bild 3b soil das Belais aul3er den beiden Endlagen 
noch die Mittelstellung einnehmen k6nnen (Drei- 
punkt-Regelung). Die Mittelstellung wird als Gleich- 
gewichtslage vorausgesetzt, so dab das System 
bezliglich der Relais-Charakteristik symmetrisch 
schvJifigt. 

4.1 B e s t i m m u n g  d e r  D a u c r s c h w i n g u n g e n  

Die Reehnung verl~iuft ~ihnlieh wie in Absehnitt  3, 
vereinfacht sich jedoeh noch etwas, da a~ = 0 ist. 
Die Substitution naeh G1. (20) bringt hier keine Vor- 
teile; denn man erhMt bereits unmittetbar aus den 
beiden Beziehungen gemtiB GI. (19) dureh Einsetzen 
der ursprfinglichen Gr6fJen 

1 1 

~l/l~{X~176176 m] 

mit B I und B 2 naeh GI. (22}. Wie im vo1"igen Fall kann 
man aueh jetzt wieder so umformen, dab die Para- 
meter getrennt werden, und finder in entspreehender 
Weise 

tg (o, T) = - ~2/~ ....... (36), 

A = ]/1 + Ta2~o2~/ 1 ]7// 1 x~ (37). 
2(B~+ B~) +- 4(B~+B~)~ B~+B~ 
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Dabei wurde in GI. (37) bereits die Umrechnung ge- 
m~iB G1. (30) berficksichtigt. Bemerkenswerterweise 
ist die Frequenzgleichung (G1. (36)) sowohl von x o als 
auch v o n  A m  unabh~ingig. Anstelle einer Kurven- 
schar co = co (A) ffir verschiedene WerLe 3 ~ konst 
braucht daher nut eine einzige Kurve co = r (3) aus- 
gerechnet zu werden, die noch dazu mit der frfiher 
fiir x o ----0 gefundenen fibereinstimmt. Aus G1. (20) 
folgt n~imlich q~ = ~:/2 ffir x o = 0 und damit aus 
G1. (24) dutch Lrigonometrisches Umformen G1. (36). 
Folglich kann man die Schwingungszeit ffir den hier 
betrachteten Fall unmittelbar aus Bild 5 rail x o = 0 
entnehmen. 

gpa 

8 

6 

2 

//<<__ 

0 Z 0 6 8 rain tO 
[otzeit z 

BUd 8. Abhfingigkeit der Amplitude A der Temperatur- 
sehwankung ~m geregelten Behalter yon der Totzeit 
ffir versehiedene \Verte der halben Totzonenbreite xo. 
a O r t s l i n i e  d e r  D o p p e l l f s u n g e n  ( S t a b i l i t ~ i t s r a n d ,  d e r  d e n  o b e r e n  
s t a b i l e n  u n d  d e n  u n t e r e n  i n s t a b i l e n  A s t  d e r  K u r v e n  xo = k o n s t  

t r e n n t . )  

Bild 8 zeigt die Auswertung der Amplitudenbe- 
ziehung gemliB G1. (37) ffir die frfiher angenommenen 
Daten. Je nach dem Wert yon x o sind jetzt verschie- 
dene Fiille mOglich. Mitder  Abkfirzung 

1 
~0 = 2 l / ~  + Bi . . . . . . . .  (38) 

hat G1. (37) ffir x o < Xo zwei reelle LOsungen, also 
existieren zwei im allgemeinen voneinander verschie- 
dene Gleichgewichtsamplituden. Wie spOiLer gezeigg 
werden wird, entspricht die kleinere der beiden Am- 
plituden einer instabilen, die gr6Bere einer stabilen 
Schwingung. Im Falle x o = Xo fallen beide L6sungen 
yon G1. (37) zusammen. In Bild 8 entspricht dieser 
Fall den Punkten, an denen die Kurven x o = konsg 
lotrechte Tangenten haben. Beim Ver/~ndern der 
Werge von x o wandert dieser Verzweigungspunkt der 
Gleichgewichgslage in Bild 8 1/ings Kurve a, die durch 

- i / 1  + T~ co 2 
a = V 2--(~2 ~ ~-~22) . . . . . . .  (39) 

gegeben ist. 

Ffir x o > Xo sind keine reeUen L6sungen von G1. 
(37) mehr m6glich; folglieh kann das System aueh 
keine Sehwingungen ausffihren. Physikalisch be- 
deutet dies, dab das'Relais anlirgendeiner Stelle des 
Totbereichs stecken bleibt und das System - -  

wegen der vorausgesetzten Symmetrie - -  zur Ruhe 
kommt. Die beim Eintritt  in den Totbereich vorhan- 
dene Energie reicht nicht aus, das System den Tot- 
bereich durchlaufen zu lassen. 

Die ffir x o = 0 geltende Kurve in Bild 8 ist mit 
der enLsprechenden Kurve in Bild 5 identisch, da in 
diesem Falle die beiden Relais-Ctlarakteristiken 
(vgl. Bild 3a und b) zusammenfallen. Der untere in- 
stabile Ast der Kurven in Bild 8 hat eine einfache 
physikalische Bedeutung: er gibt die Grenze der An- 
fangsst6rungen an, die zu einer der beiden m6glichen 
Zust/inde ffihren k6nnen. Liegen die Anfangsst6run- 
gen fiber dem instabilen Ast, so n/ihert sich das System 
asymptotisch der durch den stabilen Ast gekenn- 
zeichneten Dauerschwingung; bei kleineren Anfangs- 
amplituden bleibt das System schlieBlich im Tot- 
bereich stecken. 

4.2 Die S t ab i l i t ~ i t  de r  D a u e r s c h w i n g u n g e n  

Die Bouthsche Diskriminante R gemliB G1. (16) hat 
ffir den Regler ohne Hysteresis rail Totzone die Form 

R =  (Tz T2+  T2T3+ TaT1)[T,+ T 2 +  T a - -  ] 

4 c sin (~o 3) x o s L 2] / (40)" 

Die in G1. (40) vorkommende Frequenz ~o wird aus 
G1. (36) gewonnen. Da co in diesem Fall nicht yon der 
Amplitude abhiingt, kann man den ftir die Stabilit~it 
maBgebenden DifferenLialquotienten unmittelbar aus 
G1. (40) ausrechnen: 

d R  = ( T 1 T 2 +  T 2 T 3 +  ] 
dAm L 

4 c sin (co 3) A2m - -  2 xo 2 [ 

+ Ta T1) r~ co A4m 1/1 -- (xo/Am) ~ J 
Nach G1. (41) gilt 

d R / d A m < 0  fiir x o < A m < ] / 2 X o ,  

d R / d A m > 0  ffir ] / ~ x 0 < A m < ~  

(41). 

bzw. in den Grenzfallen 

d R / d A m  ~ - - ~  ffir Am-*Xo, 

d R / d A m =  0 ffir A m = l / 2 x  o, 

d R / d A m o 0  ffir A m o ~ .  

Es genfigt in allen F~llen, die Differentiation nach Am 
vorzunehmen ; denn wegen G1. (30) (und da co yon Am 
unabhlingig ist) unterscheidet sich d R / d A  yon 
d R/dAm nur durch einen stets positiven Faktor. 

Der Verlauf der R-Kurven ffir die friiher angegebe- 
nen Werte geht aus Bild 9 ffir den Fall 3 =-5  rain 
hervor. Man erkennt unmittelbar, dab die Kurven 
x o = konst - -  entsprechend den m6glichen Gleichge- 
wichtszustlinden - -  entweder zwei SchniLtpunkte 
oder gar keinen Schnittpunkt mit der Geraden 
R = 0 haben. Bei dem Schnittpunkt mit dem klei- 
neren A-Wert (A1) ist die Steigung negativ; folglich 
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Bild 9. Stabilit~tsdiagramm ftir ein Relais mit Totzone 
in einem System mit der Totzeit v = 5 rain. 

verhalt  sich nach einem in [5] bewiesenen Satz die 
zugehSrige Schwingung instabil. Bei denl Schnitt- 
punkt mit dem gr6Beren A-Wert  (A2) ergibt sich die 
Steigung der Kurve als positiv; die zugehOrige 
Schwingung bleibt stabil. 

Das System ist ,,ira Kleinen stabil";  denn es gilt 
R > 0 for A < A 1 ;  es verhalt sich abet auch ,,ira 
GroBen stabil", da R > 0 for A > A 2 zutrifft. Trotz- 
dem ist es nicht ,,ira Ganzen stabil", da ein instabiler 
Zwischenbereich for A1 < A < A 2 besteht. Die Er- 
regung der stabilen Dauerschwingungen kann nur 
hart  geschehen, d. h. die StOramplitude muB einen 
bestimmten Mindestwert A = A 1 0berschreiten. Das 
,,ira Grol3en ungefahrliche" System kann als ,,ge- 
fahrlich im Kleinen" bezeichnet werden, da die Sta- 
bilitatskurven for solche Werte yon A; die den Be- 
trag x o nur wenig 0berschreiten, die Neigung haben, 
aus dem stabilen Bereich R > 0 herauszulaufen. 

5. Zusammenfassun 9 

Durch eine unstetige Regler-Gharakteristik be- 
dingte Schwingungen werden sowohl in der Ampli- 
tude als auch in der Schwingungszeit vergrSBert, 
wenn im Regelkreis noch zusatzlich eine Totzeit auf- 
tritt .  Will man  die Schwingungen klein halten, so er- 
gibt sich fOr unstetige Regelkreise die Forderung, 
Totzeiten nach MSglichkeit zu vermeiden. FOr eine 
Regler-Gharakteristik mit Hysteresis gilt : 1. die Regel- 
gr6Be schwingt auch bei verschwindender Totzeit und 
bei idealer Zweipunkt-Charaktcristik des Reglers, 

2. das Hinzutreten einer Hysteresis vergr6Bert sowohl 
die Amplitude wie auch die Schwingungsdauer, 
3. die Schwingungen sind stabil, d. h. alle Nachbai ~- 
sc~hwingungen nahern sich ihnen asymptotisch rail 
der Zeit, 4. die Schwingungen kOnnen welch erregt 
werden, da sich das System im Kleinen instabil ver- 
halt, und 5. das System ist weder im GroBen noch im 
Kleinen gefahrlich. 

FOr eine Begler-Charakteristik mit Totzone gilt im 
Falle symmetrischer Justierung: 1. der Regelkreis 
kann nur schwingen, wenn die Breite x o der Totzone 
einen yon der Frequenz abhangigen Wert ~o nicht 
0berschreitet. 2. FOr x o < Xo sind zwei Gleichge- 
wichtsamplituden mOglich, yon denen die kleinere 
instabil, die gr6Bere stabil ist. 3. FOr x o > ~0 bleibt 
das System nach einem AnstoB beliebiger GrOBe im 
Laufe der Zeit innerhalb des Totbereichs der Regler- 
Charakteristik stecken. 4. Auch im Falle x o < 2o 
kann das System im Totbereich stecken bleiben, so- 
fern der Wert der Anfangsamplitude den entsprechen- 
den Amplitudenwert fOr die instabile Gleichgewichts- 
lage nicht iiberschreitet. 5. Die Erregung der stabilen 
Schwingung kann nut  hart geschehen; die Anfangs- 
amplitude muB also grSBer sein als der durch die 
instabile Gleichgewichtslage gegebene Amplituden- 
weft. 6. Die EinfOhrung einer Totzone in der Regler- 
Charakteristik wirkt schwingungsmindernd, da  zu 
ihrer 1Jberschreitung Energie verbraucht  wird. Bei 
festgehaltener Totzeit  verkleinert sich die Amplitude 
der stabilen Dauerschwingung durch eine VergrOBe- 
rung der Totzonenbreite. 
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