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Schwingungen in einem unstetigen Temperd’tur-

Regelkreis mit Totzeit

Von K. Magnus, Freiburg/Breisgau

Aus Griinden der apparativen Vereinfachung verwendel man an Temperatur- Regelsirecken hdufig
Relaisregler und nimmi damit ein gewisses Pendeln der Regelgrofe auch im staliondren Zustand
in Kauf. Der Einfluf einer fast immer vorhandenen Tolzeil auf die Amplitude und die Schwin-
gungsdauer der stationdren Schwingungen wird fiir zwei verschiedene Relais-Charakleristiken (mit
Hysteresis bzw. mit Tolzone) unlersuchi; die allgemeinen Eigenschafien des Syslems gehen aus

einem Stabilitdisdiagramm hervor.

1. Auigabenstellung

Der Einflufl von Totzeiten auf das Verhalten eines
Regelkreises ist fiir den Fall, daB3 der Regler und die
Regelstrecke in guter Niherung durch lineare Diffe-
rentialgleichungen beschrieben werden kénnen, be-
reits mehrfach untersucht worden (vgl. z. B.[1 bis 47).
Man weil}, daBB Totzeiten in vielen Fallen die Ursache
fiir das Auftreten von Regelschwingungen bilden, und
strebt daher an, diese Zeiten in der Praxis moglichst
klein zu machen. Bei bestimmten Typen von Tempe-
raturreglern lassen sich jedoch Totzeiten grundsitz-
lich nicht vermeiden. Sie entstehen durch die end-
liche Laufzeit des Heizmittels (oder auch des Kiihl-
mittels) und hiéngen z. B. bei einer Warmwasser-
heizung von der Linge der Leitungen zwischen dem
Ofen und dem Heizkérper, vom Leitungsquerschnitt
und von der Stromungsgeschwindigkeit ab.

Bild 1 zeigt ein kennzeichnendes Beispiel eines
solchen Regelkreises. Der Behilter a, in dem die
Temperatur geregelt werden soll, enthélt eine Rohr-
schlange b, durch die das Heizmittel gepumpt wird.
In einem Behélter d heizt man das wirmeiibertragende
Mittel wieder auf, z. B. mittels eines Tauchsieders. In
diese Regelstrecke greift nun der Temperaturregler
mit dem MefBgerit e (Thermoelement) ein. Ein Mef-
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Bild 1. Grundsatzlicher Aufbau des Temperatur-
Regelkreises.

werk { dient dazu, die gemessene Temperatur mit dem
gewiinschten Sollwert zu vergleichen und dann mit
Hilfe der Differenz beider Werte, der sog. Regelabwei-
chung, das Ein- und Ausschalten des elektrischen Stro-
mes fir den Tauchsieder vorzunehmen. Der Regler ar-
beitet unstetig nach dem Relaisprinzip. Im folgenden
werden zwei der wichtigsten Relaistypen untersucht:
ein einfaches Ein-Aus-Relais mit Hysteresis (Zwei-
punkt-Charakteristik mit Hysteresis) und ein Relais
mit Totzone ohne Hysteresis (Dreipunkt-Charakteri-
stik). Der Temperatur-Regelkreis nach Bild 1 soll
lediglich als ein kennzeichnendes Beispiel fiir eine
Gruppe dhnlich aufgebauter Regelkreise dienen. Man
findet ein entsprechendes Wirkungsschema bei den
verschiedenen Arten von industriellen Wirmeiiber-
tragern, bei der Warmwasserheizung, in Klimaanla-
gen und bei Kithleinrichtungen wieder.

Das Ziel der Untersuchungen bestand darin, die
Einfliisse einerseits der Totzeit und andererseits-der
Relais-Charakteristik auf die nach dem Abklingen
von Einschwingvorgingen im Regelkreis vorhandenen
Dauerschwingungen zu kliren.. Dabei wurde ein in
einer fritheren Arbeit [5] ausfiihrlich beschriebenes
Rechenverfahren verwendet. Dieses beruht darauf,
daB man von dem Prinzip der harmonischen Balance
Gebrauch macht und fiir das System der nichilinea-
ren Differentialgleichungen, die das Verhalten des
unstetigen Regelkreises beschreiben, ein lineares Er-
satzsystem aufstellt, dessen Koeffizienten amplitu-
den- und frequenzabhingig sind. Die Bedingung, nach
derim Falle des Auftretens von Dauerschwingungen die
Koeffizienten gerade solche Werte haben mussen, da§
sich das System an der Grenze der Stabilitat befindet,
liefert dann eine Mogliclikeit, die Daten der Dauer-
schwingungen selbst zu berechnen.
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2. Ausgangsgleichungen und ihre Umformung

Das Blockschaltbild fiir den Regelkreis nach Bild 1
geht aus Bild 2 hervor. Die RegelgroBe (Temperatur
im Behalter a) werde mit « bezeichnet ; zn sei die Tem-

Bild 2. Blockschaltbild fur
den Temperatur-Regelkreis
nach Bild 1.

a Arbeitsbehalter, b Aufheizbehéalter (Erhitzer), ¢ MeBgerit, d

Relais, * Temperatur im Behalter (RegelgroBe), zn Temperatur des

Heizmittels, zm gemessene Temperatur, zs Sollwert der Temperatur,

y Temperatur, die sich einstellen wiirde, wenn das Relais dauernd
eine seiner moglichen Lagen einndhme (StellgroBe).

peratur des Heizmittels im Erhitzer, xm entsprechend
die Temperatur des MeBgliedes (Thermometer).
Zwischen z und ap = an {{ —7) besteht eine Beziehung
von der Form

Tz+ax=an(l—7)

Dabei bedeuten z die Ableitung von x nach der Zeit /,
7 die Totzeit und T, die durch die Wirmekapazitit
des Behilters und die Daten der Heizschlange be-
stimmte Zeitkonstante. Das Argument von zy ist um
die Totzeit v verschoben, die das Heizmittel braucht,
um vom Erhitzer b in den Behilter a zu flieBen. Fir
die Temperatur ap des Heizmittels gilt eine entspre-
chende Differentialgleichung

T2:ih+mh=y

Damit in GI. (2) kein neuer Beiwert erscheint, ist hier
als StellgroBe y die stationire Temperatur gewihit
worden, die sich im Laufe der Zeit einstellen wiirde,
wenn das Relais jeweils eine seiner moglichen Lagen
beibehielte. Die Zeitkonstante T, béingt von der Art
des Heizmittels und den Daten des Erhitzers ab. .

Die Beziehungen gemiB Gl. (1) und (2), die das
Verhalten der Regelstrecke beschreiben, sind durch
die Gleichungen des Reglers zu ergiinzen, die sich aus
den Teilgleichungen des MeBgliedes und des Kraft-
schalters zusammensetzen. Fir die MeBglied-Teil-
gleichung gelte

T3:i[n+mm=a:

mit der Mef3zeitkonstanten T,. Die von der Art des
Relais bestimmte Kraftschalter-Charakteristik sei

y=—"1(zm)

Fir die beiden in diesen Untersuchungen zu betrach-
tenden Relaistypen hat die Funktion f (zm) den in
Bild 3a und b gezeichneten Verlauf.
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Bild 3a und b. Charakteristiken des Kraftschalter-
Relais.

a) Zweipunkt-Relais mit Hysteresis. (x, halbe Hysteresisbreite, ¢ und

— ¢ die beiden moglichen Werte der Funktion f (xm)), b) Dreipunkt-

Relais mit Totzone (x, halbe Breite der Totzone, ¢, 0 und — ¢ die
drei moglichen Werte der Funktion f (zm))

Wire das Totzeitglied an ({—7) in GI. (1) nicht vor-
handen und die Funktion f (zm) in Gl. (4) linear, so lieBe
sich das System gemi Gl. (1) bis (4) in sehr einfacher
Weise nach den bei linearen Differentialgleichungen
mit konstanten Koeffizienten iiblichen Verfahren
losen. Aber auch mit den storenden Gliedern ist eine
zumindest niherungsweise Losung moglich, wenn man
— wie in [6] gezeigt wurde — sowohl fiir Totzeit-
glieder als auch fiir nichtlineare Glieder lineare Er-
satzausdriicke verwendet, die keine verzogernden Ar-
gumente mehr enthalten und deren Koeffizienten
nicht konstant, sondern Funktionen der Frequenz
und der Amplitude sind. Ohne auf Einzelheilen ein-
zugehen, sei bemerkt, dal} der lineare Ersatzausdruck
fiir ein nichtlineares Glied mit Totzeit von der allge-
meinen Form g [z ({ — 7)] in der Form

glx(l—7)]=ax+a*z
angesetzt, wird. Dabei sind die Koeffizienten a und
a* aus
a=cos (07) Ks {g} + wsin (w7) Ke {g},

1. (6)
a* = cos (0 7) Ke {g} —sin (w7) Ks {g}

mit den Abkiirzungen

2x
1 . .
Ks{g}=m/g(f45m¢)sm¢d¢7 l
e - (7)
1 .
Kc{g}=m/g(A31n¢) COS(pdtp’
0

zu bestimmen, wenn o die Frequenz, A die Ampli-
tude der gesuchten stationdren Schwingung und ¢
eine Integrationsvariable bedeuten (mit, A und w als
Funktionen von z). Wendet man Gl. (5) auf dierechten
Seiten von Gl. (1) und (4) an, so ergibt sich folgendes.
Aus Gl. (1) entsteht (mit Index 1 fiir die zugehoérigen
Koeffizienten)

g=an{l—7)—>a,xn+ of Zn

mit Ks {g} = 1 und K. {g} = 0, also nach GI. (6)

*

1
a, =cos{w1), a1=——5sin(w1:) . (9).

Wegen der Linearitit des Totzeitgliedes werden die
Koeffizienten unabhingig von der Amplitude. Ent-
sprechend liefert Gl. (4) (mit Index 2 fiir die Koeffi-

zienten)
g= f(xm) —Qy Tm + a3 m

Dabei ist fiir eine Relais-Charakteristik nach Bild 3a

4c x4 \? '

o= tafe) = Y1)
- 4cux,
nAL

C(11)

af = Ko {g} =

mit Am als der Amplitude der gesuchten Dauer-
schwingung in der Koordinate zm (denn nur diese
geht in die rechte Seite von Gl. (4) ein), x, als der
halben Hysteresisbreite und ¢ (bzw. —¢) als dem
moglichen Wert von f (xm). Fir eine Relais-Charak-



Helt 5

K. Magnus: Schwingungen in einem Temperatur-Regelkreis mit Totzeit

171

teristik nach Bild 3b ergibl sich a, ebenfalls nach
Gl. (11), jedoch a3 = 0. Die Grélle x¢ stellt in diesem
Falle die halbe Breite der Totzone dar. Die Integrale
nach Gl. (7) brauchen hierfiir nicht erst ausgerechnet
zu werden, da man sie unmittelbar einer in {5} enthal-
tenen Tafel von K-Transformierten entnehmen kann.

Unter Beriicksichtigung von Gl. (8) und (10) folgt
aus GL (1) bis (4) das lineare Ersatzsystem

T2+ x=a,axn-t aj &n,
Ty&n+ oh=—ay, Tm— a3 Tm, ¢ . . . (12).
Ta.'bm—*‘fl'ln»_-m l

Die Losung dieses Systems fiihrt, wenn manin bekann-

ter Weise einen HExponentialansatz a; = X; e*' ver-
wendet (mit X als dem Ausgangswert von z zur
Zeit 1 = 0, A als einem Eigenwert und Index i der
Reihe nach fiir die z- und die X-GroBen ohne Index,
mit Index h und Index m), zu der charakteristischen
Gleichung ,

T A+1 —ayi—a 0
0 TyA+1 ad+a,|=0..(13)
—1 0 T,A+1
oder ausgerechnet zu der Form
byt by A2 b A-Fby=0..... (14)

mit den Koeffizienten
by=T,T,T,,
by=T, T,+ T, T,+ T3T1—+—a‘{a§,| ey
b,=T,+Ty+ T,+ o] a, 4 a, az,
by=1+a,a,

Beriicksichtigt man, daB3 in Gl. (9) nur die Bereiche
0<cos(wt)=<1 und 0<sin{wt) <1 sinnvoll
sind, so ergeben sich stets positive Beiwerte by, b, und
b,. Die Bedingungen fiir die Stabilitat der durch die
charakteristische Gleichung beschricbenen Schwin-

gungen lauten dann
b, >0,
R=bb,—byb,>0

mit R als der Routhschen Diskriminante, die mit der
Hurwitz-Determinante H, identisch ist. Man er-
kennt aus Gl. (16) sofort, dal3 die zweite der beiden
Bedingungen die stirkere darstellt, also die Grenze
des stabilen Bereichs durch die Bedingung

R=0

gekennzeichnet wird (denn fiir b, == 0 entsteht
R < 0, also ein bereits instabiles System). Ein Sy-
stem, das sich aufl der Stabilititsgrenze befindet,
fuhrt ungediampfte Schwingungen aus, fir deren
Frequenz w die Beziehung

w? =by[b, = b,[b,

gilt. Dies folgt unmittelbar, wenn man in Gl. (14)
A = i w einfiihrt und dann den Real- und den Imagi-
nirteil jeweils fiir sich gleich null setzt. Sind in dem
betrachteten System stationire Schwingungen mog-
lich, so miissen sie den beiden Schwingungsbedingun-

gen gemal Gl (17) und (18) gentigen. Aus diesen Be-
ziehungen konnen die Frequenz und die Amplitude
der Dauerschwingungen errechnet werden.

3. Regler mit Hysteresis ohne Totzone

Es werde zunichst angenommen, das verwendete
Relais des Reglers sei nur zweier diskreter Stellungen
fahig, das Umspringen von einer Lage zur anderen
konne jedoch wegen einer Bestimmten Unempfind-
lichkeit des MeBwerks um den Betrag 4 x, versetzt
statLfinden. Dann gilt die Relais-Charakteristik von
Bild 3a.

3.1 Bestimmung der Dauerschwingungen
Aus Gl. (18) gewinnt man die beiden Beziehungen
by—byw*=0, by—byw?==0 ... (19),

deren Bestehen —- wie sofort aus Gl. (16) hervorgeht
— auch die Erfiillung der Bedingung gemil3 Gl. (17)
nach sich zieht. Fiir die praktische Auswertung ist es
zweckmaBig, durch

zo/Am =cos @, VY1 —(23/A%)=sing .. (20)
die neue Verinderliche ¢ einzufithren. Damit folgt
aus Gl. (19) nach Einsetzen der friitheren Grofien

cos g sin (w T — @) = z, B, (w),

}...(21)

cos @ cos (T — @) = x4 B, ()
mit den Abkiirzungen

™

By (w) = E[l —* (T, Ty+ T, T+ T, T)],
(22).

4¢

Da in die beiden Gl. (21) fiir die zwei Unbekannten ¢
und e als Parameter noch die Groflen T und z, ein-
gehen, kann man zu jedem Werlepaar 7, x, das zuge-
horige Wertepaar @, o bestimmen. In einer w, ¢-
Ebene definiert Gl. (21) zu jedem Wertepaar 1, x,
zwei Kurven, deren Schnittpunkte die gesuchten
Loésungen von Gl. (21) anzeigen. Andert sich einer der
Parameter, so dndern sich auch beide Kurven. Diese
fiir die Auswertung unangenehme Tatsache kann durch
eine weitere Umformung vermieden werden. Es ist
moglich, zwei Gleichungen herzuleiten, die jeweils
nur von einem der Parameter abhidngen. Man er-
hilt aus GI. (21) durch Quadrieren und Addieren eine
von 7 unabhingige Gleichung

B, () = — (T, + Ty+ Ty— T, Ty Tyw?)

cos? ¢ = (B} + Bj) 3}
sowie durch Dividieren eine von x, unabhingige Be-
ziehun

¢ tg(wr—g)= B,/B,

die zweckmiBigerweise noch nach cos ¢ aufgelost
wird:

B ]

cos?p = 5 - - (2D).

[Lg (@ r.) — -g—:r+ [1 + g: tg (@ T)]

Withrend Gl. (23) in einer w, cos® p-Ebene eine nur
noch von «, abhangige Kurvenschar liefert, hingt die
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¢ Hilfsverdnderliche nach Gl. (20), z, halbe Hysteresisbreite, =
Totzeit; die Schnittpunkte der beiden Kurvenscharen z = konst
und z, = konst liefern die Frequenz » und die dimensionslose GroBe
cos ¢, die der Schwingungsamplitude umgekehrt proportional ist.

durch Gl. (25) in derselben Ebene definierte Kurvén-
schar nur noch von dem Parameter 7 ab. Bild 4 zeigt
diese Kurvenscharen unter Zugrundelegung der
Zahlenwerte: T, =10 min, Ty =3 min, T,=1 min
und 4 c¢/xn =20 grd. Selbstverstindlich kann an
Stelle der Zeiteinheit (min) jede beliebige andere
Zeiteinheit verwendet werden, wenn man auch 7 im
gleichen ZeitmaBstab miBt. Entsprechend gilt fir
die GroBen ¢, x, und Ay, bzw. A ein beliebiges, aber
fiir alle Groflen gleiches Mal3 (hier grd).

Aus Bild 4 liest man fiir jedes beliebige Wertepaar
7, x, die zugehorigen Werte von cos®? ¢ und o ab.
Sollte die Genauigkeit nicht ausreichen, so kann man
sie unschwer durch ein- oder mehrmaliges Iterieren
verbessern. Aus w folgt sofort die Schwingungszeit T
des Regelkreises als

fir die Amplitude Am der Schwingung in der Koor-
dinate axm ergibt sich

m = Zy/COS @

Da aber meist die Amplitude A in der Koordinate =
— also die Schwankung der Temperatur im geregel-
ten Behalter — gesucht wird, ist Gl. (27) noch mit
Hilfe von GIl. {3) umzurechnen. Bedeutet 3 den
Phasenwinkel zwischen z und am, so erhilt man mit

Tm=Amsin(wl), zx=Asin(wli+y)..(28)

aus Gl. (3) sofort
Asiny=AnT,0,

oder nach dem Eliminieren des Phasenwinkels y die
Amplitudenbeziehung

2.2
A=AnYTT T§w2=%—‘/iois‘%’- .. (30).
Bild 5 und 6 zeigen als Ergebnis der Auswertung den
Verlauf der Amplitude A bzw. der Schwingungs-
dauer T iber der Totzeit v mit x, als Parameter.
(Beispiel: Fir 7 =%? min und z, =3 grd liefert
Bild5 A = 5,9 grd bzw. Bild 6 T = 25 min.)
Fir den Fall z, = 0, also fiir ein Relais ohne
Hysteresis, ergibt sich die Amplitude nicht aus
Gl. (30), da dann sowohl der Zahler als auch der Nen-

ner zu null werden. Man geht dann auf Gl. (23) zu-
riick, setzt dort fiir cos ¢ den urspriinglichen Wert
nach Gl. (20) wieder ein und erhilt

A 1+ T2 w?

~V Bi+ B}

Der Ubergang von Gl. (21) zu Gl. (23) und (25) er-
leichtert zwar die Auswertung erheblich, besonders
wenn das System nicht nur fir wenige Werte der
Parameter zu berechnen ist, jedoch mufl auf eine
Fehlerquelle aufmerksam gemacht werden. Infolge
des beim Umformen vorgenommenen Quadrierens
ergeben Gl. {23) und (25) mehr Losungen als Gl. (21).
Man hat daher jeweils zu priifen, ob die gefundenen

72,

: 7
747
Wi/

Amplitude A
&y

/)

N
/,
/

0 ? 4 ¢
e lotzeit T
Bild 5. Abhiangigkeit der Amplitude A der Temperatur-
schwahkung im geregelien Behialter von der Totzeit »
fiur verschiedene Werte der halben Hysteresisbreite x,.
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Bild 6. Abhingigkeit der Schwingungszeit T der Tem-

peraturschwankung im geregelten Behilter von der

Totzeit = fur verschiedene Werte der halben Hystere-
’ sisbreite x,.
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Losungen von Gi. (23) und (25) auch reellen Losun-
gen von Gl. (21) entsprechen. Dazu geniigt das Ein-
setzen der speziellen Losung eines bestimmten Lo-
sungstyps von Gl. (23) und (25) in Gl. (21).

3.2 Stabilitdt der Dauerschwingungen

Wie in [5] gezeigt wurde, kann die Frage nach der
Stabilitat der ausgerechneten Dauerschwmgungen
durch eine Untersuchung des Vorzeichéns von
dR/d A beantwortet werden. Aus Gl. (16) folgt durch
- Einsetzen der urspriinglichen Werte und unter Be-
riicksichtigung von Gl. (20)

R=|T,+ T+ T,—

B 4
T112F3w2_7:A

In Gl. (32) kommt noch @ = w (A) vor, das aus einer
der beiden Beziehungen gemaB Gl. (18) bzw. (19) zu
bestimmen ist. Da e jedoch — abgesehen von einigen
Sonderfallen — nicht explizit ausgerechnettswerden
kann, ergeben sich bei der Bildung von dR/dA so
verwxckelte Ausdriicke, da man keinerlei allgemeine
Aussagen daraus gewinnen kann. Es 148t sich ledig-
lich zeigen, daf} im Fall A > o die Ableitung dR/d A
gegen null geht. Fir vorgegebene Werte der System-
parameter T, T,, T, ¢, z,, v bildet die Konstruktion
der. R,A-Kurve jedoch keine grundsitzlichen
Schwierigkeiten. Aus der zweiten Beziehung von
Gl. (19) entsteht durch Einsetzen von Gl. (9), (10),
(15) und (20) nach einigen Umformungen die Bezie-
hung

dc .

—sin (w1t —g@) = )

i . (33),
= Am[l = (T, Ty+ T, T3+ T3 T))]
die graphisch gelost werden kann, indem man eine
Sinuskurve mit einer Parabel zum Schnitt bringt.
Andeért sich der Wert von Am, so ist die Sinuskurve
entsprechend der zugehorigen Anderung von ¢ zu
verschieben und die Parabel mit einem anderen
Faktor zu multiplizieren.

Geht man mit der so aus Gl. (33) zu bestimmenden
Funktion v = w (4) in Gl. (32) ein, so laBt sich
R = R (A) ausrechnen. Bild 7 zeigt das Ergebnis fiir
einen festen Wert von «, und drei verschiedene Werle
von 7. Man sieht, da dR/d A fir R =0, also beim

500

,._'——‘_‘—"A
pmmem "
L ]
/
g0
g /
B
3
S
2 /z=ﬂ/r//// / 0
£.
S{ 508 / / %
’”ﬂ” I : / /
2 4 ] '3 0 7 grd

(K] Amplitude A

Bild 7. Stabilitaisdiagramm fur ein Relais
mit Hysteresis.
Die Schnittpunkte der Systemkurven konstanter Tot-
zeit 7 mit der Geraden R = 0 liefern die Amplituden
A der Dauerschwingungen; die Steigungen der Kurven
7 = konst stellen ein MaB fur die Stabilitat dar.

4e
chos(q)r— )][T T,+ T, Ty+ T, T +——

Durchgang durch die Gerade R = 0, positiv ist. Nach
einem in [5] angegebenen Satz bleibt somit die ent-
sprechende Dauerschwingung stabil. Es entsprechen
die Gerade R = 0 der fritheren ,,R-Kurve‘’, die an-
deren Kurven den ,,A-Kurven” in [5]. Aus den
Schnittwerten der Kurven R =0 und 7 = konst
kann wieder die Amplitude A der Dauerschwingung
abgelesen werden. Da dR/d A nicht nur fir R =0,
sondern im gesamten betrachteten Bereich positiv
bleibt, folgt nach den in [5] hergeleiteten Sitzen, dal
das System bei den gewéhlten Daten weder im Klei-
nen noch im Groflen gefihrlich ist.

A o 5 sin (wr)] .. (32).

Der Sonderfall 7 = 0 lafit ibrigens eine explizite
Losung zu. Man erhilt aus Gl (33)

4¢ z, \?
1— (%o

s )2
T\ T, + T, T,+ T, T,

s0 daB mit Gl. (34) aus dem dann durch den Fortfall
zweier Glieder mit v vereinfachten Ausdruck geméifl
Gl. (32) leicht R (A) ausgerechnet werden kann.

Der Sonderfall 2, = 0 bringt zwar Vereinfachun-
gen, aber keine grundsitzliche Anderung gegeniiber
dem. allgemeinen Fall mit sich, da man o aus der
zweiten Beziehung von Gl. (19) in diesem Faile nicht
explizit darzustellen vermag.

w?=

. (34),

4. Regler ohne Hysteresis mit Totzone

Bei dem MeBwerk mit einer Charakteristik nach
Bild 3b soll das Relais auBer den beiden Endlagen
noch die Mittelstellung einnehmen kénnen (Drei-
punkt-Regelung). Die Mittelstellung wird als Gleich-
gewichtslage vorausgesetzt, so dall das System
beziiglich der Relais-Charakteristik symmetrisch
schwingt.

4.1 Bestimmung der Dauerschwingungen

Die Rechnung verlauft ahnlich wie in Abschnitt 3,
vereinfacht sich jedoch noch etwas, da a5 = O ist.
Die Substitution nach Gl. (20) bringt hier keine Vor-
teile; denn man erhilt bereits unmittelbar aus den
beiden Beziehungen gemall Gl. (19) durch Einsetzen
der urspriinglichen Gréflen

;ml/l—(j—m> sin (0 7) = B, (0}, l
Am /1-—( ) cos (wT)

mit B, und B, nach Gl. (22). Wie im vorigen Fall kann
mdn auch jetzt wieder so umformen, daf3 die Para-
meter getrennt werden, und findet in entsprechender
Weise

tglwt)=—DB,/B, ... .... (36),
1 8
39
= Vi+Taof V VR V4(Bl+Bz> BrB;
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Dabei wurde in GI. (37) bereits die Umrechnung ge-
mil Gl (30) beriicksichtigt. Bemerkenswerterweise
ist die Frequenzgleichung (Gl (36)) sowohl von x, als
auch von Any unabhingig. Anstelle einer Kurven-
schar @ = w (A) fir verschiedene Werte 7 = konst
braucht daher nur eine einzige Kurve w = w (7) aus-
gerechnet zu werden, die noch dazu mit der frither
fiir z, = 0 gefundenen ibereinstimmt. Aus Gl. (20)
folgt namlich ¢ = /2 fir &, =0 und damit aus
Gl. (24) durch trigonometrisches Umformen Gl. (36).
Folglich kann man die Schwingungszeit fiir den hier
betrachteten Fall unmittelbar aus Bild b mit z, == 0
entnehmen.

14

grd] v
4

Amplitude A
-
N
N\
\
RSN
x4

~

S
A

0 8 min W

2 s ¢
[iEn) Tolzeit T

Bild 8. Abhangigkeit der Amplitude A der Temperatur-
schwankung im geregelten Behalter von der Totzeit ¢
fir verschiedene Werte der halben Totzonenbreite x,.

a Ortslinie der Doppellosungen (Stabilititsrand, der den oberen
stabilen und den unteren instabilen Ast der Kurven z, = konst
trennt.)

Bild 8 zeigt die Auswertung der Amplitudenbe-
ziehung gemif Gl. (37) fiir die frither angenommenen
Daten. Je nach dem Wert von z, sind jetzt verschie-
dene Falle moglich. Mit der Abkiirzung

_ 1
VBT B

hat Gl (37) fir x, < Z, zwei reelle Losungen, also
existieren zwei im allgemeinen voneinander verschie-
dene Gleichgewichtsamplituden. Wie spiter gezeigt
werden wird, entspricht die kleinere der beiden Am-
plituden einer instabilen, die groBere einer stabilen
Schwingung. Im Falle x, = &z, fallen beide Losungen
von Gl. (37) zusammen. In Bild 8 entspricht dieser
Fall den Punkten, an denen die Kurven x, = konst
lotrechte Tangenten haben. Beim Verindern der
Werte von x, wandert dieser Verzweigungspunkt der
Gleichgewichtslage in Bild 8 langs Kurve a, die durch

A= 1+ TE w?
¥V 2(Bi+ B))
gegeben ist. '

Fiir £, > , sind keine reellen Losungen von Gl.
(37) mehr méoglich; folglich kann das System auch
keine Schwingungen ausfithren. Physikalisch be-
deutet dies, dall das Relais an irgendeiner Stelle des
Totbereichs stecken bleibt und das System —

wegen der vorausgesetzten Symmetrie — zur Ruhe
kommt. Die beim Eintritt in den Totbereich vorhan-
dene Energie reicht nicht aus, das System den Tot-
bereich durchlaufen zu lassen.

Die fir x, = 0 geltende Kurve in Bild 8 ist mit
der entsprechenden Kurve in Bild b identisch, da in
diesem Falle die beiden Relais-Charakteristiken
(vgl. Bild 3a und b) zusammenfallen. Der untere in-
stabile Ast der Kurven in Bild 8 hat eine einfache
physikalische Bedeutung: er gibt die Grenze der An-
fangsstorungen an, die zu einer der beiden moglichen
Zustidnde fithren konnen. Liegen die Anfangsstorun-
gen iiber dem instabilen Ast, so nahert sich das System
asymptotisch der durch den stabilen Ast gekenn-
zeichneten Dauerschwingung; bei kleineren Anfangs-
amplituden bleibt das System schlieBlich im Tot-
bereich stecken.

4.2 Die Stabilitit der Dauerschwingungen

Die Routhsche Diskriminante R gema8 Gl. (16) hat
fir den Regler ohne Hysteresis mit Totzone die Form

R= (Tl T2+ T2 T3+ T3T1) [Tl—l_ T2+ Ts—
4 c¢sin{wT) xy \? (40)
—_—— —|-2) =T, T, T?
el (Am> 1z 3“’}
Die in Gl. (40) vorkommende Frequenz o wird aus
Gl. (36) gewonnen. Da w in diesem Fall nicht von der
Amplitude abhingt, kann man den fiir die Stabilitat
malgebenden Differentialquotienten unmittelbar aus
Gl. (40) ausrechnen:

dR
dTm=(T1T2+T2T3+
g 4 ¢sin (o 7) A%, —2 a3 (41).
T e AT (0 AP

Nach Gl. (41) gilt
dR/dAm <0 fir z,< Am < V2 x,,
dR/dAm >0 fir Y2, <Am <o
bzw. in den Grenzfillen
dR/dAm —»— o fiir
dR/dAm = 0 fiir Am=12z,,

dR/dAm — 0

Am— g,

fﬁr Am — oo,

Es geniigt in allen Fillen, die Differentiation nach Am
vorzunehmen; denn wegen Gl. (30) (und da w von An
unabhiingig ist) unterscheidet sich dR/dA von
dR/d Am nur durch einen stets positiven Faktor.

Der Verlauf der R-Kurven fiir die frither angegebe-
nen Werte geht aus Bild 9 fiir den Fall 7 = b min
hervor. Man erkennt unmittelbar, dafl die Kurven
x, = konst — entsprechend den moglichen Gleichge-
wichtszustinden — entweder zwei Schnittpunkte
oder gar keinen Schnittpunkt mit der Geraden
R = 0 haben. Bei dem Schnittpunkt mit dem klei-
neren A-Wert (A,) ist die Steigung negativ; folglich
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Bild 9. Stabilititsdiagramm fir ein Relais mit Totzone
in einem System mit der Totzeit v =5 min.

verhilt sich nach einem in [5] bewiesenen Satz die
zugehorige Schwingung instabil. Bei dem Schnitt-
punkt mit dem groBeren A-Wert (A4,) ergibt sich die
Steigung der Kurve als positiv; die zugehorige
Schwingung bleibt stabil.

Das System ist ,,im Kleinen stabll“' denn es gllt
R > 0 fir A << A,; es verhdlt sich aber auch ,,im
GrofBlen stabil”, da R > 0 fiir A > A, zutrifft. Trotz-
dem ist es nicht ,,im Ganzen stabil‘, da ein instabiler
Zwischenbereich fiir A, << A < A, besteht. Die Er-
regung der stabilen Dauerschwingungen kann nur
hart geschehen, d. h. die Stéramplitude muf} einen
bestimmten Mindestwert A = A, iiberschreiten. Das
,im GroBen ungefihrliche” System kann als ,,ge-
fahrlich im Kleinen‘ bezeichnet werden, da die Sta-
bilitatskurven fir solche Werte von A, die den Be-
trag x, nur wenig iiberschreiten, die Neigung haben,
aus dem stabilen Bereich R > 0 herauszulaufen.

5. Zusammenfassung

Durch eine unstetizge Regler-Charakteristik be-
dingte Schwingungen werden sowohl in der Ampli-
tude als auch in der Schwingungszeit vergroBert,
wenn im Regelkreis noch zusétzlich eine Totzeit auf-
tritt. Will man die Schwingungen klein halten, so er-
gibt sich fiir unstetige Regelkreise die Forderung,
Totzeiten nach Méglichkeit zu vermeiden. Fiir eine
Regler-Charakteristik mit Hysteresis gilt: 1. die Regel-
groBe schwingt auch bei verschwindender Totzeit und
bei idealer Zweipunkt-Charakteristik des Reglers,

2. das Hinzutreten einer Hysteresis vergroBert sowohl
die Amplitude wie auch die Schwingungsdauer,
3. die Schwingungen sind stabil, d. h. alle Nachbar-
schwingungen nihern sich ihnen asymptotisch mit
der Zeit, 4. die Schwingungen kénnen weich erregt
werden, da sich das System im Kleinen instabil ver-
halt, und 5. das System ist weder im Grofen noch i im
Klemen gefihrlich.

Fiir eine Regler-Charakteristik mit Totzone gilt im
Falle symmetrischer Justierung: 1. der Regelkreis
kann nur schwingen, wenn die Breite x, der Totzone
einen von der Frequenz abhéngigen Wert i, nicht
iberschreitet. 2. Fir x, < z, sind zwei Gleichge-
wichtsamplituden méoglich, von denen die kleinere
instabil, die groBere stabil ist. 3. Fir z, > &, bleibt
das System nach einem Anstol} beliebiger GroBe im
Laufe der Zeit innerhalb des Totbereichs der Regler-
Charakteristik stecken. 4. Auch im Falle z, < x,
kann das System im Totbereich stecken bleiben, so-

fern der Wert der Anfangsamplitude den entsprechen-

den Amplitudenwert fiir die instabile Gleichgewichts-
lage nicht iiberschreitet. 5. Die Erregung der stabilen
Schwingung kann nur hart geschehen; die Anfangs-
amplitude mufB also gréfler sein als der durch die
instabile Gleichgewichtslage gegebene Amplituden-
wert. 6. Die Einfiihrung einer Totzone in der Regler-
Charakteristik wirkt schwingungsmindernd, da zu
ihrer Uberschreitung Energie verbraucht wird. Bei
festgehaltener Totzeit verkleinert sich die Amplitude
der stabilen Dauerschwingung durch eine VergroBe-
rung der Toltzonenbreite.
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