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Uber den Zusammenhang verschiedener Naherungsverfahren 
zur Berechnung nichtlinearer Schwingungen 

Von K .  Magnus in FreiburgIBreisgau 

Es wird gezeigt, dab eindge der in der nichtlinearen Mechanik vie1 gebrauchten Nahrungsmethoden (Aequi- 
valente Linearisierung, Harrnonische Balance, Beschreibungsfunktion, Energie-Mittelung, Fehlerquadrat- 
Min imum)  ale Spezialfalle des allgerneimen R i t z - G a l e r k i n  schen Variationsverfahren aufgefapt werden konnen. 
Unter Verwendung der Ri tz -Gal  erk inschen  Vorschriften wird ein verallgemeinertes Verfahren zur Lineari- 
sierung durch nichtharmonische Punktionen angegeben, das fiir die Berechnung von Relaxationsschwingungen 
Vorteile bringen kann. 

Some approximation methods frequently used in mn-linear mechanics (equivalent linearisation, harmonic 
balance, describing function, mean energy, square deviation minimum) are shown to be special cases of the general 
variational method due to R i t z a n d G a l e r k i n .  .Following the prescriptionsgiven by Ritz-Galerkinageneralized 
method is derived allowing the linearisation by means of anharmonic functions. I t  is expected that this method 
will offer some advantages in the treatment of relaxation oscillations. 

O n  dkmontre que des mdthodes approximatives employkes souvent dans la micanique non-lindaire ( l i nhr i -  
sation equivalente, &pilibre harrnonique, fonstion de dkcrire, &termination de la moyenne de l'knergie, min imum 
de czrrd d' erreur) peuvent &tre comprises comme des czs speciaux du  procddd gkndral de variations d'aprks R i t z -  
G a l e r k i n .  En appliquant les instruztions de R i t z - G a l e r k i n  on indique u n  procddd gkniralisk pour la linkari- 
sation au moyen de fonctions non-harrnoniques qui peut produire des avantages pour la calculation des oscil- 
lations de relaxation, 
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1. Einleitung 
Fur die Berechnung nichtlinearer Schwingungen wurden in den letzten 30 Jahren eine 

groBe Anzahl von Naherungsverfahren entwickelt, die von mehr oder weniger ahnlichen Grund- 
vorstellungen ausgehend letzten Endes zu den gleichen Ergebnissen fuhren. -Bei der Ausarbeitung 
fast aller dieser Verfahren durfte der Wunsch, die bequemen und weitreichenden Hilfsmittel der 
linearen Mathematik venvenden zu konnen, eine ausschlaggebende Rolle gespielt haben, denn 
fast immer ist man dabei von der Methode der ,,Kleinen Schwingungen" ausgegangen, die sich 
vor allem seit R o u t h  als auflerordentlich fruchtbar erwiesen hatte. In dem Bestreben, den Be- 
reich der linearen Schwingungen zu verlassen, ohne die hier bewahrten Methoden ganz aufzu- 
geben, versuchte man einerseits durch eine andere Art der Linearisierung eines vorgegebenen 
Problems, andererseits durch die Annahme von ,,fast harmonischen" Schwingungen zum Ziel zu 
gelangen. Das Schrifttum zu diesen Fragen ist derart umfangreich geworden, daI3 darauf ver- 
zichtet werden mu& die historische Entwicklung zu streifen. In den einschlagigen Buchern und 
dem am SchluI3 zusammengestellten Schrifttum findet man weitergehende Angaben. 

Fur die fruher fast ausschliefllich behandelten schwingenden Systeme mit einem Freiheits- 
grad ist schon mehrfach darauf hingewiesen worden, da13 verschiedene Naherungsverfahren zu 
identischen Ergebnissen fuhren. So haben bereits K r y l o v  und Bogol j  u b o v  (1934) gezeigt, da13 
das von ihnen entwickelte Verfahren der ,,Harmonkchen Balance", das auch unter den Bezeich- 
nungen der ,,Harmonkchen Linearisierung" oder der ,,Aequivalenten Linearisierung" bekannt 
geworden ist, sowie auch das Verfahren der ,,Energetischen Balance" nur Spezialfalle des allge- 
meineren Verfahrens der Variation der Konstanten sind, das in den klassischen Arbeiten von 
v a n  d e r  P o  1 zum ersten Male fur die Berechnung nichtlinearer Schwingungsprobleme eingesetzt 
wurde. Lur ' e  [l] hat bemerkt, daI3 das Poincard  sche Verfahren der Storungsrechnung bei 
Beschrankung der Betrachtung auf die sogenannte erste Naherung Ergebnisse liefert, die mit 
denen der ,,Harmonkchen Balance" identisch sind. Er bewies sein Ergebnis ganz allgemein fur 
ein System n-ter Ordnung, in dem allerdings nur eine nichtlineare Funktion vorkommt. In sehr 
allgemeiner Form wurde der Nachweis von B u l g a k o v  [2] gefuhrt, der sich mit einer Verallge- 
meinerung der weitreichenden Methode der Variation der Konstanten auf Systeme n-ten Grades 
beschaftigt hat. 

Auf die Wesensgleichheit der Verfahren der Energiemittelung und der Harmonischen 
Balance hat T e  o d or%i k [3] hingewiesen. AuI3erdem ist das in der Regelungstheorie vielfach ver- 
wendete Verfahren der ,,Beschreibungsfunktion" (Kochenburger  [4]) nicht nur im Ergebnis, 
sondern bereits im Ansatz mit der ,,Harmonkchen Balance" identisch. 

Neben den bisher genannten Verfahren ist auch die Variationsmethode von R i  tz -Galerk in  
zur Berechnung nichtlinearer Schwingungen herangezogen worden (siehe z. B. K l o  t t e r  [5], [61 so- 
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wie L u r ' e  und Cekmarev  [7]). Da13 auch diese unter gewissen Redingungen ahnliche Ergebnisse 
wie die zuvor genannten Naherungsverfahren liefert, wurde zwar schon vermutet, scheint aber 
bisher noch nicht allgemein bewiesen zu sein. 

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist nun der Nachweis, dafi die genannten Naherungsver- 
fahren ganz allgemein fur Systeme n-ter Ordnung als Spezialfalle der Naherungsmethode von 
R i  t z -Ga le rk in  aufgefal3t werden konnen. Diese Erkenntnis wird uns einerseits die Moglichkeit 
geben, gewisse Verallgemeinerungen der bisherigen Verfahren vorzunehmen, andererseits zeigt 
sie, da13 keines der genannten Verfahren prinzipielle Vorteile vor den anderen besitzt. Um die 
folgenden Betrachtungen nicht zu sehr auszuweiten, sollen Einschwingungsvorgange unberuck- 
sichtigt bleiben, also nur die praktisch meist interessierenden stationaren Schwingungen unter- 
sucht werden. Dabei werden wir uns auf solche Systeme beschranken mussen, bei denen Schwin- 
gungen einer bestimmten Schwingungsperiode, nicht aber uberlagerungen stationarer Schwin- 
gungen verschiedener inkommensurabler Perioden vorkommen. Diese Einschrankung durfte 
nicht sehr einschneidend sein, da in der Praxis stationare Zustande auch in Systemen mit be- 
liebig vielen Freiheitsgraden fast ausschliefilich ,,ein-periodisch" sind. 

2. Ausgangsgleichungen und Problemstellung 
Die Bewegungsgleichungen dynamischer Systeme konnen durch geeignete Wahl der Zu- 

standskoordinaten stets auf die allgemeine Form 

yebracht werden. Bezuglich der Zeitabhangigkeit der Funktionen f, wollen wir clabei voraus- 
setzen, da13 sie periodisch mit der Frequenz o seien: 

k, = fr(xl, x2,. . . .  xn, I ) ,  ( r  = 1, 2 , .  ... n) . . . . . . . .  . (1) 

x,, x,, . . . .  zn, t $- - = f@,, 5 2 ,  . . . .  x f i ,  2) . . . . . . . .  fri 0) 7 
Wenn wir fur die f ,  weiterhin zulassen, daB sie auch unstetig oder nicht analytisch sein 

kiinnen, dann schliefien wir damit von vornherein die Anwendung der Storungsrechnung aus. 
Denn bei dieser mu13 fur die nichtlinearen Funktionen Entwickelbarkeit in eine Potenzreihe ge- 
fordert werden. Die ,,Methode des kleinen Parameters" sol1 also hier nicht weiter beachtet wer- 
den - sie ist zudem hinreichend ausfuhrlich von anderen Autoren (z. B. [l] und [2]) behandelt 
worden. 

Fur die weiteren Untersuchungen ist es nun zweckmafiig, von den Funktionen f ,  der rechten 
Seiten von (1) das lineare Teilsystem abzuspalten, da13 sich nach den Vorschriften der Methode 
der Kleinen Schwingungen ergibt: 

12 

kr = 2 c,, z, + g&, xz, . . . .  z*, f) . . . . . . . . . . . .  
s=l 

mit 

wobei wir voraussetzen wollen, dafi die Koeffizienten c,, die Zeit t nicht inehr enthalten. 
vnabhangig von dem allgemeinen System (1) sol1 ein wich tiger Spezialfall behandelt wer- 

den, bei dem sich die rechte Seite in eine Summe nichtlinearer Funktionen von nur je  einer der 
\rariablen und der Zeit t aufspalten laflt: 

n 

s = 1  
. . . . . . . . . . . . . . .  2, = 2 f,,(.,, t )  . (41, 

Obwohl dieser Fall bei der allgemeinen Prozedur fur das System (1) miterfafit wird, hat  es sich 
als zweckmafiig herausgestellt, ihn gesondert zu behandeln, da fur ihn die Verhaltnisse besonders 
durchsichtig werden. 

Praktisch alle eingangs erwahnten Naherungsverfahren laufen nun darauf hinaus, die in den 
Systemen (1) bzw. (4) moglichen periodischen Losungen (d. h. stationare Schwingnngen) mit 
harmonischen Schwingungen zu vergleichen, die in einem hypothetischen linearen System auf- 
treten konnen. Wir wollen fiir dieses lineare Ersatzsystem die Form : 

12 

ir = 2 (ars z, + a:, kS) . . . . . . . . . . . . . .  (5), 
s=1 

wahlen - und zwar gleicherinaflen fur die beiden Ausgangssysteine (1) bzw. (4). In der Art der 
Bestimmung der in (5) vorkommenden Koeffizienten unterscheiden sich nun die verschiedenen 
Naherungsverfahren. Als wesentlichstes Ergebnis der Arbeit wird sich zeigen, da13 trotz ver- 
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schiedener Wege in allen hier zu untersuchenden Fallen genau die gleichen Bestimmungsglei- 
chungen fiir die a,., und a:, herauskommen. 

Nach der klassischen Methode der Kleinen Schwingungen erhielte man einfach 

a,, = cr , ;  a:, = 0 
init den Beiwerten c,, von (3) .  Ilurch diese primitive Art der Linearisierung wird der Zugang zu 
den eigentlich nichtlinearen Erscheinungen versperrt. Der Trick aller nun zu besprechenden 
andersartigen Naherungsverfahren besteht darin, da13 zwar zur Erleichterung der Rechnung in 
den Variablen linearisiert wird, da13 aber die Nichtlinearitat auf dem Umwege uber cine Para- 
nieterabhangiglteit der Koeffizienten wieder eingeschleust wird. 

3. Das Prinzip der Harmonischen Balance 
Nit  dem harnionischen Ansatz 

. . . . . . . . . . .  xT = A ,  sin (m t + pJ = A ,  sin @jr . (6) 
bekorniiit man nach Eingehen in (3) auf den rechten Seiten periodische Funktionen gr, deren 
F o  u r i  e r z erlegung 

cn 

k = l  
g,, = b r O  + (bTk sin k LO t + bTk cos k o t )  

sein moge. Subtrahiert man nun nach dem Einsetzen von (6) das ursprungliche System (3)  vom 
Ersatzsystem (j), so folgt : 

?L m 2 (a,,A,sin@,-+ a~,.d,c~~cos~,-cr,A,sindj,)-  bro-x (b,.,sinkmt + b:kcoskwt) = O .  . (7). 
-1 k = l  

Um diese Gleichungen befricdigen zu konnen, wird zunachst brO = 0 vorausgesetzt. Diese For- 
derung ist Zuni Heispiel stets fur ungerade Funktionen g, erfullt. Weiterhin werden die in der 
Fo ur i  erzerlegung von gr auftretenden Oberschwingungen vernachlassigt, so da13 in (7) iiur noch 
periodische Funktionen der gleichen Frequenz oj vorkommen. Unter Beriicksichtigung von (6) 
kann (7) dann in der Form geschrieben werden: 

I + cos o t 2 (a,, A, sin ps + a:, A, (o cos p, -- c,, A, sin ~p,) - b,*, = 0 . . .  (8). c: 
Die Erfullung dieser Beziehung ist auf viele Arten moglich, da die noch verfugbaren Un- 

bekannten urs und a,*, in verschiedener Weise gewahlt werden konnen. Wir wollen hier (8) durcli 
die Festsetzung p1 = 0 (Festlegung des Zeitnullpunktes durch den Nulldurchgang der Schwingung 
der Koordinate xl) und die hnnahmen: 

f u r s  2 2 * (9) 1 . . . . . . . . .  

l 
b, I 
A, 

a,l = G I  +-; 
a71 = ~ , 

A, cc) 

a,, = c,, 

a,*, = 0 v1 . 

erfullen. Physikalisch bedeutet dies, da13 die Grundharinonischen der F o  u r i  erzerlegung der gr 
init den aus dem Ersatzsystem koinmenden Schwingungen der Koordinate x1 ,,auybalanciert" 
m erden. Man hatte niit dem gleichen Recht naturlich jede andere Koordinate hierzu heranziehen 
konnen. 

Setzt man in (9) die bekannten h s d r u c k e  fur die Fourierkoe€fizienteii brl und b,*, ein, so 
folgt : - 

gr(Al sin i12 sin Q2 . . . . .  t )  sin co I d(co I ) ,  

} . . . .  (10). 

. . . . .  I gr(A1 sin A,  sin @* t )  cos w t d(o, t )  

0 I 
Dainit sind die Koeffizienten des Ersatzsystems (5) bestinimt. 

Fur das speziellere, aber praktisch wichtigere System (4) gcht man in entsprechender Weise 
vor: durch Einsetzen des harinonischen Ansatzes (6) werden alle f,, periodisch und konnen in 

31 
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F o u r i e r  reihen zerlegt werden. Dabei nimmt man die Zerlegung zweckmafiigerweise so vor, clafi 
der Phasenwinkel jeder Koordinate mit berucksichtigt wird : 

m 

f,, = b,,, + 2 (brsk sin k @, + hrsk cos k Gs) . . . . . . . . .  (11). 
k = 1  

Durch Vernachlassigung der hoheren Harmonischen und die Annahine b,,, = 0 bekomint 
man nun wie zuvor durcli Differenzbildung anstelle von (8) die Gleichungen : 

2 [sin @, (ars A, - brs1) + cos !BS (afs A, (0 - b?sl)] = 0 . . . . . .  (12). 

Diese Gleichungen werden durch Nullsetzen der einzelnen Faktoren befriedigt, so dafi fur die 
Koeffizienten die Bestimniungsgleichungen folgen : 

1L 

s = l  

Physikalisch gesehen tvertlen hier die Grundhariiionischen der periodischen /,,-Funktionen je- 
weils rnit der Schwingung ausbalanciert, die als Argument in f,, eingeht. Sowohl die Bestimmungs- 
gleichungen (10) als auch (13) sind Integraltransforinationen, durch die die Funktionen y, bzw. 
f,, der Variablen x, in die von Parametern A, abhangigen Koeffizienten ars und a:, umgewandelt 
werden. (13) besitzt vor (10) den Vorteil, dafi nur eine Variable bzw. nur ein Parameter eingeht, 
so dafi diese Transformation leicht auch tabelleninail3ig erfaBt werden kann. 

4. Die Methode dcr Variation der Konstanten 
Es sei wieder das Ausgangssystem (3 )  vorgegeben und ein Ersatzsystem der Form (5) ge- 

sucht. Dann 1aBt sich der Gedankengang der Methode der Variation der Konstanten etwa folgen- 
derniafien forrnulieren : 

Die Losung des Ersatzsystems sei bekannt uiid -- (la hier nur stationare Schwingungen 
betrachtet werden sollen -- von der Form 

i, = A,, sin o t + A, ,  cos w t . . . . . . . . . . . .  (14). 

Dieser husdruck sol1 nun als Ansatz fiir die Liisung des nichllinearen husgangssysteins (3)  ver- 
wendet werden, jedoch init Amplitudenfaktoren Arl und A,,, die noch von der Zeit abhangig sind. 
Man hat also : 

. . . . .  1 xr = Arl(t) sin co t + Arg( t )  cos (0 t , 
k,  = A,,  sin co t + A,, cos cc) t -b A,, co cos w f - A,,  co sin cg t (15). 

= Arl sin cc) t + A,, cos Q 1 + 5 
Geht man damit in (3 )  ein, so folgt unter Beriicksichtigung von (5) : 

91 TL 

Arl sin o t + A,, cos cr) f = 2: c,, x, + gr(xl, xz, . . . .  rn, t )  - 2 (a,, & + 2s) . .  (16). 

Der Ansatz (1 5) entliiilt zwei noch zii bestimmende Funktionen. Da die husgangsgleichun- 
gen nur von erster Ordnung sind, kann noch eine willkiirliche Beziehung zwischen diesen beiden 
Funktionen eingefiihrt werden; es ist zweckinafiig, 

s = 1  S = l  

. . . . . . . . . . . .  A,, cos ~ I J  t - ,Irz sin m t = 0 . (17) 
vorauszusetzen. Nun lassen sich (16) und (17) als Bestiminungsgleichungen fur die k,, und A,, 
auffasse.n uncl losen : 

n I A,,  = 2 [(c,, - ars) (A8l sin co t +A,, cos (o f) ~- a:, ( 0 1  (A, ,  cos co f - Asr sin w t ) ]  sin co t . 
s = 1 ... . 

1E (18). 
+ qr( ) sin w t 

A,, = 2 [(cTs - a,$) (As1 sin w t + n,, cos co f) - a:, OJ (A,,cos co t - A,, sin w t ) ]  cos Q t 
s = l  

I . . .  + g,( I ) cos co t 
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Die rechten Seiten sind periodische Funktionen mit der Frequenz w. Von den Amplituden- 
faktoren A, ,  und A, ,  wird aber vorausgesetzt, dal3 sie langsam veranderliche Funktionen der Zeit 

2 n  seien. Man wird also annehmen konnen, daB sie wahrend einer Periode von der Dauer T = - 

praktisch konstant sind. Dann aber kann man anstelle der rechten Seiten von (18) die zeitlichen 
Mittelwerte uber eine Periode einsetzen. 

w 

Zur Abkiirzung der Schreibweise sei jetzt 
. . . . . . . . . . . . . . . .  w t = y .  (19) 

cingefiihrt nnd dann die rechte Seite von (18) uber y von 0 ])is 2 n integrierl: 

Beschrankt man sich nun auf die Untersuchung stationarer Schwingungen, dann werden die linken 
Seiten Null, und die rechten konnen als Bestimmungsgleichungen fur die Koeffizienten ars und 
aF8 aufgefal3t werden. Es gibt auch in diesem Falle - wie schon bei der Methode der Harmoni- 
when Balance - viele Moglichkeiten, die Gleichungen (20) zu befriedigen, da nur 2 n Gleichungen 
fur die 2n2 Unhekannten vorhanden sind. Setzen wir jedoch, wie schon bei (9): 

(211, 

dann geht (20) uber in : 

. 
. . . . . . .  (22). 

0 I "I 

n [(c,, - u,,) A,, + arl co A,,] = - J g,(. .) sin y dy , 
0 
2rc 

n [(cri - gr1) ,4,, -- w A111 = - J g,(. . -> cos y dy 

Nun sol1 der Zeitnullpunkt - wie fruher - so gewahlt werden, daB fur die Koordinate x, eine 
reine Sinusschwingung herauskommt, also A,, = 0 und A,, = A, wird. Dann laQt sich (22) leicht 
auflosen und ergibt genau die Bestimmungsgleichungen (10). 

Fur das speziellere System (4) bekommt man mit den gleichen Ansatzen (14) bzw. (15) 
anstelle der fruheren Beziehung (18) jetzt: 

n 

s = 1  
A,, = 2 [f,,(A, sin @,, t) -- a,, (As1 sin y + A,, cos y )  - a& co (A8 ,  cosy- A,, sin y) ]  sin. y , 

n I A,, = 2 [/,,(A, sin @,, t )  - a,, (As1 sin y + A,, cos y )  -- a:, co (Asl cosy - A, ,  sin y ) ]  cosy 
s=1 

Integration der rechten Seiten uber eine volle Periode und Nullsetzen der linken Seiten fulirt dann 
Z l l  : 

n 

. . . . .  (24). 
n 

h - 1  1 2 [/, ,(A, sin @,, t )  sin y dy --- ars A,, n + af? A, ,  w n] = 0 ,  

2 [/ , , (A, sin @,, t )  cos y dy - a,, A,,  n - up, A,, 0) nl = 0 
S = l  

Durch gliedweises Nullsetzen bekommt man daraus ein Systemvon 2 n2 Gleichungen fur die 
zu bestimmenden 2112 Koeffizienten. Multipliziert man nun die aus der oberen Beziehung von (24) 
folgenden Gleichungen jeweils mit cos qs (bzw. sin q,), entsprechend die aus der unteren Beziehung 
folgenden Gleichungen mit sin 9, (bzw. - cos p,) und addiert dann paarweise, so bekommt man 
unter Berucksichtigung der Gleichungen 

sin y cos qs+ cos y sin y8 = sin @, , 
A,, cos q, + A, ,  sin q, = A, , 

sin y sin qs - cos y cos q, = cos @, , 
A, ,  sin ps - A, ,  cos vS = 0 

wieder genau die schon vorher erhaltenen Bestimmungsgleichungen (13) fur die a,, und u : ~ .  
31* 
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5. Fehlertheoretische Berechnung 
Wenn der harmonische Ansatz (6) in die rechten Seiten des Ausgangssystems (3) und des 

zugehorigen Ersatzsystems (5) eingesetzt wird, dann werden die auf den linken Seiten heraus- 
kommenden zeitlichen Ableitungen der Variablen in heiden Fallen nicht miteinander uberein- 
stiminen. Der Fehler ist 

n 

A ,  == i, - 2, = g,(. . .) + 2 [(c,, -- X, - u : ~  is] . . . . . . .  (25). 
9 = 1  

Dabei ist der aus dem Ersatzsystem folgende Wert fur die Ableitung durch eine dariibergesetzte 
Schlange gekennzeichnet worden. Wir verlangen nun, dalj der mittlere quadratische Fehler ein 
Minimum werden soll, und errechnen den Mittelwert durch Integration iiber eine volle Periode : 

2 z  

2 = , a / n F d y  . . . . . . . . . . . . . . .  (26). 
IJ 

Die Minimalbedingungen ergeben nun : 

Geht man hier niit dem Ansatz (14) ein und wahlt den Zeitpunkt wieder so, da13 A,, = .til und 
A,, = 0 wird, dann bekommt man durch Ausfuhren der Integration : 

2 n  2 n  

gr(* * -) sin y dy + n k z  s gr(- . .) cos y d.-/ 
0 0 

n n 

5 -  1 r = l  
~ (28). I 

- n k l  TC 2 [(crs - a ~ , )  if,, + a:, (0 - 1 i k 2  X 2 [ ( C r s  - Qrs) A,, - n,*, W As]] 

. . 
n n 

s=l s = l  

2n 2 7  

A,, Q q,.(. .) cos y dy - Ak2 Q s gT(. .) sin y d.-/ 
0 0 

= - A,, 2 [ (Crs - u r s )  l l s z  - a,*, (9 A,,] + A k 2  OJ X 2 [(C,, - ar8) fi,, + a:, 0 A,,] 

Multipliziert man die erste dieser Gleichungen mit A,,  w (bzw. init Akl w),  die zweite mit Akl  
(bzw. -- A,,) und addiert dann, so folgen nach Kurzen durch 

die Gleichungen : 
A f ,  + AX2 = A; 

Tg,(. . .) sin y dy = ~ n 2 [(c,, 

yg,(. . .) cosy dy = -TC ,f [(c,, - ar,) A,? - a:, tc) A,,]  

or,) -Isl u;, 01 A,,] , I  
. . . . . .  (29). i 0 s=l 

0 s = 1  

Das sind aber genau dieselben Gleichungen, wie sie bei der Methode der Variation der Konstanten 
nach Nullsetzen der linken Gleichungen von (20) erhalten wurden, so dalj die jetzige Rechnung 
auf den friiheren Fall zuruckgefuhrt worden ist. 

Im Spezialfall des Ausgangssystems (4) bekommen wir anstclle von (25) die Fehlergleichung : 
n n 

s = l  & = I  
= kr - 2, == 2 [ f , ,(rs, f) .. a r s  .Ts - a:, ks] = 2 A,, . . . . . . .  (30). 

Jetzt wird fur jeden Teilfehler der quadratisclie Blittelwert 
2 n  

J 
0 

gebildet, und dann aus den Minimalbedingungen : 

a& = o ’ .  (31) - 0 ;  _ _  . . . . . . . . . . . .  a& 
k aaFk 
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ein System von 2 n2 Gleichungen fur die ar8 und a?, gewonnen. Man verwendet in diesem Fall 
am besten den Ansatz (6), in dem die Phasenwinkel mit berucksichtigt sind und bekommt dann 
aus (31) 

2 %  

-- J / , , (A, sin @,, t )  A, sin 0, dQS + or, At n = 0 , 1 
I I  

2;r 
. . . . . .  (32). 

-- J /,,(As sin @,, 1 )  A ,  m cos @# d!DS $- a:, A,Z (3 n = 0 
0 

Daraus folgen aber unmittelbar wieder die fruheren Restimmungsgleichungen (13). 

6. Energie-Mittelungsverfahren 
Uei diesem, von verschiedenen Autoren (z. B. R a r k h a u s e n  [S], Den I I a r l o g  191, Teodor-  

c ik  [3J) mit groaem Erfolg verwendeten Verfahren geht man von der Forderung aus, dal3 die 
pro Vollschwingung umgesetzte Energie fur das nichtlineare Ausgangssystem denselben Wert 
haben soll wie fur das Ersatzsystem. Die Energie wird durch zeitliche Integration der Leistung 
gewonnen, so daI3 die Ausgangsforderung - unter Fortlassung der hier nicht weiter interessieren- 
den nimensionfaktoren - mathematisch wie folgt formuliert werden kann : 

2 -7L 

(if rc, dy = 1 L, xr (1;: . . . . . . . . . . . . . .  (33) ,  
0 0 

oder : 

q,(. . [(n, ,-rrs) .xs + rr:, ZJ dy . . . . . . . .  (34). 

0 ti 

SIit dem Ansatz (14) 1aal sich die Integralion auf der rechten Seite durchfuhren, und man 
erhalt nach gleichzeitigem Aufspalten in eine Sinus- und eine Cosinus-Komponente (was physi- 
kalisch der Trennung von Wirk- und Blind-Komponente der Leistung entspricht) das System : 

l d  

. 
ii 

11 
. . . . .  (35). 

tJ t 
27  

. I r 1  .I a(. .) sin y dy .4,, n 2 [(n,, c,J - I s 1  - nfl ( 1 )  As2J , 
s - 1  

' 7  

.Ir2 J qr(. . .) cos y dy = A, ,  jz 2 [(a,, - c,,) A , z  + a:, .4,1] 
s = l  

Das entspricht vollkommen dem fruheren System (20) init 
an dieser Stelle abgebrochen werden kann. 

die Reziehung: 

= A,, = 0, SO da13 die Hechnung 

Fur den Sonderfall eines Ausgangssystems von der Form (1) bekommt man anstelle von (34) 

aus der durch Einsetzen des harmonischen Ansatzes, nach Ausintegrieren des rechts stehenden 
Termes sowie nach Trennung in die zwei Komponenten wiederum die fruheren Gleichungen (24) 
gewonnen werden. Die eingangs geforderte Gleichheit der Energie fuhrt also ebenfalls zu den- 
selben Bestimmungsgleichungen fur die Koeffizienten des Ersatzsystems, wie sie nach den vorher 
besprochenen Verfahren erhalten werden. 

7. Die Variationsmethode nach Ritz  -Galerkin 
Geht man nach den Vorschriften von R i t z  und Ga le rk in  an die Losung der Systeme (3) 

bzw. (4) heran, so wird man nicht - wie bei Anwendung der hisher besprochenen Verfahren - 
auf ein lineares Ersatzsystem gefuhrt. Daher soll in diesem Fall die Existenz des Ersatzsystems 
nicht von vornherein gefordert werden. Vielmehr werden wir nachtraglich zeigen, dal3 sich die 
nach R i t  z-Galerkin ausgerechneten Ergebnisse unter gewissen Bedingungen vollkommen mit 
den fur das lineare Ersatzsystem (5) erhaltenen decken und dal3 auch jetzt wieder dieselben 
Bestimmungsgleichungen fur die Koeffizienten a,, und a:, herauskommen. 

Zur Losung von (3) gehen wir von einem R i t z-Ansatz 
m 

zr = 2 A,, y , ( f )  . . . . . . . . . . . . . .  
k = l  

(37) 
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aus, bei dem die y ,  ein zur Approximation geeignetes Funktionensystem bilden sollen, das in 
unserem Falle als periodisch mit der Frequenzo vorausgesetzt werden mull. Es liegt nahe, 
das System 

Magnus, Niiherungsverfahren zur Berechnung nichtlinearer Sohwingungen 
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* (38) (k  = 1 , 2 , .  . .) . . . . . . . . .  sin k co f 
cos k w t Y k ( f )  = 

zu wahlen. Die Bestimmungsgleichungen fur die A,., folgen nun mit (3) und nach der Galerk in-  
schen Vorschrift aus: 

Die Integration ist dabei zwischen zwei festen Zeitpunkten fo und f, vorzunehmen, die um den 

Betrag einer vollen Schwingungszeit T = ~ auseinanderliegen; wir wghlen to = 0 und Q fl = 2 n 

und integrieren dann iiber w t = y von 0 bis 2 7c. 
Die nach der R i  tz-Galerkinschen Methode zu erwartenden Ergebnisse konnen naturlich 

nur dann mit den Ergebnissen der anderen Naherungsverfahren iibereinstimmen, wenn wir die 
Approximationsfunktionen (38) wahlen und uns dabei auf das erste Funktionenpaar (k  = 1) 
bcschranken. Dann aber bekommt man mit dem Ansatz 

272 
cc) 

zr =1 A,, sin y + Ar2 cos 7 . . . . . . . . . . . . .  . (40) 
aus dcr Galerkinschen Vorschrift (39) die Beziehungen: 

0 
(41). 

I 
. 1 i 

2: 

( A , ~  cos y - A,, sin y )  -- c,, (A, ,  sin y -i- A,, cosy) - - ~  - :I,(. . sin y dy = 0 , 
S = l  *)I 

n 
w (ATl c,os y - A,,  sin y )  - 2 c,, (Asl sin y + A,, cos y )  -- qr(. .) cos y dy = 0 !I 0 s = 1 

Die Integration lafit sich teilweise ausfiihren, so da13 ails (41) folgt: 

- o) A,, 7c -- 2 c,, A,, z 
I t  

. . 
. . . . . . . .  (42). 

1% t 
2 n  

J" qp(. .) sin y dy = 0 ; 
s = 1 0 

217 

r o  A r 1  7c ~- 2 c,, A,, 7c - g, ( .  . .) cos y dy 0 
,=l 0 

Tliirch Einfiihren des Kroneckersymbols 6,, lafit sich dies umschreiben in: 

Xus diesem System von 2 n Gleichungen konnen die 2 n Amplitudenfaktoren n,, und A,,  dcs 
Ansatzes (40) berechnet werdcn. 

Um nun zu zeigen, da13 die aus (43) zu gewinnende Losung mit den friiheren Ergebnissen 
iibereinstimmt, setzen wir zunachst den Ansatz (40) in das lineare Ersatzsystem (5) ein und 
erhalten (wiederum unter Verwendung des K r o n e c k e r-6) : 

2 {sin y [- S,,o 4, - ap, A,, + a:, 0) A,,] + cos y [S,, w 4,- ars A,,  - LO A,,] = 0 (44). 

Durch Nullsetzen der Ausdriicke in den eckigen Klaminern bekoinmt man die Bestimmungs- 
gleichungen fur die Amplitudenfaktoren : 

AS1 w (dr, - a:,) - A,,  or, = 0 . . . .  (45). 
Dieses System stimmt aber vollkommen mit (43) iiberein, sofern dieselben Bezeichnungen 

und der gleiche Zeitnullpunkt eingefiihrt wird. Betrachtet man namlich die Bestimmungs- 

n 

s=l 

A,, a,., + A,,  w (d,, - aTs) = 0 . 
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gleichungen (10) und (21) als Definitionsgleichungen fur neu einzufuhrende Abkurzungen und 
wahlt den Zeitnullpunkt - wie fruher - so, dalj A, = A, und A,, = 0 wird, dann kann man (43) 
in die Form bringen: 

Durch gliedweises Nullsetzen folgen aber daraus wieder die Bestimmungsgleichungen (45). 
Geht man von dem speziellen System (4) aus, so bekommt man anstelle von (42) das System : 

n 2n n 2 1  
- w A,, 7c - 2 1 f,,(A, sin @,, t )  sin y dy = 0 ,  w Arl n- 2 J f,,(A,sin @$, t )  cosy dy = 0 (47). 

, = l o  s=l 0 

Um die fruheren Abkurzungen a,, und a:, von (13) einfuhren zu konnen, wird nun unter dem 
Integral 

sin y = sin (@, - p,) = sin @, cos cp, -- cos a, sin y,  , 
cos y = cos (@, - p,) = cos @, cos y ,  -1 sin @, sin p, 

eingesetzt. Damit folgt aus (47) : 
?n 

f,,(A, sin @,, i) sin @, d@,-- sin p8 $ f,,(A, sin @,, t )  cos @, 
0 

sin @,, t )  sin @, d@, + sin qs - 
das 1al3t sich unter Berucksichtigung von (13) umformen in : 

n z [-a,, o A,, 7c - A, cos ys  a,, n + A, sin vs a:, w 761 = 0 , 
s = l  11 I . . . .  . (4). 

2’ [a,, w A,, 7c - A,  cos ys u:s w 7c - A, sin vS.ars n] = 0 
I s=1 

Berucksichtigt man nun noch, daIJ 
A ,  cos p, = AS1 und 

ist, dann geht (49)nach gliedweisem Nullsetzen genau in das System (45) iiber, das aus dem linearen 
Ersatzsystem erhalten war. 

Zusammenfassend kann also festgestellt werden, daB die nach R i  t z-Galerkin erhaltenen 
Ergebnisse identisch mit den Ergebnissen sind, die nach den zuvor betrachteten Verfahren 
erhalten werden - sofern als Approximationsfunktionen Sinus und Cosinus gewahlt werden, 
und nur das erste Glied des R i  tz-Ansatzes mitgenomnien wird. 

A, sin rp, = A,, 

8. Eine Verallgemeinerung der Harmonischen Linearisierung 
Nachtraglich laljt sich nun leicht ein Verfahren angeben, mit dessen Hilfe das lineare 

Iirsatzsystem aus den Galerkin-Bedingungen unmiltelbar gewonnen werden kann. Dazu 
braucht nur in den Gleichungen (39) fur i, der Ausdruck (5) eingesetzt und dann die Integration 
durchgefuhrt zu werden. Man ubersieht dabei sofort die Gleichwertigkeit der Galerkin-Bedingung 
init den Forderungen, die den anderen Verfahren zu Grunde gelegt wurden. Aber das Ri tz -  
Galerkinsche Verfahren weist zugleich den Weg zu einer Verallgemeinerung. Es konnen ja 
als approximierende Funktionen yk(t) beliebige periodische Funktionen verwendet werden. 
Mit jeder periodischen Funktion kann demnach eine Linearisierung des nichtlinearen Ausgangs- 
systems vorgenommen werden, die der im Abschnitt 3 besprochenen Harmonischen Linearisierung 
vollkommen entspricht. Wenngleich im allgemeinen die Harmonische Linearisierung fur die 
Praxis am wichtigsten ist, so konnen doch Falle vorkommen, in denen man zweckmaljigerweise 
eine Linearisierung durch andere Funktionen vornimmt. Zwei Beispiele dieser Art sollen ini 
Abschnitt 9 besprochen werden. 

Um die Betrachtungen nicht durch zu grol3e Allgemeinheit undurchsichtig werden zu 
lassen, wollen wir uns hier auf ein Ausgangssystem von der Form (4) beschranken und weiterhin 
voraussetzen, daB die darin vorkommenden Funktionen f,, nicht vom Hysteresetyp sein sollen. 
Uann werden die a:, = 0 und das Ersatzsystem bekommt die einfache Form: 

91 

ir = 2 ars x, . . . . . . . . . 
s=l 

. . . . . (50). 
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Mit dem eingliedrigen R i  t z-Ansatz 

in dem zur Vereinfachung y = LO t als Veranderliche eingesetzt wurde (y hat also die Periode 2n), 
bekommt man die Galerkin-Bedingung: 

T,. = A, y(y) . . . . . . . . . . . . . . . .  (51), 

0 
Mit der Abkurzung 

2 n  
h = J yyy)  dy . . . . . . . . . . . . . . .  . (53) 

0 

folgt nach Vertauschen von Summation und Integration : 

Wahlt man nun die Koeffizienten ars nach 

r--- so ist (54) sogar gliedweise erfullt, also der 
b ; Y T  Galerkin-Bedingung Genuge getan. Ent- 

sprechende Bestimmungsgleichungen lassen 
sich auch fur die allgemeineren Ausgangs- 
systeme (3) und (4) und das allgemeinere Er- py _---- _-.-----I p satzsystem (5) ableiten, nur werden die Berech- 

l n  2 7 ~  I' nungen dann umfangreicher als es bei der I-Iar- 

I I Die Bestimmungsgleichung (55) geht init 
I I y(y) = siny in die fruher gewonnene ,,har- 

1 L--J monische" Formel (13) uber; es wird dann 
h = n. Der Wert von h fur andere y(y) 1aL3t 
sich aus (53) im allgemeinen leicht bestim- 
men. Mit Rucksicht auf die spateren Bei- 

0 
70 

I nionischen Linearisierung der Fall ist. -'I 
1 
Uild 1. Die Trapezschwingung ygr(y) uud ihre erste deitlichc 

Ableitung $ry(y) 

spiele sol1 hier nur eine trapezformige Schwingung nach Bild 1 erwahnt werden, die durch 

3 (56) Y d Y )  = - €ur n - y o < y < n + y  0 . . . . . . .  
n - y  

Yo 
-1 fur n + y o I y i 2 n - y o  

y--272 
fur % n - y o < y < 2 n  

Yo 

8 Yo 11 = 2n---- . . . . . . . . . . . . . . .  (57). 
3 

I 
definiert ist. Man findet nach einfacher Integration aus (53): 

Die Trapezschwingung enthalt als Sonderfalle : 
die Rechteckschwingung: yo = 0; h = 2 n . . . . . . . .  (58) 

und die Dreieckschwingung: yo = ; h = - . . . . . . . .  (59). 7z 2 n  
3 
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9. Anwendungsbeispielo 
Zur Demonstration der Verwendbarkeit der verallgemeinerten Linearisierungsforniel(55) 

sollen zwei einfache und besonders durchsichtige Beispiele berechnet werden, deren strenge 
Lijsung bekannt ist, bzw. leicht ausgerechnet werden kann Auf diese Weise kann der Fehler 
der Naherungsberechnung unmittelbar bestimmt und die Gute der Naherung beurteilt werden. 

a) Eigenschwingungen eines selbsterregten Schwingers uon einem Freiheitsgrad 
Der Schwinger genuge der Differentiagleichung : 

2 + 2 D k + z = k s g n i  . . . . . . . . . . . . .  (60). 

Solange der dimensionslose Dampfungsfaktor D < 1 ist, kann der Schwinger selbsterregte 
Eigenschwingungen ausfuhren, deren Amplituden strerig berechnet werden konnen (siehe [lo]). 
Man bekommt : 

nl) A = k cth . . . . . . . . . . . . . .  (61). 
21/1-D2 

Die ebenfalls in der Arbeit [lo] erinittelte harmonische Naherung fiir die Amplitude isl: 
2 k  

A H-a -- . . . . . . . . . .  . . . . . .  (U). 

Fur die nun auszurechnende nichtharinonische Naherung sol1 als approxiriiierende Funk tiori 
die Trapezfunktion (56) (bzw. Bild 1) gewahlt werden. Wir setzen also an : 

und berechnen fur die in (60) vorkoiiimende nichtlineare Funktion einen Ersatzausdrack 

Nach (55) gilt fur den Koeffizienten : 

II: = A y T ( y )  (y = of). . . . . . . . . . . . . .  (63) 

k sgn i = c1 k . . . . . . . . . . . . . . .  (6.i). 

-‘i . .  
. . . .  (65). 

J 
0 

Der Verlauf der zeitlichen Ableitung +&) ist in Bild 1 gestrichelt eingezeichnet worden. Man 
findet nun leicht: 

2.z ,’,, 

. . . .  (66), 

Setzt man diesen Wert in (64) ein, so folgt aus (60) das lineare Ersatzsystem: 

. .  . .  . . . .  

(67). 

(68). 

Dauerschwingungen in diesem System haben die Frequenz Q = 1 und mussen der Bedingung 
geniigen : 

2 L ) - X o , 0  k (69). . . . . . . . . . . . . . . .  
A 

Daraus folgt die Amplitude der Schwingung zu : 

(70). k 7’0 . . . . . . . . . . . . . . . .  ATrapez = - ~ 2 I1 
Durch weitere Spezialisierung folgt fur die: 

z k  
Dreieckschwingung (yo = ;) : ADreLeck = , . . . . . . . .  (71)- 

I<echteckschwingung (yo = 0) : AReehteck = 0 
Der Grund fur das Versagen der Rechtecknaherung ist leicht einzusehen : die Geschwindig- 

keit j: ware in diesem Falle ja nur an den Sprungstellen y = n n von Null verschieden; da aber 



30 

20 

% 
10 

0 

-10 

-20 

-30 

k 

2. angew. Math. Yech. 482 Bd. 3, Nr. 11,12 Nov.,Dez. 185, 

nur das Vorzeichen von 2 und nicht der absolute Wert in die rechte Seite von (60) eingeht, hat 
das Glied sgn j: uberhaupt keinen Einflulj auf die Schwingung. 

In Bild 2 ist der Fehler der beiden Naherungslosungen (62) und (71) gegeniiber der strengen 
Losung (61) als Funktion der Dampfung D aufgetragen. Wie zu erwarten ist, stimmt die har- 
inonische Naherung gut im Bereich kleiner Dampfungen, jedoch gibt die Dreiecksnaherung 
fur D < 0,6 bessere Werte. 

Magnus, Niiherungsverfahren zur Berechnung nichtlinearer Schwingungen 
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geschrieben werden. Mit dem harmonischen Ansatz 
2 = A sin (y - z) . . . . . . . . . . . . . .  (7ti) 

konneri wir (75) umformen in : 
x (Y + z) . . . . . . . . . . . . .  (77). yfi(Y) = 'gn A 

Setzt man dies in (72) ein, dann folgt eine nichtlineare Differentialgleichung, deren eines 
Glied ein um den Betrag z voreilendes Argument hat. Wie in einer fruheren Arbeit [ l l ]  gezeigt 
wurde, lassen sich auch derartige ,,Totzeitprobleme" nach der Methode der Harmonischen 
Balance erfassen. Man hat das nichtlineare Glied durch einen linearen Ausdruck zu ersetzen : 

(' + ') = k sgn [z (y + z)] = a z + u* k . . . . . . . .  
A k sgn 

und findet die Koeffizienten nach der in 1111 angegebenen Vorschrift aus: 
2 Z  

1 4 k cos t 
n A  ' 1  a = cos za/ k sgn (sin y )  sin y dy = 

0 
2 x  i .  . . (79). 

k sgn (sin y )  sin y dy = 
J 
0 

Damit kann nun das lineare Ersatzsystem in die Form gebracht werden : 

4 k s i n ~ ) ? + ( ~  z = 0 . . . . . . . . .  (80). ( T -  n A  

Wenn periodische Losungen moglich sein sollen, dann mussen notwendigerweise die beiden 
Koeffizienten dieser Gleichung verschwinden. Das ergibt zwei Bedingungen fur die GroBen A 
und z. Sie fuhren zu der Losung: 

Ahanonisch = -- 

. . . . . . . . . . . . .  (81). 1 c o s t  = ~ 

J1+ T2 
Die Dreieck- und Rechteck-Naherung sollen durcli Spezialisierung der allgemeineren 

'rrapeznaherung gewonnen werden. Wir setzen an : 

z = A WT (y - Z) . . . . . . . . . . . . . . .  (82),  

und konnen jetzt fur die Erregerfunktion von (72) schreiben : 

Die Koeffizienten fur den zu bildenden linearen Ersatzausdruck (78) werden nun nicht aus 
(79), sondern wegen (55)  aus entsprechend modifizierten Formeln gewonnen : 

Wegen (57) kommt : 
3 k (n - yo) sin z 

- - ~~ ~ (84). 3 k (n -yo)  cos z . . . . . . . .  
(3 n - 4 Yo) A 

= -- - 

( 3 n - 4 4 0 )  A ' 
Damit hat man das lineare Ersatzsystem: 

( T  -- a") j: = (1 U) z == 0 . . . . . . . . . . . .  (85). 
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Entsprechend den friiheren Uberlegungen fuhrt die Forderung nach dem Verschwinden 
der Koeffizienten dieses Systems zu zwei Gleichungen fur A und z, die die Losung haben: 

3 k (JC - 7 0 )  ' ITrnpez = -~~__--__- 

(3n---4y0)1/1 + 7'2 

1 
$ 1  . . . . . . . . . . . (86). 

Durch Spezialisierung folgt daraus : 
k . . . . . . . . . .  ARechteck 

___-~  . . . . (87), 

Durch Vergleich mit der harmonischen Naherung (81) findet man, dalj sich die drei ver- 
schiedenen Naherungen wie folgt verhalten : 

nRechteek : 'harmonisch : ADreieck = : 1)27 ' 1)5 . 
Im Grenzfall T -+ 0 findet man aus (74) fur die strenge Losung A -+ k . Derselbe Wert 

folgt aus (87) fur die Rechtecklosung, wahrend die anderen beiden Naherungen (81) bzw. (88) zu 
grol3e Werte ergeben. Wie zu erwarten war, stimmt also hier die Rechtecknalierung am besten, 
sie gibt im Grenzfall T = 0 sogar genaue Werte. 

Im anderen Grenzfall T --t co folgt durch Entwicklung von (74) : 
JC k A + - -  
2 T '  

Mit dieseiii Wert stirriint - wie erwartet - die Dreiecknaherung am besten uberein. 
Bild 5 zeigt die Fehler der drei verschiedenen Naherungslosungen (81), (87) und (88) als 

Funk tion von T in halblogarithmischem MaBstab aufgetragen. Man erkennt daraus, daI3 man 

Uild 5. ' Proseutualer Pehler der Rechteck-Xiherung (Kurve I), der liarmouischens Niilieruug (Kurvc 2 )  
niid der Dreieck-Niheruiig (Kurve 3) fiir die Amplituden des Bchwingers nsch Gleichung (72). 

fur 1' < 0,6 am besten mil; der Rechtecknaherung und fur T > 1,5 am besten mit cler Dreieck- 
naherung rechnet. Nur in einem recht kleinen Zwischenbereich um den Wert ?' = 1 herum gibt 
die harmonische Naherung bessere, Werte. 

Naturlich mu13 bei der Anwendung des hier beschriebenen Verfahrens die Form der Schwin- 
gung, die man berechnen will, schon naherungsweise bekannt sein, damit man die geeignete Appro- 
xiinationsfunktion wahlen kann. Vielfach lassen sich durch qualitative Uberlegungen - oder 
auch durch Versuche - schon gewisse Anhaltspunkte uber den Schwingungstyp gewinnen. Das 
gilt zum Beispiel fur die technisch vie1 verwendcten Kippschwingungen und gewisse Typen von 
Kelaxationsschwingungen. Hier wird man das vorgeschlagene Verfahren mit Vorteil verwenden 
kiinnen. 
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KLEINE MITTEILUNGEN 
Use of French curves for determination of 
tangents and center of curvature. 

If the proper use of French curves is considered to be 
sufficient to interpolate a set of distinct points p by 
a smooth curve I ,  then the following shows that under 
this assumption the construction of tangents and 
centers of curvature is possible also in a given set of 
points pi where i = 1, 2, 3, 4, 5. . . Let p3 be the point 
in which the tangent and the center of curvature should 
be determined. 

The construction of the tangent can be done in the 
following way: Connect by straight lines point 3 with 
points 1, 2, 4, 5 , .  . . Intersect these lines by a steady 

4", 5", . . . may be interpolated by the second image 1, 
of the curve 1. The intersection of the picture 1, and 1, 
is the image 3' G 3" and therefore lies on the tangent. 
The construction of the center of curvature may be 
done in the following way: 

Construct in the points i = 1 , 2 , 4 , 5  the normals ni 
to the secants si and the normal n, in point i = 3 to 
the found tangent. The normals n,, ng, n,, n5 . . . inter- 
sect the normal n, and together with the secants sl, s2, 
s,, s,. . . form rectangular triangles with the normal 
n3. Determine the mid points 1"', 2'", 4"', 5"'. . . of 
the normals n,, n,, n,, n,. Interpolate the curve I ,  through 
these points by use of French curves. The intersec- 
tion 3"' with the normal n3 to the found tangent in 
point 3 then is the center of curvature of the curve 1 
in the point 3. 
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i 
curve I,, say a straight line; then this steady curve I,, 
is an image of the curve 1 and the intersections l', 2', 
4', 5', . . . are the images of the points 1 , 2 , 4 . 5 .  . . The 
image 3' of 3 would be the intersection with the sougth 
tangent in point 3. Hence one has to determine a se- 
cond image I ,  of the curve. Let the images of points 
1,2 ,4 ,5 ,  . . . be l", 2", 4", 5",. . . Let these images p" 
have distances di = p[ - p i  from the images p i .  
Let 4 = ( p < y q 3 ) . f ( p i - P p g ) ,  where f ( ~ i - p &  is 
steady and positive. E. g. f(pi - p3)  = constant = 1. 
Then by use of the French curves the points l", 2", 

Der Konchoidenlenker fur sechs unendlich 
benachbarte Lagen 

1. K. Hoeckenl) hat aus der konchoidischcn Be- 
wegung, d. h. getrieblich aus einer zentrischen Winkel- 
schleife (Schubschleife), Bild 1, eine zentrische Kurbel- 

Bild 1 Bild 2 

schleife entwickelt, bei welcher eine Koppelkurve mit 
einer Geraden sechs endlich benachbarte Punkte ge- 
meinsam hat. Man kann aber auch auf gleichem Wegc 
zu einer Koppelkurve kommen, welche mit einer Ge- 
raden sechs unendlich benachbarte Punkte gemein- 
Sam hat, d. h. bei welcher die Gerade Tangente an die 
Kurve ist und eine sechspunktige genaue Beriihrung 
mit sehr guter Geradfiihrung vorliegt. 
I. Bei dem Ausgangsgetriebe gleitet die Gcrado 

(Stange) g durch den festen Punkt G (durch eine uni G 
drehbare Hiilse bzw. Kulisse) und der Punkt K wird 
auf einer festen Geraden x gefiihrt. Blle mit der be- 

I )  Hoecken, K.: Rechnerische Ermittlung cines Konchoiden- 
lenkers. Arch. f. Getriebetechn. 6 (1038), 5. 421. 




