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Uber den Zusammenhang verschiedener Naherungsverfahren

zur Berechnung nichtlinearer Schwingungen
Von K. Magnus in Freiburg/Breisgau

Bs wird gezeigs, daf3 einige der in der nichtlinenren Mechanik viel gebrauchten Nihrungsmethoden (Aequi-
valente Linearisterung, Harmonische Bualance, Beschreibungsfunktion, Energie-Mittelung, Fehlerquadrat-
Minimum ) als Spezialfille des allgemeinen Ritz-Galerkin schen Variationsverfahren aufgefaftwerden kinnen.
Unter Verwendung der Ritz-Galerkinschen Vorschriften wird ein verallgemeinertes Verfahren zur Lineari-
sierung durch nichtharmonische Funktionen angegeben, das fiir die Berechnung von Relaxationsschwingungen
Vorteile bringen kann.

Some approximation methods frequently used in non-linear mechanics (equivalent linearisation, harmonic
balance, describing function, mean energy, square deviation minimum) are shown to be special cases of the general
variational method dueto Ritzand Galerkin. Following the prescriptions given by Ritz-Galerkina generalized
method 18 derived allowing the linearisation by means of anharmonic functions. It is expected that this method
will offer some advaniages in the treatment of relaxation oscillations.

On démontre que des méthodes approximatives employées souvent dans la mécanique non-linéaire (lindari-
sation equivalente, équilibre harmonique, fonction de décrire, détermination de la moyenne de Uénergie, minimum
de carré d’ erreur) peuvent étre comprises comme des cas speciaux du procédé général de variations d’aprés Ritz-
Galerkin. En appliquant les instructions de Ritz-Galerkin on indique un procédé généralisé pour la linéari-
sation au moyen de fonctions non-harmoniques qui peut produire des avantages pour la calculation des oscil-
lations de relaxation.

TToxkasmiBaeTcs, YTO HEKOTOpHIE IPUOIMMKEHHBIE MeTOABl (9KBUBAJIeHTHAA JuHeapu3alus,
rapMoHHUecKuil 6ananc, nsobpakaomas GyHKIUA, BEUUCIeHIe CPeAHero 3HaueHnd YHepruy,
MHHUMYM KBaJpaTa OIIMOKH), YaCTO HCI0JIb3yeMble B HeJuHeiiHoll MexaHNKe, MOKHO paccMa-
TPUBATH KAK YacTHEIE clydau o0liero BapuanuoHHoro Merofa Puna-I'asgepruna. Ilpu nmomormn
npasuil Puna-I'alepKUHA BHIBOTUTCA 00OGIIEHHBIA MeTON JMHeapu3aluu ¢ IIOMOIILIO Herap-
MOHMYECKUX (YHHKUM{T, KOTOPHI1 MOKeT OBITh YHOGHHM HJA BBHIYMCIEHUs PeiakCallHOHHBIX
KoJaebaHmii.

1. Einleitung

Fir die Berechnung nichtlinearer Schwingungen wurden in den letzten 30 Jahren eine
groBe Anzahl von Naherungsverfahren entwickelt, die von mehr oder weniger dhnlichen Grund-
vorstellungen ausgehend letzten Endes zu den gleichen Ergebnissen fithren. Bei der Ausarbeitung
fast aller dieser Verfahren diirfte der Wunsch, die bequemen und weitreichenden Hilfsmittel der
linearen Mathematik verwenden zu konnen, eine ausschlaggebende Rolle gespielt haben, denn
fast immer ist man dabei von der Methode der ,,Kleinen Schwingungen‘‘ ausgegangen, die sich
vor allem seit Routh als aulerordentlich fruchtbar erwiesen hatte. In dem Bestreben, den Be-
reich der linearen Schwingungen zu verlassen, ohne die hier bewéhrten Methoden ganz aufzu-
geben, versuchte man einerseits durch eine andere Art der Linearisierung eines vorgegebenen
Problems, andererseits durch die Annahme von ,,fast harmonischen‘ Schwingungen zum Ziel zu
gelangen. Das Schrifttum zu diesen Fragen ist derart umfangreich geworden, daB darauf ver-
zichtet werden mul}, die historische Entwicklung zu streifen. In den einschlidgigen Biichern und
dem am SchluB zusammengesteliten Schrifttum findet man weitergehende Angaben.

Fiir die frither fast ausschliefllich behandelten schwingenden Systeme mit einem Freiheits-
grad ist schon mehrfach darauf hingewiesen worden, dal} verschiedene Néherungsverfahren zu
identischen Ergebnissen fiihren. So haben bereits Krylov und Bogoljubov (1934) gezeigt, dal3
das von ihnen entwickelte Verfahren der ,,Harmonischen Balance‘’, das auch unter den Bezeich-
nungen der ,,Harmonischen Linearisierung* oder der ,,Aequivalenten Linearisierung* bekannt
geworden ist, sowie auch das Verfahren der ,,Energetischen Balance® nur Spezialfille des allge-
meineren Verfahrens der Variation der Konstanten sind, das in den klassischen Arbeiten von
van der Pol zum ersten Male fiir die Berechnung nichtlinearer Schwingungsprobleme eingesetzt
wurde. Lur’e [1] hat bemerkt, daB das Poincarésche Verfahren der Storungsrechnung bei
Beschrinkung der Betrachtung auf die sogenannte erste Niherung Ergebnisse liefert, die mit
denen der ,,Harmonischen Balance** identisch sind. Er bewies sein Ergebnis ganz allgemein fiir
ein System n-ter Ordnung, in dem allerdings nur eine nichtlineare Funktion vorkommt. In sehr
allgemeiner Form wurde der Nachweis von Bulgakov [2] gefiihrt, der sich mit einer Verallge-
meinerung der weitreichenden Methode der Variation der Konstanten auf Systeme n-ten Grades
beschaftigt hat.

Auf die Wesensgleichheit der Verfahren der Energiemittelung und der Harmonischen
Balance hat Teodorcik [3] hingewiesen. Aullerdem ist das in der Regelungstheorie vielfach ver-
wendete Verfahren der ,,Beschreibungsfunktion® (Kochenburger [4]) nicht nur im Ergebnis,
sondern bereits im Ansatz mit der ,,Harmonischen Balance** identisch.

Neben den bisher genannten Verfahren ist auch die Variationsmethode von Ritz-Galerkin
zur Berechnung nichtlinearer Schwingungen herangezogen worden (siehe z. B. Klotter [5], [6] so-
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wie Lur’e und Cekmarev [7]). Dab auch diese unter gewissen Bedingungen dhnliche Ergebnisse
wie die zuvor genannten Nédherungsverfahren liefert, wurde zwar schon vermutet, scheint aber
bisher noch nicht allgemein bewiesen zu sein.

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist nun der Nachweis, dafl die genannten Ndherungsver-
fahren ganz allgemein fir Systeme n-ter Ordnung als Spezialfille der Niherungsmethode von
Ritz-Galerkin aufgefaBt werden kénnen. Diese Erkenntnis wird uns einerseits die Moglichkeit
geben, gewisse Verallgemeinerungen der bisherigen Verfahren vorzunehmen, andererseits zeigt
sie, daB keines der genannten Verfahren prinzipielle Vorteile vor den anderen besitzt. Um die
folgenden Betrachtungen nicht zu sehr auszuweiten, sollen Einschwingungsvorginge unberiick-
sichtigt bleiben, also nur die praktisch meist interessierenden stationidren Schwingungen unter-
sucht werden. Dabei werden wir uns auf solche Systeme beschridnken miissen, bei denen Schwin-
gungen einer bestimmten Schwingungsperiode, nicht aber Uberlagerungen stationdrer Schwin-
gungen verschiedener inkommensurabler Perioden vorkommen. Diese Einschrdankung diirfte
nicht sehr einschneidend sein, da in der Praxis stationidre Zustinde auch in Systemen mit be-
liebig vielen Freiheitsgraden fast ausschliellich ,,ein-periodisch® sind.

2. Ausgangsgleichungen und Problemstellung

Die Bewegungsgleichungen dynamischer Systeme konnen durch geeignete Wahl der Zu-
standskoordinaten stets auf die allgemeine Form

Xy = [y Xy« - Xy, 1) (r=1,2,...,n) . . (D)
gebracht werden. Beziiglich der Zeltabhanglgkelt der Funktionen f, Wollen Wir dabe1 voraus-
setzen, daf} sie periodisch mit der Frequenz w seien:

27
f,(ml,xz,...,acn,l—’r?)=}‘,(x1,x2,...,xn,l) B ) 8
Wenn wir fur die f, weiterhin zulassen, dal} sie auch unstetig oder nicht analytisch sein
konnen, dann schlieBen wir damit von vornherein die Anwendung der Stérungsrechnung aus.
Denn bei dieser muf fiir die nichtlinearen Funktionen Entwickelbarkeit in eine Potenzreihe ge-
fordert werden. Die ,,Methode des kieinen Parameters‘ soll also hier nicht weiter beachtet wer-
den — sie ist zudem hinreichend ausfiihrlich von anderen Autoren (z. B. [1] und [2]) behandelt
worden.
Fiur die weiteren Untersuchungen ist es nun zweckméBig, von den Funktionen f,. der rechten
Seiten von (1) das lineare Teilsystem abzuspalten, daBl sich nach den Vorschriften der Methode
der Kleinen Schwingungen ergibt:

:%c”:ns—}—gr(xl,mz,...,xn,l). Y 53

mit
of,
CTS afx

wobei wir voraussefzen wollen, daB die Koeffizienten c,, die Zeit { nicht mehr enthalten.

Unabhingig von dem allgemelnen System (1) sollein wichtiger Spezialfall behandelt wer-
den, béi dem sich die rechte Seite in eine Summe nichtlinearer Funktionen von nur je einer der
Variablen und der Zeit ¢ aufspalten l4ft:

:é’lf”(xs,t). @,

Obwoll dieser Fall bei der allgemeinen Prozedur fiir das System (1) miterfat wird, hat es sich
als zweckméBig herausgestellt, ihn gesondert zu behandeln, da fiir ihn die Verhéltnisse besonders
durchsichtig werden.

Praktisch alle eingangs erwihnten Naherungsverfahren laufen nun darauf hinaus, die in den
Systemen (1) bzw. (4) moglichen periodischen Losungen (d. h. stationire Schwingnngen) mit
harmonischen Schwingungen zu vergleichen, die in einem hypothetischen linearen System auf-
treten konnen. Wir wollen fiir dieses lineare Ersatzsystem die Form:

n
xrzz‘l(a,sxs+a;“s.7'cs)..............(5),
§=

wiéhlen — und zwar gleichermaBlen fiir die beiden Ausgangssysteme (1) bzw. (4). In der Art der
Bestimmung der in (5) vorkommenden Koeffizienten unterscheiden sich nun die verschiedenen
Néaherungsverfahren. Als wesentlichstes Ergebnis der Arbeit wird sich zeigen, daB trotz ver-
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schiedener Wege in allen hier zu untersuchenden Idllen genau die gleichen Bestimmungsglei-
chungen fiir die a,, und a;; herauskommen.
Nach der klassischen Methode der Kleinen Schwingungen erhielte man einfach
Qs = Cpgs a;‘ks =0

mit den Beiwerten c,, von (3). Durch diese primitive Art der Linearisierung wird der Zugang zu
den eigentlich nichtlinearen Erscheinungen versperrt. Der Trick aller nun zu besprechenden
andersartigen Nédherungsverfahren besteht darin, dal zwar zur Erleichterung der Rechnung in
den Variablen linearisiert wird, daf} aber die Nichtlinearitdt auf dem Umwege iiber eine Para-

meterabhingigkeit der Koeffizienten wieder eingeschleust wird.

3. Das Prinzip der Harmonischen Balance
Mit dem harmonischen Ansatz
r,=Asin(wlt+e¢@)=Asin®, . . ... ... ... .(6)

bekommt man nach Eingehen in (3) auf den rechten Seiten periodische Funktionen g,, deren
Fourierzerlegung

g, =bo+ X (bpsinkowt 4 bfycoskotl)
F=1

sein moge. Subtrahiert man nun nach dem Einsetzen von (6) das urspriingliche System (3) vom
Ersatzsystem (), so folgt:

3 (a,, Asin D, -+ afy Aywcos Dy—c, (AsinD) — byg— 3 (bsinkwt + bfycoskat) =0. . (7).
=1 k=1

Um diese Gleichungen befriedigen zu konnen, wird zunichst b,o = 0 vorausgesetzt. Diese For-
derung ist zum Beispiel stets fiir ungerade Funktionen ¢, erfiillt. Weiterhin werden die in der
Fourierzerlegung von g, auftretenden Oberschwingungen vernachléssigt, so daB in (7) nur noch
periodische Funktionen der gleichen Frequenz o vorkommen. Unter Beriicksichtigung von (6)
kann (7) dann in der Form geschrieben werden:

sin o { l > a,, Ag cos g, — dfy A, o sin g — ¢, A cos @) — b1
s=1
n
-+ cosw t{Z (a,5 Ay sin @, + afs A, @ cos @, — ¢,y A, sin @) — ;“1} =0. .. (8.
=1

Die Erfiillung dieser Beziehung ist auf viele Arten moglich, da die noch verfiigbaren Un-
bekannten a,, und af; in verschiedener Weise gewihlt werden kénnen. Wir wollen hier (8) durch
die Festsetzung ¢, = 0 (Festlegung des Zeitnullpunktes durch den Nulldurchgang der Schwingung
der Koordinate x,) und die Annahmen:

b,
a1 = €y +A)—1 3 a. = C,.S[
. Sfirs>2 0000000009
a = a¥ =0
/11(1) !

erfilllen. Physikalisch bedeutet dies, dal} die Grundharmonischen der Fourierzerlegung der g,
mit den aus dem Ersatzsystem kommenden Schwingungen der Koordinate z, ,,ausbalanciert**
werden. Man hitte mit dem gleichen IRecht natiirlich jede andere Koordinate hierzu heranziehen
konnen.

Setzt man in (9) die bekannten Ausdriicke fiir die Fourierkoeffizienten b,, und b}, ein, so
folgt:

2=z

1
1 3 . .
Ay = €,y + A fgr(A1 sin @, A, sin @, , ..., )sinwidol), |
1
5 S ¢ ()8
) 3 .
@ = J (A, sin @y, Ay sin By , . .., 1) cos w L d(w 1) l
ad w }
0

Damit sind die Koeffizienten des Ersatzsystems (5) bestimmt.
Fiir das speziellere, aber praktisch wichtigere System (4) geht man in entsprechender Weise
vor: durch Einsetzen des harmnonischen Ansatzes (6) werden alle /,, periodisch und kénnen in

31
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Fourierreihen zerlegt werden. Dabei nimmt man die Zerlegung zweckméBigerweise so vor, daf3
der Phasenwinkel jeder Koordinate mit beriicksichtigt wird:

frs = Upgo 4+ 2 (bpgpsink @, + b, cosk®) . . . . . . .. . (1),
k=1

Durch Vernachldssigung der hoheren Harmonischen und die Annahme b,;, = 0 bekommt
man nun wie zuvor durch Differenzbildung anstelle von (8) die Gleichungen:
2 sin @, (a,, Ay —Db,4q) + cos D, (afs A, 0 —b7s1)] =0 . . . . . . (12).
s=1
Diese Gleichungen werden durch Nullsetzen der einzelnen Faktoren befriedigt, so daB fiir die
Koeffizienten die Bestimmungsgleichungen folgen:

27 1
b 1 . :
a,, = _;{: = 7 A, ff”(A, sin @, ¢) sin @, dD,,
o CL L (13).
Y5 1 .
a, = A (j) = ko f fos(A,sin @y, 1) cos D, dD, |
0

Physikalisch gesehen werden hier die Grundharmonischen der periodischen f,-Funktionen je-
weils mit der Schwingung ausbalanciert, die als Argument in /,, eingeht. Sowoh! die Bestimmungs-
gleichungen (10) als auch (13) sind Integraltransformationen, durch die die Funktionen g, bzw.
[, der Variablen z, in die von Parametern A, abhangigen Koeffizienten a,, und af, umgewandelt
werden. (13) besitzt vor (10) den Vorteil, dal nur eine Variable bzw. nur ein Parameter eingeht,
so dafBl diese Transformation leicht auch tabellenmiBig erfalit werden kann.

4. Die Methode der Variation der Konstanten

Es sei wieder das Ausgangssystem (3) vorgegeben und ein Ersatzsystem der Form (5) ge-
sucht. Dann 148t sich der Gedankengang der Methode der Variation der Konstanten etwa folgen-
dermaBen formulieren:

Die Losung des Ersatzsystems sei bekannt und —- da hier nur stationire Schwingungen
betrachtet werden sollen — von der Form

T, =Agsinot4+ A,coswt ..o L L oL 0L L (14).

Dieser Ausdruck soll nun als Ansatz fiir die Ldosung des nichtlinearen Ausgangssystems (3) ver-
wendet werden, jedoch mit Amplitudenfaktoren A, und A,,, die noch von der Zeit abhéngig sind.

Man hat also:
2, =A@ sinwt+ A{)cosw i,

x, = A,l sinw ¢ + Arz coswl -+ A,wcoswf—A4 ,wsinwl, .. .. (19).
= Arl sinwt+ A, cosoif + z
Geht man damit in (3) ein, so folgt unter Beriicksichtigung von (5):

. . n 7 R
Agsinowt+ A coswt= 3 ¢, + g(Ty Toy o+ o, Ty ) — X (@, T, + afs2) . . (16).
s=1 1

§=

Der Ansatz (15) enthélt zwei noch zu bestimmende Funktionen. Da die Ausgangsgleichun-
gen nur von erster Ordnung sind, kann noch eine willkiirliche Beziehung zwischen diesen beiden
Funktionen eingefithrt werden; es ist zweckmaBig,

A”COSU)t———ArzSinwt:0. N e )

vorauszusetzen. Nun lassen sich (16) und (17) als Bestimmungsgleichungen fiir die A, und A,
auffassen und losen:

. n
A, =2, —a ) Ay sinwi+A,cosmt)—af, o (A cosot—A,sinw)]sinwl |
s=1
...)sinwf,
) N + gT( ) (18).
Ao =2 e, — ) (A sinw t + A, cos ) — afs 0 (A cos i — Ay, sin o 1)) cos o f
s=1

+g(...)cosmwt j
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Die rechten Seiten sind periodische Funktionen mit der Frequenz w. Von den Amplituden-
faktoren A,; und A,, wird aber vorausgesetzt, daf sie langsam verdnderliche Funktionen der Zeit

seien. Man wird also annehmen konnen, daf3 sie wihrend einer Periode von der Dauer 7 = =<
w

praktisch konstant sind. Dann aber kann man anstelle der rechten Seiten von (18) die zeitlichen
Mittelwerte {iber eine Periode einsetzen.
Zur Abkiirzung der Schreibweise sei jetzt
L Y ¢ 1)

eingefithrt und dann die rechte Seite von (18) iiber y von 0 bis 2 & integriert:

: I 1 )
A= 572 (e, — o) Agyx + dfs v Ago ] + ;)—;fgr(. L) siny dy,
e Sy &7
0
2u . (20).
. 1 & * 1
A= 5 321‘ [(e,s — a,5) Agor — afs 0 Ay o) + P g .)cosydy
= J

1]

Beschrankt man sich nun auf die Untersuchung stationirer Schwingungen, dann werden die linken
Seiten Null, und die rechten konnen als Bestimmungsgleichungen fiir die Koeffizienten a,, und
ay, aufgefaBBt werden. Es gibt auch in diesem Falle — wie schon bei der Methode der Harmoni-
schen Balance — viele Moglichkeiten, die Gleichungen (20) zu befriedigen, da nur 2 n Gleichungen
fiir die 2n? Unbekannten vorhanden sind. Setzen wir jedoch, wie schon bei (9):

"”:C”} fir s=>2. . . o oL@,
afy =0
dann geht (20) iber in:
7 ({6 — @) Ay + 10 Ap] = *Of 9(. . )y siny dy,
A . (22).
(e — ) Arp — G100 Ayy] = — f g . ) cosy dy
0

Nun soll der Zeitnullpunkt — wie frither — so gewéhlt werden, dal} fiir die Koordinate x, eine
reine Sinusschwingung herauskommt, also A;, = 0 und 4,; = A, wird. Dann 146t sich (22) leicht
auflosen und ergibt genau die Bestimmungsgleichungen (10).

Fiir das speziellere System (4) bekommt man mit den gleichen Ansidtzen (14) bzw. (15)
anstelle der fritheren Beziehung (18) jetzt:

. n . .
Ap = 3 [fos(A,sin @, 1) — a,, (A, siny + A, c089) — afs 0 (A cosy— Ay, sin p)] siny,
=1 (23).
. n .
Ay = 3 [f,(Aysin @y, 1) — a,, (A, siny -+ Ay, cosy) — afs o (Agy cosy — Ay, siny)] cosy
s=1

Integration der rechten Seiten iiber eine volle Periode und Nullsetzen der linken Seiten fithrt dann
zu:

CoeL (24,
S f, (A sin @y, D) cosy dy — a,, Ayt — ays Ay o] = 0
s=1

Durch gliedweises Nullsetzen bekommt man daraus ein System von 2n? Gleichungen fiir die
zu bestimmenden 2 n? Koeffizienten. Multipliziert man nun die aus der oberen Beziehung von (24)
folgenden Gleichungen jeweils mit cos ¢, (bzw. sin @,), entsprechend die aus der unteren Beziehung
folgenden Gleichungen mit sin ¢, (bzw. — cos ¢,) und addiert dann paarweise, so bekommt man
unter Beriicksichtigung der Gleichungen

sin y cos ¢ ,+ cos y sin g, = sin D, sin y sin g, — cos y cos ¢, = cos D,
A, cosp, + Ay sing, = Ay, A sing, — A, cosp =0

wieder genau die schon vorher erhaltenen Bestimmungsgleichungen (13) fir die a,, und arss.
31>
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5. Fehlertheoretische Berechnung

Wenn der harmonische Ansatz (6) in die rechten Seiten des Ausgangssystems (3) und des
zugehorigen Ersatzsystems (5) eingesetzt wird, dann werden die auf den linken Seiten heraus-
kommenden zeitlichen Ableitungen der Variablen in beiden Féllen nicht miteinander iiberein-
stimmen. Der Fehler ist

A — i b =g ) + 3 (s — ) T — @] - o o . . . . (25).
g=1

Dabei ist der aus dem Ersatzsystem folgende Wert fiir die Ableitung durch eine dariibergesetzte
Schlange gekennzeichnet worden. Wir verlangen nun, daB3 der mittlere quadratische Fehler ein
Minimum werden soll, und errechnen den Mittelwert durch Integration iiber eine volie Periode:

2=z

= 1
]
Die Minimalbedingungen ergeben nun:

- 2x
042 1 r .
R A

ke =

B Y C @),
04* 1 . . L .
5&'{; = % {—" 2 Gr g — 2 xksgl [(crs — ) x‘s_afs xs]} dy =0

Y

Geht man hier mit dem Ansatz (14) ein und wihlt den Zeitpunkt wieder so, daB} 4, = A, und
A, = 0 wird, dann bekommt man durch Ausfiihren der Integration:

2 2
Aps [ g siny dy + Ay, [ g . ) cosy dy
i} 0

n n
=—Apn gll(crs ) Agy + @5 0 Agy] — Ay, 57;; ((¢rs — @) Ago— s Ay s
o 2x 2z o (28)'
Ay ofgl.ycosydy—A,of gl . )sinydy
] 0

n n
=—Apon gl [ers— ) Ap— s 0 Ayl + Ao m ;; [(crs — ape) Agy + s 0 Ay

Multipliziert man die erste dieser Gleichungen mit A, w (bzw. mit A, w), die zweite mit A,,
(bzw. — A,,) und addiert dann, so folgen nach Kiirzen durch

Afr + Afe = A
die Gleichungen:

2 n )
[ g . ysinydy =—a 2 M6 — ) Aoy + @0 Ayl l
;’” S“n - (29).
J gr(' . ) cosy dy = —“76% [(Crs — ars) Asz —— (1:('3 @ Asl]
Das sind aber genau dieselben Gleichungen, wie sie bei der Methode der Variation der Konstanten
nach Nullsetzen der linken Gleichungen von (20) erhalten wurden, so daB die jetzige Rechnung

auf den fritheren Fall zuriickgefiihrt worden ist.
Im Spezialfall des Ausgangssystems (4) bekommen wir anstelle von (25) die Fehlergleichung:

. n n
4, =2, — &, = ;‘1[/‘,3(13, ) — a,, v, — at, ] = _ZLA” Ce o (30).
Jetzt wird fiir jeden Teilfehler der quadratische Mittelwert
2x
L P
rs 9 p P8 $
0
gebildet, und dann aus den Minimalbedingungen:
042, 24z,

oL
a(l,.k 8a;“k

=0 . .. ..........@6
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ein System von 2 n? Gleichungen fiir die a,, und af, gewonnen. Man verwendet in diesem Fall
am besten den Ansatz (6), in dem die Phasenwinkel mit beriicksichtigt sind und bekommt dann
aus (31)

2n
~~f fo(A,sin Dy, 1) A, sin @, dD, 4 a,, A2 =0,
. (32).
f fr(Ag sin @, £) A, o cos @, dD, + af, A2 w?m =0

Daraus folgen aber unmittelbar wieder die fritheren Bestimmungsgleichungen (13).

6. Energie-Mittelungsverfahren

Bei diesem, von verschiedenen Autoren (z. B. Barkhausen [8], Den Hartog [9], Teodor-
¢ik [3]) mit groBem Erfolg verwendeten Verfahren geht man von der Forderung aus, daB die
pro Vollschwingung umgesetzte Energie fiir das nichtlineare Ausgangssystem denselben Wert
haben soll wie fiir das Ersatzsystem. Die Energie wird durch zeitliche Integration der Leistung
gewonnen, so daf} die Ausgangsforderung — unter Fortlassung der hier nicht weiter interessieren-
den Dimensionfaktoren — mathematisch wie folgt formuliert werden kann:

"R[\'}

x”cd/:fi'c,:r,d;z. I G5 ) R
]

oder:

2
.

j 0l ), dy — ] 53 ) v+ alEldy ().
0 0
Mit dem Ansatz (14) 148t sich die Integration auf der rechten Seite durchfiihren, und man

erhilt nach gleichzeitigem Aufspalten in eine Sinus- und eine Cosinus-Komponente (was physi-
kalisch der Trennung von Wirk- und Blind-Komponente der Leistung entspricht) das System:

2x 123
Ay [ g )sinydy = Ay 3@, — ) Ay~ a0 Ay,
o . . (35).

2 n
Ao f g cosydy = A,n 21 [(,y— ) Ay + @0 Ayl
0 S=

Das entspricht vollkommen dem fritheren System (20) mit A,l = A,Z = 0, so dal} die Rechnung
an dieser Stelle abgebrochen werden kann.

IFiir den Sonderfall eines Ausgangssystems von der Form (4) bekommt man anstelle von (34)
die Beziehung:

n 2 2x
> [f frslx b) @, dy f—J‘ (a, 2, + afy &) T, dy] =0. ... ... .(36),
s=1]0
aus der durch Einsetzen des harmonischen Ansatzes, nach Ausintegrieren des rechts stehenden
Termes sowie nach Trennung in die zwei Komponenten wiederum die fritheren Gleichungen (24)
gewonnen werden. Die eingangs geforderte Gleichheit der Energie fithrt also ebenfalls zu den-
selben Bestimmungsgleichungen fiir die Koeffizienten des Ersatzsystem% wie sie nach den vorher
besprochenen Verfahren erhalten werden.

7. Die Variationsmethode nach Ritz-Galerkin

Geht man nach den Vorschriften von Ritz und Galerkin an die Losung der Systeme (3)
bzw. (4) heran, so wird man nicht — wie bei Anwendung der bisher besprochenen Verfahren —
auf ein lineares Ersatzsystem gefiihrt. Daher soll in diesem Fall die Existenz des Ersatzsystems
nicht von vornherein gefordert werden. Vielmehr werden wir nachtriglich zeigen, dafl sich die
nach Ritz-Galerkin ausgerechneten Ergebnisse unter gewissen Bedingungen vollkommen mit
den fiir das lineare Ersatzsystem (5) erhaltenen decken und dafl auch jetzt wieder dieselben
Bestimmungsgleichungen fiir die Koeffizienten a,, und af; herauskommen.

Zur Losung von (3) gehen wir von einem Ritz-Ansatz

G= S Al . (3T)
k=1
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aus, bei dem die y, ein zur Approximation geeignetes Funktionensystem bilden sollen, das in
unserem Falle als periodisch mit der Frequenz w vorausgesetzt werden mufl. Es liegt nahe,
das System

sinkwt

%(z)z{ k=1,2,..) . . ... .....(@8

coskwt
zu wihlen. Die Bestimmungsgleichungen fiir die A4,, folgen nun mit (3) und nach der Galerkin-

schen Vorschrift aus:
%

f[:k,—zn‘c”xs—g,(...)]?/)k(i)dt:0 <2i:’2""n) N 1)

s=1 - TR
t

Die Integration ist dabei zwischen zwei festen Zeitpunkten ¢, und {, vorzunehmen, die um den

. . 2 . . .
Betrag einer vollen Schwingungszeit T’ = % auseinanderliegen; wir wihlen f, = Oundw f, = 2=x
und integrieren dann iiber w { = y von 0 bis 2 7.

Die nach der Ritz-Galerkinschen Methode zu erwartenden Ergebnisse konnen natiirlich
nur dann mit den Ergebnissen der anderen Naherungsverfahren iibereinstimmen, wenn wir die
Approximationsfunktionen (38) wahlen und uns dabei auf das erste Funktionenpaar (k = 1)
beschridnken. Dann aber bekommt man mit dem Ansatz

r,=A,siny +A,c08y . oL L0 L0040
aus der Galerkinschen Vorschrift (39) die Beziehungen:
27
[ [m (A cosy — A siny) — 3¢, (Asiny + Ay cosy) — g,(. . .)] sinydy =0, l
s=1
% (41).
’ n
J [w (A, cosy-— A, siny) — Zlc,s (Ag siny + Agycosy) — g, (.. )] cosydy =0
0

Die Integration 143t sich teilweise ausfithren, so dal3 aus (41) folgt:

= At 3 G A ,_-f g )sinydy =0;
=1 0

s

’ . (42).
A, T— Zlcrs Agom ——f g.(..)cosydy =0
5= 6
Durch Einfiithren des Kroneckersymbols d,, 148t sich dies umschreiben in:
2
n 1 .
2o dat A + L f 0. ) siny dy =0,
o L (3).
) 1 ¢
S b0 dat A b [ty eosydy =0

o
Aus diesem System von 2n Gleichungen konnen die 2 n Amplitudenfaktoren A, und A, des
Ansatzes (40) berechnet werden.

Um nun zu zeigen, daf} die aus (43) zu gewinnende Lisung mit den fritheren Ergebnissen
itbereinstimmt, setzen wir zunidchst den Ansatz (40) in das lineare Ersatzsystem (5) ein und
erhalten (wiederum unter Verwendung des Kronecker-d):

K
;’1 {siny [—d,0Apn—a, A, + @0 Ayl +cosy [6,,0 Ay —a,, Ayp— afs 0 A,4]} =0 (44).

Durch Nullsetzen der Ausdriicke in den eckigen Klammern bekommt man die Bestimmungs-
gleichungen fiir die Amplitudenfaktoren:

Aga,+A,0@,,—a) =0, Ago@,,—ar) —A,aq,=0 . . . . (45).

Dieses System stimmt aber vollkommen mit (43) iiberein, sofern dieselben Bezeichnungen
und der gleiche Zeitnullpunkt eingefithrt wird. Betrachtet man ndmlich die Bestimmungs-
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gleichungen (10) und (21) als Definitionsgleichungen fiir neu einzufithrende Abkiirzungen und
wihlt den Zeitnullpunkt — wie frither — so, dal3 Ay = A, und A,; = 0 wird, dann kann man (43)
in die Form bringen:

n n '
8.271 (6rs w Asz + ars Asl - afs W Asz) =0 ’ Z;(_ Csrs w A.wl + ars Asz + a):b' w Asl) =0 (46)'
= 8=

Durch gliedweises Nullsetzen folgen aber daraus wieder die Bestimmungsgleichungen (45).
Geht man von dem speziellen System (4) aus, so bekommt man anstelle von (42) das System:

n 2=

. n 2=x
—wApn—3 [ fi{d;sin D, Osinydy =0, wA,n—2 [ f(Asin®,,{)cosydy=0 (47).
§=10 s=1 ¢

Um die fritheren Abkiirzungen q,, und af, von (13) einfithren zu kénnen, wird nun unter dem
Integral

sin y = sin (@, — ¢,) = sin P, cos ¢, — cos @, sin ¢, ,

cos ¥ = cos (D, — g,) = cos D, cos ¢, -~ sin P, sin @,
eingesetzt. Damit folgt aus (47):

—wA,r—3 {cos (pJ frs(Assin Dy, ) sin D, dD,—sin ¢, ~f”/rs(A‘,sin D,, 1) cos D, d@s} =0,
0 ¢

s=1

(48),
n 2m 2x
wA T2 {cos @, [ 1,54, sin @, 1) sin @, dPD, + sin @5 [ frs(Ay sin D, t) cos D, d¢,} =0
§=1 Q0 I 0
das lafit sich unter Beriicksichtigung von (13) umformen in:
n
S0l ,m—Acosg,a,m+ A;sing, af;wn] =0,
=t . (49).

3%71 [0, 0 Ayt — A cos g, af; wm — A sing,a,,7w] =0
= )
Beriicksichtigt man nun noch, daf

Ajcosp, = A,; und A sing, = 4,

ist, dann geht (49)nach gliedweisem Nullsetzen genau in das System (45) iiber, das aus dem lincaren
Ersatzsystem erhalten war.

Zusammenfassend kann also festgestellt werden, daf} die nach Ritz-Galerkin erhaltenen
Ergebnisse identisch mit den Ergebnissen sind, die nach den zuvor betrachteten Verfahren
erhalten werden — sofern als Approximationsfunktionen Sinus und Cosinus gewihlt werden,
und nur das erste Glied des Ritz-Ansatzes mitgenommen wird.

8. Eine Verallgemeinerung der Harmonischen Linearisierung

Nachtriglich 1408t sich nun leicht ein Verfahren angeben, mit dessen Hilfe das lineare
lirsatzsystem aus den Galerkin-Bedingungen unmittelbar gewonnen werden kann. Dazu
braucht nur in den Gleichungen (39) fiir &, der Ausdruck (5) eingesetzt und dann die Integration
durchgefiihrt zu werden. Man iibersieht dabei sofort die Gleichwertigkeit der Galerkin-Bedingung
mit den Forderungen, die den anderen Verfahren zu Grunde gelegt wurden. Aber das Ritz-
Galerkinsche Verfahren weist zugleich den Weg zu einer Verallgemeinerung. Es konnen ja
als approximierende Funktionen y,(f) beliebige periodische Funktionen verwendet werden.
Mit jeder periodischen Funktion kann demnach eine Linearisierung des nichtlinearen Ausgangs-
systems vorgenommen werden, die der im Abschnitt3 besprochenen Harmonischen Linearisierung
vollkommen entspricht. Wenngleich im allgemeinen die Harmonische Linearisierung fur die
Praxis am wichtigsten ist, so konnen doch Fille vorkommen, in denen man zweckmé@igerweise
eine Linearisierung durch andere Funktionen vornimmt. Zwei Beispiele dieser Art sollen im
Abschnitt 9 besprochen werden.

Um die Betrachtungen nicht durch zu groBe Allgemeinheit undurchsichtig werden zu
lassen, wollen wir uns hier auf ein Ausgangssystem von der Form (4) beschrinken und weiterhin
voraussetzen, da8 die darin vorkommenden Funktionen f,, nicht vom Hysteresetyp sein sollen.
Dann werden die af, = 0 und das Ersatzsystem bekommt die einfache Form:

B=3au% e G0
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Mit dem eingliedrigen Ritz-Ansatz
=A% . . . . . .. ... ... .0,

in dem zur Vereinfachung y = o f als Verédnderliche eingesetzt wurde (y hat also die Periode 27),
bekommt man die Galerkin-Bedingung:

2n

[[:i:,wsé’lf”(x,,t)]w(y)dy=O. Y,

oder wegen (50):
2 ’
[ B~ e 019 8y =0
0

Mit der Abkiirzung

2x
h:fqﬁ(y)dy...A............(53)
6
folgt nach Vertauschen von Summation und Integration:
2
2 arsAsh"f/rs[Asw('y)’%]w('y)dy =0 .. .. ... (5.
s=1 &
Wiahlt man nun die Koeffizienten a,, nach
we L[ Aoy Llwoydy . . ... (5D,
Ts hAs rs 8 s Py
0
= . - so ist (54) sogar gliedweise erfiillt, also der

| Galerkin-Bedingung Geniige getan. Ent-

| ! sprechende Bestimmungsgleichungen lassen
! | sich auch fir die allgemeineren Ausgangs-
| systeme (3) und (4) und das allgemeinere Er-

satzsystem (5) ableiten, nur werden die Berech-
nungen dann umfangreicher als es bei der Har-

monischen Linearisierung der Iall ist.

Die Bestimmungsgleichung (55) geht mit
y(y) = siny in die friiher gewonnene ,har-
! Lo—J monische Formel (13) fiber; es wird dann
}Bild 1. Die Trapezschwingung yp(y) und ihre erste zeitliche h- -7 Der Wf:l‘t von h fur andgre W(V) laBt
Ableltung p(7) sich aus‘(53) im .allgemelnel_l leicht bestlm-
men. Mit Riicksicht auf die spiteren Bei-

spiele soll hier nur eine trapezformige Schwingung nach Bild 1 erwéhnt werden, die durch

2L fir 0<y <7
Yo
1 fiir VoY < —%p
Ty .
wp(y) = ” fir a—y<y<<mw+9y .. - . . .. . (b6)
0
—1 fir ndyp, <y <2n—7y,
y—2a fir 2o—y, <y <27
Yo
definiert ist. Man findet nach einfacher Integration aus (53):
h=27v—§~?§9—.....‘.......‘.(57).
Die Trapezschwingung enthdlt als Sonderfille:
die Rechteckschwingung: 1y, =0; h=2x . . . . . . . . (58

und die Dreieckschwingung: yo—-—%; h=— . . . . . ... (59
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9. Anwendungsbeispiele

Zur Demonstration der Verwendbarkeit der verallgemeinerten Linearisierungsformel (55)
sollen zwei einfache und besonders durchsichtige Beispiele berechnet werden, deren strenge
Losung bekannt ist, bzw. leicht ausgerechnet werden kann Auf diese Weise kann der Fehler
der Naherungsberechnung unmittelbar bestimmt und die Giite der Naherung beurteilt werden.

a) Eigenschwingungen eines selbsterregten Schwingers von einem Freiheifsgrad
Der Schwinger geniige der Differentiagleichung:
T+2Dx +ax=ksgnz . . . . . . .. .. ... (60

Solange der dimensionslose Diampfungsfaktor D << 1 ist, kann der Schwinger selbsterregte
Eigenschwingungen ausfiihren, deren Amplituden streng berechnet werden konnen (siehe [10]).
Man bekommt:

D .
A=keth—2 (6]
2y1— D2
Die ebenfalls in der Arbeit [10] ermittelte harmonische Naherung fir die Amplitude ist:
2k .

Fir die nun auszurechnende nichtharmonische Niherung soll als approximierende Funktion
die Trapezfunktion (56) (bzw. Bild 1) gewihlt werden. Wir setzen also an:

T=Ayly) G=o0bh. ... ... ... ...
und berechnen fiir die in (60) vorkommende nichtlineare Funktion einen Ersatzausdruck

ksgnx=az . . . . . . . . ... ...(@6
Nach (55) gilt fiir den Koeffizienten:

2

a:E%fksgn[quT(y)]%(y)dy. L sD).

Der Verlauf der zeitlichen Ableitung ,(y) ist in Bild 1 gestrichelt eingezeichnet worden. Man
findet nun leicht:

S 4
h= | 9p(p)dy =4 | dy=— . . . . . .. .. ..(66),

. Yo Yo

0 U

2n k

4k 1k ky, .
= e N (YA}
¢ leyOde FAT A (67)

0
Setzt man diesen Wert in (64) ein, so folgt aus (60) das lineare Ersatzsystem:

%+<2D—%’)y’c—[—x=0. R (1) 3

Dauerschwingungen in diesem System haben die Frequenz » = 1 und miissen der Bedingung
genligen:

op K7 69
2D~ 0 L (69)

Daraus folgt die Amplitude der Schwingung zu:
: Ko
Ampez:‘ﬁg................(70).
Durch weitere Spezialisierung folgt fiir die:
. . AN nk
Dreieckschwingung Yo =g :ADreieC,c::i—b, .
Rechteckschwingung (v, = 0) : Agyprer = 0

Der Grund fiir das Versagen der Rechteckniherung ist leicht einzusehen: die Geschwindig-
keit & wire in diesem Falle ja nur an den Sprungstellen y = n von Null verschieden; da aber
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nur das Vorzeichen von £ und nicht der absolute Wert in die rechte Seite von (60) eingeht, hat
das Glied sgn & iiberhaupt keinen Einfluff auf die Schwingung.

In Bild 2 ist der Fehler der beiden Nédherungslosungen (62) und (71) gegeniiber der strengen
Losung (61) als Funktion der Dampfung D aufgetragen. Wie zu erwarten ist, stimmt die har-
monische Niaherung gut im Bereich kleiner Diampfungen, jedoch gibt die Dreiecksniherung
fiir D << 0,6 bessere Werte.

T U —
\ - "’/’+—’
\Z\\ ///‘—
R
T \\ X 1 AL AN A
T \\ TV =YY N
\\ \ \\\
\\ ) \\~"\
\uk _— I
05 D e 1 1

Bild 2. Pr.ozentualer Fehler der harmonischen Niherung (Kurve 1) und der Bild 3. Periodische Losung von Gleichung (72) im Falle 7' > 1
Dreieck-Niherung (Kurve 2) fir die Amplituden des Schwingers nach
Gleichung (60)

b) Erzwungene Schwingungen eines aperiodischen Systems

Es sei ein System betrachtet, dessen Verhalten durch die Differentialgleichung
Tx+x=Fkyg(y), y=owb) ... ... ... .(72

beschrieben wird. ¥x(y) soll die Rechteckfunktion sein, die aus der Trapezfunktion von Bild 1
mit y, = 0 folgt. Fir alle Werte der Zeitkonstanten T ergeben sich periodische Ldsungen,
also stationdre Schwingungen, deren Amplitude leicht zu berechnen ist. Fiir 0 <y <z hat (72)
die Losung:

t

e=k—@E+A)e T ... ... ... ... (7).
Sie geniigt den Bedingungen
2(0) = — A, x(o0) =k .
Periodische Schwingungen treten auf, wenn
2(m) = — x(0)

ist. Nach Einsetzen dieser Periodizitdtsbedingung in (73) bekommt man eine Bestimmungs-
gleichung fiir die Amplitude A mit der Losung:

7T
Low ) A=k tgh2 7 (T4,
ﬁ' : { Schon durch eine qualitative Betrach-
0 . / tung sieht man, daB eine harmonische Niherung
T 2r  p  zumindest in den Grenzfillen sehr grofler und
L J sehrkleiner Zeitkonstante nicht besonders genau
-k sein kann. In beiden Fillen weicht die wirk-
liche Schwingung stark von einer Sinus-

schwingung ab. Fiir T > 1 ergeben sich prak-
tisch Dreieckschwingungen (Bild 3), wihrend im
anderen Grenzfall T« 1 ndherungsweise Recht-
eckschwingungen resultieren (Bild 4). Folglich werden wir im ersten Fall mit einem Dreiecks-
ansatz, im zweiten IFall mit einem Rechteckansatz die besten Ergebnisse erwarten. Beide kon-
nen durch Spezialisierung aus dem allgemeinen Trapezansatz gewonnen werden.

Zunichst sei die harmonische Néaherung betrachtet. Die auf der rechten Seite von (72)
stehende Rechteck-Erregerfunktion kann in der Form

pe) =sgu(siny) . . . .. .. .. .. ... ()

Biid 4. Periodische Losung von Gleichung (72) im Falle T <€ 1
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geschrieben werden. Mit dem harmonischen Ansatz

r=Asin(y—1) . . ... ... ... ... (7
konnen wir (75) umformen in:

zpﬂ(y)=sgn—ai£y—2_—2 N (7))

Setzt man dies in (72) ein, dann folgt eine nichtlineare Differentialgleichung, deren eines
Glied ein um den Betrag v voreilendes Argument hat. Wie in einer fritheren Arbeit [11] gezeigt
wurde, lassen sich auch derartige ,,Totzeitprobleme nach der Methode der Harmonischen
Balance erfassen. Man hat das nichtlineare Glied durch einen linearen Ausdruck zu ersetzen:

(@ +1)
A

k sgn =ksgnzx(y +v]l=ax+a*x ... ... .. (78

und findet die Koeffizienten nach der in [11] angegebenen Vorschrift aus:

2x
1 . . 4kcost
a= cosz;szsgn (sin y) sin y dy =—a
027: . (79).
. 1 . . 4 ksint
% _ _—
a* = sin tnAfksgn (sin y) sin y dy A
0
Damit kann nun das lineare Ersatzsystem in die Form gebracht werden:
4ksint) . 4kcost

Wenn periodische Losungen moglich sein sollen, dann miissen notwendigerweise die beiden
Koeffizienten dieser Gleichung verschwinden. Das ergibt zwei Bedingungen fiir die Gréfen A
und 7. Sie fithren zu der Losung:

A 4k
harmonisch == T 8
T2
”G+ L. @D,
COS T —= —r——
y1 + T2

Die Dreieck- und Rechteck-Ndherung sollen durch Spezialisierung der allgemeineren
‘Trapezniherung gewonnen werden. Wir setzen an:

T=Ayp(y—1) . . . . . . ... (82,
und kénnen jetzt fiir die Erregerfunktion von (72) schreiben:

— sgnfz (y + )]

Ya() = sgn lps)) = sgn =0+

Die Koeffizienten fiir den zu bildenden linearen Ersatzausdruck (78) wefd,en nun nicht aus
(79), sondern wegen (55) aus entsprechend modifizierten IFormeln gewonnen:

2n ]
1 kcost
a=CoST h‘Zf k sgn [yr(N] wr(y) dy = “hA 2(w— )
0 P
o O (53 8

. 1 ksint
a* = sin "’ﬁ—g ksgn [y ()] wr(y) dy = “HhHA 2 (7w —yo)
0

Wegen (57) kommt:

3k(@m—ycost «  Sk(@—yysint
=, = e s e e e 84 .
T Ba—dyya ¢ Ga —dy) A (84)

Damit hat man das lineare Ersatzsystem:
(T—a®)z=(0—x=0 .. .. ... ... ..(85).
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Entsprechend den fritheren Uberlegungen fithrt die Forderung nach dem Verschwinden
der Koeffizienten dieses Systems zu zwei Gleichungen fiir A und 7, die die Losung haben:

1 - 3k(m—yy)
“*Trapez — (37’6—~4’y)}/i~—-}—‘7‘2 ’
1 o .. (86).
COS 7T = —om—— -
Y1+ T2
Durch Spezialisierung folgt daraus:
k
fl chte — T e (87),
Rechteck ]/1 T T2
3k
/1 reie = e ... (88)-
Dreieck 2]/1 T

Durch Vergleich mit der harmonischen Naherung (81) findet man, da$ sich die drei ver-
schiedenen Niherungen wie folgt verhalten:

ARechteck : Aharmom’xch : ADrez'eclc =1: 1’2/ : 1’3 .

Im Grenzfall T — 0 findet man aus (74) fiir die strenge Losung A — k. Derselbe Wert
folgt aus (87) fir die Rechtecklosung, wihrend die anderen beiden Ndherungen (81) bzw. (88) zu
grole Werte ergeben. Wie zu erwarten war, stimmt also hier die Rechtecknéherung am besten,
sie gibt im Grenzfall T = 0 sogar genaue Werte. :

Im anderen Grenzfall T — oo folgt durch Entwicklung von (74):

x k
A — ":)" 'T .

Mit diesem Wert stimmt — wie erwartet — die Dreieckniherung am besten iiberein.

Bild 5 zeigt die Fehler der drei verschiedenen Naherungslosungen (81), (87) und (88) als
Funktion von T in halblogarithmischem MaBstab aufgetragen. Man erkennt daraus, dafl man

50
%
s BN
/
P L
[ L~
0 == S —
1 /
2 .~ //
T 3 A
L
=50
o1 92 . 03 1 2 5 10 20

[

Bild 5. ' Prozentualer Fehler der Rechteck-Niherung (Kurve 1), der harmonischens Naherung (Kurve 2)
und der Dreieck-Niherung (Kurve 8) fiir die Amplituden des Schwingers nach Gleichung (72).

fiir 7" < 0,6 am besten mit der Rechteckndherung und fir T > 1,5 am besten mit der Dreieck-
niherung rechnet. Nur in einem recht kleinen Zwischenbereich um den Wert 1" = 1 herum gibt
die harmonische Naherung bessere Werte.

Natiirlich mu8 bei der Anwendung des hier beschriebenen Verfahrens die Form der Schwin-
gung, die man berechnen will, schon niherungsweise bekannt sein, damit man die geeignete Appro-
ximationsfunktion wihlen kann. Vielfach lassen sich durch qualitative Uberlegungen — oder
auch durch Versuche — schon gewisse Anhaltspunkte iiber den Schwingungstyp gewinnen. Das
gilt zum Beispiel fiir die technisch viel verwendeten Kippschwingungen und gewisse Typen von
Relaxationsschwingungen. Hier wird man das vorgeschlagene Verfahren mit Vorteil verwenden
konnen.

Literatur

[1] A.I. Lur’e, Einige nichtlineare Aufgaben der Regelungstheorie, Moskan 1951, Kap. I111.
{2] B. V. Bulgakov, Schwingungen, Moskau 1954, Kap. 5 und 12.
[31 X. F. Teodortik, Selbstschwingende Systeme, 3. Aufl. Moskau 1952, Kap. 11.



2. angew. Math, Mech.
Bd. 37 Nr.11/12 Nov./Dez. 1957

Kleine Mitteilungen

[4] R.J.Kochenburger, A Frequency Response Method for Analysing and Synthesizing Contactor Servo-

mechanismus, Trans. ATEE, 69 (1950) 270—284.,

[5] K. Klotter, Non-linear Vibration Problems treated by the averaging Method of W.Ritz, Proc. 1. Nat.

C ng. Appl. Mech. (1951).

[6] K. Klotter, Neuere Methoden und Ergebnisse auf dem Gebiet nichtlinearer Schwingungen, VDI-Berichte

Bd. 4 (1955) 35—46, _

[7]1 A.1. Lur’e und A.I1. Cekmarev, Erzwungene Schwingungen in nichtlinearen Systemen, deren Kennlinie
aus zwei Geradenstiicken besteht, Z. Prikladnaja Mat. i. Mech. 1 (1937) 307—324.

{8] H. Barkhausen, Lehrbuch der Elektronen-Roéhren, Bd. 111, § 6, Leipzig 1951.

{9] J.P.Den.Hartog, Mechanische Schwingungen, 2. Aufl., Berlin 1952, Kap. VIIL

[10] K. Magnus,
VDI-Forschungsheft 451, Diisseldorf 1955.

er ein Verfahren zur Untersuchung nichtlinearer Schwingungs- und Regelungs-Systeme,

[11] K. Magnus, Stationdre Schwingungen in nichtlinearen dynamischen Systemen mit Totzeiten, Ing Arch. 24

(1956) 34—350.
Eingegangen am 30. 3. 1957,

KLEINE MITTEILUNGEN

Use of French curves for determination of
tangents and center of curvature.

If the proper use of French curves is considered to be
sufficient to interpolate a set of distinct points p by
a smooth curve I, then the following shows that under
this assumption the construction of tangents and
centers of curvature is possible also in a given set of
points p; where ¢ = 1, 2, 3, 4, 5. ., Let p, be the point
in which the tangent and the center of curvature should
be determined.

The construction of the tangent can be done in the
following way: Connect by straight lines point 3 with
points 1, 2, 4, 5, ... Intersect these lines by a steady

Tangente

s Kurvel

curve I, say a straight line; then this steady curve [,,
is an image of the curve ! and the intersections 1’, 27,
4’,5, ... are the images of the points 1, 2,4,5... The
image 3’ of 3 would be the intersection with the sougth
tangent in point 3. Hence one has to determine a se-
cond image I, of the curve. Let the images of points
1,2,4,5,...be17,27,4”,5”,. .. Let these images p”
have distances d; = pf — p; from the images p}.
Let d; = (pr— ps) - f (pi —py), Where f(pi— py) I8
steady and positive. E. g. f(p; — p;) = constant = 1.
Then by use of the French curves the points 17/, 27,

4'/, 5, ... may be interpolated by the second image 7,
of the curve I. The intersection of the picture I, and I,
is the image 3’ = 3’/ and therefore lies on the tangent.
The construction of the center of curvature may be
done in the following way:

Construct in the points ¢ = 1,2, 4, 5 the normals n;
to the secants s; and the normal ng in point ¢ = 3 to
the found tangent. The normals n, n,, 1y, 75 . . . inter-
sect the normal n, and together with the secants s,, s,,
8y, 8 ... form rectangular triangles with the normal
ng. Determine the mid points 1/, 27, 47/, 5’7.. . of
the normals n,, %y, 7y, n;. Interpolate the curve I through
these points by use of French curves. The intersec-
tion 3"’/ with the normal n, to the found tangent in
point 3 then is the center of curvature of the curve [
in the point 3.

Cincinnati 15, Ohio F. S. Weinig.
Der Konchoidenlenker fiir sechs unendlich

benachbarte Lagen

1. K. Hoecken?) hat aus der konchoidischen Be-
wegung, d.h. getrieblich aus einer zentrischen Winkel-
schleife (Schubschleife), Bild 1, eine zentrische Kurbel-
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Bahn von A
Bild 1

Bild 2

schleife entwickelt, bei welcher eine Koppelkurve mit
einer Geraden sechs endlich benachbarte Punkte ge-
meinsam hat. Man kann aber auch auf gleichem Wege
zu einer Koppelkurve kommen, welche mit einer Ge-
raden sechs unendlich benachbarte Punkte gemein-
sam hat, d.h. bei welcher die Gerade Tangente an dic
Kurve ist und eine sechspunktige genaue Berithrung
mit sehr guter Geradfithrung vorliegt.

2, Bei dem Ausgangsgetriebe gleitet die Gerade
(Stange) g durch den festen Punkt G (durch eine um ¢
drehbare Hiilse bzw. Kulisse) und der Punkt K wird
auf einer festen Geraden z gefithrt. Alle mit der be-

1) Hoecken, X.: Rechnerische Ermittlung eines Konchoiden-
lenkers. Arch. f, Getriebetechn. 6 (1938), S. 421.





