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Der schwere symmetrische Kreisel in kardanischer Lagerung
Von K. Magnus ‘

1. Aufgabenstellung. Lagrange hat in seiner ,,Mécanique analytique (1788) di¢ Losung des
Kreiselproblems fiir einen Kérper mit symmetrischem Trigheitsellipsoid angegeben, dessen Schwer-
punkt auf der Symmetrieachse liegt. Die Lagrangesche Losung ist in der Folgezeit von vielen
Autoren dahingehend untersucht worden, welche Anderungen fiir das Bewegungsverhalten des
Kreisels zu erwarten sind, wenn die bei der Durchfithrung von Versuchen stets vorhandenen
storenden Einfliisse beriicksichtigt werden. So hat man sich besonders intensiv mit den Aus-
wirkungen der verschiedenartigen Reibungskrifte bei der Pfannenlagerung des Kreisels beschéftigt.
Diese Arbeiten haben ihren Niederschlag z. B. in den Biichern von Klein und Sommerfeld' und
Grammel? gefunden. Bei der Sorgfalt, die man auf die Erfassung des stérenden Einflusses der
Reibung verwendete, ist es erstaunlich, daf nicht schon von den Klassikern der Kreiseltheorie

entsprechende Untersuchungen des stérenden
z Einflusses einer kardanischen Aufhingung des
. ‘ Kreisels durchgefiihrt worden sind. Die karda-
nische Aufhéingung fiir Kreisel war zumindest
seit Bohnenberger (1817) bekannt und wurde
seit Foucauld (1852) in steigendem MaBe fiir
physikalische und spéter auwch fiir technische
Kreiselgerate verwendet. Erst seit etwa 15 Jah-
ren sind eine Reihe von Arbeiten erschienen, in
denen der Einflufl der kardanischen Aufhin-
gung behandelt wird (s. z. B. 3 und die dort
angegebene Literatur, ferner® 5 6), Der Fall
des schweren symmetrischen Kreisels in karda-
nischer Lagerung — also eine unmittelbare
Erweiterung des von Lagrange beh#ndelten
Falles — scheint jedoch bisher nicht unter-
sucht worden zu sein.

In der vorliegenden Arbeit soll gezeigt
werden, daB fiir einen wichtigen Spezialfall eine
strenge Losung des erweiterten Lagrange-Falles
durch Quadraturen gefunden werden kann.
Wesentlich ist dabei die Beriicksichtigung der
Anteile, die die beiden Kardanringe zum Im-
puls des Gesamtsystems beitragen. Demgegen-
ither werden Reibungswirkungen in den Lagern
der kardanischen Aufhingung vernachlassigt.

Abb. 1. Koordinatensysteme und Eulersche Winkel am kardanisch Der Rotor wird als schwerer SymmetriSCher

gelagerten Kreisel. , Kreisel im Sinne wvon Lagrange vorausge-

setzt. Die beiden Kardanringe brauchen je-

doch nicht symmetrisch zu sein. Allerdings miissen gewisse, unten niher zu definierende Forde-
rungen beziiglich der Lage ihrer Hauptachsen gestellt werden.

‘Wenn man entsprechend der Skizze von Abb. 1 als Ausgangsstellung des Systems diejenige
Lage ansieht, bei der die Ebenen der beiden Kardanringe zusammenfallen, dann 1iBt sich die Lage
des Systems in eindeutiger Weise durch die bekannten drei Eulerschen Winkel g, ¢,  kennzeichnen.
w ist der Drehwinkel des dufleren Kardanringes um die raumfeste sullere Kardanachse (z-Achse),
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gemessen gegeniiber einer senkrecht dazu stehenden x-Achse.- & ist der Drehwinkel des Innenringes
um die innere Kardanachse (x'-Achse) also der Winkel, um den die Ebene des Innenringes gegen-
iiber der Ebene des Auflenringes verdreht ist. Die Lage des Rotors relativ zum Innenring kann
durch den Winkel ¢ gekennzeichnet werden. In der Nullstellung ¢ == ¢ = 0 seien die Achsen x,
¥, % eines raumfesten kartesischen Beszugssystems zugleich die Hauptachsen fiir den Innenring,
sowie, wegen der vorausgesetzten Symmetrie des Rotors, auch bei beliebigem Winkel ¢ fiir den
Rotor. Beziiglich der Hauptachsen des AuBenringes braucht nichts vorausgesetzt zu werden.
Wir miissen nur fordern, daB der Schwerpunkt des AuBlenringes auf der z-Achse liegt. Die Haupt-
triigheitsmomente sollen wie folgt bezeichnet werden:

fiir den Rotor: 4, =B, C,
fiir den. Innenring: 4, B,, G,
fiir den AuBenring: — — G,

2. Die Bewegungsgleichungen und ihre ersten Integrale. Wihrend es bei der Berechnung des
Lagrange-Kreisels iiblich ist, von den in einem kérperfesten System angeschriebenen Eulerschen
Kreiselgleichungen auszugehen, empfiehlt sich hier die Verwendung eines Koordinatensystems x y'z’
nach Abb. 1, das zwar mit dem Innenring fest verbunden
ist, aber sowohl gegeniiber dem Rotor, als auch gegeniiber o ka'/e?
dem Auflenring beweglich bleibt. Wegen der Symmetrie l
des Rotors lassen sich die Gleichungen in diesem Koordi- |
natensystem verhiltnismiflig einfach aufstellen. Es ist 1
zweckmiBig, die Bewegungsgleichungen nach der von
Lagrange gegebenen Vorschrift aus den Ausdriicken fiir
die kinetische und potentielle Energie des Gesamtsystems
abzuleiten.

Die kinetische Energie T setzt swh aus den Anteilen
des Rotors (Index 1), des Innenringes (Index 2) und des
Aufenringes (Index 3) zusammen:

2 T = [ 4, (8* + §?sin?d) + C, (¢ + P cos 9)2]
+ [ 452 + B, 92sin9 + CPcos?d] + Gi*, (1) <7

oder

2T =9 (4 + 4y +9*[(4; + B, + ) |
— (4; =+ By— Cy) cos® 0] + C; (¢ + P cos B . (2) /]

Bei der Bildung des Ausdruckes fiir die potentielle Energie / ]
ist die Richtung der Schwerebeschleu nigung im gewihlten ,,, , 5. Bestimmung des Schweremomentes bei
Koordinatensystem zu beriicksichtigen. Ohne Beschrinkung nicht vertikaler fullerer Kardanachse.
der Allgemeinheit kann angenommen werden, daf3 der
Schwerkraftvektor in die raumfeste x z-Ebene fillt. Durch geeignete Wahl der Lage der x-Achse
kann das stets erreicht werden. Wenn die Richtung der Schwerkraft (also die Vertikale) mit
der Richtung der duBleren Kardanachse (also der z-Achse). einen Winkel 9, bildet, so laBt sich der
fir die Grofle des Schweremomentes maBgebende Winkel 9* aus dem sphirischen Dreieck von
Abb. 2 bestimmen, dessen Ecken von den DurchstoBpunkten der Achsen z und 2’ sowie der Ver-
tikalen durch eine Kugel um den Nullpunkt gebildet wird. Nach dem Cosinussatz ist:

cos H* = cos Py cos  — sin I sin P sin . (3)

Wenn m die Gesamtmasse von Rotor |- Innenring ist, g.die Schwerebeschleunigung und s der
Abstand des -Schwerpunktes von Rotor + Innenring vom Nullpunkt des Koordinatensystems,
dann hat man fiir die potentielle Energie den Wert:

U=mgscosd* =mgs (cos ¥ cos ) —sin 9 sin ) siny) . 4)
Der Schwerpunkt des AuBenringes liegt nach Voraussetzung auf der z-Achse und hat daher keinen
Einflufl auf die Bewegungen des Systems. Der Abstand s wird positiv gerechnet, wenn der Schwer-
punkt auf der positiven z’-Achse liegt.

Aus den im vorliegenden Fall anwendbaren Lagrangeschen Bewegungsgleichungen

d (T oT | oU
ala) T =0 ©)
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bei denen fiir die allgemeine Koordinate ¢ nacheinander die drei Fuler-Winkel @ 9 ¢ einzusetzen
sind, bekommt man die folgenden Bewegungsgleichungen :

d . .
4G G+ oos )} =0, ©)
d. . . .
70 (4 + By + Cg) — (4; + B,— Cy) cos® ] -+ C; (¢ + ¢ cos §) cos J}
='mg s sin ¥, sin & cos p , ()
D (Ay + Ay) — 9% sin & cos § (A; + By— Cy) + 9 C; (¢ + 9 cos H) sin &
=mg s (cos P, sin ¢ + sin J; cos ¥ sin y) . : (8)

Da ¢ eine zyklische Koordinate ist (also {ig = 0 gilt), hat (6) die einfache Gestalt einer zeitlichen

Ableltung Durch Integration folgt unmlttelbar die Konstanz der Drehungskomponente des
Rotors in der z’-Richtung:

¢+y;cosﬂ:r6=const. )

Damit ist ein Integral des Problems gefunden. Ein zweites ergibt sich leicht aus dem Energiesatz.
Das betrachtete System ist konservativ, da keinerlei energieverzehrende Kriifte vorhanden sind.
Folglich muB die Summe von kinetischer Energie T (2) und potentieller Energie U (4) konstant
bleiben:

2T 42U = (dy + A 0+ 9 [(dy + By + C) — (4 + Bo— G cos2 8] -+ Gy 13
+ 2 m g s (cos P, cos § — sin F sin P sin ) = F = const . (10)

Die beiden Integrale (9) und (10) reichen aber zur vollstindigen Lésung des Problems durch Qua-
draturen noch nicht aus. Es wird vielmehr noch ein drittes Integral benétigt, das sich in zwei

Sonderfillen aus der Gleichung (7) beschaffen 1it. Der Winkel y wird niamlich in den folgenden

beiden Fillen ebenfalls zur zyklischen Koordinate (d. h. ?Ly{ = 0):

L. fiir den kraftefreien Kreisel (s = 0) und
2. fiir ein Kardansystem, dessen duflere Kardanachse in die Richtung der Schwerkraft fille

(8 =0, & = %).

Der erste Fall ist in den schon erwiihnten Arbeiten®23 behandelt worden und soll hier un-
beriicksichtigt bleiben. Da jedoch zu dem Fall 2. bisher noch keine Untersuchungen bekannt
geworden sind, wird er im folgenden niher betrachtet werden.

Fiir 9y = 0 folgt aus (7) unter Beriicksichtigung von (9)

9 [(4; + By + C) — (4; -+ By, — C,) cos? ¥] + C rycos ¥ = D, = const . (11)
Aullerdem reduziert sich das Energie-Integral (10) auf
92 (Ay + Ay) + 92 [(4y + By + Cp) — (4, + By— Cy) cos?d] + C,ri +2mgscosd =E. (12)
Die nunmehr im Fall ¢, = 0 zur Verfiigung stehenden drei Integrale (9), (11) und (12) entsprechen
vollkommen den bekannten drei Integralen fiir den Lagrangeschen Fall des schweren symmetrischen
Kreisels. Sie lassen eine anschauliche Deutung zu: (12) ist das Energie-Integral mit der Energie-
konstanten E; (9) und (11) sind zwei Impulsintegrale, von denen (9) zum Ausdruck bringt, dall
die Tmpulskomponente des Rotors in der Rotorachse (z'-Achse) konstant ist, wihrend (11) besagt,
daB die Komponente des Gesamtimpulses D in der Vertikalrichtung (s-Achse) konstant ist. Beides
laBt sich nach dem Impulssatz unmittelbar einsehen. Auf den Rotor wirken als duBere Kriifte
die Schwerkraft und Lagerkrifte, die vom Innenring auf die Rotorachse iibertragen werden. Die
Momentenvektoren beider Krifte stehen — wegen der vorausgesetzten Reibungsfreiheit in den

Lagern — stets senkrecht zur Rotorachse. Nun kann man den Impulssatz in einem rotorfesten
Koordinatensystem in die bekannte Eulersche Form

d'D
5 +loDl=3xM (13)
bringen. Dabei ist D, der Impulsvektor des Rotors und & der Vektor der Drehgeschwindigkeit.
Wegen der Symmetrie des Rotors hat aber das auf der linken Seite stehende Vektorprodukt keine
1 Siehe Fulinote 3 S. 184. k .

2 Siehe Fufinote 4 S. 184,
3 Siehe Fuflnote 6 S. 184.
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Komponente in der Richtung der Rotorachse (z'-Achse). Folglich kann die Anderung des Impuls-

vektors D; im kérperfesten System nur in einer Ebene senkrecht zur Rotorachse erfolgen -— also
ist die Impulskomponente des Rotors in der Rotorachse D;,, = C; ry eine Konstante. Die Impuls-
komponente des Gesamtsystems in der z’-Richtung ist jedoch nlcht konstant. Fiir das Gesamt-
system ist nimlich als duBeres Moment aufler dem Schweremoment noch ein Moment einzusetzen,
das von dem raumfesten dulleren Kardanlager auf den duBeren Kardanring iibertragen wird. Der
Vektor dieses Momentes hat zwar wegen der vorausgesetzten Reibungsfreiheit stets eine zur duBeren
Kardanachse senkrechte Richtung, braucht aber keinesfalls auch senkrecht zur jeweiligen Richtung
der Rotorachse zu stehen.

Auch die Giiltigkeit von (11), also die Konstanz der vertikalen Komponente des Gesamtimpulses
ist leicht einzusehen: Da die Vektoren der duBeren Momente — also des Schweremomentes und
des vom duBeren Kardanlager iibertragenen Lagermomentes — stets horizontal liegen, kann die

vom raumfesten Bezugssystem aus beurteilte Anderung des Tmpulsvektors D des Gesamtsystems
auch nur in der Horizontalebene erfolgen, also bleibt D, konstant. Dieses Ergebnis gilt jedoch
nur fiir den Fall §, = 0, also wenn die dullere Kardanachse vertikal steht.

3. Losungen fiir den Fall vertikaler dufierer Kardanachse. Aus (11) 1Bt sich sofort die ,,Pra-
zessionsgeschwindigkeit* ¢ bestimmen:
. D, — Cyrycos &
VUL B4 C)—(h + Ba— Gy o &
Wenn der Winkel ¢ als Funktion der Zeit bekannt ist, dann kann daraus ¢ durch Quadratar ge-
wonnen werden.
Durch Einsetzen von (14) in (12) erhslt man nun eine Differentialgleichung erster Ordnung
fiir ¥, die nach Einfithren der neuen Variablen

(14)

cos ) =u (15)
und der Abkiirzungen
Cljl_:._-k E——Clrj:k
Ay + A, 1e A+ A, 1
D. . A+ B4
a4 T ke (16)
ngs_k_ A{—_B—g_k
4, 14, s AT A, T e

in die Form

(‘i”> —(1—w) [(k k) — —’Z Zl} Ulu) (17)

gebracht werden kann. Die auf der rechten Seite stehende ,,Kreiselfunktion* U(u) geht fiir den
Fall verschwindender Masse der Kardanringe (ks = k; = 1) in die bekannte Kreiselfunktion des
Lagrangeschen Falles iiber. Zur Bestimmung von u(t) wird nun — wie im Lagrangeschen Fall —
zunichst die Umkehrfunktion ¢ = t(u) berechnet:

=0t [ s o | (18

Hat man daraus durch Un{kehrung u(t) und auBerdem ¢ = arccos u bestimmt, dann laBt sich
der Winkel 9 durch Integration von (14} gewinnen:

Y =1, + f ks L. . (19)

Durch die beiden Winkel ¢ und v ist die Lage des Kardansystems und der Rotorachse eindeutig
bestimmt. Da der Drehwinkel des Rotors @ im allgemeinen nicht weiter interessiert, kann somit
das Problem als gelost betrachtet werden. Im Bedarfsfalle kann ¢ aus (9) durch eine weitere
Integration ermittelt werden.

Im Gegensatz zum Lagrangeschen Fall ist die Kreiselfunktion U(u) fiir den schweren symme-
trischen Kardankreisel eine gebrochen rationale Funktion von u, so daB es nicht méglich ist, die
Integrale (18) und (19) durch bekannte tabellierte Funktionen auszudriicken. In konkreten Fillen
rechnet man daher diese Integrale am besten numerisch aus und kann daraus dann die Bahn-
kurven konstruieren, die von den Punkten der Rotorachse durchlaufen werden.
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Die Ergebnisse der Auswertung sind fiir einige typische Fille in den Abb. 3 bis 7 zusammen-
gestellt worden. In Abb. 3 ist die Bahn des DurchstoBpunktes der Figurenachse durch eine Ein-
heitskugel fiir den Fall eines kréftefreien, nicht kardanisch gelagerten Kreisels geseichnet worden.
Nach der Poinsotschen Theorie beschreibt die Figurenachse einen Kreiskegel und schneidet daher
die Einheitskugel in einem Kreis. Rechnet man nun das Problem bei denselben Werten fiir die
Systemparameter k;, ky, kg, k, im Falle eines kardanisch gelagerten Kreisels aus, so ergibt sich
die in Abb. 4 gezeichnete Bahnkurve. Der Vergleich beider Kurven lifit zwei wesentliche Unter-
schiede erkennen: Die Bahnkurven des kardanisch gelagerten Kreisels sind eiférmig verbeult,
wobei die Spitze des Eis dem Pol der Kugel (DurchstoBpunkt der duBeren Kardanachse) zuge-
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Abb. 3 und 4. Bahnkurven eines Punktes auf der Figurenachse fiir einen kriftefreien Kreisel bei gleichen Werten fiir die Energie-
und Impuls-Konstanten.

Abb. 3. nicht kardanisch gelagerter Kreisel. : Abb. 4. kdrdanisch gelagerter Kreisel.

wandt ist; auBerdem iiberlagert sich der Nutationsbewegung noch eine azimutale Auswanderung,
die zur Folge hat, daB sich die Kurve nach einem Nutationsumlauf nicht schlieft, sondern eine
spiralige Bahn durchlaufen wird. Diese fiir die praktischen Anwendungen auflerordentlich wichtige
Auswanderungserscheinung des kriftefreien Kreisels ist bereits von mehreren Autoren untersucht
worden (s. z. B. 1:23),

Die weiteren Abb. 5 bis 7 zeigen Vertikalprojektionen der Bahnkurven auf eine die Einheits-
kugel am Pol berithrende Tangentialebene. In allen drei Fillen sind die gleichen Anfangsbedin-
gungen gewihlt worden: Der fiir t = 0 in vertikaler Stellung befindlichen Figurenachse ist ein
seitlicher Stofl gegeben worden. Dann entsteht bei einem nicht kardanisch gelagerten schweren
Kreisel (Lagrangescher Fall) die Bahnkurve von Abb.5. Uber die einzelnen Nutationsumliufe
lagert sich eine Prizessionshewegung, die im vorliegenden Fall den gleichen Drehsinn (gestrichelt
gezeichneter Pfeil) besitzt, wie die Nutationshbewegungen. Ein unter sonst gleichen Bedingungen
angestoBener kardanisch gelagerter Kreisel ergibt die wesentlich andere Bahnkurve von Abb. 6.
Nutationsumlauf und Prizessionsdrehsinn sind in diesem Fall verschieden. AuBlerdem fillt die
Streckung der Bahnkurven beim Durchgang durch den Pol auf. Bei zusdtzlichen AnstoBl des
duBeren Kardanringes konnen bei sonst ungesnderten Anfangsbedingungen auch Bahnkurven ent-
steben, wie sie in Abb. 7 gezeichnet sind. Bemerkenswert ist hier das Auftreten von Wendepunkten,
die im Lagrangeschen Fall bei entsprechenden Anfangsbedingungen nicht zu beobachten sind.

Einige experimentell aufgenommene Bahnen zeigen die Abb. 8 bis 15. Bei ihnen ist eine an
der Figurenachse angebrachte Taschenlampenbirne senkrecht von oben her photographiert worden.
Die Bahnphotos entsprechen daher etwa den in den Abb. 5 bis 7 gezeichneten Projektionen. Die

1 Sieche FuBnote 3 S. 184.
? Siehe FuBnote 4 S. 184.
8 Siche FuBnote 6 S. 184,
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Abb. 8 und 9 wurden an einem nicht kardanisch gelagerten Kreisel erhalten, wihrend alle weiteren
Abb. verschiedene Bewegungszustinde am kardanisch gelagerten schweren Kreisel wiedergeben.

Die Abb. 8 und 5 bzw. 10 und 6 entsprechen sich jeweils in den Anfangsbedingungen: in allen
vier Fillen ist der in vertikaler Lage befindlichen Figurenachse des Kreisels ein seitlicher Stof3
gegeben worden. Auch die Kurve von Abb. 11 ist noch bei dhnlichen Anfangsbedingungen auf-
genommen worden, nur macht sich hier interessanterweise der EinfluB gl_er bei den theoretischen
Berechnungen vernachlissigten Reibung dadurch bemerkbar, daB der Ubergang von einem Be-
wegungszustand zu einem anderen deutlich sichtbar wird. Die Figurenachse durchschligt zuniichst
die obere Pollage zweimal, wobei die Kurven die schon bei Abb. 6 erwihnte Streckung zeigen.
Bei der nachfolgenden nochmaligen Anniherung an die Pollage reicht die Energie nicht mehr aus,
diesen Punkt zu durchlaufen. Die Bewegung wird riicklaufig, und es entsteht eine Art Zykloiden-
bewegung.

Der Charakter der Bahnkurven hingt noch von dem Vorzeichen des Schweremomentes ab:
die Abb. 12 und 13 gelten fiir einen ,,gehobenen Kreisel, bei dem der Schwerpunkt hoher als der
Unterstiitzungspunkt liegt (s > 0), wihrend die Abb. 14 und 15 entsprechende Bewegungen fiir
den ,,gesenkten Kreisel” wiedergeben, bei dem der Schwerpunkt tiefer als der Unterstiitzungs-
punkt liegt (s << 0). In Abb. 14 ist deutlich die fitr kardanisch gelagerte Kreisel charakteristische
eiformige Verbeulung der Bahnkurven bei der Anniherung an die Pollage zu erkennen.

4. Regulire Priizessionen. Es soll die Frage untersucht werden, ob beim schweren symmetri-
schen Kardankreisel ,,regulire Préizessionen méglich sind, die den regulidren Prizessionen des
Lagrange-Kreisels entsprechen. Dabei wird ublicherweise unter einer reguliren Prizession eine
solche Bewegung verstanden, bei der die Rotorachse einen Kreiskegelmantel mit gleichférmiger
Geschwindigkeit umfihrt. Im Lagrangeschen Fall sind die Achsen der méglichen Prizessionskegel
stets vertikal, fallen also mit der Richtung der Schwerkraft zusammen. Beim schweren Kardan-
kreisel existieren jedoch zwei ausgezeichnete Richtungen: die der Schwerkraft und der #ufleren
Kardanachse. Man kann sich leicht iiberlegen, da jeder Kegel einer moglichen reguliren Pri-
zession sowohl die eine, als auch die andere Richtung zur Symmetrieachse haben mufi. Demnach
wird man regulire Prizessionsbewegungen nur in dem hier niher betrachteten Fall erwarten
konnen, bei dem die duflere Kardanachse vertikal steht, also mit der Richtung der Schwerkraft
zusammenfillt. ,

Wiirden beide Richtungen mnicht iibereinstimmen, so wiirden bei einer beziiglich der Schwer-
kraftrichtung symmetrischen Prizessionsbewegung ungleichmiBige Bewegungen des Kardan-
systems auftreten, die zu entsprechenden ungleichmifligen Reaktionsmomenten fiir das Gesamt-
system fithren wiirden. Ein Durchlaufen des Prizessionskegels mit gleichformiger Geschwindigkeit
wiire semit ausgeschlossen. Umgekehrt wiirde sich bei einer beziiglich der #uleren Kardanachse
symmetrischen Bewegung das Schweremoment wiihrend des Prizessionsumlaufes nicht nur der
Richtung, sondern auch der GréBe nach dndern, so daB wiederum keine konstante Prizessions-
geschwindigkeit existieren konnte.

Da es somit geniigt, den Fall §, = 0 zu untersuchen, kénnen wir nunmehr die regulirven Pri-
zessionen durch die Bedingungen:

% =0; P = const
9 =0; ¥ = const
kennzeichnen. Geht man mit (20) in die beiden Integrale (9) und (11) der Bewegungsgleichungen

ein, s0 bekommt man zwei Bestimmungsgleichungen fiir die Konstanten ry und D,. Geht man
weiter mit (20) in die dritte der Bewegungsgleichungen (8) ein, so folgt

(92 (4; + By— Cy)cosd — 9 Cyry - mgs]sind =0

(20)

bzw.
[¢2keu~¢k1+-}k3]sinﬁ=o. 21)

Schliet man hier zunichst den Fall sin ¢ = 0 aus, so ergeben sich ans der in ¢ quadratischen
Gleichung (21) die folgenden beiden Werte fiir die Geschwindigkeit der méglichen reguliren Pri-

zessionen

1;)1 _ k, /___‘Zk:ikﬁu 29
b =l 215 )
Da bei den iiblichen Konstruktionen des inneren Kardanringes stets k; > 0 gilt, so ist ein nega-

tiver Wert fiir den Radikanden nur zu befiirchten, wenn das Produkt k,u positiv ist. Das



Abb. 5.
Nicht kardanisch
gelagerter Kreisel,
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Abb. 7.

Kardanisch gelagerter
Kreisel mit zusitzlichem
ArnstoB des Kardansystems.

Abb. 6.
Kardanisch gelagerter
Kreisel, ohne Anstofl

des Kardansystems.

Abb. 5 bis 7. Projektionen der Bahnkarven eines Punktes auf der Figurenachse fiir einen schweren Kreisél bei gleichem Rotorimpuls.

T Abb. 9.

Abb, 8.
Abb.8 bis 15. Experimentell gewonnene Bahnkurven eines Punktes auf der Figurenachse. Variiert wurden die Anfangsbedingungen und
das Schweremoment (gehobener bzw, gesenkter Kreisel). Die Abb. 8 und 9 gelten fiir einen nicht kardanisch gelagerten Kreisel, die Abb. 10
bis 15 fiir einen kardanisch.gelagerten Kreisel.
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ist der Fall, wenn k, und u gleiche Vorzeichen haken, also entweder fiir s > 0; 0 << & < g oder fiir
s<C 0; gg # <7 Beides entspricht dem ,,gehobenen Kreisel“. Ist dagegen entweder k; oder u

negativ, so liegt der Fall des ,,gesenkten Kreisels* vor.

Es ist somit aus (22) zu entnehmen, daB fiir den gesenkten Kreisel stets zwei regulire Prizes-
sionen existieren. Thr Drehsinn ist verschieden, da die beiden Lésungen (22) dann verschiedene
Vorzeichen haben. Fiir den gehobenen Kreisel existieren zwei voneinander verschiedene regulire
Prizessionen nur dann, wenn die Bedingung

B>2kku
bzw. Cri>4 (4,4 By— C)mg s cos &

erfiillt ist. Beide Werte von (22) haben in diesem Falle das gleiche Vorzeichen, so daf3 die reguliren
Prizessionen des gehobenen Kreisels im gleichen Sinne erfolgen. Im Grenzfall kénnen sie sogar
zusammenfallen, so daB eine Doppelwurzel fiir ¢ existiert. In diesern Falle wire in (23) ein Gleich-

heitszeichen einzusetzen, wihrend in (22) der Radi-
kand verschwindet.

(23)

Fiir den Fall 4 =0, also den extrem gehobenen
oder ,,aufrechten Kreisel, bei dem der Schwer-
punkt vertikal iiber dem Unterstiitzungspunkt
liegt, gibt (23) zugleich eine notwendige Bedingung
fiir die Stabilitdt. Wir werden jedoch sehen, dall
diese Bedingung — zum Unterschied vom Lag-
rangeschen Fall — fiir den Kardankreisel nur not-
wendig aber nicht hinreichend fiir die Stabilitiit
des aufrechten Kreisels ist. Im iibrigen gelten fiir
J die reguldren Prizessionen des schweren Kardan-

i

hingender KreiseiH

langsame Frizession kreisels dieselben Fallunterscheidungen wie sie fiir
| L ] | . .
. = > 7 o w7 7 den Lagrangeschen Kreisel bekannt sind.
| —— gobabener Kreisel———-la——gesenkter Kreise/ ———=| In Abb. 16'i5t der foﬂa“f der ¢, und p, nac.h
(22) als Funktion des Winkels ¢ aufgetragen. Die
hier als ,,Jlangsame Prizession® bezeichnete Kurve
entspricht der iiblicherweise ,,Prizession” ge-
i~ aufrachter Kreisel

nannten Bewegungsform. Die ,,schnelle Prizes-
sion‘’ entspricht der meist als ,,Nutation* bezeich-~
neten Bewegungsform. Im Grenzfall des krifte-
freien Kreisels (s = 0) bleiben nu1 diese Nutationen
iibrig, wihrend die Geschwindigkeit derlangsamen
Prizession Null wird.

l 5. Die Stabilitit der vertikalen Lage der Fi-

T - - gurenachse. Aus den im Abschnitt 3 angegebenen

Abb. 16. Die Abhingigheit dor roguiren 5 deessionen Lésungen lassen sich fiir konkrete Fille alle inter-

essierenden Eigenschaften der Kreiselbewegung

ermitteln. Allgemeine Aussagen sind jedoch wegen der Kompliziertheit der verkommenden Inte-

grale praktisch nicht mdglich, so daB man zur Untersuchung der Stabilitit der Lage der Figuren-

achse andere Wege einschlagen muB. In diesem Abschnitt soll die bekannte Methode der kleinen

Schwingungen herangezogen werden, withrend im folgenden Abschnitt die Aufstellung von Phasen-

portrits der Bewegungen einen anderen, vollig strengen und dabei anschaulichen Weg zur Kenn-
zeichnung der Bewegungen aufzeigen wird.

Wir betrachten diejenige Lage des Kardansystems, bei der die Rotorachse vertikal steht, also

# = 0 ist. Diese Lage ist bei beliebigen konstanten Werten von ¢ und 9 stets Lésung der Bewe-

gungsgleichungen (6), (7) und (8) falls, wie hier vorausgesetzt wurde, ¢, == 0 ist. Fir die Nachbar-

bewegungen zur vertikalen Lage setzen wir iiblicherweise cos ¢ ~ 1 und sin § ~ ¢. Dann folgt

aus (8):

(-A1 + A} ¢+ [— (4 + By —C) ¢+ Crgp —mgs]d =0
baw. ; T (24)
B[~k it — ] =0
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Darin ist 9 nach (14) eine Funktion von ©. Wenn fiir ¢t = 0 §(0) = 9, gilt, so hat man die Impuls-
komponente

Dzzcl"o"]“(cz”[“ca)';”o-

Setzt man diesen Wert in (14) ein und beriicksichtigt cos & 1, so folgt fiir alle weiteren &: 1 = ¢,.
Folglich kann bei der hier vorgenommenen Niherungsrechnung ¢ in (24) als Konstante betrachtet
werden. (24) ist dann die Differentialgleichung eines konservativen Schwingers von einem Freiheits-
grad, dessen Riickfiihrkonstante durch den in eckigen Klammern stehenden Ausdruck gegeben ist.
Stabile Schwingungen um die Gleichgewichtslage ¢ = 0 konnen nur existieren, wenn die Riickfiihr-
konstante positiv ist. Durch Nullsetzen der Riickfithrkonstante und Auflésen der so entstehenden
in ¢ quadratischen Gleichung findet man die beiden Grenzwerte:

ky V __2k3k6}_ 95
%} T [1 + /1 (25)

Stabile Schwingungen sind miglich, wenn (unter der Voraussetzung k; > 0 und k; > 0)
P> > Py (26)

ist. Je nach dem Vorzeichen von k, sind nun die beiden Falle des ,,aufrechten® (k3 > 0, Schwerpunkt
senkrecht iiber dem Schnittpunkt der Kardanachsen) und des ,hingenden* Kreisels (k<< 0,
Schwerpunkt senkrecht unter dem Schnittpunkt der Kardanachsen) zu unterscheiden. Es gilt:

fiir den aufrechten Kreisel: ¢; > ¢,>0,
fiir den hiingenden Kreisel: ;> 0 > 9,.

Daraus folgt, dafl der aufrechte Kreisel nicht stabil sein kann, wenn nicht seinem Kardansystem
ein gewisser Anstol — und zwar in der Bewegungsrichtung des Rotors — gegeben wird. Dieser
AnstoB darf jedoch nicht zu groB werden, weil sonst die obere Stabilititsgrenze (9 = 9,) iiber-
schritten wird. Der hingende Kreisel ist bei ruhendem Kardansystem stets stabil, jedoch kann
auch er seine Stabilitit verlieren, wenn das Kardansystem entweder entgegen der Drehrichtung
des Rotors so angestoBen wird, daf ¢ < ¢, <C 0 wird, oder wenn es in der Drehrichtung des Rotors
mit 9 > 9, > 0 angestoflen wird. Stabilitit ist also nur in einem ganz bestimmten Bereich von
p-Werten moglich. Die Grenzen dieses Bereiches fallen gerade mit denjenigen Winkelgeschwindig-
keiten ¢ zusammen, die sich fiir die reguliren Prizessionen mit 9 —> 0 aus (22) ergeben. Nur fiir
p-Werte, die zwischen den Geschwindigkeiten der reguliren Prizessionen liegen, ist die vertikale
Lage stabil. Man kann diese Bereiche auch aus Abb. 16 fiir & = 0 (aufrechter Kreisel) bzw. 9 =180°
(hangender Kreisel) erkennen, da der Ubergang vom aufrechten zum hiingenden Kreisel aufer durch
Wechsel des Vorzeichens von ky auch durch Ubergang von ¢ = 0 zu & = 180° bei k, = const.
erreicht werden kann.

Der Stabilitatsbereich des aufrechten Kreisels ist in jedem Falle kleiner als der des hingenden;
fiir k2 = 2 ky kg schrumpft er auf Null zusammen, weil dann die notwendige Bedingung (23) fiir die
Stahlhtat des aufrechten Kreisels nicht mehr erfiillt ist.

Die hier vorgenommenen Untersuchungen zur Stabilitdt kénnen auch durch die Verwendung
exakter Verfahren (z. B. nach Ljapunov) prizisiert werden, ohne daB sich an den Ergebnissen etwas

andert (s. z. B. 7).

6. Veranschaulichung der Kreiselbewegungen durch das Phasenportriit. Unter Beriicksichtigung
der Abkiirzungen (16) kann das Energie-Integral (12) durch Einsetzen von (14) in die Gestalt ge-
bracht werden:

: k,—k $)2
5 = by —ky cosﬁ~%§—_—k:§%:—2% T @7)

Darin ist §2 der kinetischen Energie des #-Schwingers proportional, f(:#) ist ein MaB fiir die poten-
tielle Energie, wihrend &, die Energiekonstante ist. (27) kann als Gleichung des Phasenportrits
fiir den Winkel ¢ aufgefaBit werden, wobei der Winkel  iiblicherweise als Abszisse, seine Ande-
rungsgeschwindigkeit ¢ jedoch als Ordinate aufgetragen wird. Das Phasenportrit 1iBt die wesent-
lichsten Kigenschaften des Systems erkennen, ohne daB eine nochmalige Integration durchgefiihrt

werden mufl. Allerdings geht die Zeit dabei nur als Parameter ein, so daB der zeitliche Verlauf der
Bewegung nicht unmittelbar abgelesen werden kann.

1 K Magnus, Prikladnaja Matematika 1 Mechanika 22 (1958) S.173—178.
13
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Tm vorliegenden Fall hat man zur Konstruktion des Phasenportrits zunichst die ,,Potential-
funktion® f() zu zeichnen. Die in f(}) eingehenden GriBen k, (bezogene Rotordrehung), k; (be-
zogenes Schwermoment), k; und k; (Trigheitsmomentenverhiitnisse) sollen dabei als konstant be-
trachtet werden; dagegen werden die Impulskonstante k&, und die in (27) eingehende Grofle k,
{Energickonstante) variiert.

9

-~ ' /\
¢ /\
3

g

=
g
S

E:t?\

4

‘/J(v\r 1 1 j

T T 1

1
87 27

|

7 T T

1}
T
: a
90

N\ /

Abb. 17. Potentialfunktion f(8), Phasenportrit 19(19) und Prizessionsfunktion 1/;(19) fiir einen kardanisch
gelagerten Kreisel mit vorgegebener Impulskonstante k.

Die in Abb. 17 oben gezeichnete Potentialfunktion f(#) hat Maxima bei den Werten ¢ = 0°,
# = 180°, sowie uwei dazwischen liegende Mirima. f() ist symmetrisch, so dafl es geniigt, ihren
Verlauf im Bereich 0. < § < 180° zu kennen. Da der Schwinger konservativ ist, entsprechen den
Maxima der Potentialfunktion instabile Gleichgewichtslagen; sie sind durch kleine Kreise auf der
Abszisse von Abb. 17 mitte dargestellt worden; den Minima entsprechen stabile Gleichgewichts-
lagen, die durch Kreuze gekennzeichnet wurden. ,

Bei vorgegebener Energiekonstante k, kann der Wert von §* aus Abb. 17 oben leicht als Differenz
zwischen einer Parallelen zur Abszisse im Abstande k, und der f(#)-Kurve abgegriffen werden.

Somit kann bei festgehaltenem k, zu jedem Wert von % der zugehdrige Wert von ¢ ermittelt und
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die entsprechende Kurve im Phasenportrit punktweise konstruiert werden. Zu jedem Wert von k,

gehort eine ,,Phasenkurve des Phasenportrit, die die Abszisse = 0 bei dem gleichen #-Wert
schneidet, bei dem auch der Schnitt zwischen der k,-Geraden und der f{1)-Kurve in Abb. 17 oben
auftritt. So entspricht dem eingezeichneten Wert von k, die mit der Nummer 4 bezeichnete Pha-
senkurve. Man erkennt sofort, daB nicht nur die stabilen Gleichgewichtslagen, sondern auch die
Maxima der einzelnen Phasenkurven denselben Abszissenwert besitzen wie das Minimum der Poten-
tialfunktion f(§#). Umgekehrt liegen die Minima der Phasenkurven und die instabilen Gleichge-
wichtslagen stets an den Stellen der Maxima von f ().

Jede Phasenkurve ist eine Losungskurve der Differentialgleichung (27). Mit Ausnahme der

singuléiren Punkte geht durch jeden Punkt der Phasenebene (19 #-Ebene) nur jeweils eine Lo-
sungskurve. Physikalisch bedeutet dies, dafl die Bewegung durch Vorgabe der Anfangsbedingungen

fir 9 und ¢ eindeutig bestimmt ist. Singuldre Punkte liegen auf der Abszisse an den Stellen der
Extremwerte fiir die Funktion f(f). Ihr Charakter ist durch den Verlauf dexr Losungskurven in der
Umgebung bestimmi; die von geschlossenen Lésungskurven umgebenen ,,Wirbelpunkte® entspre-
chen den stabilen Gleichgewichtslagen des Systems, wihrend die von je zwei trennenden Lsungs-
kurven (Separatrizen) durchlaufenen ,,Sattelpunkte’ den instabilen Gleichgewichtslagen ent-
sprechen. In der Umgebung der Sattelpunkte haben die Losungskurven Hyperbelcharakter —
wihrend die Wirbelpunkte von ellipsenihnlichen Lésungskurven umgeben sind. Aus diesem Ver-
lauf der Losungskurven kann die Stabilitit der Gleichgewichtslagen in unmittelbar anschaulicher
Weise abgelesen werden.

Das Phasenportrit Abb. 17 mitte, 148t die moglichen Bewegungstypen leicht erkennen. Unter
Beriicksichtigung eines entsprechenden Diagramms fiir die Prizessionsgeschwindigkeit 3 (Abb. 17
unten) lassen sich sogar Aussagen iiber die Form der Bahnkurven machen, die die Punkte der
Figurenachse durchlaufen. Aus (19) sicht man, daB ¢ nicht von der Grofie der Energiekonstanten k,
abhangt. Folglich gilt fiir alle im Phasenportrit gezeichneten Kurven dieselbe Abhingigkeit ().

Die innerhalb der Separatrix 3 gelegenen ellipsenartigen Phasenkurven (z. B. 1 und 2) ergeben
Bewegungen, bei denen der Elevationswinkel © zwischen zwei Grenzwerten schwankt. Da die zu-
gehorigen Werte von 9 sowohl positiv als auch negativ sein konnen, beschreiben die Punkte der
Figurenachse zykloideniihnliche Bahnen, die jeweils zwischen zwei Grenzkreisen liegen. Das ent-
spricht vollkommen den vom Lagrangeschen Fall her bekannten Ergebnissen. Die Bahnen konnen
Wellen- oder Schleifen-Charakter haben und als trennenden Fall dazwischen auch Spitzen bilden.
Auch diese Fille lassen sich aus dem Phasenportrit erkennen. Lotet man nimlich den Punkt, bei
dem die ¢-Kurve durch die Abszisse liuft, in das Phasenportrit herauf, dann entspricht die dieses

Lot tangierende Phasenkurve (hier Kurve I) gerade der Spitzenzykloide; bei ihr wird fiir ¢ = 0,
also im Umkehrpunkt der Bewegung auch gleichzeitig ¢ = 0. Alle innerhalb der Phasenkurve - I
verlaufenden (nicht gezeichneten) Phasenkurven bilden demnach Wellenzykloiden; alle zwischen
der Kurve I und der Separatrix 3 verlaufenden Phasenkurven ergeben Schleifenzykloiden. Bahn-
kurven des hier besprochenen Schleifentyps zeigen z. B. die Abb. 9, 12 und 14, withrend der Son-
derfall der Spitzenzykloiden sehr schén in den Abb. 13 und 15 zu sehen ist.

Die zwischen den Separatrizen 3 und 6 liegenden Phasenkurven reprisentieren Schleifenbewe-
gungen, bei denen der untere Pol des Systems ( = 180°) durchlaufen wird. Der innere Kardan-
ring schligt dabei durch die Ebene des duBeren Kardanringes. Bahnkurven dieser Art zeigen die
Abb. 5 bis 8 und 10. Bei der Phasenkurve 7 von Abb. 17, die einem besonders groBlen Wert der
Energiekonstanten k, entspricht, schligt der innere Kardanring sowohl im unteren als auch im
oberen Pol durch die Ebene des duBleren Kardanringes. Bewegungen dieser Art lassen sich zwar
leicht beobachten, wenn man bei nicht zu starkem Eigendrall des Rotors den Innenring kriftig
anstBt, jedoch sind die Projektionen ihrer Bahnkurven unitbersichtlich, so daf} sie hier nicht dar-
gestellt wurden. X

Die Separatrizen 3 und 6 entsprechen asymptotischen Bewegungen, bei denen der von den
Separatrizen durchschnittene singulire Punkt erst nach unendlich langer Zeit erreicht wird —
dhnlich wie derartige Bewegungen auch bei dem Lagrangeschen Kreisel untersucht worden sind
(s. 2. B. %). Man erkennt die Tatsache des asymptotischen Hereinwanderns in den singuliren Punkt
am einfachsten aus der Beziehung fiir den zeitlichen Verlauf der durch die Phasenkurven darge-
stellten Bewegung. Es gilt allgemein fiir die Zeit der Bewegung:

dd
1= f R (28)
1 R.Grammel, Der Kreisel, Berlin/Goéttingen/Heidelberg 1950, Bd. I, § 7, S. 99.
13*
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Nihert man nun die Separatrizen in der unmittelbaren Umgebung der singuliren Punkte durch
ihre Tangenten an, setzt also ¢ = + ¢ & mit einer entsprechenden Konstanten ¢, so folgt aus (28)':

R e 29)

mit einer neuen Integrationskonstanten ., Man erkennt, daf die Zeit fiir die Bewegung mit ¢ — 0
logarithmisch gegen unendlich geht, also eine asymptotische Annsherung stattfindet.

Es ist #ibrigens nicht schwer, sich die Verdnderungen des Phasenportrits vorzustellen, die bei
Vorhandensein nicht zu starker dissipativer Krifte im System aufireten. Die Phasenkurven werden
dann im allgemeinen nicht mehr geschlossen sein, sondern spiralig verlaufen. Dabei kann sich auch
der Typ der Bewegung vollkommen éndern. So stellt die in Abb. 11 wiedergegebene Aufnahme eine
Bewegung dar, deren Phasenkurve zunichst vom Typ der Phasenkurve 4 ist, dann aber die Separa-
trix 3 durchschneidet, um den Charakter der Phasenkurve 2 anzunehmen,

Das in Abb. 17 gezeichnete Phasenportrit gilt fiir einen festen Wert der Impulskonstanten k,.
Will man sich eine Ubersicht iiber die Bewegungstypen verschaffen, die bei Variation von k, mog-
lich sind, dann gentigt es im allgemeinen, die Verdnderungen der Lage der singuldren Punkte im
Phasenportrit (also der Gleichgewichislagen) sowie den Verlauf der Separatrizen zu untersuchen.
Die Gleichgewichtslagen sind durch die Extremwerte der Potentialfunktion f(:9) gegeben. Aus (27)
findet man leicht durch Differentation:

df . 2 (ky— ky cos B) [k (s — Es cos? §) — kg cos & (By — k; cos §)]
ap =sind ' (g —Jrg cOS2 D)2

— k. (30)

Daraus sieht man zuniichst, daB Extremwerte stets in den Pollagen ¢ = 0° und § = 180° auftreten,
da dort sin ¢ verschwindet. Die Pollagen bilden also in jedem Falle Gleichgewichtslagen. Weitere
Gleichgewichtslagen konnen existieren, wenn der in der geschweiften Klammer stehende Ausdruck
zu Null wird. Da dieser eine Funktion 4. Grades fiir cos ¢ ist, 148t sich eine allgemeine Lésung
niclit angeben. Man kann jedoch die Verhiltnisse unter Beriicksichtigung der Ergebnisse des
vorigen Abschnitts recht gut iibersehen: Bei vorgegebenen geometrischen Abmessungen des Sy-
stems (d. h. festen k; und k;) und vorgegebenem Eigenimpuls des Rotors (d. h. festem k) hingt die
Lage und auch die Zahl der Extremwerte der Potentialfunktion von der Grifle der Impulskonstan-
ten k, ab. Verdndert man die Grofle von k, gegeniiber dem in Abb. 17 verwendeten Wert, so wirkt
sich das in einer Verschiebung der Minima von f(1), also der stabilen Gleichgewichtslagen im Pha-
senportrit aus. Die Gleichgewichtslagen kénnen entweder in Richtung zur oberen oder zur unteren
Pollage wandern. Bei Hereinwandern in eine der Pollagen wird aber deren Charakter geindert:
der Sattelpunkt wird zu einem Wirbelpunkt, also die instabile Gleichgewichtslage stabil. Die Ver-
zweigungsstellen fiir das Gleichgewicht in den Pollagen sind im vorhergehenden Abschnitt unter-
sucht und sowohl fiir den aufrechten als auch fiir den hingenden Kreisel in Abhingigkeit von der
GroBe ¢ bestimmt worden (s. Glemhung [25]).

Aus den kritischen Werten fiir ¢ lassen sich nun leicht auch die entsprechenden kritischen Werte
fiir die Impulskonstante k, ausrechnen: wegen (11) gilt unter Beriicksichtigung von (16):

ky =k, cos & + 9 (ks — kg cos® ) . (31)

Setzt man hierin die kritischen Werte 4, und 4, sowohl fiir den aufrechten (Index a) als auch fiir
den hiingenden Kreisel (Index k) ein, so bekommt man vier Grenzwerte fiir k,, die wie folgt verteilt
sind:

k& > k%, > 0 > Kt > Kb, . (32)

Dabei wurde k; > 0 vorausgesetzt und deshalb der Ubergang vom aufrechten zum hingenden
Kreisel durch Verdnderung von £ um den Betrag 7z vorgenommen.

Die qualitative Struktur des Phasenportriits dndert sich nun jedesmal, wenn %, einen der vier
kritischen Werte (32) durchschreitet. Diese Anderungen sind in Abb. 18 dargestellt, und zwar sind
~ ghnlich wie schon in Abb. 17 — von oben nach unten die Funktionen F(), #(9) und §(8) mit
gleichen AbszissenmaBstiben eingetragen. F(J) ist dabei die um den Betrag f(0) verschobene Po-
tentialfunktion f(9), also F(#) = f(&) — f(0).

Zur Vereinfachung der Darstellung sind im Phasenportrit nur die singuliren Punkte und die
Separatrizen gezeichnet worden. Instabile Gleichgewichtslagen sind wieder durch einen Kreis,
stabile dureh ein Kreuz kenntlich gemacht. Die Fille 4, B, C, D gehoren zu abnehmenden Werten
fiir k.
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Im Falle 4 ist k, > k% ; das ist bei starkem Anstol des gulleren Kardanringes stets realisierbar.
Neben den beiden instabilen Gleichgewichtslagen in den Polen existiert hier (dhnlich wie in Abb. 17)
noch eine stabile Gleichgewichtslage bei ¥ ~v 45°. Bemerkenswert ist, daB in diesem Fall stets
9 > 0 bleibt, also das Kardansystem monoton dreht. Die stabile Gleichgewichtslage entspricht
hier gerade der frither schon untersuchten ,,schnellen reguliren Prizession® (Nutation). Nachbar-
bewegungen dazu verlaufen wieder zwischen zwei Grenzwerten des Elevationswinkels jedoch sind,
ibre Bahnkurven stets vom Typ der Wellenzykloiden; Schleifen und Spitzen sind wegen ¢ > 0
nicht méglich.

Im Falle B ist k% > k, > k&. Durch Verkleinerung der Impulskonstanten ist die im Falle 4
noch getrennt vorhandene stabile Gleichgewichtslage in den Nullpunkt hereingewandert und hat
diesen stabil gemacht. F() hat entsprechend jetzt bei # = 0 ein Minimum. Alle zwischen der
stabilen Gleichgewichtslage und der Separatrix verlaufenden Phasenkurven haben ein ellipsenihn-
liches Ausseben. Die zugehérigen Bahnkurven laufen in jedem Falle durch die obere Pollage, wobei
stets i > 0 bleibt.

Mit weiterer Verkleinernng von k, kommt man zum Fall C, fiir den k2, > k, > 0 gilt. Die obere
Pollage ist wieder zu einem Sattelpunkt geworden, weil aus ihr ein stabiler Wirbelpunkt abgewan-
dert ist, der im vorliegenden Fall bei & a2 50° liegt. Qualitativ hat das Phasenportrit das gleiche
Aussehen wie im Falle 4. Die Unterschiede werden aber deutlich, wenn man die -Kurve beriick-
sichtigt. Die Drehung des #uBeren Kardanrahmens braucht nicht mehr monoton zu sein. Wie im
Falle von Abb. 17 kénnen hier wieder Wellen- und Schleifenbahnen fiir die innerhalb der Separa-
trix verlaufenden Phasenkurven unterschieden werden. Sie werden durch die Phasenkurve I
(-»Spitzenzykloide”) voneinander getrennt. Die stabile Gleichgewichtslage gibt in diesem Falle
die ,langsame regulire Prizession® wieder. Alle sonst noch méglichen Bahntypen entsprechen
vollkommen den schon bei Abb. 17 ausfiihrlich erlduterten. _

Mit weiterer Verkleinerung von k, wandert die stabile Gleichgewichtslage nach rechts, wihrend
sich die sie umschliefende Separatrix aufbliht. Bei dem Werte

ky = ﬁ?_(’f;_k?’i) mit ke, > ky > K (33)
verschmelzen beide Separatrizen zu einer einzigen, die dann durch beide Polpunkte hindurchlduft.
Diesen Fall zeigt Abb. 18D. Die stabile Gleichgewichtslage ist dabei bis zu ¥ = 100° abgewandert.
Es existiert eine Phasenkurve I, der eine Bahnkurve mit Spitzen entspricht. Sie trennt in iblicher
Weise die Bereiche der Wellen- und der Schleifenbahnen. Der Fall D ist dadurch ausgezeichnet,
daB die Maxima der F(#)-Kurve die gleichen Ordinatenwerte haben.

Wiirde man nun k, noch weiter verkleinern, so wiirden bei weiterem Rechtswandern der stabilen
Gleichgewichtslage wieder zwei getrennte Separatrizen auftreten. FEs entstiinde dann ein Phasen-
portriit von dem in Abb. 17 gezeigten Typ. Die in den Abb. A4, B, C gezeigten Veriinderungen der
Struktur des Phasenportrits beim Durchgang durch den Stabilitdtsbereich der oberen Pollage
wiederholen sich dann sinngema8 auch bei der unteren Pollage, nur sind die Punkte ¢ = 0°und
9 = 180° entsprechend zu vertauschen. Auf eine Darstellung auch dieser Dinge in Abb. 18 ist
daher verzichtet worden.

(Eingegangen am 29. April 1958.)
Anschrift des Verfassers: Prof. Dr. Kurt Magnus, Stuttgart-0, Hacklinderstr. 33.



