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Der schwere symmetrische Kreisel in kardaniseher Lagerung 
Von K. Magnus 

1. Aufgabenstellung. Lagrange hat in seiner ,,M~canique analytique" (1788) die LSsung des 
Kreiselproblems fiir einen KSrper mit symmetrischem TragheitSellipsoid angegeben, dessen Schwer- 
punkt auf der Symmetrieachse liegt. Die Lagrange..sche LSsung ist in der Folgezeit yon vielen 
Autoren dahingehend untersucht worden, welche Anderungen ffir das Bewegungsverhalten des 
Kreisels zu erwarten sind, wenn die bei der Dttrchfiihrung yon Versuchen stets vorhandenen 
st5renden Einfliisse berficksichtigt werden. So hat man sich besonders intensiv mit den Aus- 
wirknngen der verschiedenartigen Reibungskr~fte bei der Pfannenlagerung des Kreisels besch~iftigt. 
Diese Arbeiten haben ihren Niederschlag z. B. in den Bfichern yon Klein und Sommerfeld 1 rind 
Grammel 2 gefunden. Bei der Sorgfalt, die man auf die Erfassung des st5renden Einflusses der 
Reibung verwendete, ist es erstaunlich, daf5 nicht schon yon den Klassikern der Kreiseltheorie 

entsprechende Untersuchungen des stSrenden 
[z Einflusses einer kardanischen Aufh/ingung des 

Kreisels durchgeffihrt worden sind. Die karda- 
nische Aufh/ingung ffir Kreisel war zumindest 
seit Bohnenberger (1817) bekannt und wurde 
seit FoucauId (1852) in steigendem MaBe fiir 
physikalische und sp~iter auch fiir technische 

~ Kreiselger~ite verwendet. Erst seit etwa 15 Jab- 
ten sind eine Reihe yon Arbeiten erschienen, in 
denen der Einfluf~ der kardanischen Aufhan- 

behandelt wird B. z und die dort (s gung z ,  

angegebene Literatur, ferner 4, 5, ~). Der Fall 
~ i[~l~. ~ des schweren symmetrisehen Kreisels in karda- 

~' nischer Lagerung - -  also eine unmitte!bare 
Erweiterung des yon Lagrange behtl~delten 

~ " ~ F a l l e s -  scheint jedoch bisher nicht unter- 
Y sucht worden zu sein. 

(' In der vorliegenden Arbeit soll gezeigt 
x werden, dab ffir einen wichtigen Spezialfall eine 

~ , ~  strenge L6sung des erweiterten Lagrange-Falles 
durch Quadraturen gefunden werden kann. 
Wesentlich ist dabei die Beriicksichtigung der 
Anteile, die die belden Kardamfnge zum Im- 
puls des Gesamtsystems beitragen. Demgegen- 
fiber werden Reibungswirkungen in den Lagern 
der kardanischen Aufh~ingung vernachl~issigt. 

A b b .  1. K o o r d i n a t e n s y s t e  . . . .  d Eulersche W i n k e l  a m  k a r d a n i s e h  Der Rotor wird als schwerer symmetrischer 
gelagertenKreisel. Kreisel im Sinne yon Lagrange vorausge- 

setzt. Die beiden Kardanringe brauchen je- 
doch nicht symmetrisch zu sein. Allerdings miissen gewisse, unten n~iher zu definierende Forde- 
rungen bezfiglich der Lage ihrer Hauptachsen gestellt werden. 

Wenn man entsprechend der Skizze yon Abb. 1 als Ausgangsstellung des Systems diejenige 
Lage ansieht, bei der die Ebenen der beiden Kardanringe zusammenfallen, daun l~iBt sich die Lage 
des Systems in eindeutiger Weise durch die bekannten drei Eulerschen Winkel ~v, % t$ kennzeichnen. 

ist der Drehwinkel des ~iuBeren Kardanringes um die raumfeste auBere Kardanachse (z-Achse), 

1 F. Klein und A. Sommerfeld, Uber die Theorie des Kreisels insbesondere Bd. III, Leipzig 1903. 
2 R. Grammel, Der Kreisel, Berlin/GSttingen/Heidelberg 1950. 
3 K. Magnus, Z. angew. Math. Mech. 35 (1955) S. 23--34. 
4 H. Poritsky, J. appl. Mech. 75 (1953) S. 1--8. 

R. Gramrrtd und H. Ziegler, Ing. Arch. 24 (1956) S. 351--372. 
6 13. T. Plymall and R. Goodst~in, J. appl. Mech. 22 (1955) S. 365--366. 
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gemessen gegenfiber einer senkrecht dazu stehenden x-Achse, v ~ ist der Drehwinkel des Innenringes 
um die inhere Kardanachse (x'-Achse) also der Winkel, um den die Ebene des Innenringes gegen- 
fiber der Ebene des AuBenringes verdreht ist. Die Lage des Rotors relativ zum Innenring kann 
dutch den Winkel T gekennzeichnet werden. In der 1Nullstellung ~ = v q -~ 0 seien die Achsen x, 
y, z eines raumfesten kartesischen Bezugssystems zugleich die Hauptachsen ffir den Inheriting, 
sowie, wegen der vorausgesetzten Symmetrie des Rotors, auch bei beliebigem Winkel ~0 ffir den 
Rotor. Beziiglich der Hauptachsen des AuBenringes braucht nichts vorausgesetzt zu werden, 
Wir mfissen nut fordern, dab der Schwerpunkt des AuBenringes auf der z-Achse l ie~. Die Haup t -  
tr/igheitsmomente sollen wie folgt bezeichnet werden: 

ffir den Rotor: A~ ----- B1, C 1 , 
fiir den Innenring: Aa, B~, Ca, 
ffir den AuBenring: - -  - -  C a . 

2. Die Bewegtmgsgleichungen und ihre ersten Integrale. W/ihrend es bei der Berechnung de~ 
Lagrange-Kreisels fiblich ist, yon den in einem kfrperfesten System angeschriebenen Eulerschen 
Kreiselgleichungen auszugehen, empfiehlt sich hier die Verwendung eines Koordinatensystems x' y'z" 
nach Abb. 1, das zwar mit dem Innenring fest verbunden 
ist, aber sowohl gegenfiber dem Rotor, als auch gegeniiber 
dem Auflenring beweglich bleibt. Wegen der Symmetrie 
des Rotors lassen sich die Glelchungen in diesem Koordi- 
natensystem verh/iltnismiifSig einfach aufstellen. Es ist 
zweckma$ig, die Bewegungsgleichungen nach der yon 
Lagrange gegebenen Vorschrift aus den Ausdrficken ffir 
die kinetische und potentielle Energie des Gesamtsystems 
abzuleiten. 

Die kinetische Energie T setzt sich aus den Anteilen 
des Rotors (Index 1), des Innenringes (Index 2) und des 
AuBenringes (Index 3) zusammen: 

2 T -~ [A 1 (~2 4- ~b a sin s z$) -t- C~ @ + ~ cos z~) ~ ] 

+ + + C  aeos  ] + O) 
oder 

2 T ~--- ~2 (A1 -k Aa) + ~b ~ [(A~ -k B~ -~ C~) 
- -  (A~ + B 2 -  Ca) cos 2 0] + C~ @ + ~ cos ~9) a . (2) 

Bei der Bfldung des Ausdruckes ffir die potentielle Energie 
ist die Richtung der Schwerebeschleu nigung im gew~hlten 
Koordinatensystem zu berficksichtigen. Ohne Beschrlinkung 
der Allgemeinheit kann angenommen werden, dab der 

Ve,'Cikzzle I 
I / 
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/ I 
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Abb. 2. Zur Bestimmung des Schweremomentes boi 
nicht vertikaler ~iuBerer Kardanachse. 

Schwerkraftvektor in die raumfeste x z~Ebeno f/illt, Durch geeignete Wahl der Lage der x-Achse 
kann das stets erreicht werden. Wenn die Richtung der Schwerkraft (also die Vertikale) mit  
der Richtung der /iuBeren Kardanachse (also derz-Achse)einen Winkel z$ 0 bildet, so las t  sich tier 
ffir die GrSBe des Schweremomentes maBgebende Winkel v q* arts dem sphiirischen Dreieck yon 
Abb. 2 bestimmen, dessert Ecken yon den DurchstoBpunkten der Achsen z und z' sowie der Ver- 
tikalen durch eine Kugel um den Nullpunkt gebildet wird. Nach dem Cosinussatz ist: 

cos vq* = cosvq0 cos vq - -  sin vq0 sin vq sin ~o. (3) 

Wenn m die Gesamtmasse yon Rotor -t- Innenring ist, g die Schwerebeschleunigung und s der 
Abstand des Schwerpunktes yon Rotor- t - Innenr ing yore 1NuUpunkt des Koordinatensystems, 
dann hat man fiir die potentielle Energie den Weft:  

U ---- m g s cos z~* = m g s (cos v~0 cos v q - -  sin Vqo sin z$ sin ~f). (4) 

Der Schwerpunkt des AuBenringes liegt nach Voraussetzung auf der z-Achse und hat daher keinen 
EinfluB auf die Bewegungen des Systems. Der Abstand s wird positiv gerechnet, wean der Schwer- 
punkt auf der positiven z'-Achse liegt. 

Aus den im vorliegenden Fall anwendbaren Lagrangeschen Bewegungsgleichungen 

dt k 8q ] ~ -~- ~ = 0 ,  (5) 
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bei deneu s die allgemeiue Koordiuate q nacheinander die drei Euler-Winkei  q~ ~o z$ einzusetzen 
siud, bekommt man die folgenden Bewegungsgleichungen: 

a ( q  (# + ~ cos ~)} - 0 (6) 

d . 

= m g s sin v% sin v~ cos ~o, (7) 

(A 1 + A~) - -  ~e sin 0 cos 0 (A a + B 2 - -  C2) + ~ C a @ + ~ cos ~) sin 

~- m g s (cos z~0 sin v a q- sin 00 cos v a sin ~v). (8) 

Da ~v eine zyklische Koordinate ist (also ~U _ 0 gilt), ha t  (6) die eiufache Gestalt einer zeitlichen 
~ T  

Ableitung. Durch Integrat ion folgt unmittelbar die Konstanz der Drehungskomponente des 
Rotors in der z ' -Richtung:  

~o -r- Y) cos 0 - -  r~ -= const . (9) 

Damit  ist eiu Integral  des Problems gefunden. Ein zweites ergibt sich leicht aus dem Energiesatz. 
Das betrachtete System ist konservativ, da keinerlei energieverzehrende Krafte vorhanden siud. 
Folglich mul3 die Summe yon kinetischer Energie T (2) und potenfieller Energie U (4) konstant  
bleiben: 

2 T 4- 2 U == (A 1 ~- A2) 02 ~- ~)2 [(M1 ~- B2 ~ Ca) (A1 + Be - -  Ce) cos ~ ~] T Ca r] 
+ 2 m g s (cos vq0 cos v ~ sin 00 sin v ~ sin ~f) : E - -  cons t .  (10) 

Die beiden Integrale (9) und (10) reichen aber zur.vollstandigen LSsung des Problems durch Qua- 
draturen nocb nicht aus. Es wird viehnehr noch ein drittes Integral ben5tigt, das sich in zwei 
Sonderffillen aus der Gleichung (7) beschaffen laBt. Der Winkel ~p wird namlich in de~ folgenden 

8U 
beiden Fallen ebenfalls zur zyklischen Koordinate (el. h. ~ -  ~ 0): 

1. fiir den kraffes Kreisel (s --- 0) und 

2. a i r  eiu Kardansystem, dessen ~iul3ere Kardanachse in die Richtung der Schwerkraft fallt 
(v% = 0, ~ = 0 %  

Der erste Fall ist in den schon erwiihnten Arbeiten a, 2,3 behandelt worden und soll bier uu- 
beriicksichtigt bleiben. Da jedoch zu dem Fall 2. bisher noch keine Untersuchuugen bekannt  
geworden sind, wird er im folgenden niiher betrachtet  werden. 

Fiir 00 = 0 folgt aus (7) unter Beriicksichtigung yon (9) 

~o [(A~ q- B, z + Ca) - -  (A a + B 2 Ce) cos e v ~] • C a r 0 cos v ~ - -  D~ = const .  (11) 

AuBerdem reduziert sich das Energie-Integral (10) auf  

~2(A aq_A2 ) q _ ~ 2 [ ( A a ~ _ B 2 + C a )  (A a 4 - B 2 - C 2 )  cos zv  a] C lr0 ~ 4 - 2 m g s c o s v  a - E .  (12) 

Die nunmehr  im Fall v% - -  0 zur Verfiigung stehendeu drei Integrale (9), (11) und (12) entsprechen 
Vollkommen den bekannteu drei Iutegralen fiir den Lagrangeschen Fall des sehweren symmetrischeu 
Kreisels. Sie lassen eine anschauliche Deutung zu: (12) ist das Energie-Integral mit  der Energie- 
konstanten E ;  (9) und (11) sind zwei Impulsintegrale, yon denen (9) zum Ausdruck bringt, dab 
die Impulskomponente des Rotors in der Rotorachse (z'-Achse) konstant  ist, wiihrend (11) besagt, 
dab die Komponente des Gesamtimpulses D in der Vertikalrichtung (z-Achse) konstant  ist. Beides 
laBt sieh nach dem Impulssatz unmittelbar eiusehen. Auf  den Rotor  wirken als auBere Krafte 
die Schwerkraft und Lagerkrafte, die yore Innenring auf die Rotorachse iibertragen werden. Die 
Momeutenvektoren beider Krafte stehen wegen der vorausgesetzten Reibungsfreiheit in den 
Lagern stets senkrecht zur Rotorachse. Nun kann man den Impulssatz in einem rotorfesten 
Koordinatensystem in die bekannte Eulersche Form 

d'b~ _ [o., 51] - -  .Z ~ (13) 
dt 

bringen. Dabei ist i)a der Impulsvektor  des Rotors und ~ der Vektor der Drehgeschwindigkeit. 
Wegen der Symmetrie des Rotors hat  aber das auf  der linken Seite stehende Vektorprodukt keine 

a Siehe Ful3noto 3 S. 184. 
2 Siehe Ful~note 4 S. 184. 
a Siehe Ful3note 6 S. 184. 
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Komponente in der Richtung der Rotorachse (z'-Achse). Folglieh kann die ~_nderung des Impuls- 

vektors ~91 im kiirperfesten System nut  in einer Ebene senkrecht zur Rotorachse erfolgen - -  also 
ist die Impulskomponente des Rotors in der Rotorachse DI~, = C 1 r o eine Konstante.  Die Impuls- 
komponente des Gesamtsystems in der z ' -Richtung ist jedoch nicht konstant.  Fiir das Gesamt- 
system ist niimlich als iiuBeres Moment auBer dem Schweremoment noch ein Moment einzusetzen, 
das yon dem raumfesten ~uI3eren Kardanlager auf den iiuBeren Kardanring iibertragen wird. Der 
Vektor dieses Momentes hat  zwar wegen der vorausgesetzten Reibungsfreiheit stets eine zur iiul~eren 
Kardanachse senkrechte Richtung, braucht abet keinesfalls auch senkrecht zur jeweiligen Richtung 
der Rotorachse zu stehen. 

Auch die Giiltigkeit yon (11), also die Konstanz der vertikalen Komponente des Gesamtimpulses 
ist leicht einzusehen: Da die Yektoren der ~uBeren Momente - -  also des Schweremomentes und 
des vom auJ]eren Kardanlager iibertragenen Lagermomentes - -  stets horizontal liegen, kann die 

yore raumfesten Bezugssystem aus beurteilte Anderung des ]mpulsvektors D des Gesamtsystems 
auch nur in der Horizontalebene erfolgen, also bleibt D~ konstant.  Dieses Ergebnis gilt jedoch 
nur fiir den Fall Vqo ~ 0, also wenn die iiuBere Kardanachse vertikal steht. 

3. Liisungen fiir den Fall vertikaler iiuBerer Kardanaehse. Aus (11) 1/iBt sich sofort die ,,Pra- 
zessionsgeschwindigkeit" ~ bestimmen : 

D~ - -  C1 r0 cos ~ (14) 
~) = (A1 + Bs -t- C3) - -  (A1 + Bs - -  Cs) cos s v ~" 

Wenn der Winkel v~ als Funkt ion der Zeit bekannt  ist, dann kann daraus ~v durch Quadratur ge- 
wonnen werden. 

Durch Einsetzen yon (14) in (12) erh~ilt man nun eine Differentialgleichung erster Ordnung 
fiir v ~, die nach Einfiihren der neuen Variablen 

und der Abkiirzungen 
cos ~9 = u (15) 

in die Form 

C~r o _ _ k l ;  E - - Q r ~ ) _ k a , '  
A1 + A2 A1 ~- A 2 

A1 -F- B2 + C 3 k5, D~ __ k2 ; 
A1 + A2 A1 + As 

2 rags 
T As = k~ ; 

Aa + B , -  Co 
- ~ ~ k 6  , At + As 

(16) 

dt/ ---- ( i  - -  u 2) (k 4 - -  k 3 u)  ( /~2-- k l  u)_21 = U ( u )  (].7) 
k 5 - -  ka u~ J 

gebracht werden kann. Die auf der reehten Seite stehende ,,Kreiselfunktion" U(u) geht fiir den 
Fall verschwindender Masse der Kardanringe (k~ = k 6 = 1) in die bekannte Kreiselfunktion des 
Lagrangeschen Falles fiber. Zur Bestimmung yon u(t) wird nun - -  wie im Lagrangeschen Fall - -  
zuniichst die Umkehrfunktion t ~- t(u) berechnet:  

f d~ t = t  0 + .  ]/U(--~" (18) 

Hat  man daraus durch Umkehrung u(t) und auBerdem v ~ = arccos u bestimmt, dann l~iBt sich 
der Winkel ~p durch Integrat ion yon (14) gewinnen: 

/ k ~ - - k l u  
~v -~ ~o -4- k~ - -  k6 u s dt . (19) 

Dutch die beiden Winkel v ~ und ~ ist die Lage des Kardansystems und der Rotoraehse eindeutig 
bestimmt. Da der Drehwinkel des Rotors ~v im allgemeinen nicht weiter interessiert, kann somit 
das Problem als gelSst betraehtet  werden. Im  Bedarfsfalle kann ~v aus (9) dureh eine weitere 
Integration ermittelt werden. 

Im Gegensatz zum Lagrangeschen Fall ist die Kreiselfunktion U(u) ffir den schweren symme- 
trischen Kardankreisel eine gebrochen rationale Funktion yon u, so dab es nicht mSglich ist, die 
Integrale (18) und (19) durch bekannte tabellierte Funktionen auszudriicken. In  konkreten F/illen 
reehnet man daher diese Integrale am besten numerisch aus und kann daraus dann die Bahn- 
kurven konstruieren, die von den Punkten der Rotorachse durchlaufen werden. 
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Die Ergebnisse der Auswertung sind fiir einige typische F~lle in den Abb. 3 his 7 zusammen- 
gestellt worden. In Abb. 3 ist die Bahn des DurehstoBpunktes der Figurenachse durch eine Ein- 
heitskugel fiir den Fall eines kr~ftefreien, nicht kardanisch gelagerten Kreisels gezeichnet worden. 
Nach der Poinsotschen Theorie beschreibt die Figurenachse einen Kreiskegel und schneidet daher 
die Einheitskugel in einem Kreis. Rechnet man nun das Problem bei denselben Werten fiir die 
Systemparameter kl, ks, k3, k 4 im Falle eines kardanisch gelagerten Kreisels aus, so ergibt sich 
die in Abb. 4 gezeichnete Bahnkurve. Der Vergleich beider Kurven l~iSt zwei wesentliche Unter- 
schiede erkennen: Die Bahnkurven des kardanisch gelagerten Kreisels sind eif5rmig verbeult, 
wobei die Spitze des Eis dem Pol der Kugel (DurchstoBpunkt der ~iuf~eren Kardanachse) zuge - 

Abb. 3 uad 4, Bahnkurven eines Punktes  auf  der Figttreaaehse filr einen kr/iftefreien ICreisel bei gleichen Werten ftir die Energie- 
uad  Impuls-Konstanten.  

Abb. 3. nicht  kardanisch gelagerter Krelsel. Abb. 4. kardanisch gelagerter Kreisel. 

wandt ist; auBerdem iiberlagert sich der Nutationsbewegung noch eine azimutale Auswanderung, 
die zur Folgc hat, dab sich die Kurve nach einem Nutatlonsumlauf nieht schlieBt, sondern eine 
spiralige Bahn durcMaufen wird. Diese fiir die praktischen Anwendungen aul3erordentlich wiehtige 
Auswanderungserscheinung des kr/iftefreien Kreisels ist bereits yon mehreren Autoren untersucht 
worden (s. z. B. ~, 2' 3). 

Die weiteren Abb. 5 bis 7 zeigen Vertikalprojektionen der Bahnkurven auf eine die Einheits- 
kugel am Pol beriihrende Tangentialebene. In  allen drei Fallen sind die gleichen Anfangsbedin- 
gungen gew/ihlt worden: Der Ftir t ~ 0 in vertikaler Stellung befindlichen Figurenachse ist ein 
seitlicller Stol3 gegeben worden. Dann entsteht bei einem nicht kardanisch gelagerten schweren 
Kreisel (Lagrangescher Fall) die Bahnkurve yon Abb. 5. Uber die einzelnen Nutationsumlaufe 
lagert sich eine Pr~izessionsbewegung, d i e im vorliegenden Fall den gleichen Drehsinn (gestrichelt 
gezeichneter Pfeil) besitzt, wie die Nutationsbewegungen. Ein unter sonst gleichen Bedingungen 
angestogener kardanisch gelagerter Kreisel ergibt die wesentlich andere Bahnkurve yon Abb. 6. 
~utat ionsumlauf  und Pr~izessionsdrehsinn sind in diesem Fall verschieden. AuBerdem fallt die 
Streckung der Bahnkurven beim Durchgang durch den Pol auf. Bei zus/itzlichen AnstoB des 
/iuBeren Kardanringes kfnnen bei sonst ungeanderten Anfangsbedingungen auch Bahnknrven ent- 
stehen, wie sie in Abb. 7 gezeichnet sind. Bemerkenswert ist bier das Auftreten yon Wendepunkten, 
die ira Lagrangeschen Fall bei entsprechenden Anfangsbedingungen nicht zu beobachten sind. 

Einige experimentelt aufgenommene Bahnen zeigen die Abb. 8 bls 15. Bel ihnen ist eine an 
der Figurenaclxse angebrachte Taschenlampenbirne senkrecht yon oben her photographiert worden. 
Die Bahnphotos entsprechen daher etwa den in den Abb. 5 bis 7 gezeichneten Projektionen. Die 

1 Siehe FuBnote 3 S. 184. 
2 Siehe FuBnote 4 S. 184. 
8 Siehe Ful3note 6 S. 184. 
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Abb. 8 und 9 wurden an einem nicht kardanisch gelagerten Kreisel erhalten, wiihrend alle weiteren 
Abb. verschiedene Bewegungszustlinde am kardanisch gelagerten schweren Kreisel wiedergeben. 

Die Abb. 8 und 5 bzw. 10 und 6 entsprechen sich jeweils in den Anfangsbedingungen: in allen 
vier Fiillen ist der in vertikaler Lage befindlichen Figurenachse des Kreisels ein seitlicher StoB 
gegeben worden. Auch die Kurve yon Abb. 11 ist noch bei iihnlichen Anfangsbedingungen auf- 
genommen worden, nur macht sich bier interessanterweise der EinfluB der bei den theoretischen 
Berechnungen vernachliissigten Reibung dadurch bemerkbar, dab der lJbergang yon einem Be- 
wegungszustand zu einem anderen deutlich sichtbar wird. Die Figurenachse durchschlagt zuniichst 
die obere Pollage zweimal, wobei die Kurven die schon bei Abb. 6 erwiihnte Streckung zeigen. 
Bei der nachfolgenden nochmaligen Anniiherung an die Pollage reicht die Energie nicht mehr aus, 
diesen Punkt zu durchlaufen. Die Bewegung wird riickl/iufig, and es entsteht eine Art Zykloiden- 
bewegung. 

Der Charakter der Bahnkurven h~ngt noch yon dem Vorzeichen des Schweremomentes ab: 
die Abb. 12 und 13 gelten fiir einen ,gehobenen Kreisel '~ bei dem der Schwerpunkt h~her als der 
Unterstiitzungspunkt liegt (s > 0), w~hrend die Abb. 14 und 15 entsprechende Bewegungen ffir 
den ,,gesenkten Kreisel" wiedergeben, bei dem der Schwerpunkt tiefer als der Unterstiitzungs- 
punkt liegt (s < 0). In Abb. 14 ist deutlich die fiir kardanisch gelagerte Kreisel charakteristische 
eiftirmige Verbeulung der Bahnkurven bei der Ann~herung an die Pollage zu erkennen. 

4. Reguliire Priizessionen. Es soU die Frage untersucht werden, ob beim schweren symmetri- 
schen Kardankreisel ,,reguliire Prazessionen" miSglich sind, die den regul~ren Pr/izessionen des 
Lagrange-Kreisels entsprechen. Dabei wird iiblicherweise unter einer reguliiren P~zession eine 
solche Bewegung verstanden, bei der die Rotorachse einen Kreiskegelmantel mit gleichf~rmiger 
Geschwindigkeit umfiihrt. Im  Lagrangeschen Fall sind die Achsen der mfiglichen Pr~izessionskegel 
stets vertikal, fallen also mit der Richtung der Schwerkraft zusammen. Beim schweren Kardan- 
kreisel existieren jedoch zwei ausgezeichnete Richtungen: die der Schwerkraft nnd der iiuBeren 
Kardanachse. Man kann sich leicht iibellegen, dab jeder Kegel einer miiglichen reguliiren Pr/i- 
zession sowohl die eine, als auch die andere Richtung zur Symmetrieachse haben mull  Demnach 
wird man regulate Pr~zessionsbewegungen nut in dem hier n~her betrachteten Fall erwarten 
kiSnnen, bei dem die iiul3ere Kardanachse vertikal steht, also mit der 1Richtung der Schwerkraft 
zusammenf/illt. 

Wiirden beide Richtungen nicht iibereinstimmen, so wiirden bei einer beziiglich der Schwer- 
kraftrichtung symmetrischen Pr~zessionsbewegung ungleichmiiBige Bewegungen des Kardan- 
systems auftreten, die zu entsprechenden ungleichmiil~igen Reaktionsmomenten fiir das Gesamt- 
system fiihren wiirden. Ein Durchlaufen des Pr~zessionskegels mit gleichftirmiger Geschwindigkeit 
wiire somit ausgeschlossen. Umgekehrt wiirde sich bei einer beziiglich der iiuSeren Kardanachse 
symrnetrischen Bewegung das Schweremoment wiihrend des Pr~zessionsumlaufes nicht nut der 
Richtung, sondern auch der GrtiBe nach iindern, so dab wiederum keine konstante Pr~izessions- 
geschwindigkeit existieren kSnnte, 

Da es somit geniigt, den Fall v~0 = 0 zu untersuchen, kSnnen wit nunmehr die regul/iren Pr~- 
zessionen durch die Bedingungen: 

~a = 0; ~ = eonst / 
f (20) 

--  0; V ~ = const 

kennzeichnen. Geht man mit (20) in die beiden Integrale (9) und (11) der Bewegungsgleichnngen 
ein, so bekommt man zwei Bestimmungsgleichungen f i it die Konstanten r 0 und D=. Geht man 
weiter mit (20) in die dritte der Bewegungsgleichungen (8) ein, so folgt 

[~ (A~ + B ~ - -  C~) cos ~ - -  ~ C~ ro + ~ g s] s~n ~ = 0 
bzw. 

~ k~ ~ - -  ~ ~ + y k ~  sin ~ = 0 .  (21) 

SehlieBt man bier zunfiehst den Fall sin ~ = 0 aus, so ergeben sieh arts der in ~ quadratisehen 
Gleiehnng (21) die folgenden beiden Werte fiir die Gesehwindigki~it der m6gliehen regulfiren Pr~i- 
zessionen 

1 (22) = ~  - k~ j" 

Oa bei den iiblichen Konstruktionen des inneren Kardanringes stets k 6 > 0 gilt~ so ist ein nega- 
tiver Wert ffir den Radikanden nur zu befiirchten, wenn das larodukt k 3 tt positiv ist. Das 



Abb. 6, 
Kardanisch gelagerter 
Kreisel, ohne Anstolt 
des Kardansystems.  

Abb. 5, 
Nicht kardanisch 
gelagerter Kreisel. 

Abb, 7. 
Kardanlsch gelagerter 

Krclsel mi t  zus/itzlichera 
kns tog  des Kardansystems.  

! 
/ 

Abb. 5 bis 7. Projektlonen der Bahnkurven elnes Punktes  auf  der Figurenachse fiir e inen schweren Kreisel bei gleichem Rotorimpuls. 

Abb. 8. Abb. 9. 
Abb. 8 bis 15. E~perlmentell  gewonnene Bahnkurven eines Punktes  auf  der Figurenachse. Varllert wurden die Anfangsbedingungen und 
das Schwerem0ment (gehobener bzw. gesenkter Kreisel). ]Die Abb. 8 und 9 gclten s einen nicht kardaniseh gelagerten IErelse!, die Abb. 10 

his 15 fiir einen kardaniseh gelagerten Kreisel. 



Abb. 14. Abb. 15. 
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Y~ 

ist der Fall, wenn kz und u gleiche Vorzeicben haben, also entweder ffir s > 0 ; 0 < z~ < ~ oder air  
Jr 

s ~ 0; ~ < ~ < ~r. Beides entspricht dem ,,gehobenen Kreisel". Ist  dagegen entweder k 3 oder u 

negativ~ so liegt der Fall des ,,gesenkten Kreisels" vor. 
Es ist somit aus (22) zu entnehmen, dab ffir den gesenkten Kreisel stets zwei reguliire Prgzes- 

sionen existieren. Ihr  Drehsinn ist verschieden, da die beiden LSsungen (22) dann verscbiedene 
Vorzeichen baben. Fiir den gehobenen Kreisel existieren zwei voneinander verschiedene regulate 
Prazessionen nur dann, wenn die Bedingung 

k~ > 2 k ak 6 u ~ (23) 
J 

erffillt ist. ]Seide Werte von (22) haben in diesem Falle das gleiehe Vorzeiehen, so dab die regularen 
Pr~zessione~ des gehobenen Kreisels irn gleiche~ Sinne erfolgen. Im Grenzfall kSnnen sie sogar 
zusammenfallen, so dab eine Doppelwurzet far  ~ existiert. In diesem Falle ware in (23) ein Gleieh- 

J 
J 

J 
lazg~ame Pp~zess/oz 
i I 0 30 GO gO 

I geboOenep tfeeise/- ~i- 

htingeMep Kmise/- 

yesr Kre/sr ~ 0  

~fpeehfer Kreise/ . ~ ~  

Abb. 16. Die Abhg.ngigkelt der regul/iren Pr/izessionen 
yore Elevationswlnkel ~'. 

heitszeichen einzusetzen, wahrend in (22) der Radi- 
kand verschwindet. 

Ffir den Fall v ~ ---- 0, also den extrem gehobenen 
oder ,,aufrechten Kreisel", bei dem der Schwer- 
punkt vertikal fiber dem Unterstfitzungspunkt 
liegt, gibt (23) zugleich eine notwendige Bedingung 
fiir die Stabilit~t. Wir werdenjedoch sehen, dab 
diese B e d i n g u n g -  zum Unterschied yore Lag- 
rangeschen Fall - -  fiir den Kardankreisel nur not- 
wendig aber nicht hinreichend ffir die Stabilit~it 
des aufrechten Kreisels ist. Im  fibrigen gelten fiir 
die regulhren Prazessionen des schweren Kardan- 
kreisels dieselben Fallunterscheidungen wie sie fiir 
den Lagrangescben Kreisel bekannt sind. 

In Abb. 16 ist der Verlauf der ~1 und ~b 2 nach 
(22) als Funktion des Winkels z$ aufgetragen. Die 
hier als ,,langsame Prazession" bezeichnete Kurve 
entspricht der fiblicberweise ,,Prazession" ge- 
nannten Bewegungsfo~m. Die ,schnelle Priizes- 
sion" entspricht der meist als , ,Nutation" bezeich- 
neten Bewegungsform. Im Grenzfall des kr/ifte- 
freien Kreisels (s = 0) bleiben nuI diese Nutationen 
iibrig, wahrend die Geschwindigkeit der langsamen 
Prazession Null wird. 

5. Die StabJlit/it der vertikalen Lage der Fi- 
gurenaehse. Aus den im Abschnitt 3 angegebenen 
L6sungen lassen sich fiir konkrete FMle alle inter- 
essierenden Eigenschaften de r  Kreiselbewegung 

ermitteln. Allgemeine Aussagen sind jedoch wegen der Kompliziertheit der vorkommenden Inte- 
grale praktisch nicht mSglicb, so dab man zur Untersuchung der Stabilit/it der Lage der Figuren- 
aehse andere Wege einschlagen muB. In diesem Abschnitt soil die bekannte Methode der kleinen 
Schwingungen berangezogen werden, wahrend im folgenden Abschnitt die Aufstellung von Phasen- 
portr~ts der  Bewegungen elnen anderen, vfllig strengen und dabei anschaulichen Weg zur Kenn- 
zeiehnung der Bewegungen aufzeigen wird. 

Wir betraehten diejenige Lage des Kardansystems, bei der die Rotorachse vertikal steht, also 
v a = 0 ist. Diese Lage ist bei beliebigen konstanten Werten yon ~b und ~v stets L6sung der Bewe- 
gungsgleiehungen (6), (7) und (8) falls, wie hier vorausgesetzt wurde, vQo ~ 0 ist. Fiir die Nachbar- 
bewegungen zur vertikalen Lage setzen wir iiblicherweise cos v q ~ 1 und sin z~ ~ v% Dann folgt 
aus  (8):  

bzw. l~] ~ 0 .  (24) 

[ 
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Darin ist t~ nach (14) eine Funktion yon v q. Wenn fi ir t  = 0 t~(0) = Y;0 gilt, so hat man die Impuls- 
komloonente 

D~ = C 1 r 0 -~ (C 2 -~ Ca) ~0.  

Setzt man diesenWert in (14) ein und beriicksichtigt cos v~ ~ I, so folgt fiir alle weiteren t: ~ : ~0" 
Folglich kann bei der bier vorgenommenen N~herungsreehnung ~ in (24) als Konstante betrachtet 
werden. (24) ist dann die Dffferentialgleiehung eines konservativen Schwingers -con einem Freiheits- 
grad, dessen Rfickffihrkonstante dutch den in eckigen Klammern stehenden Ausdruck gegeben ist. 
Stabile Schwingungen um die Gleichgewichtslage v~ : 0 kSnnen nur existieren~ wenn die Riickffihr- 
konstante positivist .  Durch Nullsetzen der Rfickfiihrkonstante und Auflfisen der so entstehenden 
in ~ quadratischen Gleichung finde~ man die beiden Grenzwerte: 

Stabile Schwingungen sind m~glich, wenn (unter der Voraussetzung k~ > 0 und k 6 > 0) 

~1 > ~ > Y)2 (26) 

ist. Je nach dem Vorzeichen yon k s sind nun die beiden Falle des ,,aufrechten" (k 8 > 0, Scbwerpunkt 
senkrecht fiber dem Schnittpnnkt der Kardanachsen) und des ,,h~ingenden" Kreisels (k 3 < 0, 
Schwerpunkt senkrecht unter dem Schnittpunkt der Kardanachsen) zu unterscheiden. Es gilt: 

fiir den aufrechten Kreiseh ~v 1 > ~ > 0 ,  
fiir den hiingenden Kreisel: Y)I > 0 > ~2 ' 

Daraus folgt, dab der aufrechte Kreisel nicht stabil sein kann, wenn nicht seinem Kardansystem 
ein gewisser Anstog - -  und zwar in der Bewegungsrichtung des Rotors - -  gegeben wird. Dieser 
Anstog daft  jedoch nicht zu grog werden, weft sonst die obere Stabilit~itsgrenze (t~ = ~ )  iiber- 
schritten wird. Der h~ingende Kreisel ist bei ruhendem Kardansystem stets stabil, jedoch kann 
auch er seine Stabilit/tt verlieren, wenn das Kardansystem entweder entgegen der Drehrichtung 
des Rotors so angestogen wird, dag t~ < ~2 < 0 wird, oder wenn es in der Drehrichtung des Rotors 
mit + > t~l > 0 angestogen wird. Stabilit~it ist also nur in einem ganz bestimmten Bereich yon 
~-Werten mSglich. Die Grenzen dieses Bereiches fallen gerade mit denjenigen Winkelgeschwindig- 
keiten ~ zusammen, die sich fiir die regul~iren Pr~izessionen mit v~ --> 0 aus (22) ergeben. Nur fiir 
~-Werte~ die zwischen den Geschwindigkeiten der reguliiren Priizessionen liegen, ist die vertikale 
Lage stabil. Man kann diese Bereicbe auch aus Abb. 16 fiir @ = 0 (aufrechter Kreisel) bzw. v~ = 180 ~ 
(hiingender Kreisel) erkennen, da der lJbergang vom aufrechten zum hitngenden Kreisel auger durch 
Wecbsel des Vorzeichens yon k s auch dutch ~bergang yon t$ = 0 zu v~ = 180 ~ bei k s = const. 
erreicht werden kann. 

Der Stabilitiitsbereich des aufrechten Kreisels ist in jedem Falle kleiner als der des hiingenden; 
fiir k~ = 2 k s k s scbruml0ft er auf Null zusammen, weft dann die notwendige Bedingung (23) ftir die 
Stabilitiit des aufrechten Kreisels nicht mehr erfiillt ist. 

Die bier vorgenommenen Untersucbungen zur Stabilit~it ktinnen auch dutch die Verwendung 
exakter Yerfabren (z. B. nach Ljapunov) priizisiert werden, ohne dag sich an den Ergebnissen etwas 
/tndert (s. z. B. a). 

6. Veransehauliehung der Kreiselbewegungen dutch das Phasenportr~it. Unter Berficksiehtigung 
der Abkiirzungen (16) kann das Energie-Integral (12) durch Einsetzen yon (14) in die Gestalt ge- 
bracht werden: 

t~ 2 = k~ - -  k s cos v ~ (k~-- k 1 cos ~)~ 
ks - -  k6 cos2 ~ = k~ --f(v~).  (27) 

Darin ist ~2 der kinetischen Energie des v%Schwingers proportional, f (v  ~) ist ein MaB ffir die poten- 
tielle Energie, w/thrend k 4 die Energiekonstante ist. (27) kann als Gleichung des Phasenportr/its 
ffir den Winkel v~ aufgefagt werden, Wobei der Winkel v q fiblicherweise als Abszisse, seine Ande- 
rungsgeschwindigkeit ~ jedoch als Ordinate aufgetragen wird. Das Phasenportr~it l~igt die wesent- 
lichsten Eigenschaften des Systems erkennen, ohne dab eine nochmalige Integration durchgeffihrt 
werden mug. Allerdings geht die Zeit dabei nut als Parameter ein, so dag der zeitliche Verlauf der 
Bewegung nieht unmittelbar abgelesen werden kann. 

1 K. Magnus, Prikladnaja Matematika i Mechanika 22 (1958) S. 173--178. 

13 
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I m  vorliegenden Fall hat  man zur Konstruktion des Phasenportr/its zunachst die ,,Potential- 
funktion" f(v~) zu zeichnen. Die in](z$) eingehenden GrSBen k 1 (bezogene Rotordrehung), ka (be- 
zogenes Schwermoment), k 5 und k G (Tragheitsmomentenverhaltnisse) sollen dabei als konstant be- 
trachtet  werden; dagegen werdea die Impulskonstante k2 und die in (27) eingehende Griil~e k 4 
(Energiekonstante) variiert. 

f 

r ~  

\ 

\ 

/ 
/ 

7 f  
J 

l J  

/ 

/ 

\ 
\ 

Abb. 17. Potentialfunktlon f(#), Phasenportr/it ~(~) und Pr/izessionsfunktion ~(O)fiireinenkardanlsch 
gdagerten Kreisel mlt vorgegebener Impulskonstante k2. 

Die in Abb. 17 oben gezeichnete Potentialfunktion f (#)  hat Maxima bei den Werten ~ = 0 ~ 
~ 180 ~ so~fie zwei dazwisehen liegende Minima. f(zT) ist symmetrisch, so dab es geniigt, ihren 

Verlauf im Bereieh 0 =< ~ ~ 180 ~ zu kennen. Da der Schwinger konservativ ist, entsprechen den 
Maxima der Potentialfunktion instabile Gleiehgewiehtslagen; sie sind dutch kleine Kreise auf der 
Abszisse yon Abb. 17 mitre dargestellt worden; den Minima entsprechen stabile Gleichgewichts- 
!agen, die dutch Kreuze gekennzeichnet wurden. 

Bei vorgegebener Energiekonstante ka kann der Weft  yon ~ aus Abb. 17 oben leicht als Differenz 
Zwisehen einer Parallelen zur Abszisse im Abstande ka und der f(z$)-Kurve abgegriffen werden. 
Somit kann bei festgehaltenem k 4 zu jedem Weft yon z$ der zugeh6rige Weft von z~ ermittelt und 
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die entsprechende Kurve im Phasenportrat punktweise konstruiert werden. Zu jedem Wert yon k~ 
gehiirt eine ,,Phasenkurve" des Phasenportr~it, die die Abszisse ~ = 0 bei deln gleichen v%Wert 
schneider, bei dem auch der Schnitt zwischen der k4-Geraden and derJ(v~)-Kurve in Abb. 17 oben 
auftritt. So entspricht dem eingezeichneten Weft yon k~ die mit der Nummer 4 bezeichnete Pha- 
senkurve. Man erkennt sofort, dab nicht nut die stabilen Gleichgewichtslagen, sondern auch die 
Maxima der einzelnen Phasenkurven denselben Abszissenwert besitzen wie das Minimum der Poten- 
tialfunktion f(@). Umgekehrt liegen die Minima tier Phasenkurven und die instabilen Gleichge- 
wichtslagen stets an den Stellen der Maxima von](vq). 

Jede Phasenkurve ist eine LSsungskurve der Differentialgleichung (27). Mit Ausnahme der 
singularen Punkte geht durch jeden Punkt der Phasenebene (z~ v%Ebene) nur jeweils eine LS- 
sungskurve. Physikalisch bedeutet dies, dab die Bewegung durch Vorgabe der Anfangsbedingtmgen 
fiir z$ und v ~ eindeutig bestimmt ist. Singul~ire Punkte liegen auf der Abszisse an den Stellen der 
Extremwerte fiir die Funktionf(v~). Ihr Charakter ist durch den Verlauf der L~sungskurven in der 
Umgebung bestimmt; die yon geschlossenen LSsungskurven umgebenen ,,Wirbelpunkte '~ entspre- 
chen den stabflen Gleichgewichtslagen des Systems, wahrend die yon je zwei trennenden LSsungs- 
kurven (Separatrizen) durchlaufenen ,,Sattelpunkte" den instabilen Gleichgewichtslagen ent- 
sprechen. In tier Umgebung der Sattelpunkte haben die LSsungskurven Hyperbelcharakter - -  
w/ihrend die Wirbelpunkte yon ellipsen/ihnlichen LiSsungskurven umgeben sind. Aus diesem Ver- 
lanf der Ltisungskurven kann die Stabilit~it der Gleichgewiehtslagen in unmittelbar anschaulicher 
Weise abgelesen werden. 

Das Phasenportrat Abb. 17 mitte, lafSt die mSglichen Bewegungstypen leicht erkennen. Unter 
Berticksichtigung eines entsprechenden Diagramms fiir die Pr/izessionsgeschwindigkeit ~b (Abb. 17 
unten) tassen sich sogar Aussagen iiber die Form der Bahnkurven machen, die die Punkte der 
Figurenachse durchlaufen. Aus (19) sieht man, da$ ~o nicht vonder  GrSl3e der Energiekonstanten k 4 
abh~ingt. Folglich gilt fiir alle im Phasenportrat gezeichneten Kurven dieselbe Abhangigkeit ~(v~). 

Die innerhalb der Separatrix 3 gelegenen eUipsenartigen Phasenkurven (z. B. 1 und 2) ergeben 
Bewegungen, bei denen der Elevationswinkel v ~ zwischen zwei Grenzwerten schwankt. Da die zu- 
gehSrigen Werte yon ~ sowohl positiv als auch negativ sein ktinnen, beschreiben die Punkte der 
Figurenachse zykloidenahnliche Bahnen, die jeweils zwischen zwei Grenzkreisen liegen. Das ent- 
spricht vollkommen den vom Lagrangeschen Fall her bekannten Ergebnissen. Die Bahnen kSnnen 
Wellen- oder Schleffen-Charakter haben und als trennenden Fall dazwischen auch Spitzen bilden. 
Auch diese F~ille lassen sich aus dem Phasenportr/it erkennen. Lotet man n~imlich den Punkt, bei 
dem die ~-Kurve dutch die Abszisse l~iuft, in das Phasenportr~it herauf, dann entspricht die dieses 
Lot tangier.ende Phasenkurve (bier Kurve 1) gerade der Spitzenzykloide; bei ihr wird ffir v ~ = 0, 
also im Umkehrpunkt der Bewegung auch gleichzeitig ~b = 0. Alle innerhalb der Phasenkurve 1 
verlaufenden (nicht gezeiehneten) Phasenkurven bilden demnach Wellenzykloiden; alle zwischen 
der Kurve I und der Separatrix 3 verlaufenden Phasenkurven ergeben Schleifenzykloiden. Bahn- 
kurven des hier besprochenen Schleifentyps zeigen z. B. die Abb. 9, 12 und 14, wahrend der Son- 
derfall tier Spitzenzykloiden sehr schSn in den Abb. 13 und 15 zu sehen ist. 

Die zwischen den Separatrizen 3 und 6 liegenden Phasenkurven repr~isentieren Schleifenbewe- 
gungen, bei denen der untere Pol des Systems (v ~ ~- 180 ~ durchlaufen wird. Der inhere Kardan- 
ring schl~igt dabei durch die Ebene des auSeren Kardanringes. Bahnkurven dieser Art zeigen die 
Abb. 5 bis 8 und 10. Bei der Phasenkurve 7 yon Abb. 17, die einem besonders grol3en Wert der 
Energiekonstanten k 4 entspricht, schl~gt der innere Kardanring sowohl im unteren als auch im 
oberen Pol durch die Ebene des /iul3eren Kardanringes. Bewegungen dieser Art lassen sich zwar 
leicht beobachten, wenn man bei nicht zu Starkem Eigendrall des Rotors den Innenring kraftig 
anstfiBt, jedoch sind die Projektionen ihrer Bahnkurven un@ersichtlich, so da$sie bier nicht dar- 
gestellt wurden. 

Die Separatrizen 3 und 6 entsprechen asymptotischen Bewegungen, bei denen tier yon den 
Separatrizen dnrchschnittene singulare Punkt erst nach unendlich langer Zeit erreicht wird - -  
ahnlich wie derartige Bewegungen auch bei dem Lagrangeschen Kreisel untersucht worden sind 
(s. z. B. 1). Man erkennt die Tatsache des asymptotischen Hereinwanderns in den singularea Punkt 
am einfaclasten aus der Beziehung fiir den zeitlichen Verlauf der durch die Phasenkurven darge- 
stellten Bewegung. Es gilt allgemein fiir die Zeit der Bewegnng: 

f de (28) t = ~(~) . 

R. Grammel, Der Krelsel, Berlin/GSttingen/I-Ieidelberg 1950, Bd. I, w 7, S. 99. 
13" 
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N~ihert man nun die Separatrizen in der unmittelbaren Umgebung der singul/iren Punkte dureh 
ihre Tangenten an, setzt also ~ = -4- c v ~ mat einer entsprechenden Konstanten c, so folgt ans (28): 

t = + - - i  [ _ _ = ~  + ~ l n v  q - l - t  o , (29) 
- -  C ~ - -  C 

mit einer neuen Integrationskonstanten t 0. Man erkennt, dab die Zeit fiir die Bewegung mit v q ---> 0 
logarithmisch gegen unendlich geht, also eine asymptotisehe Annaherung stattfindet. 

Es ist iibrigens nicht schwer, sich die Ver/inderungen des Phasenportrats vorzustellen, die bei 
Vorhandensein nieht zu starker dissipativer Krafte im System auftreten. Die Phasenkurven werden 
dann im allgemeinen nicht mehr geschlossen sein, sondern spiralig verlaufen. Dabei kann sich aueh 
der Typ der Bewegung vollkommen andern. So stdl t  die in Abb. 11 wiedergegebene Aufnahme eine 
Bewegung dar, deren Phasenkurve zunachst yore Typ der Phasenkurve 4 ist, dann aber die Separa- 
trix 3 durchschneidet, um den Charakter der Phasenkurve 2 anzunehmen. 

Das in Abb. 17 gezeichnete Phasenportrat gilt far einen festen Wert der Impulskonstanten k 2. 
Will man sich eine Ubersictlt iiber die Bewegungstypen verschaffen, die bei Variation yon k 2 mfig- 
lich sind, dann geniigt es im allgemeinen, die Veranderungen der Lage der singularen Punkte im 
Phasenportrat (also der Gleichgewichtslagen) sowie den Verlauf der Separatrizen zu untersuchen. 
Die Gleichgewichtslagen sind dutch die Extremwerte der Potentialfunktionf(v~) gegeben. Aus (27) 
findet man leicht durch Differentation: 

df sint${2(k2--klcos~)[kl(ks--k6cos~)--kscos~(k2--klcost~)] ks}. (30) 
= (ks 4 6  cos~ t~)~ 

Daraus sieht man zunachst, dab Extremwerte stets in den Pollagen t$ = 0 ~ und v q = 180 ~ anftreten, 
da dort sin t$ verschwindet. Die Pollagen bilden also in jedem Falle Gleichgewichtslagen. Weitere 
Gleichgewichtslagen kSnnen existieren, wenn der in der geschweiften Klammer stehende Ausdruck 
zu Null wird. Da dieser eine Funktion 4. Grades far cos z$ ist, last  sich eine allgemeine LSsung 
nicht angeben. Man kann jedoch die Verhaltnisse unter Beriicksichtigung der Ergebnisse des 
vorigen Abschnitts recht gut iibersehen: Bei vorgegebenen geometrischen Abmessungen des Sy- 
stems (d. h. festen k 5 und ks) und vorgegebenem Eigenimpuls des Rotors (d. h. festem k~) hiingt die 
Lage und auch die Zahl der Extremwerte der Potentialfunktion yon der Grfl3e der Impulskonstan- 
ten k s ab. Ver/indert man die GrSf~e van k2 gegeniiber dem in Abb. 17 verwendeten Weft, so wirkt 
sich das in einer Verschiebnng der Minima yon ](v~), also der stabilen Gleichgewichtslagen im Pha- 
senportr~it aus. Die Gleichgewichtslagen kfinnen entweder in Richtung zur oberen oder zur unteren 
Pollage wandern. Bei Hereinwandern in eine der Pollagen wird aber deren Charakter geandert: 
der Sattelpunkt wird zu einem Wirbelpunkt, also die instabile Gleichgewichtslage stafiih Die Ver- 
zweigungsstellen far das Gleichgewicht in den Pollagen sind im vorhergehenden Abschnitt unter- 
sucht und sowohl far den aufrechten als auch far den hangenden Kreisel in Abh/ingigkeit yon der 
GrfSe ~ bestimmt worden (s. Gleichung [25]). 

Aus den kritischen Werten ffir ~ lassen sich nun leicht auch die entsprechenden kritischen Werte 
far die Impulskonstante ke ausreehnen: wegen (11) gilt unter Beriicksichtigung yon (16): 

k2 = k~ cos v ~ ~- ~ (k 5 - -  k~ cos ~ v~). (31) 

Setzt man hierin die kritischen Werte ~x und ~z sowohl far den aufrechten (Index a) als aueh far 
den hangenden Kreisel (Index h) ein, so bekommt man vier Grenzwerte fiir k~, die wie folgt verteilt 
sind: 

k~ > k~ > 0 > k~ > k ~ .  (32) 

Dabei wurde k s > 0 vorausgesetzt und deshalb der Ubergang yore anfreehten zum h/ingenden 
Kreisel dutch Veranderung yon v~ um den Betrag z vorgenommen. 

Die qualitative Struktur des Phasenportrats andert sich nun jedesmal, wenn k2 einen der vier 
kritischen Werte (32) durchschreitet. Diese Anderungen sind in Abb. 18 dargestellt, und zwar sind 

ahnlieh wie sehon in Abb. 17 - -  van oben nach unten die Funktionen F(vq), ~(v q) und ~p(v ~) mit 
gleichen AbszissenmaBst~iben eingetragen. F(v q) ist dabei die um den Betragf(0) versehobene Po- 
tentiaffnnktion f(v~), also F(v ~) ~-](v ~) - - f (0) .  

Zur Vereinfachung der Darstellung sind im Phasenportr/it nut  die singularen Punkte und die 
Separatrizen gezeichnet worden. Instabile Gleichgewichtslagen sind wieder dutch einen Kreis, 
stabile durch ein Kreuz kenntlich gemacht. Die Falle A, B, C, D gehfren zu abnehmenden Werten 
far 
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I m  Falle A ist k~ > k~l ; das ist bei starkem AnstoB des ~nlleren Kardanringes stets realisierbar. 
5leben den beiden instabflen Gleichgewichtslagen in den Polen existiert hier (~ihnlich wie in Abb. 17) 
noch eine stabile Gleichgewichtslage bei t$ ~ 45 ~ Bemerkenswert ist, dab in diesem Fall stets 

> 0 bleibt, also das Kardansystem monoton dreht. Die stabile Gleichgewichtslage entspricht 
hier gerade der fl'iiher schon untersuchten ,,schnellen regul~iren Prazession" (Nntation). Nachbar- 
bewegungen dazu verlaufen wieder zwischen zwei Grenzwerten des Elevationswinkels jedoch sind, 
ihre Bahnkurven stets vom Typ der Wellenzykloiden; Schleifen und Spitzen sind wegen ~ > 0 
nicht mSglich. 

Im  Falle B ist k~l > k~ > k2~. Dutch Verkleinerung der Impulskonstanten ist die im Falle A 
noch getrennt vorhandene stabile Gleichgewichtslage in den 5Iullpunkt hereingewandert und hat 
diesen stabil gemacht. F(v q) hat entsprechend jetzt beit$ ~- 0 ein Minimum. Alle Zwischen der 
stabflen Gleichgewichtslage und der Separatrix verlaufenden Phasenkurven haben ein ellipsenahn- 
liches Aussehen. Die zugehSrigen Bahnknrven laufen in jedem Falle dutch die obere Pollage, wobei 
stets ~ > 0 bleibt. 

Mit weiterer Verkleinerung yon k2 kommt man zum Fall C0 fiir den k~ > k 2 > 0 gilt. Die obere 
Pollage ist wieder zu einem Sattelpunkt geworden, weft aus ihr ein stabiler Wirbelpnnkt abgewan- 
dert ist, der im vorliegenden Fall bei v q ~ 50 ~ liegt. Qualitativ hat das Phasenportr/it das gleiche 
Aussehen wie im Falle A. Die Unterschiede werden aber deutlich, wenn man die ~ -Kurve  beriick- 
sichtigt. Die Drehung des iiuBeren Karda~rahmens braucht nicht mehr monoton zu sein. Wie im 
Falle yon Abb. 17 k(~nnen bier wieder Wellen- und Schleffenbahnen f'fir die innerhalb der Separa- 
trix verlaufenden Phasenkm-cen unterschieden werden. Sie werden dutch die Phasenkurve 1 
(,,Spitzenzykloide") voneinander getrennt. Die stabile Gleichgewichtslage gibt in diesem Falle 
die ,,langsame reguliire Pr~zession" wieder. Alle sonst noch mSglichen Bahntypen entsprechen 
vollkommen den schon bei Abb. 17 ausfiihrlich erliiuterten. 

Mit weiterer Verkleinerung yon k~ wandert die stabile Gleichgewichtslage nach rechts, w~ihrend 
sich die sie umschlieBende Separatrix aufblaht. Bei dem Werte 

k2 _ k~ (ks-- k~) mi t  k~ > k~ > k~ (33) 
2 k 1 

verschmelzen beide Separatrizen zu einer einzigen, die dann dutch beide Polpunkte hindurchliiuft. 
Diesen Fall zeigt Abb. 18D. Die stabile Gleichgewichtslage ist dabei bis zu v q -~ 100 ~ abgewandert. 
Es existiert eine Phasenkurve 1~ der eine Bahnkurve mit Spitzen entspric.ht. Sie trennt in iiblicher 
Weise die Bereiche der Wellen- and der Schleifenbahnen. Der Fall D ist dadnrch ausgezeichnet, 
dab die Maxima der F(vq)-Kurve die gleichen Ordinatenwerte haben. 

Wiirde man n u n  k 2 noch welter verkleinern, so wiirden bei weiterem Rechtswandern der stabilen 
Gleichgewichtslage wieder zwei getrennte Separatrizen auftreten. Es entstiinde dann ein Phasen- 
portriit yon dem in Abb. 17 gezeigten Typ. Die in den Abb. A, B, C gezeigten Veriinderungen der 
Struktur des Phasenportriits beim Durchgang durch den Stabilitiitsbereich der oberen Pollage 
wiederholen sich dann sinngem~B auch bei der unteren Pollage, nut sind die Punkte v ~ = 0 ~ und 

= 180 ~ entsprechend zu vertanschen. Auf eine Darstellung auch dieser Dinge in Abb. 18 ist 
daher verzichtet worden. 

(Eingegangen am 29. April 1958.) 

Anschrift des Verfassers: Prof. Dr. Kurt Magntts, Stuttgart-O, Hackliinderstr. 33. 


