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Nichtlineare Probleme der Regelungstheorie *) 
Von K .  Magnus 

Es wurde ein Oberblick uber Problemstellungen und einige neuere Ergebnisse der Theorie 
nichtlinearer Regelungserscheinungen gegeben. Dabei erwies sich eine Beschrankung auf Ver- 
fahren, die auf Systeme beliebig hoher Ordnung anwendbar sind, als zweckmaBig. Eine wesent- 
liche Tatsache, die aus dem Studium der zahlreichen, in den vergangenen etwa funf Jahren er- 
schienenen Arbeiten abgeleitet werden kann, ist das Vordringen exakter Berechnungsmethoden. 
Es ist gelungen, einerseits fur gewisse Klassen von Regelsystemen, andererseits fur bestimmte 
Probleme Verfahren zur exakten Untersuchung zu entwickeln. 

Die Ljapunovsche Theorie zur Bestimmung der Stabilitat der Losungen nichtlinearer 
Differentialgleichungen wurde von verschiedenen Autoren erweitert und erganzt. A j z e r  m a n 
und G a n t m a  c her  gelang die Verallgemeinerung von zwei Ljapunovchen Satzen auf Systeme, 
deren nichtlineare Funktionen nur bereichsweise analytisch zu sein brauchen. Die Lurjeschen 
Untersuchungen uber Systeme mit nur einer nichtlinearen Funktion wurden von H a h n  erganzt 
durch Angabe der hinreichenden Stabilitatsbedingungen fur Systeme, deren einzige nichtlineare 
Funktion vom Relaistyp mit Totbereich und Hysterese ist. Die Technik der Stabilitatsbestim- 
mung wurde von Lehn igk  durch einen Ansatz fur die Ljapunovsche Funktion bereichert, 
der wegen der Einfuhrung zusatzlicher Parameter besonders anpassungsfahig ist. 

Fur Relaissysteme liegt eine weitgehend abgeschlossene Theorie von C y p k i n  vor. Sie 
gilt fur Systeme, die aus einem linearen Teilsystem und einem Relaiselement bestehen. Da am 
Ausgang des Relaiselementes nur Impulse konstanter Amplitude auftreten konnen, laIjt sich die 
Reaktion des linearen Teilsystems durch Oberlagerung von Ubergangsfunktionen ermitteln. 
Die Stabilitat kann durch Untersuchung des komplexen Obertragungsfaktors W@) des linearen 
Teilsystems bestimmt werden. Das Verhalten von Relaissystemen hangt eng mit dem der Impuls- 
systeme zusammen, wobei das Impulssystem aus dem Relaissystem durch Ersatz des Relais- 
elementes durch ein Impulselement entsteht. Das Impulselement moduliert ein ankommendes 
Signal so, daB an seinem Ausgang eine zeitlich iiquidistante Folge von Impulsen entweder kon- 
stanter Amplitude bei variabler Dauer, oder konstanter Dauer bei variabler Amplitude auftritt. 
Auch hierfur 1aBt sich die Reaktion des linearen Teilsystems durch Oberlagern von Obergangs- 
funktionen berechnen. Es ist moglich, einen Obertragungsoperator W*@) zu definieren, mit dem 
ganz analog zu den bekannten Untersuchungen linearer Systeme verfahren werden kann. Zu 
allen wichtigen fur lineare Systeme bekannten Stabilitatskriterien lassen sich dabei vollig analoge 
Kriterien fur Impulssysteme finden. Ihre Anwendung ist zum Teil sogar leichter als bei linearen 
Systemen. 

Zahlreiche Untersuchungen sind dem Problem der Optimierung in nichtlinearen Regelkreisen 
gewidmet. Nachdem man erkannt hat, daB das Verhalten optimal abgestimmter linearer Regel- 
kreise durch Einfuhren von geeigneten Nichtlinearitaten noch verbessert werden kann, sind zahl- 
reiche Methoden zur Synthese optimaler, nichtlinearer Regelsysteme ausgearbeitet werden. So 

untersucht Os t rovsk i j  ein lineares System von der Form 2 ai dl) = 0, bei dem jedoch die 

Koeffizienten je zwei verschiedene Werte ai = bi bzw. ai = ci annehmen konnen. Durch geeignete 
Wahl der bi und c, und durch geschicktes Umschalten von einem Koeffizientensystem zum 
anderen lassen sich sehr gunstige Losungen finden. L e t o v  hat  gezeigt, daB durch rechtzeitiges 
Umschalten des Vorzeichens nur eines Koeffizienten eine Storung bereits nach einer Halbschwin- 
gung vollstandig ausgeregelt werden kann. Die extreme Fragestellung des Optimierungsproblems 
durfte im wesentlichen auf Le rne r ,  S y l v a  und F e l d b a u m  zuruckgehen; sie wurde wesentlich 
durch Arbeiten von P o n t r j  ag in  und seinen Schulern gefordert. Es  konnte gezeigt werden, da13 
ein in kurzester Zeit erfolgender Ubergang aus einem Zustand xl (z sei ein n-dimensionaler Vektor 
der Zustandsvariablen) in einen Zustand x2 stets zur vollen Ausniitzung der zugelassenen Bereiche 
fur alle vorhandenen Stell- oder SteuergroBen fuhrt. Das Hauptproblem besteht in der Bcrech- 
nung der jeweiligen Umschaltzeitpunkte, zu denen die StellgroBen von einem Extremwert zum 
anderen springen mussen. Vorschlage zur Verwirklichung dieser Art von Optimalsystemen sind 
bisher nur fur Systeme zweiter bzw. dritter Ordnung bekannt geworden. 

Trotz beachtlicher Fortschritte bei der Entwicklung exakter Berechnungsmethoden ist das 
Interesse an anpassungsfahigen Naherungsverfahren nicht geringer geworden. Hier konnte 
nachgewiesen werden, daB die meisten der bekanntgewordenen ,,quasi-linearencc Naherungs- 
verfahren im ersten Schritt vollig aquivalent sind. Am vorteilhaftesten scheint die Variations- 
methode von R i t z  in der von Galerk in  angegebenen Form zu sein. Trotz zahlreicher Ansatze 

It 

i = O  

*) Auf Einladung der Tagungsleitung gehaltener Hauptvortrag. 
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(Sagirov, Gla teno  k) ist eine befriedigende Abschiitzung der Fehler dieser Naherungsverfahren 
bisher noch nicht gelungen. Das lie@ zum Teil in der Tatsache begriindet, da13 nicht so sehr der 
Fehler der ZustandsgroBen selbst, sondern der Fehler von sekundaren, erst aus den bereits fehler- 
behafteten ZustandsgroBen abgeleiteten GroRen interessiert. Bei der Berechnung von statio- 
naren Schwingungen sind dies z. B. die Fehler der Amplituden- und Frequenzwerte. 

Das tiefere Eindringen in die Natur der nichtlinearen Erscheinungen machte Erweiterungen 
und Erganzungen des Begriffssystems notwendig, das bisher zur Beschreibung h e a r e r  Systeme 
verwendet wurde. Dieser ProzeR wird sicher noch weiter fortschreiten. Richtungsweisend kann 
hier eine von Minor  s k y  gegebene Klassifikation von Verzweigungspunkten der dynamischen 
S tabili tii t sein . 
Anachrift: Prof. Dr. K. Magnus, Stuttgart 0, Haoklilnderstr. 33 

Uber die totale Stabilitat erzwungener Bewegungen 
mit kombinierter Dampfung 

Von Rolf ReiPig 
Wir betrachten einen einfachen Schwinger, dessen Verriickung mit x bezeichnet sei; 2’ = y 

sei die Geschwindigkeit. Es mogen folgende Krafte wirken : Die nichtlinearen, streng monoton 
abnehmenden Ruckstell- und Dampfungskrafte - G(x) und - F(g) [G(O) = F(0) = 01, die Fest- 
reibung - p’ sgn y und die Fremderregung E(f) .  Diese braucht nicht periodisch zu arbeiten, soll 
aber in dem Sinne oszillatorisch sein, daB 
- M M E ( f ) $ + M ;  E( fk )=( - l ) ’M;  t , = O < f i < f z <  . a .  ; O < T ’ ~ i k + 1 - i ~ ~  7”’.  

Wir verlangen ferner M > p;  im entgegengesetzten Falle streben alle Bewegungen zu einer 
Ruhelage in dem Gleichgewichtsabschnitt G-l (M - p) z 5 G-l (p - M )  hin. Die allge- 
meine Bewegung des Schwingers ist eine Stillstandsbewegung; in den Intervallen mit z’ 4 0 
gilt die Differentialgleichung 

x” + F(x’) + p sgn z’ + G(z) = E(f) , 
wiihrend in Zeitabschnitten, wo z’ = 0, (Pausen) die Ungleichung 

besteht. Wir fragen nach der Stabilitat einer Bewegung. Im Falle h e a r e r  Federkraft [G(x) z z] 
ist dieses Problem weitgehend gelost: Unter sehr allgemeinen Voraussetzungen uber die Dlmpfung 
- F(y) sind alle Bewegungen fur hinreichend gro13e f-Werte gleichmlBig beschrankt (D-Verhal- 
ten) und asymptotisch stabil im Ganzen. Jetzt soll aber die Federkraft nichtlinear sein, und es 
wird nicht nach der Stabilitiit bei einer einmaligen Anfangsstorung, sondern bei dauernd vor- 
handenen Stirungen gefragt. Darunter ist folgendes zu verstehen: Die Bewegung, fur die wir 
uns interessieren, wird als ungestorte Bewegung (x, x’ = y) bezeichnet und als bekannt voraus- 
gesetzt. Die Nachbarbewegungen heil3en gestorte Bewegungen @ = x + u, f’ = y + u). Diese 
geniigen nicht mehr den oben angegebenen Beziehungen; vielmehr uberlagert sich der wohl- 
bestimmten Erregerkraft E(f)  eine unkontrollierbare, von der Zeit f und den Koordinatendifferen- 
Zen u, u abhangige Storkraft R(u, u, i), so daB wir fur die gestorte Bewegung die Differential- 

E(f)  - p  s G ( 4  s W) + p 

_ _  
gleichung 

3‘ + F ( 2 )  + p sgn 5’ + G(5) = E(f)  + R(u, U, f); Z’ 0 
und die Pausenrelation 

E(t) + R(u, u, t )  - p  5 GG)  5 E(f)  + R(u, U, f) + p; f’ = 0 

erhalten. Die ungestorte Bewegung is t  stabil bei stfindig wirkenden Storungen (total stabil), 
wenn man einer beliebig vorgegebenen Zahl E > 0 zwei positive Schranken q und 6 zuordnen 
kann, so daR aus 

und 

fur alle Zeiten f 2 0 

folgt. Zum Beweis der totalen Stabilitat weist man erst einmal nach bekannter Methode das 
D-Verhalten des Schwingers nach; daraus ergibt sich fur t 2 0 

IR(u, u, 91 I; q (1.1 d 8, lul I 8, t r 0) 
lU(0)l 5 6, 
I.(Ol 5 6,  Iv(0) r; 

lu(0)l 5 6 

Iaol I a, lU(0l 5 b ,  
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