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von innen wirkt. Er kann etwa durch einen konzentrischen halbkugelférmigen Kern ausgeiibt
werden. Fiir idealplastischen Werkstoff (Y = const.) ergibt sich der Einziehdruck D Zu

p=—7Y Insiny,.

Die Belastung K des Kernes darf zwischen wohlbestimmten Schranken variieren,

Das beschriebene Geradenbiischelfeld scheint das einzige zu sein, fiir das eine der beiden
Charakteristikenscharen aus Geraden besteht. Man muf i. a. mit weniger einfachen Konstruk-
tionsmethoden als in der Gleitlinientheorie rechnen. Allgemeine geometrische Eigenschaften der
Felder waren — abgesehen von der Orthogonalitéit — bisher nicht zu erkennen. Erschwerend
wirkt sich die prinzipielle Unsymmetrie in A und u aus.
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Der selbsterregte und der parametererregte Schaukelschwinger

Von Kurt MaGNUS

Die Bewegungen des ungeddmpften Fadenpendels geniigen der Differentialgleichung

b+Lsng=0 .. ... ... ... .0

Mit . = L({) wird (1) zur Gleichung eines rheonomen Systems, in dem bei periodischem L({)
fiir bestimmte s,Parameterfrequenzens Q Schwingungen entstehen kionnen, die man als para-
metererregt bezeichnet hat. Als Musterbeispiel wird in diesem Zusammenhang meist die
Schaukel erwihnt (s. z. B. [1], [2], [3]), deren Schwingungen durch periodische Verlagerungen des
Schwerpunktes angeregl und unterhalten werden. Der Schaukelnde muB durch geeignete Be-
wegungen den Schwerpunkt des Systems wihrend des Durchganges durch die tiefste Lage etwas
anheben (d. h. die Fadenlidnge L verkleinern) und in der Niihe der Umkehrpunkte wieder senken
(d. h. die Fadenléinge L vergroBern). Die Fadenléinge L héingt dabei vom Schwingungszustand
ab, sie ist cing Funktion der Auslenkung ¢ und der Schwingungsgeschwindigkeit ¢, nicht aber
dgr Zeit t. Die Zeitabhingigkeit kommt erst sekundir iiber ¢ = @(f) herein. Mit L = L(g, ¢)
nimmt aber Gl. (1) die Gestalt
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an. Dies ist die allgemeine Gleichung eines autonomen Schwingers, der im Falle der Schaukel

sellbsﬁerregungsf“:'ihig ist. Parametererregte Schwingungen sind demgegeniiber heteronomn,
weil die Parameteréinderungen nicht vom Schwingungszustand abhéngen.

Ein vel.‘einfachtes Schaukelmodell, bei dem die Fadenlinge bereichsweise konstant ist,
wurde z. B. in [2],‘ [3] ndherungsweise berechnet. Es lassen sich jedoch sowohl fiir den selbst-
erregten als auch fiir den parametererregten Schwinger exakte Losungen finden. Hierzu sollen
als Beispiele a) das Amplitudengesetz fiir die selbsterregte Schaukel und b) die periodischen
Bewegungen der parametererregten Schaukel erwihnt werden.

a) Essei

g s kgl e o Basll . :
L(g, ) == D ans 1’2" *sgngsgng . . .. ... ...0k
~ Das entspricht dem in Bild 1 gezeichneten Schw
beim Durchgang durch den tiefsten Punkt, entspre
Die Halbschwingung kann in die Bereiche ,,1¢

erpunktsweg: das Heben erfolgt momentan
chend das Senken in den Umkehrpunkten.
und ,,2¢ zerlegt werden, fiir die L jeweils konstant
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ist. Gesucht wird der Zusz.mnnenha.ng zwischen dem Anfangswert %1 fiir den ersten Bereich und
dem Endwert ¢,, des zweiten Bereiches. Nach dem Energiesatz gilt
9
” 24 : . 2q
2w = 5 (1 — cos @, 0); 3. =2
Pim = T (I —cosgi);  @n I, Kb—mosimad vicis s i (4).

Der Zusammenhang zwischen den beiden Maximalgeschwindigkeiten Bia g o
tiefsten Punkt) ist aus dem Drallsatz zu erkennen: durch das momentane Anheben im tiefsten
Punkt wird der Drall des Systems beziiglich des Aufhdngepunktes nicht gedndert, so dafB gilt:

Lo =005 R hn %0 ottt 5 s S (O
Aus (4) und (5) folgt: : »
L} (1 — cos ¢9) = L3 (1 — cos D) ore v Tdi R L ]

Diese Formel kann zu einer Rekursionsformel erweitert werden, da sie sinngemal fiir jede
weitere Halbschwingung gilt. Man bekommt nach n — 1 Halbschwingungen:

Ll 3(n—1)
COS Qg = 1 — I V== eg8io )t ST Sty Bl e § (7).
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Bild 2. Bestimmung der Umkehramplituden fiir die selbsterregte Schaukel

Bild 1. Schwerpunktsweg
bei einem vereinfachten Schaukelmodell

phisch bestimmen, wie es in
hat man die zwischen den
hnen. Ihre Sprung-

Am einfachsten 148t sich die Folge der UTkehramFIitﬁ?ﬁg f’ra
Bild 2 dargestellt ist: ausgehend von einer Anfangsauslenkung o i
il L{(l — cos @) und L3 (1 — cos @) aufsteigende Treppenkurve zu zeic

abszissen e Sl e lituden. LT
B O e ende potentielle Energie des Systems gleich E,,

Ist die zur Anfangsauslenkung ¢,, gehor ity
s0 findet man leicht fiir den Energiezuwachs wéhrend der ersten Halbschwingung
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angi . Da (8)
abhingigen Konstanten c.
?t, erhél% man fiir die Energie nach n

.............. ).

mit der nur noch von den beiden Werten der Pendellﬁng
Wiederum sinngemif3 fiir alle weiteren Halbschwingungen g1

Halbschwingunge :
gungen Epo = B4ty - e

i i der Halbschwingungen.
Die Energie wiichst also in geometrischer Progression mit der Zahl

iodi de Médander-
i W L. periodisch wechseln
o it s vorpgepirt B den't 7? rtel\lNﬁ'l vl;gl(}enzpiriodische Losungen der Gl (1)
>

funktion mit der vorgegebenen Periodenzel . ! . die um den Betrag T,
Suchen. Da hierfiir dgergEnergieinhalt des Systems fir allfe ]%reggr&kgeben und Energieverlust
ausﬁinander]iegen konstant bleibt, miissen sich Energiezu u ooy Heben und Senkfin
durch Senken fiir,eine Periode aufheben. Das ist smper dér : 'é) bzw. ¢ (kinetische Energie)
an Stellen geschieht, an denen jeweils cos @ (POt_entlene fl.l.i ﬁeben und Senken um 7'/2 aus-
dieselben Werte haben. AuBerdem miissen die Zeitpunkte I

i horigen
: isse Symmetrie der zuge
“anderliegen, Die Erfiillung dieser Forderungen hat eine gewisse 7




T 98 C. Allgemeine Mechanik und Elasto-Kinetik

Phasenkurven in der ¢, p-Ebene zur Folge. Zwei von den zahlreichen Moglichkeiten sind in
Bild 3 skizziert. Bei konstantem L treten periodische Schwingungen auf, deren Phasenkurven
ellipsenéhnliche Gestalt haben. Sprunghafte Anderungen von L bedeuten ein Springen von einer
Phasenkurve zu einer anderen, wobei der Abszissenwert beibehalten wird, wéihrend fiir die Groge
des Ordinatensprunges Gl. () gilt. Wegen der Symmetrie der Kurven geniigt es, den Verlauf in
einem Quadranten zu untersuchen. Die Teilstiicke A B und CD werden J(f\\'ﬂlﬁ in den Zeiten T,/4
durchlaufen; der Sprung BC erfolgt momentan. Aus den Ubergangsbedingungen an der Sprung-
stelle
g S

pp=¢¢ und Ligg=Lige . . . . . . . . . .. .(0)
lat sich dann die zu vorgegebener Parameterzeit 7', gehorende Amplitude der Schwingung
errechnen.

Bild 3. Phasenkurven moglicher periodischer Bewegungen fiir die parameterrregte Schaulkel
Die exakte Losung der nichtlinearen Gl. (1) fiir konstantes L ist bekanntlich

Q p
’2 =k SRy ) LA AR s

sin

mit »* = g/L und dem Modul k = sin (g,/2). Integrationskonstanten sind die Amplitude ¢, und
die Zeit £,. Im Falle von Bild 3a gilt nun fiir das Teilstiick A B mit i —=10:

. @y b,
sin /‘)“ ==V o8 T ) 18 4 T R 0 i F T 10
Nach den Differentiationsregeln fiir die Jacosrschen elliptischen Funktionen folgt fiir die
Geschwindigkeit aus (12):
gy s Lougdeoan (s cogd), . o Sgmbiunte g o el agy

Fir das Teilstiick CD setzt man w,f, = —K(k;) mit dem vollstindigen elliptischen Integral
erster Gattung K(k;) und bekommt so:

sin (/‘2] = k.. ST [l\‘l; (1)1(/ i ,If(l“l))’ 3 l

Il)l

/\‘1:(:)]<l . 1\(1;1)){

Wy

Ao (14,

@ = 2w, k; cn

Mit I‘Zil}SClZ(‘Il von { = T,/4 in (12) und (13), sowie ¢ — —T',/4 in (14) erhilt man nun aus
den Ubergangsbedingungen (10) zwei tranzendente Gleichungen, aus denen k, und k, und damit
die beiden unbekannten Amplituden %10 und ¢,, errechnet werden kénnen. Im Falle 3a ist ¢y
im Falle 3b ¢,, die interessierende Amplitude des Schwingungsvorganges. Durch Variieren von
T, und Ausrechnen der dazu gehérenden @o-Werte konnen die zu periodischen Losungen ge-
horenden Wertepaare T, ¢, bestimmt, und damit auch die Grenzen zwischen stabilen und in-
stabilen Losungen des parametererregten Schaukelschwingers exakt berechnet werden. Niheres

s. [4]).
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Zur Theorie des Bimetall-Streifens
Von O. MasrRENHOLTZ*) und W. JomNSox

I. Grundheziehungen

Wir betrachten einen freien aus zwei Rechteckstiben 1 und 2 zusammengesetzten, bei der
Ausgangstemperatur £, geraden und spannungsfreien Bimetall-Streifen, bei dem ideale Haftung
in der Berithrungsfliche von 1 und 2 vorausgesetzt wird. Die Werkstoffe 1 und 2 haben die
konstanten linearen Wéirmeausdehnungskoeffizienten o und a, mit a, > «;, so daBl der Streifen
bei der in ihm konstanten Temperatur ¢ > ¢, den Kriimmungsradius o = o(f) hat mit 1 auf der
konkaven und 2 auf der konvexen Seite (s. Bild 1; dort weitere Bezeichnungen, auf die im fol-
genden Bezug genommen wird). Weiter wird von den Annahmen der elementaren Theorie der
elastischen Balkenbiegung Gebrauch gemacht: Spannungszustand ¢, = o, o = U=, 0.3 =10
fiir i = k; ebene und zur Biegeachse normale Querschnitte bleiben eben und normal zur Biege-
achse; von der Querdehnung wird abgesehen, h;, h, und b sind hier konstante Léngen.

Der Verzerrungszustand eines Punktes (&, s) wird dann angeniihert durch

g s)=e)=""--"2 . ... (1)

beschrieben, wobei &, die Lage der momentan un-
gelingten Faser festlegt. &(£) setzt sich fiir jeden
der Werkstoffe 1 (2) aus
e1e)(8) = ev1@) + en1@(é) - - - (1.2
mit
Ew1(2) = &1(2) ([ -—[0) = K1(2) At . . (13)

als Wiarmedehnung und &;(£) als spannungsab-

héingiger Dehnung zusammen. ;\us.(l.l), (1.2) und ,\o
(1.3) folgt fiir die spannungsabhiingige Dehnung
3 £ Bild 1. Bimetall-Streifen bei einer Temperatur ¢ > {,
& S 7T %o v
F-"I(‘_’b(:) == - 81(2) Al S (1.1).
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hs

[0,(8) dE + [ oy(§)dE=0 . (1.5)
0 hy
und das Momentengleichgewicht
f foe)é mespterin - #(1.6)
.‘.GI(E)E(IE;T‘/_} o) EdE=0 . . . . .-
0 3
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die Biegeformen g(/) stellen sich als eine Folge statischer 8

9. Elastisches Werkstoffverhalten

Das Hooxesche Gesetz x: ‘
: 0’1(-2)(2'.'.,,...‘....(2.1)
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