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Ergebnisse und Probleme der allgemeinen Kreiseltheorie

Von
Kurt Magnus
Stuttgart, Deutschland

1. ATlgemeines

Auf dem Gebiet der Kreiseltheorie ist die Zahl der Veroffentlichungen
so stark angestiegen, daB es nicht das Ziel des vorliegenden Berichtes
sein kann, eine lickenlose Ubersicht iiber den Stand der Krkenntnisse
zu geben. Anstelle einer ohnehin nicht erreichbaren Vollstindigkeit
sollen deshalb hier bestimmte Theméngruppen herausgegriffen und die
dabei erzielten Ergebnisse oder zumindest die Problemstellungen erklirt
werden. Daf3 dabei nicht alle durch Verdffentlichungen hervorgetretenen
Yorscher genannt oder ihre Arbeiten ausgewertet werden kénnen, diirfte
verstindlich sein. Priorititsfragen miissen dabei als zweitrangig in den
Hintergrund treten.

Eine systematische Ordnung von Kreiselproblemen kann nach ver-
schiedenen Gesichtspunkten vorgenommen werden, je nachdem man
die Form des Kreisels, die Art der auf ihn einwirkenden Momente, die
Zahl der Freiheitsgrade oder die Anzahl der miteinander kinetisch ge-
koppelten Korper zur Klassifizierung heranzicht. Da sich diese Merkmale
stets mehr oder weniger stark iiberlagern, 158t sich auch in der vor-
liegenden Zusammenstellung eine Erwihnung &dhnlicher Probleme in.
verschiedenen Kapiteln nicht ganz vermeiden.

GroBen Auftrieb hat die Kreiseltheorie im Laufe der letzten Jahre
durch die Untersuchung der Bewegungen kiinstlicher Satelliten erhalten.
Randprobleme der klassischen Kreiseltheorie sind dadurch wieder
aktuell geworden, und andererseits sind vollig neuartige Problem-
steﬂungen hinzogekommen. Hierzu gehdren z. B.

Drebhbewegungen von Korpern mit Selbsterregung,

Korper mit verdnderlichen Massen oder Trigheitsmomenten,

starre Korper mit Flissigkeitsfiillung,

Regelung der Raumlage eines Korpers,

Drehbewegungen in einem zentralen Schwerefeld,

Beeinflussung von Translations- und Rotationsbewegungon.
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Per Weltraum stellt mit seinen extremen Versuchsbedingungen ein
* faboratorium dar, dessen Bedingungen in terrestrizchen Laboratorien
" picht nachgeahmt werden konnen. Die jetzt notwendigen Anfordertingen
an die Genauigkeit zwingen auch den Thecoretiker dazu, seine Voraus-
setzungen schirfer zu formulieren und den Grad der Approximation zu
e?:haheﬂ.

Anlkniipfend an die Frgebnisse der klassischen Kreiseltheorie sollen
pier vor allem neuere Problemstellungen erwahnt werden. Dagegen
werden solche Aufgaben ausgeklammert, die entweder den Rahmen
dieser Ubersicht sprengen wiirden (z. B. die Fehlertheorie von speziellen
Kreiselgerdten, die Theorie des Spielkreisels in seinen verschiedenen
Varianten und Kreigel mit Flissigkeitsfillung) oder die in anderen
Voririgen dieses Symposiums ausfiihrlicher behandelt werden sollen
(z. B. Spezialprobleme der Beeinflussung von Kreiseln durch Schwin-
gungen oder Reibungseffelcte).

2. Der einzelne starre Korper mit Fixpunkt

Fiir einen einzeluen starren Korper gilt der Drallsate
aH _ d'H
dt —  di

Die links stehende zeitltiche Ableitung gilt in einem Inertialsystem, die
gestrichene Ableitung in einem kérperfesten, also mit der Winkel-

— HX o=M. (1)

geschwindigleit o rotierenden Koordinatensystem z, y,z. H = f o ist

der Drallvektor, § der Trigheitstensor, M der Vektor des auf den Kreigel
einwirkenden duBleren Moments. Schreibt man Gl. (1) in einem korper-
festen Hauptachsensystem mit @ = (p, ¢, r) sowie den Haupttragheits-
momenten 4, B, C und folglich H = (4p, Bg, Or) an, so erhilt man
die bekannten EuLEr-Gleichungen der Kreiseltheorie. Fiir den Sonderfall
M = ( gelang bekanntlich bereits BurLEr die vollsténdige analytische
Lisung der Gleichungen, wihrend Pornsor eine iitberans anschauliche
geometrische Deutung fir die Bewegung des allgemeinen kriftefreien
Kreisels gegeben hat. Schwierigkeiten bereitet die Lisung der EvLER-
Gleichungen beim Vorhandensein verschiedenartiger Momentenfunk-
tionen, von denen im folgenden einjge besprochen werden sollen.

2.1 Der schwere Kreisel

~ Ist ry der Fahrstrahl vom Unterstitzungspunkt nach dem Schwer-
punkt des Kreigels, e, der Einheitsvektor in Richtung der Vertikalen
und & das Gewicht des Kreigels, so hat man fir einen schweren Kreigel

das Moment. M= Ge, X rs @)
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in die Gl. (1) einzusetzen. Zusammen mit der geometrischen (leichung

d'e,; '

a7 ,
hat man somit zwei Vektorgleichungen zur Bestimmung von o und e,
zur Verfiigung. Sind far die entsprechenden sechs Skalargleichungen
vier Grundintegrale bekanmt, dann 1dBt sich die Lésung autf einfache
Integrationen {Quadraturen) zuritckfiihren. Drei Grundintegrale all-
gemeiner Art lassen sich angeben:

=€, X : {3)

das Tinergieintegral: tHo+ Grye,= By,
das Tmpulsintegral : He,=J, 4
die geometrische Beziehung: e, =1.
In der kiassischen Kreiseltheorie ist das Bestreben der Forscher
darauf gerichtet, cin viertes Integral zu finden, um auf diese Weise
die Lésung auf Quadraturen zuriickfihren zu kénnen. Unabhingig von
der Tatsache, daB heute im Zeitalter der elektronischen Rechen-
maschinen einer Reduktion auf Quadraturen nicht mehr jene zentrale
Bedeutung beigemessen werden kann, die ihr noch vor 50 Jahren ge-
geben wurde, sollen die wichtigsten integrierbaren Fille in der folgenden
Tabelle zusammengestellt werden:

Bedingungen fir die
Nr, Form des Entdecker
Trigheits- Lage des Schwerpunktes Anfangswerte
ellipsoids ’
1 A=EB F,==8€, — LAGRANGE
_ KovaLEvs-
2 |[4=B=2C r,=se, BAga
_ GoRIACEY-
3 |[A=B=4C r,=2se, Hye, =0 CAPLYCIN
4| 24=0C r,=se, 1 wge,=0 STEELOY
5 - {2 VA B —0) =204 - B) Hyr,=0 Hess
¥, =0 '
wy X e, =10
6 — — ¢ STATDE
g X Hy)r, =0
z B — € = —
7 — “V =2 VA B wyr, =10 GRIOLL
Y= 0

Nur in den beiden erstgenannten ¥illen gibt es allgemeine, d. h. fir
belichige Anfangsbedingungen giiltige Losungen. Alle anderen Fille
bilden lediglich partikulsre Losungen, die z. T. so spezieller Natur gind,
daB sie kaum. allgemeines Interesse beanspruchen konnen. Bemerkens-
wert ist, daB die Form des Trigheitsellipsoids in den Fillen 5 bis 7
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'..-nioht*eingesehrﬁnkt wird; im Falle der ,,SravupgEschen permanenten
Drshungen® ist sogar die Lage des Schwerpunktes beliebig. Es handelt
sich hier um Drebbewegungen mit einem vertikalen, nach GroBe und
Richtung konstanten Drehvektor. Kreiselmoment und Schweremoment
sind dabel gerade im Gleichgewicht.

Einige weitere, dureh Quadraturen 1sbhare Fille sind im Laufe der
7eit entdeckt worden. Man findet sie rusammen mit einem neuen, sehr
spezieflen Sonderfall in einer Verdifentlichung von Bocosavienskr {I]
dargestellt. Der Verfasser verwendet ein bereits von 8. Kovargvsgara
angegebenes Verfahren zmum Nachweis der Kxistemz von partikuliren
Losungen. Mit Hile eines neuartigen Verfahrens gelingt es Myasnmov 2],
die bisher bekannten lésbaren Falle unter einheitlichen Gesjchtspunkten :
ghzuleiten. Er fihrt zu diesem Zweck eine sog. ,,charakteristische
Ebene ein, die von den Vektoren w und H aufgespannt wird. Dabei
gelingt auch ihm die Auffindung eines neuen Sonderfalls. Hine. Ver-
sllgemeinerung der StaunE-Bewegungen ist Guryarv [3] zu verdanken,
Br weist nach, daB regulive Prazessionen des schweren unsymmetrischen
Kreisels nur moglich sind, wenn der Schwerpunkt auf einer Normalen
zu solchen Ebenen liegt, die das Tragheitsellipsoid des Kérpers beziiglich
des Unterstitzangspunktes in einem Kreisquerschnitt schneiden. Die
von STsUDE und GRIoLT gefundenen Fille erscheinen dabei als Spezial-
fille allgemeiner ,regulirer Prizessionen®.

Zahlreiche Verﬁffentlichmgen sind der Entwicklung von Niherungs-
losungen gewidmet. Bei ihnen werden entweder Nachbarlosungen zu
den bekannten partikuliren Bewegungen gesucht, oder es werden ein-
schrinkende Voraussetzungen entweder iiber die Lage des Drehvektors
(z. B. bei den sog. ,schnellen Kreiscln®) oder iber die Gestalt des
Tragheitsellipsoids (z. B. kleine Unsymmetrie) getroffen.

Die von einigen Autoren vorgenommene Untersuchung von Problemen
der klassischen Kreiseltheorie in mehrdimensionalen oder nichteuklidi-
schen Réumen soll hier nicht betrachtet werden.

2.2 Die Stabilitit der Kreiselbewegungen

Schon bei einigen der klassischen Fille hat man die Stabilitit der
gefundenen Losungen untersucht, Dabel hat man sich zur Stabilitits-
bestimnmung fast aunsschlieBlich der Methoden der Theorie klciner
Storungen bedient. Die auf diese Weise erhaltenen Stabilititskriterien
sind notwendig, aber keineswegs immer hipreichend. Andererseits ist
das Verfahren anpassungsfihig und weitreichend genug, um auch
schwierige Fille damit behandeln zn kinnen. So gelang z. B. GramMEL
auf diese Weise eine vollstindige Klirung der schwierigen Stabilitits-
verhiltnisse fiir die Sravpmschen Drehungen.
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Eine wichtige Abrundung der Theorie der Stabﬂité.t von Kreigel- )
bewegungen wurde vor etwa achtJahren eingeleitet, als CETABV [4] die von

TLiaronoy entwickelie direkte Methode zum Stabilititsnachweis auf ein jj ;

Kreiselproblem anwandte. Ausgehend von dieger Verdffentlichung haben
in der Folgezeit vorwiegend sowjetische Forscher alle klassischen Kalle
der Kreiseltheorie aufgegriffen und konnten dabei fast ohne Ausnahme
zeigen, daB die bereits bekannten notwendigen Stabilitdtebedingungen
zugleich auch hinreichend sind, sofern man von einer ,,Stabilitdat im
Sinne Liapuwovs spricht. Da sich die Loarunovsche Methode zu
ginem wichtigen und weitreichenden — wenn auch hiufig etwas schwie-
rigén Hilfsmittel der Kreiseltheorie entwickelt hat, soll ibr Grund-
gedanke kurz an dem schon von Ceramv herangezogenen Beispiel des
schweren symmetrischen Kreisels erldutert werden.

Es sei A = B und r, = s e, mit $>> 0. Neben den drei Grund-
integralen (4) findet man fir diesen Fall leicht noch ein viertes aus der
Tatsache, daf das Momen{ der Schwerkraft stets senkrechi anf der
Figurenachse (z-Achse) des Kreisels steht. Folglich ist die Drallkompo-
nente H, — C'r konstant, woraus sofort auch r = const folgt. Eine
partikulire Losung der Bewegungsgleichungen ist die gleichfdrmige
Drehung mit der Geschwindigkeit 7y, bei der die Figurenachse vertikal
gteht . Dafiir gilt

P = 0, q = 0: ¥ =T,

Vs =0, }’y:O: Y. = 1.
Vs Vy» Ve 8ind dabei die Komponenten des Vektors e,, also die Richtungs-
kosinus der Vertikalen gegeniiber den kérperfesten Hauptachsen. Nun
wird die durch
p=£§ qg=1, r=rotL
yy=0, yy=p v.=1+9
gekennzeichnete Nachbarbewegung betrachtet. Fiir sie gelten — wie
man dureh Einsetzen von (5) in (4) unter Beriicksichtigung von 7 == const
findet — die folgenden Integrale:
A 4 op) 4 O+ 2r00) +2Gs6 =T,
AEa-+nf)+CCs+T+md) =T
w28 =T,
{=V, ‘

(3)

Y Sinne der Lyaruwovschen Theorie kommt es nunmehr darauf an, aus
den vier Konstanten V; eine Lyarunovsche Testfunktion

V= f(]?ls VZ: V35 V:;) (6)
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“qufzubauen, die eine bezfiglich der Variablen &, 9, £, ¥4, ¥y, V. posifiv
definite quadratische Form darstellt. Zu diesem Zweck kann man in
den -Ansatz (6) Faktoren hereinnehmen, die dann so zu bestimmen sind,
‘daB alle Glieder, welche die Definitheit von ¥V stiren, zum Verschwinden
gobracht werden. Die Forderung nach positiver Definitheit driickt sich
{icmn in Beziehungen zwischen den Parametern des Systems aus, die
hinreichende Bedingungen fir die Stabilitit der betrachteten Bewegung
darstellen. Da namlich wegen ¥V, = const stets
v dV,
=25 @ =0 (7

#ilt, ist das System nach einem von LIAPUNOV bewiesenen Satz stabil.

2.3 Der selbsterregte Kreisel

Ein Kreisel wird als selbsterregt bezeichnet, wenn der Vekior M
entweder im Kreiselkérper fest ist oder in ihm in vorgegebener Weise
wandert. Eine erste Verdfientlichung dieser Art ist BOpEwapT [5] 20
verdanken. Er beschrinkt sich auf einen symmetrischen Kreisel (4 = B)
und setzt M = M, = const fiir den kérperfesten Beobachter. Unter
diesen. Voraussetzungen 138t sich eine explizite Lisung nicht nur fir
den Drehgeschwindigkeitsvektor @ sondern auch fiir die Kurekschen
Winkel des Korpers angeben.

- In einer Serie von Arbeiten hat dann GraMMEL [6] verschiedene

. Aspekte des selbsterregten Kreisels untersucht. Er hat ver allem die
Polkurven herechnet, aus denen die Wanderung des Veltors w ersichtlich
wird, und hat dadurch den Charakter verschiedenartiger Bewegungs-
formen gelbsterregier Kreisel erkennen kémnen. Seine Arbeiten bilden
eine Art: Fortsetzung fiir die STavpEschen Untersuchungen des schweren
. Kreisels und sind keineswegs auf den symmetrischen Kreisel beschrinkt.
Gerade fir den unsymmetrischen Kreisel sind einige iberraschende
Ergebnisse gefunden worden, die bei der Lagenregelung von Satelliten
von praktischer Bedentung sein konnen. Es zeigt sich nimlich, daB
ein gewiinschier Endzustand nicht in allen Fallen auch wirklich erreicht

 werden kann, wie dies im allgeueinen angestrebt wird, wenn eine
Regelung der Raumlage durch innere Momente —also Selbsterreguno —
vorgenommen wird.

Gramuer, untersucht anch selbsterregen&e Momente, die fur den
kirperfesten Beobachter von der Drehgeschwindigkeit oder von der
Zeit abhingen: M = M(w) und M = M(f). Er beschrinkt sich dabei
freilich aunf eine spezielle Abhingigkeit von der Drehgeschwindigkeit,
die fiir die Zwecke der Lagenregelungen besonders einleuchtend erscheint:

M, = p(wg — w3). (8)
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Die Selbsterregung verschwindet hier, wenn die ,.Bolldrehzahl™ w,
erreicht ist. Bs existieren danir asymptotisehe und pericdische Be-
wegungsbypen, beim unsymmetrischen Kreisel auch instabile Ldsungen.
Aus der Vielzahl der Ergebnisse seien hier mur zwei zitiert:

1. Abgesehen von Sonderfillen gehoren zu korperfesten selbst-
erregenden Momenten Drehgeschwindigkeitsvektoren, die nicht kérper-
fest sind.

9. Fin Momentenvektor, der eine korperfeste Drehung w = const
unterhalten soll, muB i. allg. in einer korperfesten Ebene wandern.

Wenn auch durch die GrammELschen Arbeiten eine gewisse Uber-
sicht erreicht wurde, so bleiben doch noch viele Probleme offen, so dafl
der selbsterrogte Kreisel in seinen vielfaltigen Varianten noch ein dank-
bares Betiticungsfeld fiir weitere Foraschungen bietet.

2.4 Der fremderregte Kreisel

Die Beeinflussung der Kreiselbewegung durch zeitabhéngige dubere
Stormomente kann grofie physikalische oder technische Bedeutung
haben. Von atomphysikalischen Modellvorstellungen ausgehend unter-
sucht Braunseck [7] die Auswirkungen eines Moments von der Form

M = M,(1 + o cosw £) (e, X €;) 9)

auf die reguliren Prizessionen eines symmetrischen Kreisels (4= B).
Im Falle &« = 0 existiert eine solche Prizession, die in den Evr.erschen
Winkeln durch § =B, w=tot, ¢=G@!
ausgedriickt werden kann. Fiir o = 0 verandert das periodische Wechsel-

feld die Priizessionsbewegung, so daB resonanzihnliche Erscheinungen

moglich sind. Man kann die Bewegungsgleichungen in eine einzige nicht-

lineare Differentialgleichung fiir den Eurrr-Winkel ¢ umwandeln. Fiir
den Wall kleiner Storungen der reguliren Prizession geht diese Gleichang

in eine MarHIEUsche Differentialgleichung itber, deren Losungen bekannt

sind. Aus der bekannten Incm-StruTTschen Karte lassen sich dann

stabile und instabile Lisungsbereiche auch fiir die Prizessionsbewegungen

des Kreisels ablesen. '

Zu shnlichen Ergebnissen kommt WEIDENESMMER (8], der die Be-
wegungen eines schweren symmetrischen Kreisels mit vertikal er-
sehiittertem Aufhingepunkt untersucht. Mit Hilfe eines Reihenansatzes
fiir & kann er zeigen, daB sowohl der Offnungswinkel &, des Priizessions-
kegels als auch die Priazessionsgeschwindigkeit gegeniiber dem. un-
gestorten Fall verdindert werden. Hir die GroBe der Erschiitterungs-
effckte ist im wesentlichen ein dimensionsloser Parameter

C:

a2 w?
gL,
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malgebend, wobei @ die Erschiitternngsamplitude, o die Erschiitterungs-
frequenz, g die Erdbeschleunigung und L, die reduzierte Pendellinge
des schweren Krelsels ist.

Neben der Fremderregung durch PBI‘IOd.lSChe Stérmomente gewinnt
die Untersuchung der Auswirkungen von stochastischen Erregungen an
Bedeutang. So hat man z. B. feststellen konnen, dafi die Schlinger-
hewegungen von Schiffen durch stationire Zufallstunktionen mit ziemlich
genan angebbarer spektraler Leistungsdichte § (o) wiedergegeben werden
kémmen. Ein auf dem Schiff befindliches Krejselgerit wird auf die
Fremderregung mit einem Fehler reagieren, dessen (réBe statistisch
berechenbar ist. So untersucht SvescENIKOV [J] das Verhalten eines
Kreigelpendels, dessen vereinfachte Bewegungsgleichungen durch

0&—“91(1‘|“ )ﬁ“""azy:
{10)
B+o1 +3)g:bza‘f

wiedergegeben werden konnen. Die Gréfien x, ¥, z sind dabei die Koordi-
naten des Aufthingepunktes, dessen Beschleunigungen als Reaktions-
krifte in die Gleichungen eingehen. Durch Lésen der Gln. (10) kénrien
nun zwar nicht a und § selbst als Funktionen der Zeit, wohl aber die
zu erwartenden mittleren guadratischen Fehler errechnet werden:

= %I[Fm('i WS do, P [|Fio)Ps ) do
0 : Y

. Dabei sind F, (¢ @) und Fj (i w) die aus (10) errechenbaren Ubertragungs-
funktionen des Systems.

Eine Reihe von Untersochungen dhnlicher Art hat Rorrexsgre [16]
durchgefiihrt. Auch er bestimmt mittlere quadratische Fehler von
Kreiselgerdten unter dem EinfluB von Zufallserregungen mit bekannten
Leistungsdichten. Wenngleich dieses Verfahren nur fiir stationire
Zufallsfunktionen anwendbar ist und die Ergebnisse als Wahrschein-
lichkeitsanssagen tber wmittlere Fehler fiir den Konstrukiteur eines
Kreiselgerdtes etwas diirftig erscheinen, so kann doch nicht daran
gezweifelt werden, daB Untersuchungen dieser Art zukiinftig anch in
der Kreiseltheorie eine &hnliche Rolle spielen werden wie heute bereits
in der Nachrichtentechnik. :

2.5 Stormomente verschiedemer Art

Stormomente M konnen auch bei elastischer Fesselung der Kreisel-
achse an eine Gleichgewichtslage oder bei Kreiseln mit nachgiebiger
Welle auftreten. Sind o und § die Verdrehungswinkel des Krejsels, dann
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kénnen die Momentkomponenten i. allg. durch
M, = —cu~und M, = —c,f

wiedergegeben werden. Besitzt die Fesselung gleiche Steifigkeit um beide
Achsen (¢, = ¢,), so bekommt man ein dem schweren Kreisel sehr
ghnliches Verha,lten Bei unrunder Welle (¢, == ¢,) exgeben sich jedoch
andere Effekte. Dieser Fall wurde von CraANDALL und Brosens [11]
nntersucht. Durch Bezug auf ein mit dem Kreisel rotiercndes Koordi-
natensystem lassen sich Bewegungsgleichungen mit zeitunabhingigen
Koetfizienten erbalten. Linearisiert man sie fiir kleine Stdrungen, dann
lassen sich die Stabilitétsbereiche in bekannter Weise ermitteln. In einer
ausfihrlichen Diskussion der kritischen Bereiche wird gezeigt, dafl die
Breite der instabilen Bereiche wesentlich von der relativen Lage der
Tragheitshauptachsen gegenitber den elastischen Hauptachsen abhéingt.
Der instabile Bereich wichst an, wenn die beiden Eigenfrequenzen des
Systems auseinandergeben, wenn also z B. das gréBere Trigheits-
moment zu der kleinen Steifigkeit gehdrt.

Die Auswirkung von Stérmomenten von der Form M = —1H
untersucht Koscaryaxov [12]. Durch diesen Ansatz soll der Hinfluf
gines widerstehenden Mediums, in dem sich der Kreisel dreht, erfalit
worden, Bei symmetrischem Kreigel findet man fir die Drehung um

die Figurenachse leicht P r(t) = 1o et

Aber auch p(f) und g{f) lassen sich explizit durch Brssur-Funktionen
ausdriicken. Die Auswertung zeigt, dal die Drehachse bestrebt ist, in
die Richtung der Hauptachse mit dem groBten Haupttrigheitsmoment
hereinzuwandern. Daraus folgt, daB bei einem verlingerten Kreisel
(4 = () mit einem Uberschlagen gerechnet werden muB, wie dies z. B.
bei Satelliten tatsiichlich beobachtet worden ist. Auch fir ein anders-
artiges Widerstandsgesetz, das durch

M,=—hp, M,=--hy, M, = Ayr?

gekennzeichnet wird, sind Berechnungen durchgefithrt worden.

Wenn die Stérmomente aus einem nur vom Winkel ©# abhingigen
Potential V (#) abgeleitet werden konnen, dann hingt — wie BOTTEMA
[13] gezeigt hat — die Stabilitit der reguliren Priizessionen & = ¥,
von den Ableitungen (dV/d$)s, und (d2V/d9%); ab. Fiir den Fall des
schweren symmetrischen Kreisels werden daraus wieder die bekannten
Stabilititsbedingungen von LacrAwcs erhalten.

3. Systemne starrer Korper
In der Kreiseltechnik wird fast mie ein einzelner starrer Korper
allein verwendet. Schon das EinschlieBen des Rotors in ein Gehause
158t ein Zwei-Korper-System entstehen. Soll sich der Kreisel noch am
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-andere Achsen als die Rotorachse drehen kinmen, so hingt man ibn
in ein System von Rahmen. Eime derarfige kardanische Aufhingung
pildet im einfachsten Fall ein Drei-Kdrper-System, und neuere Kreisel-
serate mib mehreren Kreiseln, entsprechenden (lehdusen und Rahmen
Eﬁden ein oft sehr kompliziertes Systerm miteinander kinematisch und
kinetisch gekoppelter starrer Korper.

Zur Berechnung derartiger Systeme sind zwei Wege begangen worden.
Entweder schreibt man fiir jeden der beteiligten starren Korper die
Eurer-Gleichungen nach (1) an; da diese Gleichungen jeweils in korper-
festen Koordinatensystemen gelten, miissen die oft sehr umstindlichen
Transformationen zwischen den Systemen berificksichtigt werden. Oder
aber man leitet die Bewegungsgleichungen nach dem Lacrawemschen
Formalismus ab, indem man von den Amnsdriicken fiir die kinetischen
und potentiellen Energien ausgeht. Sehr allgemein giiltice Bewogungs-
gleichungen sind nach beiden Methoden verschiedentlich aufgestellt
worden. Jedoch klaffen zwischen diesen meist sehr abstrakten Hrgeb.
nissen der Theorie und den praktisch interessanten Problemen noch
immer betrichtliche Liicken. Jede Konkretisierung fiithrt meist zu
Bewegungsgleichungen von fast hoffnungsloser Kompliziertheit, und
erst Jangsam beginnen sich — dank der Arbeiten zahlreicher Autoren —
die vorhandenen Liicken zu schlieBen. Einige Hrgebnisse sollen hier
mitgeteill werden.

3.1 Mehr-Kréisel-Systeme

Auggehend von der vorwiegend durch RouTH zu einer gewissen Voll-
endung gebrachten, héchst wirkungsvollen Methode der kleinen Schwin-
gungen haben THOMSON und Tarr eine allgemeine Klassifizierung der
verschiedenen Kriftearten vorgenommen. Sie haben dabei als gyrosko-
pische Krifte golche bezeichnet, die von den Geschwindigkeitskoordi-
naten ¢ abhingen und bei wirklichen Verschiebungen keine Arbeit
leisten. Macht man fir die gyroskopischen Krifte den Ansatz ¢y 4,
dann mufl die Matrix der g;; schiefsymmetrisch sein.

Viele Jahrzehnte hindurch bestand kawm ein Anlaf, die schénen Ergeb-
nisse von THoMsox und Tarr zu erweitern oder zu erginzen. Erst die
Fortschritte der Kreiseltechnik einerseits und -andeverseits die Bereit-
stellung weiterreichender mathematischer Hilfsmittel geben den AnlaB
dazu, dal sich wieder einige Forscher der Theorie von allgemeinen
Kreiselsystemen zuwandten. Man findet eine systematische Zusammen-
stellung der erreichten Ergebnisse in einem Buche von MEREDy [14].
Der Autor selbst hat einige schr allgemeine Sitze abgeleitet, die z. T.
als eine Art Richtschnur beim Entwurf komplizierter Kreiselsysteme
dienen kénnen. Die Satze beziehen sich aif die Maglichkeiten der Stabili-
sierung dorch Hinzufiigen von gyroskopischen Kriften. Diese Moglich-




14 . KurT MaGRU3

keiten wiederum hiingen von den auf ein System einwirkenden dissipa~
tiven Geschwindigkeitskriften, konservativen bzw. nichtkonservativen
Lagekriiften oder auch von Kombinationen hiervon ab. Von unmittel-
barer praktischer Bedeutung sind Untersuchungen MrEREINS, in denen
die Zulassigkeit der in der technischen Kreiseltheorie fast stets durch-
gefiithrten Naherungen fiir den Fall schneller Kreisel untersucht wird.
Die Niherungen fiihren zu brauchbaren Annéherungen, wenn die Deter-
minante |g;;| = 0 ist, und wenn die im System vorhandenen Eigen-
frequenzen in zwei Gruppen (schnelle Nutationen und langsame Pri-
zessionen) zerfallen. Genauere Untersuchungen dazu hat NovosELov [15]
angestellé, Er betrachtet Systeme vom Typ

@ de + Bi + Hgin) b + e e =0 (11)

und untersucht den Grad der Naherungen, die man erhilt, wenn man
einerseits a;;, — 0 und andererseits ¢;;, — 0 annimmdt. Bei hinreichend
grofiem Drall H ist eine derartige Aufspaltung denkbar und ergibt im
ersbon Fall Naherungen fiir die Prizessionen, im zweiten Nihernngen
fir die Nutationen. Bs wird gezeigt, daB in endlichen Zeitintervallen
die Tosungen der vollstindigen Gln. (11) durch die Losungen dexr ver-
kiirzten Gleichangen mit einer Genauighkeit mindestens von der Ord-
nung H-* angenihert werden. Natirlich ist bei derartigen Betrachtungen
Vorsicht geboten, weil sich gegebene Anfangsbedingungen nicht immer
erfillen lassen, wenn- die Niherungen durch Vernachlissigen der
hichsten. Ableitungen in (11) zustande gekommen sind. Auberdem kommt
os Dbei starren Bindungen (z. B. beim Zwei-Kreisel-Kompafl) durchaus '
vor, daBl Eigenschwingungen auftreten, die weder zu den Nutationen
noch zn den Priizessionen gezihlt werden kénnen. :

. Einen allgemeinen Satz von RAVLEIGH, der besagt, daB die Eigen-
frequenzen konservativer Systeme durch Hinzufiigen von weiteren .
Bindungen zwischen den Koordinaten nicht verringert werden konnen,
hat DuerIN [76] auf Systeme mit Kreiseln dbertragen kénnen.

Von einem mehr geriitetechnischen Standpunkt herkommend, hat
gich Tscmrawskr [17] mit der Theorie komplizierter Kreiselsysteme be-
schiftigh. Br gibt dabei einer sinnvollen Anwendung des Drallsatzes
den Vorzug vor der TagraNGEschen Methode und behauptet, auf diese
‘Weise eher die Moglichkeiten und die Zuldssigkeit von Vernachlissigungen
erkermen za komnen. Bei der Kompliziertheit moderner Kreiselgerite
kénnte man geneigh sein, ithm zuzustimmen. Andererseits darf nicht
vergessen werden, dafl durch ein unmittelbares Betrachten des Krifte-
oder Momentengleichgewichts bei komplizierten Gerdten leicht auch
Glieder vergessen werden konnen. Fir die Untersuchung des Verhaltens
von Kreiselgeriiten in bewegten Bezugssystemen verwendet TacRLINsSK?
Gleichungen, die auf ein weder korperfestes noch raumfestes Koordi-
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“hatensystermn bezogen sind. Der Drallsatz kann in der Form
dH  DH
: T
:geschrieben werden, wobel die Ableitung im mittleren Ausdruck in
dem mit der Geschwindigkeit w® drehenden Bezugssystem zu nehmen
ist. Derartige Bewegungsgleichungen, die in Sonderfillen auch schon
vor SCHULER verwendet worden sind, haben sich fiir Naherungsbetrach-
" tungen als auBerordentlich niitzlich erwiesen. Fiir exaktere Unter-
_' suchungen sind sie i allg. unbrauchbar, da die Trigheitstenscren in
 dem gewihlten Bezngssystem keine konstanten Elemerte besitzen. Will
man dies auch noch beriicksichtigen, dann kommt man za auBerordent-
lich komplizierten Gleichungen, wie sie z. B. von Luzse [18)] abgeleitet
worden sind. LUrsE hat die Bewegungsgleichungen fiir » gegengeitig
aufeinander einwirkende Korper aufgestellt, indem er das in einem
Trigerkorper feste Hauptachsensystem als Bezugssystem verwendet.
in der Vektorschreibweise bleiben seine Gleichungen zZwar noch einiger-
mafen iibersichtlich, jedoch werden die Schwierigkeiten erst recht
offenbar, wenn man in konkreten Féllen zu einer Berechnung in Kompo-
nenten ibergehen mul.

Zwel Sonderfille von Mehr-Korper-Systemen, die erhebliche prak-
tische Bedeutang beanspruchen kommen, sollen im folgenden erwihnt
werden.

—HXa"=M (12)

3.2 Der Gyrostat

Nach Lord KuLvin igt der Gyrostat ein starrer Korper, der im Innern
einen Rotor besitzt. Recht ausfihrliche &dltere Untersuchungen zu
diesem Zwei-Korper-System findet man vor allem in dem bekannten
Buch von Gray. Uber einige neuere Ergebnisse, bei denen vor allem
eine geometrische Interpretation der Bewegungen eines Gyrostaten im
Sinne der PomvsoTschen Theorie im Vordergrund steht, berichtet
Lererorz auf diesem Symposium, Mit Sonderfragen, die an die Unter-
suchungen SravDes fir den unsymumetrischen schweren Kreisel an-
schliefen, hat sich Dropa [19] beschiiftigt: er hat diejenigen kérper-
festen Achsen des Hiillkérpers gesucht, fir die permanente Drehungen
dnetisch méglich sind. Eine dhnliche Aufgabe behandelt Carriz [20]
fiir die Schwingungsbewegungen eines unsymmetrischen Raumpendels
mit eingebauterm Rotor. Von einer technischen Fragestellung ausgehend,
hat BErumep [21] bestimmte Bewegungsformen einer Hiillkugel mit
eingebautern symmetrischem Rotor (Schwimmer eined Kin-Kreisel-
Kompasses) untersucht, Er konnte zeigen, dal unfer dem Einfluf von
Schwingungen des Systems stets dann Fehlweisungen auftreten kénnen,
wenn die Trigheitshauptachsen der Hiallkugel gegeniiber demen des
Rotors verdreht sind.
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3.3 Der Kreisol ip kardanischer Lagerung

Wegen der groBen technischen Bedeutung kardanisch gelagerter

Kreisel sind iiber sein Verhalten zahlreiche Arbeiten verdifentlicht
worden. Die neueren von ihnen sind meist der Untersuchung der syste-
matischen Answanderang der Rotorachse unter dem EinflaB von freien
oder erzwungenen Schwingungen gewidmet. Da dieses Problem in
mehreren Vortrigen des Symposiums gesondert behandelt werden wird,
soll es hier fibergangen werden. Tch habe jedoch den Eindruck, dal die
Untersuchung des Schwingungseintlusses auf Kreiselsysteme trotz vieler
Verotentlichungen auf diesem Gebiet noch immer ein weites Betatigungs-
feld bietet. '

Die Aufstellung der exakten Bewegungsgleichungen fiir einen kaz-
danisch gelagerten Kreisel bereitet keine Schwierigkeiten. In zwel
Sonderfalien, die als nnmittelbare Verallgemeinerungen der klassischen
Talle von BuLeEr und Lagranee fir den einzelnen Kérper angesehen
werden konnen, lassen sich sogar exakte Losungen finden. Fir den
wriftefreion kardanisch gelagerten Kreisel, bei dem die Schwerpunkte
von Rotor und Innenrahmen mit dem gemeinsamen Schnjttpunkt der
drei Achsen zusammentallen, hat PORITZEI [22] eine Zusammenstellung
der bisherigen Ergebnisse gegeben. Dabei wurde vorausgesetzt, dall die
Hauptachsen der Kardanrahmen in der Normalstellung des Systems
mit den Hauptachsen des als symmetrisch angenommenen Rotors
zusammentallen.

Bei einem unsymmetrischen kardanisch gelagerten Kreisel ist vor
allem das Stabilitatsverhalten interessant. Mit gewissen Modfikationen
1584 sich das bekannte Ergebnis, dal permanente Drehungen um die
Achse des mifttleren Haﬁpttr&gheitsmoments instabil sind, auch hier
nachweisen. Freilich kommt ein bisher nicht bekannter Effekt hinzu:
es zeigh sich nimlich, daB die Stabilititsbedingungen von der Ver-.
drebung des Innenrahmens I gegeniiber dem AuBenrahmen 2 abhingen.
Qo findet man filr ein ,,abgeplattetes” System (@ h. 444 +4,<C,
B-I- B, < (), daB Instabilitit fir einen ganz bestimmten Bereich
&, << § << P, von Schriglagen 9 des Tnnenrahmens vorhanden ist. Bei
Drehungen um die mittlere Hauptachse des Rotors verschwindet die
urspriinglich vorhandene Tnstabilitat, wenn die Neigung des Innen-
rahmens einen gewissen Grenzwert iiberschreitet.

Fallt der Schwerpunkt von Rotor und Tnnenrahmen nicht mit dem
geometrischen Schnittpunkt der drei Achsen zusammen {(schwerer
Kreisel), so kommt der Richtung der -sufBeren Rahmenachse eine be-
sondere Bedeutung zu. Bisher ist eine exakte Berechnung des schweren
symmetrischen Kreisels nur fir den Fall einer vertikal stehenden
suBeren Rahmenachse gelungen [23]. Hier konnte die Lésung auf
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Guadraturen zuriickgefiihrt werden, wobei die vorkommenden Inte-
grale freilich komplizierter sind als im Fall des nicht kardanisch gelagerten
Kreisels. Aber auch ohne diese Infegrale erst 1dsen zu miissen, lassen
sich alle interessierenden Higenschaften der Bewegung aus einer nicht-
linearen Differentialgleichung von der Form

% = [ () (13)

fiir den ETLER-Winkel 4, der hier mit dem Winkel der Relativverdrehung
des Innenrahmens gegeniiber dem AuBienrahmen identisch ist, ableiten.
Gl (13) kann als Bestimmungsgleichung fiir die Phasenkurven in einer
§, #-Ebene aufgefaBt werden. Erginzt man das Phasenportrit in der
#, 9-Ebene durch eine entsprechende Kurvenschar in der &, ¢-Ebene,
dann lassen sich aus beiden Kurvenscharen alle gesuchten Eigenschaften
der Bewegung ablesen. Der Evrer-Winkel ¢ gibt dabei die Drehung
des AuBenrahmens an. ‘

Eine einfache Sonderlésung ist die permanente Drehung des Rotors
hei vertikal stehender Rotorachse. Wie im LacrangEschen Fall kann
auch jetzt der aunfrechte Kreisel, dessen Schwerpunkt iber demn Unger.
slitzongspunkt Hegt, stabil gemacht werden. Die Stabilitdtsbedin-
gungen lauten dafiir

22> 44 +B,—C)mgs,

P < P << s
Zum Erreichen der Stabilitit geniigt jetzt nicht aliein ein hinreichend
. grofier Drall des Rotors, sondern es mufl anch die Drehgeschwindigkeit
des Rahmensystems bestimmten Bedingungen geniigen. Fir den aui-
rechten Kreisel sind die Grenzwerte 4, und ¥, beide positiv; also kann
Stabilitét nur bei drehenden Rahmen erreicht werden. Der hingende
Kreigel ist dagegen auch bei nichtdrehendem Rahmen stabil, da hier
4 und ¥, verschiedene Vorzeichen haben, also ¢ = 0 in dem nach (14)
geforderten Bereich liegt. Jedoch kann der hingende Kreisel auch instabil
werden, wenn dem Rahmensystemn Drehungen erteilt werden, welche

die Grenzwerte 1, bzw. 1, iiberschreiten.

Nach dem Gesagten itberrascht es nicht, dafl TaBAROVSKI [24] fiir
den Fall eines schweren symmetrischen Kreisels bei schrig stehender

. duBerer Kardanachse nachweisen konnte, daB hier der aufrechte Kreisel
in jedem Falle instabil ist. Der &uBere Kardanrahmen kann ja dann
nicht rotieren, ohne die vertikale Lage der Rotorachse zu stiren.

Die Stabilitdt einer Anzahl von Sonderlosungen fiir den schweren
kardanisch gelagerten Kreisel hat Rumsanzev [25] untersacht, Er
konnte die Stabilitit der reguliren Prizessionen auch noch fir jene

- Falle nachweisen, in denen an den Rotor- oder Kardanachsen dampfende
Reibungsmomente wirksam sind.

(14)

Ziegler, Kreiselprobleme



I8 KURT MAGNTS

Bei fast allen bisher erwahnten Untersuchungen wurden die Wider-
standskrifte gegeniiber den Rotordrehungen vernachlissigt. Bei tech-
nischen Kreiseln werden sie im allgemeinen durch einen Antrieb kompen-
siert, so daB bei der Betriebsdrehzahl Momentengleichgewicht herrscht.
Das gilt jedoch nur fir die Relativdrehung wg zwischen Rotor und Innen-
rahmen. Nun dreht der Rotor gegeniiber einem Tnertialsystem mit der
Gleschwindigkeit " o - o8

Bei reibungsfrei laufendem Motor ist 7 = 7o, Wg = To — 3 cosd. Bel
ideal starr wirkendem Antrieb hitte man dagegen wg = ®g,. ¥ = @R, +
4 9 cos?. Tm ersten Fall schwankt die Relativgeschwindigkeit wg,
_im zweiten die Absolutgeschwindigkeit #. Nun wird man bel jedem
realen Antrieb fiir das Moment um die Rotorachse ansetzen miissen:

' aM ~ -
M = M pnirien — M widerstand = (—_)w Op+ e~ — Aoy
it .

dwy

Entsprechend den Schwankungen @y der relativen Drehgeschwindighkeit
wirkt also ein gewisses Restmoment um die Rotorachse. Harr.amov [26]
hat gezeigh, daB dieses Moment in dampfendem. Sinne auf etwa an-
gestofene Eigenschwingungen (Nutationen) einwirkt.

. 4. Kreiselprobleme bei Satelliten

. Ereiselerscheinungen und Kreiselgeseize haben fir Satelliten in
doppelier Hinsicht Bedeutung: einerseits ist das Starten der Satelliten
und ihr Einlenken in die gewiinschte Umlaufbahn nicht ohne die Mit-
wirkung von Kreiselgeriten denkbar, andererseits aber bildet der auf
giner Umlaufbahn kreisende Satellit selbst einen mehr oder weniger
starren Korper, dessen Drehbewegungen interessieren. An dieser Stelle
sollen nur einige Aspekte des letztgenannten Problems erdrtert werde?.

4.1 Kreisel mit veriinderlichen Massen oder Teiigheitsmomenten

Will man die Raumlage eines Satelliten beeinflussen, o komimt es
darauf an, bestimmte Momente auf den Satelliten auszuiiben. Das
geschieht entweder durch Bewegen von im Satelliten befindlichen Massen
oder durch gerichtetes AusstoBen von Massen nach dem Reaktions-
prinzip. In beiden Fillen dndern sich die Massenverteilungen und damit
auch die Trigheitsmomente - sofern man diesen Begrifl iberhaupt anf
cinen nichtstarren Korper iibertragen will. Beim Ausstofien von Massen
wird neben den Trigheitsmomenten auch noch die Gesamtmasse ge-
indert. Tst der Massenverlust klein, so kann er in erster Naherung
vernachlassigt werden, wie dies bei den zuvor genannten Arbeiten zum
Problem des selbsterregten Kreisels goschehen ist. Bei der Untersuchung
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von Langzeiteffekten ist eine solche Vernachlissigung jedoch 1. allg.
nicht mehr zulissig. Da der Drallsatz in der Form (1) nur fiir ein ab-
geschlossenes System mit konstanter Masse gilt, muB er fir die vor-
mie.genc'len Zwecke erweitert werden. ’
Wirde man unter Verwendung der fiir starre Korper geltenden Be-

jchung H = f o rein formal schreiben

a6 = dew

dH d (% '

dt

- s0 wéire damit der Drall der bewegten Massen nur z. T. erfaBt. Gl (15)
gitt mar, wenn fiir alle im Tragerkorper bewegten Massen rx v, = 0 gilt
mit o, als der Relativgeschwindigkeit der bewegten Teilmassen. Unter
diesen Voraussetzungen hat GRantmam [27] durch numerisches Lésen
von Gl (15) fir bestimmte Anfangsbedingungen cinige Probleme
darchgerechnet.

Im allgemeinen Fall hat man die Drallinderung durch die hinzu-
kommenden oder ausgestoBenen Massen zu beriicksichtigen. Hat das
betrachtete System die Masse m und wird diese Masse in der Zeit A¢
um Am vergroBert {oder verkleinert), dann 1486 sich der fir das Haupt-
system geltende Drallsatz leicht dadurch ' '
gewinnen, dall man den bekannten Drallsatz

dH*
T
fiir das aus m uwnd Am bestehende Gesamt-
system {Abb. 1) anschreibt. H* sei der Drall
des gestrichelt umrandetern Gesamtsystems
beziiglich des Bezugspunktes 0. Ist r, der Abb. 1 Syst[;—u‘d’t verbnder.
den Auftreffpunkt der Zusatzmasse Am kenn- " licher Masse
zeiohnende Ortsvektor, und sind », baw. v,
die Absolutgeschwindigkeiten der Zusatzmasse Am vor bzw. nach dem
Auftreffen auf die Hauptmasse, dann gilt fir den Drall

zur Zeib ¢: H*=H-+{+Amr,xuv,,
wur Zeit t + At: H* — H + dmryxv,.

=M (16)

‘Bildet man nun den Quotienten

AH* H*' _ H* AH dm )
= = ",’Wrux(”;&—"va)

7

At At At
und geht zor Grenze Af — dt itber, dann bekommt man aus (16) den jﬁf L
fiir das System mit veranderlicher Masse geltenden Drallsatz
- aH . dm
—dt—zM-J[—d—traXvM. (17)

2k
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Darin ist vy, = v, — v, die zur Zeib ¢ vorhandene Relativgeschwindig-
keit der Zusatzmasse Am gegehiiber der Hauptmasse am Ort des Auf-

treffens. Hs macht keine Schwierigkeiten, die Gl. (17) aut die Falle zu « -

veralleemeinern, in denen die Massenzunahme oder -abnahme gleich-
zeitig an der ganzen Oberfliche des Korpers erfolgt, oder in denen die
Masse Am nach dem Auftreffen noch eine gewisse Relativgeschwindig-
keit gegeniiber dem Tragerkdrper besitzt. Eine Gleichung von der
Form (17) wurde von MERIAM [287 abgeleitet. Verschiedene andere
Tormen derselben Gleichung sind in einer Veroffentlichung  von
Amrxov [29] zu finden. Wenn man von der urspriinglichen Definitions-
gleichung fiir den Drall, - )
) H= f rxodm,

ausgeht und feste und bewegliche Teile des Systems bei der Integration
trennt, dann kommt man zu Gleichungen, die als erweiterte BEULER-
Gleichung aufgefalt werden komnen:

Eo(d; —wX m{})w(ﬁow) X w— M+ Mp -+ Mp+ Mg (18)

Dabei ist @, der Vektor der Drehgeschwindighkeit, mit der gich die
Hanptachsen des Tragerkorpers durch die Massenabgabe verdrehen;

0, == 0, () ist der zeitabhingige Trigheitstensor des Tragerkorpers. Auf
der rechten Seite treten neben dem Moment M der guberen Krifte
noch die Momente My der Reaktivkrifte, My der Tragheitskrifte und
M, der Comtoris-Krifte der gegeniiber dem Trigerkdrper bewegten
Massen auf. In impliziter Form. sind diese Glieder natiirlich auch in
@l (17) enthalten.

Die Kompliziertheit der Gl (18) ist so grol, dafl es — soweib
bekannt — bisher nicht gelungen ist, iiber Losungen einfachster Fille
hinauszukommen. Amovov sind einige Aussagen gelungen, bei denhen
jedoch sehr spezielle und z.T. willkiirliche Annahmen dber die Be-
wegung der Teile innerhalb des Korpers sowie iiber die Zeitabhingiglkeit
der Tragheitsmomente getroffen wurden.

[}

4.2 Lagenregelungen und Dralldimpfung

Will man eine bestimmte Raumlage oder einen vorgegehenen Be-
wegungszustand des Satelliten erreichen und einhalten, so ist dazu ein
Regler notwendig, der die auszuiibenden Momente ermitfelt und steuert.
Hiorzo muB man den Zusammenhang zwischen Momenten und Be-
wegangen kennen, so dall also die Bewegungsgleichungen gelost werden
mitBten. Anstatt jedoch die EvLER-Gleichungen fir vorgegebene
Momente zu losen, verfihrt man hier hesser umgekehrs, indem die zu
einem vorgegebenen Drehungsprogramm w(t) gehdrenden Momente
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herechnet werden. Diesen Weg haben CoLe, ExsTRAND und (’Neius [30]
beschritten. Fiigh man zu den EULER-Gleichungen auch noch die be-
kannten Beziehungen zwischen den korperfesten Drehungskomponenten
. und den HuLEkschen Winkeln fir die Raumlage, so lassen sich aunch
~fir die Durchfiibrung von vorgegebenen Raumlageninderungen die
notwendigen Momente aus den sechs zur Verfiignng stehenden Glei-
© chungen bestimmen.

Schwieriger werden die Berechnungen, wenn die Lagenregelung
durch Bewegen innerer Massen erfolgen soll. Eine sehr allzemeine
Theorie dieser Art wurde von RoBERSON [31] gegeben. Auch die bereits
genannte Arbeit von Lurim [18] laBt sich auf diese Fille anwenden.
Beide Verdffentlichungen zeigen die fiberaus groBe Kompliziertheit des
allgemeinen Problems, so daf man sich bei praktischen Anwendungen
vorldufig noch weitgehend mit Naherungshetrachtungen behelfen muf.

. Sehr ecingehende Untersuchungen, bei denen technische Fragestel-
Iungen im Vordergrund stehen, hat Caxwox [32] fiir eine einachsige
Lagenregelung mit einem Schwungrad als Stellglied durchgefiihrt. Er
berechnet das Zeitverhalten des Regelkreises und ermittelt den not-
wendigen Energiebedarf, Bei der Ubertragung der fiir eine Fin-Achsen-
Regelung erhaltenen Ergebnisse auf einen Drei-Achsen-Regler macht
sich die Verkopplung der Drehbewegungen um die drei Raumachsen
infolge der Kreiselmomente stérend bemerkbar. Man hat hier entweder
grofiere Schwungrider mit entsprechend erhdhtem Energicbedarf zu
verwenden, oder es muB} eine Entkopplung fiber einen gesonderten Regler
vorgenommen werden.

Anstelle der von den meisten Autoren untersuchten, mit ihren
Drehachsen fest im Satelliten eingebauten Schwungridern kann man
auch kardanisch gelagerte Schwungrider fir das gleichzeitige Augiiben
von Momenten um zwei Achsen verwenden. Einen derartigen Regler
berechnet Apams [33]. Verwendet man als Kommandogeber fiir die
Verdrehungen um die Kardanachsen selbst wieder Kreigel, dann ist es
durch geeignete Zusammensetzung des Regelbefehls durchaus moglich,
gut gedampfte und in gewissem Sinne optimale Bewegungen des Satel-
liten zu erzwingen.

Hiufig begniigt man sich mit der einfacheren Aufgabe, den vora Start
her vorhandenen Drall oder auch die Nutationsschwingungen eines
Satelliten zu verringern. Zu diesem Zweck sind verschiedenen Kon-
strulctionen vorgeschlagen und unter meist stark vereinfachenden
Annahmen berechnet worden. Zur Démpfung von Nutationsschwingungen
kénnen z. B. Ringrohre verwendet werden, die ganz oder =z T. mit
Fliissigkeit gefillt sind. Fiir eine Drallminderung hat man Einzel-
massen vorgeschlagen, die an ‘Faden hiéngend infolge der Zentrifugal-
kriifte weit vom Satelliten fortgeschleudert werden, und die auf diese




22 . EKurrt MacNUS

Weise einen grofen Teil des Gesamtdralls aufnehmen. Berechnungen
derartiger Systeme mit zwei und vier Hinzelmassen gind von I AsEL-
vk [34] durchgefithrt worden.

4.3 Kreisel in einem zentralen Schwerefeld

Bei der Berechnung der Drehbewegungen von Kreiseln und Satelliten
hat man bisher fast immer das Schwerefeld als homogen angenommen.
Es hat sich jedoch gezeigt, daB diese Voraussetzung fiir genauere Unter-
suchungen nicht mehr zulissig ist. -

Ist O der Bezugspurkt eines Korpers oder eines Systems von Korpern, | :
deren Teilchen dm nach dem Nrwrosschen Cravitationsgesetz ven
einem Zentram M angezogen werden, dann gilt mit den Bezeichnungen
- von Abb.2 und mit dem Wert g der Gravi-
tationsbeschleunigung in O

RJ

AK— —gh? = dm,
dM—=—gR? r;{laR’ dm,
- grf rX X am. (19)

4 4
) Korper i vesweroisia D& fir alle praktisch interessierenden Fille auf
der Erde r < R gilf, 1aBt sich der Ausdruck (19)
nach Potenzen von 7[R entwickeln. Nimmt man von dieser Entwicklung

nur die ersten beiden Glieder mit, dann bleibt

MmMo—]—Ml:GeDXrs+—:%g—f(r><e,,)(réu)dm. (20)

Darin ist R = Re, und mr, = frdm gesetzt worden. Der erste
Anteil von (20) ist das bekannte Schweremoment in einem homogenen
Schwerefeld [s. (2)], der zweite gibt den IKinfluB der Inhomogenitit
wieder. Bei Bezug auf ein Hauptachsensystem findet man durch Aus-
rechnen des Integrals

3 1
M, =200, (0 — Bypyps + oA — O paye+ e(B—Ayanl. 21)

Daraus folgt 1. a., dabB fir einen Korper mit kugelformigem Tragheits-
ellipsoid keine Zusatzmomente entstehen.

Bruerzki [35] hat zeigen konnen, daB fiir einen einzelnen starren
Kreisel mit Fixpunkt auch bei zentralsymmetrischem Schwerefeld drei
allgermeine Grundintegrale der Bewegungsgleichungen gefunden werden
kénnen. Das Impulsintegral sowie die geometrische Beziehung sind
gegeniiber (4) unverdndert; beim Energieintegral ist lediglich das
verinderte Potential des Schwerefeldes einzusetzen. Im Falle eines
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ymmetuschen Kreizels (4 == B) 148t sich ein viertes Integral finden,
0 daB die Losung der Bewegungsgleichungen auf Quadraturen zuriick-
sefiihrt werden kann. Fir einen Kreisel von allgemeiner Form hat
' %E‘LETZKI nachweisen kénnen, dall permanente Drehungen nur moglich
gind, wenn die Drehachse in die Verbindungslinie von Anziehungs-
zentrum M und Bezugspunkt O fille. Eine bemerkenswerte Abweichung
von den bekannten Ergebnissen bei homogenem Schwerefeld {ritt
begiiglich der Stabilitit dieser Drehbewegungen ein: die Drehung um
die Achse des gréobten Hauptitrdgheitsmoments ist stets stabil; die
rehung um die mittlere Haupttrigheitsachse ist stets instabil, aber
die Drehung um die kleinste Haupttrigheitsachse ist stabil bzw. in-
stabil, je nachdem die Drehgeschwindigkeit w einen bestimmten Grenz-
wert o, iiber- oder unterschreitet.

Ausffibrlichere Untersuchungen iiber die Moglichkeit permanenter
Drebungen eines unsymmetrischen Kreisels mit r; == 0 im inhomogenen
Schwerefeld hat Posmarmzrr [36] durchgefiihrt. In Verallgemeinerung
der Staupmschen FErgebnisse konnte er zeigen, daB auch jetzt die
kinetisch moglichen Achsen permanenter Drehungen im Kérper einen
Kegel bilden.

TarAROVSEL [37] hat einen kardanisch gelagerten schweren Kreisel
mit gymmetrischem Rotor und einer in die Verbindungslinie MO
fallenden &uBeren Kardamachse untersucht und auch hier die Existenz
von vier Grundintegralen nachweisen kdnnen.
Fir die regularen Prizessionen wurden die
Stabilitdtsbedingungen angegeben.

Sehr bemerkenswert ist die Tatsache, daf
die Translationsbewegungen in einem nicht.
homogenen Schwerefeld nicht mehr unabhén-
gig von den Rotationshewegungen sind. Hier
wird auch der Begriff des Schwerpurktes
gegenstandslos, so dal man statt dessen mit
dem Magsenmittelpunkt rechnen muB. Man
erkennt diese Zusammenhdnge am einfachsten
an dem in Abb. 3 skizzierten Belspiel: es sei &
die als kagelformig angenemmene Erde mit
- dem Anziehungszentrum M, und es sei ferner  Abb.S. Stabformiger Satellit

. " . - . im Erdfeld
8 ein stabférmiger Satellit mit dem Massen-
mittelpunkt G. Die bei der Bewegung des Satelliten auf einer KerLER-
gchen Kreisbahn entstehenden Zentrifugalkrifte Z greifen in O an. Da-
gegen ist die Wirkungslinie der resultierenden Schwerkraft G mnicht
identisch mit der Verbindungslinie MO, weil die erdnahen Teile des
Satelliten eine stirkere Anziehung erfahren als die erdferncn. Da die
beiden Krifte Z und & ecine Resultierende haben, welche die Bahn-
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bewegung beeinflubt, kann der Satellit im vorliegenden Fall nicht auf
einer eéinfachen Kuprzga-Bahn wmlaufen. Die Krifte Z und G erzeugen
gerade den Anteil M, des Moments von Gl. (20}). ’

Auf diese Zusammenhénge hat DusoscEIN [3§] in einer Reihe von
Arbeiten hingewiesen. Fir hat in volliger Allgemeinheit die Bewegungs-
gleichungen fiix oin System von n Korpern angeschrieben, die sich
gegenseitiy nach dem Gravitationsgesetz anziehen. Man erhdlt em
System von 6n gegenseitig miteinander verkoppelten Bewegungs-
gleichungen, mit denen bisher freilich nur die allersinfachsten Fille

2 konkreter berechnet werden konnten.
Zwei-Korper-System aus Kugel und
Stab drei partikulire Ldgungen der
oz allgemeinen Bewegungsgleichungen ge-
funden werden konnen, bei denen sich
in jedem Falle der Magsenmittelpunkt
des Satelliten auf einer Kreishahn um
die Erde bewegt. Die mdglichen Lagen
des Satelliten sind in Abb. 4 gezeichnet.
i Tm Fall 3 steht die Stabachse des Sa-
Tagen der Satelliten anf der Kreisbahn  telliten senkrecht zur Zeichenebene.

Fine Untersnchung der Stabilitit dieser
drei ,reguliren Bewegungen® zeigh, daf nur die Lage I stabil ist.
Die Tnstabilitit der Lagen 2 und 3 wird durchaus plausibel, wenn man
die GroBe und Richbtung der resultieronden Schwerkraft nach Abb. 3
bedenkt. Die Ergebnisse lassen sich fiir Satelliten mit beliebigem
rotationssymmetrischem Trigheitsellipsoid verallgemeinern, nur hingt
dann die Stabilitit der reguliren Bewegungsformen auch noch vom
Verhiltnis /4 der Haupttrigheitsmomente ab.

DaB Effekie der hier beschriebenen Art nicht utopischen Charakter
haben, sondern tatsichlick nachweisbar sind, konnte Navmanw [39]
durch iiberaus sorgfiltige Auswertung von an Satelliten gewonnenen
MeBergebnissen zeigen.

|

|

|

|
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