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BEITRAGE ZUR UNTERSUCHUNG DER DREHBEWEGUNGEN
STARRER SATELLITEN AUF KREISFORMIGEN UMLAUFBAHNEN

1. EINFUHRENDES

Mit der fortschreitenden Verfeinerung der Satelliten-
technik gewinnt neben der Form und der Lage der Umlauf-
bahn auch die riumliche Orientierung des Satelliten auf
dieser Bahn an Bedeutung. Zahlreiche Veroffentlichungen
der letzten Jahre sind daher den Untersuchungen der Dreh-
bewegungen von Satelliten gewidmet worden. Obwohl
einige Teilprobleme gelost werden konnten, sind wir jedoch
zur Zeit noch weit davon entfernt, die fiir die Dreh-
bewegungen von Satelliten wichtigen Gesetzmifigkeiten
voll zu iibersehen. Wenn sich auch der Satellitenpraktiker
mit einer ad-hoc-Losung fiir den Einzelfall zufrieden geben
kann, so erscheint doch eine grundsitzliche Untersuchung
dieses Problemkreises wiinschenswert. Es interessieren in
diesem Zusammenhang zum Beispiel die stabilen Raum-
orientierungen, die ein Satellit ohne aktive Lagenregelung
einzuhalten imstande ist. Uber einige damit zusammen-
hidngende Ergebnisse soll hier berichtet werden.

Es soll ein Zwei-Korper-Problem mit der Massen-
anziechung entsprechend dem Newtonschen Gesetz als der
einzigen wirkenden Kraft unter den folgenden Voraus-
setzungen und Vereinfachungen behandelt werden: Dic
Erde wird als aus homogenen Kugelschalen aufgebaut be-
trachtet, ihre Abplattung wird also vernachlassigt; der
Satellit sei ein starrer Korper, dessen Abmessungen klein
gegeniiber dem Erdradius sind; die Umlaufbahn wird als
kreisformig vorausgesetzt. Wie verschiedene Autoren (siehe
z.B. [1,2,3]) gezeigt haben, ist die Kreisbahn auch fiir
beliebige Lagen des Satelliten im Rahmen einer Theorie
erster Ordnung eine mogliche Losung der Bewegungs-
gleichungen.

Soweit bekannt, konnten exakte Losungen der mitein-
ander verkoppelt auftretenden Gleichungen fiir die Bahn-
und die Drehbewegungen bisher nur von G. N. Duboschin
[1] angegeben werden. Seine Losungen, die in der Arbeit
[2] nadher diskutiert sind, beziehen sich auf einen Satelliten
von stabformiger Gestalt. Erweiterungen dieser Losungen
fiir Satelliten von allgemeiner Gestalt, freilich als Ndherun-
gen fiir den Fall kleiner Abmessungen der Satelliten, sind
vor allem V. V. Beletskij [3] und D. B. DeBra [4] zu ver-
danken. Sonderfille von drallstabilisierten Satelliten wur-
den von W. T. Thomson [5] und in der Arbeit [6] disku-
tiert. Fiir ein vereinfachtes Zwei-Massen-Modell (Hantel-
Satellit) konnte W. B. Klemperer [7] eine spezielle Losung
finden.

Im vorliegenden Bericht soll das Problem unter den
genannten Voraussetzungen so allgemein aufgegriffen wer-
den, dafl die erwihnten bisherigen Losungen als Spezial-
fille enthalten sind. Dabei ergeben sich aufler einer Erwei-
terung der Klempererschen Losung einige Erkenntnisse, die
fir die praktische Anwendung der Satelliten von Interesse
sein konnen.
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2. DIE AUSGANGSGLEICHUNGEN

Wie in [2] gezeigt wurde, kdnnen die Bewegungs-
gleichungen eines starren Satelliten im radialsymmetrischen
Schwerefeld in die Vektorform gebracht werden:

e 7'5”, rdm il
(1) ) I o s 2 0,
d'Dg X
(2) dt'\—DSX(u=—ym,.; j‘ /3 dm.

Hierin bedeuten:
die aus Bild 1 ersichtlichen Abstandsvektoren

e zwischen dem Massenmittelpunkt O der Erde, dem
Massenmittelpunkt Og des Satelliten und einem
beliebigen Punkt P des Satelliten,

Ds den Drall des Satelliten bezogen auf Og,
den Vektor der Winkelgeschwindigkeit des

&= Satelliten,

) die Gravitationskonstante,

k die Masse der Erde,

mg die Satellitenmasse,

@ die Gesamtmasse (= mg + mg),

:i’f/d die zeitliche Ableitung, bezogen auf ein satelliten-

¢ festes Koordinatensystem.
.
P
L
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Bild 1. Abstandsvektoren zwischen dem Anziehungszentrum Op
und Punkten des Satelliten.

Gleichung (1) gibt das Gleichgewicht der Krifte, Glei-
chung (2) das der Momente wieder. Die Integrale sind in
beiden Fillen iiber den ganzen Satelliten zu erstrecken.

Die Schwierigkeiten fiir die Losung der Gleichungen (1)
und (2) sind vor allem in der Tatsache zu sehen, dafl die
beiden Integrale nicht nur von der Massenverteilung des
Satelliten, sondern auch von seiner riumlichen Orientierung
abhingen. Dadurch kommt eine Verkopplung zwischen
beiden Gleichungen zustande, die einerseits zu einer nicht
streng den Kepler-Gesetzen gehorchenden Bahn fiir den
Massenmittelpunkt des Satelliten und andererseits zu einer
Riickwirkung der Bahn auf die Drehbewegungen des
Satelliten fiihrt. Nur fiir spezielle Formen (Stab) und
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spezielle Lagen (Stabachse vertikal, tangential zur Bahn,
senkrecht zur Bahnebene) konnten deshalb exakte Lsun-
gen der Gleichungen gefunden werden [1]. Alle weiter-
reichenden Versuche zur Losung des Gleichungssystems
gehen von Reihenentwicklungen der beiden Integrale aus,
bei denen nach Potenzen des Verhiltnisses von Satelliten-
linge und Erdradius entwickelt wird. Dabei zeigt sich, dafl
die Riickwirkung der Satellitenlage auf die Bahn von
zweiter Ordnung klein ist, also fiir viele Fille vernach-
lissigt werden kann. Bei der Gleichung fiir die Dreh-
bewegungen (2) kann die Integration gliedweise durchge-
fihrt werden. Unter Vernachlissigung der Glieder hoherer
Ordnung und bei Verwendung eines korperfesten Haupt-
achsensystems x, y, z als Bezugssystem geht dann (2) in die
Skalarform iiber

Aw;+(C—B)oyw,; =(C— B)Gyyy.:,
3) Boy+(A—Cw:w:=(A—C)Gy:ys,
Cw, +(B—A)w,wy= (B —A)Gyryy.

A, B, C sind darin die Haupttrigheitsmomente des
Satelliten beziiglich seines Massenmittelpunktes, 7., 7, -
sind die Richtungscosinus der Vertikalen im korperfesten
x, ¥, z-System, also die Komponenten des vertikalen Ein-
heitsvektors r,/r, in x, y, z. G ist eine noch vom Bahnradius

r« abhingende Konstante:

3 mie
(4) G="1"E 30,
Ta'
die — wiederum unter Vernachlissigung von Gliedern

héherer Ordnung — gleich dem Dreifachen des Quadrats
der Bahnumlauffrequenz Q ist, siehe z. B. [2], Gl. (37).

Durch Vernachlissigung der Glieder hoherer Ordnung ist
die Aufgabe auf ein reines Kreiselproblem reduziert wor-
den: Es kommt darauf an, die Exlerschen Bewegungsglei-
chungen (3) eines starren Korpers fiir das spezielle, auf der
rechten Seite stehende Schweremoment zu [6sen.

Da nicht nur der durch den Drehungsvektor » gekenn-
zeichnete Bewegungszustand des Satelliten, sondern vor
allem seine Orientierung im Raum interessiert, mufl das
System (3) noch durch die kinematischen Gleichungen er-
ginzt werden, die den Zusammenhang zwischen den Kom-
ponenten von o einerseits und von y,, 7,, y- andererseits
mit den die Raumlage kennzeichnenden Winkeln beschrei-
ben. Wir wihlen als Lagenwinkel die Winkel ¢, v, 0, nach
Bild 2. Sie gestatten, die Verdrehungen des satellitenfesten
Systems x, y, z gegeniiber einem raumfesten Inertialsystem
&, n, ¢ eindeutig zu beschreiben. Von den bekannten Exler-
schen Winkeln unterscheiden sich die hier verwendeten
Winkel dadurch, dafl an Stelle des Eulerschen Winkels
der Komplementwinkel 0 = 90° — ) verwendet wird.

-

Bezichungen zwischen dem &, 7, J-System und dem im
Satelliten festen Koordinatensystem x, y, z.

Bild 2.
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Mit den gewihlten Winkeln gelten die folgenden Be-
ziehungen fiir- die Komponenten der Drehgeschwindigkeit:

Wz = 1sin @cosd — écosg,
(5) Wy = Pcos@cosd + dsin ¢,
w; = ysind + ¢.

Fiir die Richtungscosinus der Vertikalen erhilt man unter
der Voraussetzung, dafl als Bahnebene die &, -Ebene ge-
wihlt wird und daf die Zeitzihlung in dem Augenblick
beginnt, an dem die &-Achse in die Richtung von r, fillt
(siehe Bild 3), die Ausdriicke

yr = (cos g cosy — sing sinysind) cos Q¢ +
+ sing cos dsin Q ¢,

(6) yy = — (sing cosy + cos ¢ sinysin d) cos 2t +
+ cosqcosdsin Qt,
y: = sinycosdcos 2t + sindsin Qt.
x

(p —Nt)

Bahn

§

Bild 3. Lagebezichungen zwischen raumfestem und korperfestem
Koordinatensystem.

Es sollen schlieflich noch die nur von den Haupttrig-
heitsmomenten abhingigen Formfaktoren
_€=B b _A-C B— A
i 3 B ¢
eingefithrt werden, die wegen der bekannten Beziehungen

zwischen den Haupttrigheitsmomenten cines starren Kor-
pers

?) A+B>C,

cC=

B+CzA, C+AZB

nur Werte zwischen —1 und +1 annehmen kdnnen. Damit
geht (3) iiber in

] oy taw,w: =aGyyy,,
(8) ayt+bw.w,=bGy.y,,
l W; tcwrwy=cGyryy,.

3. PARTIKULARE LOSUNGEN DER AUSGANGS-
GLEICHUNGEN

Sechs triviale Losungen des Gleichungssystems (8) sind
leicht zu erkennen; sie entsprechen den sechs moglichen
Lagen, bei denen die Hauptachsen des Satelliten in die
folgenden drei ausgezeichneten Richtungen fallen: Verbin-
dungslinie vom Anziehungszentrum zum Massenmittel-
punkt des Satelliten (Vertikale), Bahntangente und Nor-
male zur Bahnebene, Fiir diese sechs Lagen verschwinden
jeweils zwei Drehungskomponenten und zwei Richtungs-
cosinus.
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Die dritte Drehungskomponente ist gleich der konstanten
Winkelgeschwindigkeit © des Fahrstrahls r,, der dritte
Richtungscosinus wird gleich der Einheit.

Wir wollen fiir die weiteren Untersuchungen von einer
nicht trivialen Losung des Systems (8) ausgehen, die durch
die folgenden Werte der Variablen gekennzeichnet ist:

Wze = Wyy =0, w230,
9) 0= Y =0, @0 = J wxdt,
Yzo = €OS (g — 21), yyo = —sin(py— 2t), y2=0.

Dies entspricht einer Drehbewegung des Satelliten, bei der
die z-Achse stets senkrecht zur Bahnebene bleibt. Wie man
durch Einsetzen in (8) feststellt, mufl der Winkel ¢, dann
der Differentialgleichung

Go=—cGsin (g, — 2¢t)cos(p, — 2t)
geniigen, die durch Einfithren der Variablen x =2 (¢, — Q1)

n
(10)
iiberfiihrt werden kann. Das ist die Gleichung eines ebenen
Schwerependels. Der Satellit verhilt sich also dhnlich einem
solchen Pendel, wobei die Hauptachse mit dem kleineren der
beiden Haupttrigheitsmomente A und B der Pendellings-
achse entspricht. Zum Beispiel wird fiir B>> A der Faktor
¢ >0, so dafl die x-Achse um die Vertikale pendeln kann.
Bei der Losung von (10) sind bekanntlich zwei Typen zu
unterscheiden (siehe z. B. [8]):

a) Pendelbewegungen um die Gleichgewichtslage x = 0
bzw. Qpc = 0 t,

b) Rotationsbewegungen (iiberschlagendes Pendel), bei
denen x das Vorzeichen nicht wechselt.

Fall a): Die Losung ist hier

sin — =kysn(VcGt; k)

X+ cGsinx=0

2
oder
(11) @o(t) = Qt + arcsin [kysn (Ve Gt; ky)]
mit dem Modul
b= 2 <1
VeG

fiir die Jacobische elliptische Funktion sn. o, ist die relative
Winkelgeschwindigkeit der Achse mit dem kleineren Haupt-
trigheitsmoment beim Durchgang durch die Gleichgewichts-
lage ¢ = Qt. Pendelbewegungen ergeben sich nur fiir
solche Anfangswerte w,, bei denen k; <1 bleibt.

Die Losung (11), die eine Verallgemeinerung des von
Klemperer [7] angegebenen Falles bildet, zeigt Pendel-
schwingungen des Satelliten in der Bahnebene an mit der
Amplitude:

. . ll)
@ = [y (t) — Qt]ynax = arcsink, = arcsin =

(12)

c

Die Schwingungszeit ist:

4
13 T,= - K (k,).

(13) e (k)

K ist darin das noch vom Modul k&, und damit von der
Pendelamplitude abhingige vollstindige elliptische Integral
erster Gattung. Aus (11) folgt fiir die Drehgeschwindigkeit
(14)

Wz = (io =0+ u),,Cn(l cGt; kl)
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Aus (12) erkennt man, daf die maximale Amplitude
— abweichend von den Verhiltnissen bei einem ebenen
Schwerependel — nur 90° betrigt. Das ist verstindlich, da
die horizontale Lage der Achse des kleineren Haupttrig-
heitsmomentes eine statisch instabile Gleichgewichtslage ist.
Das Satellitenpendel durchlduft ja bei einem vollen Umlauf
zwei stabile und zwei instabile Gleichgewichtslagen.

Die kleinste mogliche Schwingungszeit folgt aus (13)
wegen (4) fiir kleine Amplituden (K = 71/2) eines Stab-
satelliten (c = 1) bei erdnahen Bahnen zu 7, = 48,7 Minu-
ten. Fiir groflere Amplituden, erdfernere Bahnen oder
andere Satellitenformen wird 7, entsprechend grofer.

Fall b): Fiir den iiberschlagenden Satelliten gilt die
Losung

sin ; = sn (wqt; k)
oder
(15) @o (1) = Qt + arcsin [sn (wqt; ky)]
mit dem Modul
-
ky= L = ¥EG oy
: Wa

Die Zeit fiir einen Uberschlag errechnet sich zu

4

(16) T,= " K (k).

Durch Differentiation von (15) erhilt man die spiter be-
notigte Drehgeschwindigkeitskomponente

(17)

Fiir einen beziiglich der z-Achse symmetrischen Satelliten
(c = 0) folgt daraus wegen k, = 0 einfach w., = Q + w,.
Fiir Satelliten von allgemeiner Form ist dieser Drehge-
schwindigkeit noch eine Schwankung iiberlagert.

Wz = (o = 02 + wadn (wat; k).

Zwischen den beiden betrachteten Fillen a und b existiert
ein nicht weiter interessierender Grenzfall mit der Lsung

) ¢
@o(t) = Qt + arcsin [ tanh . ]

Hierzu .gehort die Anfangsbedingung w, = V¢ G. Der
Satellit dreht dabei so, dafl sich die Achse des kleineren
Haupttrigheitsmomentes asymptotisch der instabilen hori-
zontalen Gleichgewichtslage nihert, bei der sie tangential
zur Bahn steht.

Die hier angegebenen partikulidren Losungen konnen nur
dann praktisches Interesse beanspruchen, wenn sie auch
realisierbar, also stabil sind. Das soll im folgenden niher
untersucht werden,

4. REALISIERBARE RAUMLAGEN FUR STARRE
SATELLITEN OHNE LAGENREGELUNG

Fiir die angegebene partikulire Losung soll nun eine
Nachbarlosung untersucht werden, die durch kleine Werte
der Variablen 4, y, @ mit ¢ = ¢, + ¢ gekennzeichner ist.
Im Sinne der Methode kleiner Schwingungen sollen die
Ausgangsgleichungen beziiglich dieser Winkel linearisiert
werden. Dann gehen die Systeme (5) und (6) iiber in

l Wr=1ysing — (:)cos @,
(18) wy =y cosq + dsing,
l w; = ¢,
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l vz = cos(p — Qt),
(19) l 7y = —sin(p — Q1),
y: =wcosQt+ dsin Q.

Setzt man diese Werte in die dritte der Gleichungen (8)
ein, so bleibt in erster Niherung eine von ¢ und y unab-
hingige Bestimmungsgleichung fiir die Abweichung @ iibrig.
Thre Losung interessiert nicht weiter, da die Summe

=@t

wieder eine partikulire Losung vom Typ (11) oder (15)
mit etwas geanderten Anfangsbedingungen ergibrt.

Die ersten beiden Gleichungen des Systems (8) gehen mit
(18) und (19) iiber in
[i;}sinqv —dcosq + ¢ (1 + a) (3 cosp + dsingp) =
=—aGsin(g — Q1) (ypcos 2t + Jsin Q¢),
(20) i yeosqg + dsing — ¢ (1 — b) (i sing — dcos ) =
l =bGcos(p — 21t)(ypcosQt + dsinQt).

Dieses System kann durch Einfithren der neuen Verinder-

lichen

a=1cosQt+ dsin Ot,
f=1wysin Qt — dcos 2t

an |

tibersichtlicher geschrieben werden. Als Ergebnis einer Eli-
mination der Groflen ¢ und y bekommt man

(cos(p — Q) {@[¢(1+a)—20] +
+B8+B8[Q¢(1+a)— Q) +
+sin(p — 20| a+a[Q¢(1 +a) — Q*+aG] —
— Ble(1+a) —20]} =0,

cos(p— Q) {i+a[Q¢(1—b)—Q2—bG] —
—Blo(1—b)—20]) -
—sin(gp — Q1) {al¢g(1 —b) —20] +

+ B+ A[Q¢(1—b)— @]} =0,

Hierin sind noch die Werte fiir ¢ einzusetzen, die wegen
der Vernachlissigung von Gliedern hoherer Ordnung durch
¢ ersetzt und aus (14) bzw. (17) genommen werden
konnen. Wenn die darin vorkommenden elliptischen Funk-
tionen durch die ersten Glieder ihrer Reihenentwicklung
nach trigonometrischen Funktionen ersetzt werden, dann
folgt im Fall a

aVeGt
(23) (h0=.Q+w,,(l—q)cos7llz 4o
im Fall b
(24) G0 =02+ wa(1 —4q) + 4gwqcos "’1‘;”‘ -
Darin ist
K(V1— k)
g=exp|—n

K (k)

ein vom Modul k abhingiger Parameter, der fiir #==1 im
allgemeinen recht klein ist (es gilt z. B. 4<<0,1 fiir £<<0,8).
Der Ersatz der exakten Werte (14) und (17) durch die
ersten Glieder der Reihen (23) und (24) diirfte daher nur
in einem verhiltnismidfig kleinen Bereich von Anfangs-
bedingungen w,, die zu k==1 fiihren, unzulissig sein. Auf
jeden Fall wird man in den Grenzfillen w, < Q (Fall a)

12

p=C/A
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und w, > Q (Fall b), ferner fiir c < 1 mit guten Ergeb-
nissen rechnen konnen, da dann k < 1 wird. Davon soll
spater Gebrauch gemacht werden.

41. Symmetrische Satelliten mit Drall
senkrecht zur Babhnebene

Ein Satellit soll symmetrisch genannt werden, wenn
zwei seiner Haupttrigheitsmomente gleich grof sind. Ist
A =B, dann gilt a=—5 und ¢=0. Damit vereinfacht
sich das System (22) betrichtlich und spaltet sich in zwei
lineare Differentialgleichungen auf, die noch dazu kon-
stante Koeffizienten besitzen, da fiir symmetrische Satelliten
¢ konstant wird:

i+a[Q¢(1+a)— Q2+ aG] —
~Ble(1+a)—20] =0,
alg(1+a)—202]1+F+
+B[Q¢(1 +a)— Q2] =0.

(25)

Fithrt man in (25) zur Abkiirzung

l cu=Q¢(1 +a)— Q+aG,
(26) = @l +a)—29,
l Coe=Q¢(1+a)— Q2
ein, so lautet die charakteristische Gleichung dieses Systems
[+ cy —Acye -
| Acgs 22+ ¢y
oder
(27) BHP2R+Q=0

mit den Koeffizienten
P=g2(1+a2—2Q¢(1+a)+aG+202

Q=@ 21 +a)2+¢Q(1 +a)(aG—202%) +
+ Q2(Q2 — aG).

Notwendige Bedingungen fiir die Stabilitit der Lsungen
des Systems (25) sind

(28) P>0, Q>0

Diese Stabilititsbedingungen wurden unter Beriicksichti-
gung von (4) ausgewertet und sind in Bild 4 in der Ebene
der beiden dimensionslosen Groflen p = C/A =a + 1 und
v = @/ dargestellt. Der Wert p = 0 entspricht einem Stab
in der z-Richtung, p = 2 gilt fir eine Scheibe in der x, y-
Ebene; fiir p<<1 ist das Trigheitsellipsoid des Satelliten
verldngert, fiir p > 1 ist es abgeplattet; im Grenzfall p = 1
artet das Trigheitsellipsoid zur Kugel aus.

2 — 4Q>0,

Scheibe 2——1 A
| N
L
i

|

|
|

\
|
!

| “f;ﬁ?
Stab 0 Y //j// ‘
e = N B B T S
v=¢/

. Kugel” 1

Bild 4. Der Stabilititsbereich symmetrischer Satelliten mit Drall
um die zur Bahnebene senkrechte Symmetrieachse.
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Bild 4 zeigt zunichst, dafl abgeplattete Satelliten mit
[¥| > 1 stets stabil sind. Auch verlingerte Satelliten kénnen
durch entsprechend groflen Drall stabilisiert werden. Der
Fall » =1 besitzt besonderes Interesse, da bei ihm die
Achsen x und y ihre relative Lage zur Erde nicht verindern.
Der Satellit weist also dann stets mit derselben Seite zur
Erde. Dieser Fall wird im folgenden Abschnitt noch aus-
fithrlicher besprochen werden. Mit » = 0 fiihrt der Satellit
eine reine Translationsbewegung aus. Bemerkenswerter-
weise sind hierbei sowohl der Stab als auch die Scheibe
instabil, eine Tatsache, die der gelegentlich ausgesprochenen
Vermutung widerspricht, dafl sich Stab und Scheibe stets
komplementir verhalten. Nur fiir einen verhiltnismifig
kleinen Bereich abgeplatteter Satelliten (1 < p < 4/3) kann
in diesem Fall Stabilitit erzielt werden.

4.2. Satelliten mit gleichbleibender
Orientierung relativ zur Erde

Um die Stabilitit der in Abschnitt 3 angegebenen parti-
kuliren Losung fiir den Fall a (Pendelbewegungen) be-
urteilen zu konnen, betrachten wir kleine Auslenkungen
aus der Gleichgewichtslage. Wir konnen dann ¢ = Q + ¢
mit ¢ < 1 setzen und erhalten damit unter Vernachlissi-
gung von Gliedern hoherer Ordnung aus (22) das Glei-
chungssystem

i —ab(@+G) + 201 +b)=0,

(”){' aQ@—1)+p+pa =0.

Wiederum ergibt sich eine charakteristische Gleichung von

der Form (27), diesmal mit den Koeffizienten
P=0*(1—ab)—bG,
Q=—ab2(22+ G).

Die durch (29) beschriebenen Bewegungen sind stabil
beziiglich der Variablen « und f, wenn die Bedingungen
(28) erfiille sind. Jedoch miissen diese Bedingungen noch
durch die zuvor schon als notwendig erachtete Bedingung
¢ >0 erginzt werden, weil sonst keine Stabilitdt beziiglich
des Winkels ¢ vorhanden ist, siehe Gl. (10). Beriicksichtigt
man nun die Beziehung (4) sowie die Definitionen fiir die
Formfaktoren a, b, c, so lassen sich die Stabilititsbedin-
gungen in der Form schreiben:

B— A>0,
(A—C)(B—C)>0,
AB+ (A—C)(B—C)+3A(C— A)>0,
[AB+ (A—C)(B—C)+3A(C— A)]*—
— 16 AB(A—C)(B—C)>0.

(30)

Zur Veranschaulichung dieser Bedingungen soll eine auf
R. Grammel [9] zuriickgehende Darstellung gewihlt wer-
den, bei der die verschiedenen Kérperformen bestimmten
Bereichen in einer #, v-Ebene mit

A B
R

zugeordnet sind. Bild 5 zeigt ein solches Diagramm. Wegen
der Bezichungen (7) zwischen den Haupttrigheitsmomen-
ten interessieren nur #, v-Werte in dem nichtschraffierten
Bereich symmetrisch zur Diagonalen # = v. Der Punkt
# = v = 1 kennzeichnet einen Satelliten mit kugelférmigem
Trigheitsellipsoid. Die Geraden v =1, # = 1, u = v gelten
fiir symmetrische Satelliten, deren Symmetrieachsen ent-
sprechend die x,y, z-Achsen sind. Die Bildpunkte fiir
symmetrische Satelliten vom Stab bis zur Scheibe, aber
auch fiir die verschiedenen mdoglichen unsymmetrischen
Formen konnen unmittelbar aus Bild 5 abgelesen werden.

(31) u
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4
d ,@§

2

u=A/

v=B/C

Bild 5. Darstellung verschiedener Kérperformen in der Ebene
der Verhiltnisse von Haupttrigheitsmomenten.

Trigt man nun die durch die Ungleichungen (30) ge-
kennzeichneten Bereiche in das #,v-Diagramm ein, so bleibt
als einzig moglicher stabiler Bereich das nichtschraffierte
Gebiet von Bild 6 iibrig. Es wurde in dieser Form wohl
erstmalig von DeBra [4], mit etwas abweichendem Ergebnis
jedoch bereits vorher von Beletskij [3] angegeben. Beletskij
konnte zeigen, daf fiir #, v-Werte in dem nichtschraffierten
Dreiecksbereich sowohl die notwendigen als auch die hin-
reichenden Bedingungen fiir die Stabilitit erfiillt sind; tiber
Werte in dem schmalen horizontalen Stabilitdtsstreifen
konnten keine definitiven Angaben gemacht werden. Es ist
das Verdienst von DeBra, gezeigt zu haben, daf auch
diesem Bereich stabile Bewegungen des Satelliten ent-
sprechen. Man kann sogar eine plausible Deutung fiir diesen
Bereich angeben: Er entspricht der Stabilitit eines tanzen-
den Spielkreisels, bei dem Kreiselmomente dem Umwerfen
durch Schwermomente entgegenwirken. Der zur z-Achse
symmetrische, verlingerte Satellit ist statisch instabil, je-
doch kann diese Instabilitit fiir nicht zu stark verlingerte
Korper noch durch die Kreiselwirkung des an der Bahn-
drehung teilnehmenden Satelliten kompensiert werden.

.
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Bild 6. Stabilititsbereich fiir Satelliten mit gleichbleibender
Orientierung relativ zur Erde,

Aus Bild 6 kann abgelesen werden, daf} ein Satellit stets
stabil ist, wenn die Achse seines kleinsten Haupttrigheits-
moments zum Erdmittelpunkt zeigt, wihrend gleichzeitig
die Achse des grofiten Haupttrigheitsmoments senkrecht
zur Bahnebene steht. Die Achse des mittleren Haupttrig-
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heitsmoments liegt dann tangential zur Bahn. Zu der so
gekennzeichneten Gruppe stabiler Erdsatelliten gehdrt zum
Beispiel auch der Mond. Sein Bildpunkt im Stabilitits-
diagramm liegt dicht unterhalb des Punktes # =v =1 im
stabilen Bereich.

Wenn die Rinder des stabilen Bereichs noch als stabil
bezeichnet werden, dann ergeben sich fiir symmetrische
Satelliten aus Bild 6 die folgenden Aussagen:

Zeigt die Symmetrieachse zum Anziehungszentrum, dann
sind verldngerte Satelliten stabil, abgeplattete instabil.

Liegt die Symmetrieachse tangential zur Bahn, dann sind
verlingerte Satelliten instabil, abgeplattete stabil.

Ist die Symmetrieachse senkrecht zur Bahnebene, dann
sind abgeplattete und verlingerte Satelliten bis zu
n=wv<1,17 stabil, verlingerte mit # =v>1,17 hin-
gegen instabil.

Fiir Satelliten allgemeiner Form gilt ferner:

Satelliten, deren mittlere Haupttrigheitsachse senkrecht
zur Bahnebene steht sind instabil.

Das Trigheitsmoment um die zur Bahn tangentiale
Hauptachse muf stets grofler sein als das fiir die zum An-
ziehungszentrum weisende Hauptachse.

Abgesehen von einem sehr kleinen Bereich des Stabilitits-
randes bei # = 1, v = 2 sind Satelliten mit ebener Massen-
verteilung nur stabil, wenn ihre Massenebene in die Bahn-
ebene fillt und wenn dabei gleichzeitig die Achse mit dem
kleinsten Haupttrigheitsmoment zum Anziehungszentrum
zeigt.

Auch das Zeitverhalten der Bewegungen, die bei einer
Stérung des Gleichgewichtszustandes entstehen, liflt sich
aus der charakteristischen Gleichung ablesen. Es sollen hier
nur zwei Ergebnisse dieser Art fiir die stabilen und in-
stabilen Bewegungsformen von symmetrischen Satelliten
mitgeteilt werden. Da die symmetrischen Satelliten Grenz-
fille der allgemeinen Formen darstellen, lifit sich so auch
das Verhalten von Satelliten beliebiger Form wenigstens
qualitativ abschidtzen.

2
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Bild 7. Auf die Umlauffrequenz 2 bezogene Schwingungs-
frequenzen symmetrischer Satelliten fiir die drei moglichen
Orientierungen der Symmetrieachse.

Bild 7 gibt die auf die Umlauffrequenz Q bezogenen
Schwingungsfrequenzen fiir die drei Hauptlagen (Symme-
trieachse in x-, y- bzw. z-Richtung) an. Nur die ausge-
zogenen Teile der Kurve entsprechen stabilen Bewegungen.
Es handelt sich hier um ungedimpfte Schwingungen, die in
den Fillen ,x“ und , ¥ in beiden Hauptschwingungsrich-
tungen unabhingig voneinander erfolgen. Im Fall ,z“ sind
sie jedoch miteinander verkoppelt.

In Bild 8 sind die auf die Umlaufzeit T bezogenen Zeit-
konstanten 77 der instabilen Bewegungsformen aufge-
tragen. Innerhalb eines durch die Zeitkonstante festgelegten
Zeitraumes wird eine vorhandene Anfangsauslenkung um

12°
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den Faktor e = 2,718 vergroflert. Ein bezogener Wert von
T7/Ty = 0,1 bedeutet daher, daf eine vorhandene Anfangs-
stérung wihrend eines vollen Bahnumlaufs um den Faktor
€10~ 22000 vergroflert wird.
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Bild 8. Auf die Umlaufzeit T bezogene Zeitkonstanten 7 fiir
die instabilen Bewegungsformen symmetrischer Satelliten.

43. Drallfreie Satelliten beliebiger
Form

Es soll nun untersucht werden, unter welchen Bedingun-
gen drallfreie, also niherungsweise translatorische Bewe-
gungen von Satelliten auf Kreisbahnen méglich sind. Hierzu
kann der Ansatz ¢ = ¢ < 1 gewihlt werden. Die Glei-
chungen (22) sind erfiilly, wenn die in geschweiften
Klammern stehenden Ausdriicke fiir sich verschwinden.
Durch Nullsetzen bekommt man so ein iiberbestimmtes
System von drei Gleichungen:

i+a@G— Q)+ 20 =0,
—a2Q+pf— Bt =0,
i—a(bG+ Q)+ 20=0.

(32)

Die Gleichungen dieses Systems sind, streng genommen,
nur fiir a=—b&, also fiir symmetrische Satelliten, mitein-
ander vertriglich. Dennoch kann man fiir nicht zu grofle
Unsymmetrien zu einer Abschitzung kommen, indem man
einmal die ersten beiden und andererseits die letzten beiden
Gleichungen von (32) fiir sich betrachtet. Die so erhaltenen
Gleichungssysteme sind fiir a =— b identisch, auflerdem
stimmen sie mit (25) iiberein, wenn dort ¢ = 0 eingesetzt
wird. Es geniigt, eines dieser Systeme zu untersuchen und
dann nachtriglich a = — b einzusetzen. In dem friiher schon
verwendeten #, v-Diagramm bedeutet dies eine Spiegelung
an der Hauptdiagonalen. Der Stabilititsbereich in der #, v-
Ebene ist also — wie zu vermuten ist — symmetrisch zur
Hauptdiagonalen.

Die Koeffizienten der charakteristischen Gleichungen
sind:

P, = Q2+ 3a), Py= 22— 3b),

Q:=094(1 —3a), Q.= Q4(1 + 3b).
Aus den Stabilititsbedingungen (28) ergeben sich damit
unter Beriicksichtigung von (4) und nach Einsetzen der
Haupttrigheitsmomente die Bedingungen:
A—3C+3B >0,
B —3C43 A 50,
2A+3C—38 >0,
28 +3C—34230,
(C—B)(8A+3C—3B)>0,
(C—A) (8B +3C —3A4)>0.

(33)
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Der durch diese Bedingungen definierte Bereich der #, v-
Ebene ist in Bild 9 eingetragen. Es zeigt sich, dafl nur eine
eng begrenzte Gruppe schwach beziiglich der z-Achse ab-
geplatteter Satelliten mit nicht zu grofler Unsymmetrie
stabil sein kann. Der fiir symmetrische Satelliten geltende
Stabilititsbereich (1 > # = v > 3/4) entspricht wieder dem
aus Bild 4 fiir den Fall »=0 folgenden Bereich (1< p<4/3).

.

u=A/C

-

-~
N

v=B/C
Bild 9. Stabilititsbereich fiir drallfreie Satelliten.

Aus Bild 9 kann ferner abgelesen werden, dafl drallfreie
Satelliten mit einer Symmetrieachse in der Bahnebene nur
stabil sein konnen, wenn sie nicht zu stark verlingert sind
235 u,v<1).
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Ubersicht

Die Bewegungsgleichungen fiir starre Satelliten in einem radial-
symmetrischen Schwerefeld werden fiir den Fall kleiner Satelliten-
abmessungen vercinfacht. Eine exakte partikulire Losung dieser
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Niherungsgleichungen wird als Ausgangspunkt fiir die Unter-
suchung von drei Teilproblemen verwendet, bei denen die Stabi-
litit bestimmter Raumorientierungen von Satelliten verschiedener
Formen interessiert. Stabilititsdiagramme werden angegeben fiir
Satelliten mit Drall um eine senkrecht zur Bahnebene stehende
Symmetrieachse, fiir niherungsweise translatorisch umlaufende
Satelliten sowie fiir solche Satelliten, bei denen die Hauptachsen
stets eine gleichbleibende Orientierung relativ zur Erde beibe-
halten. Eine Anzahl allgemeiner Sitze iiber den Zusammenhang
zwischen den Verhiltnissen der Haupttrigheitsmomente, dem
Drall und der Stabilitit wird angegeben. Das Zeitverhalten
(Schwingungszeiten und Zeitkonstanten) von symmetrischen
Satelliten mit gleichbleibender Orientierung zur Erde wird unter-
sucht und in zwei Diagrammen dargestellt.

Summary

The equations of motion for rigid satellites in a radial gravity
field are transformed for the case of small-size satellites. A
special solution of these equations is used as a starting point to
examine the stability of different spatial orientations of satellites
of various shapes. Stability diacrams are given for the following
three cases: satellites with spin about an axis of symmetry
perpendicular to the plane of the orbit; satellites with an
orientation of the three principal axes unvariable with respect

.10 the earth; satellites without spin. Some general results are

given concerning the relations between the principal moments
of inertia, the spin and the stability of different orientations of
the satellite. The transient behaviour (time of vibration and time
constants) of symmetrical satellites with an orientation fixed
with respect to the earth is explained by two diagrams.

Résumé

Les équations du mouvement pour satellites rigides dans un
champ de gravité a symétrie radiale sont transformées pour le
cas de satellites a faibles dimensions. Une solution exacte spéciale
de ces équations sert de point de départ pour 'investigation de
trois problémes partiels, o 'intérét réside dans la stabilité de
différentes orientations spatiales de satellites a3 formes diverses.
On donne des diagrammes de stabilité pour des satellites en
rotation autour d’un axe de symétrie perpendiculaire au plan de
la trajectoire, pour des satellites 3 mouvement approximative-
ment translatoire et pour des satellites, dont Iorientation des
trois axes principaux est invariable par rapport a la terre. On
donne quelques résultats généraux sur les rapports entre les
moments d’inertie principaux et la stabilité des différentes
orientations du satellite. Le comportement au temps (temps
d’oscillation et constantes de temps) de satellites symétriques a
orientation fixe par rapport a la terre est étudié et représenté
par deux diagrammes.

AUS DER DISKUSSION

Prof. Dr.-Ing. E. Mewes (Braunschweig): Miissen nicht die von
Thnen geschilderten Phinomene auch auflerhalb des Bereiches der
Satelliten auftreten, z.B. bei terrestrischen Verhiltnissen, wenn
man auf einem glatten Tisch einen rollenden Kérper von genauer
Kugelumrifiform hat, bei dem durch Inhomogenititen in seinem
Inneren verschiedene Haupttrigheitsmomente bestehen?

Prof. Dr. K. Magnus: Selbstverstindlich treten die geschilderten
Erscheinungen im Prinzip auch in der terrestrischen Mechanik
auf. Es ist jedoch auflerordentlich schwierig, sie nachweisen zu
kénnen, da die hier unvermeidlichen Reibungskritte stéren. Die
rollende Kugel ist auflerdem ein System mit nicht-holonomen
Bindungen, fiir die besondere Gesetzmifigkeiten gelten. Letzten
Endes gehoren aber hierher auch die bekannten Pendel mit
besonders langer Schwingungsdauer (84-Minuten-Pendel), bei
denen ecinige Autoren recht merkwiirdige Stabilittserscheinungen
errechneten. Ob diese Erscheinungen inzwischen experimentell
nachgewiesen werden konnten, weif8 ich nicht.



