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Die Stabilitit partikulidrer Drehbewegungen
von Satelliten beliebiger Form auf einer Kreishahn

Von K. Magnus

1. Einleitendes. Ein Satellit, den wir in dieser Arbeit stets als einen starren Kérper mit kon-
stanter Masse betrachten wollen, kann wihrend der Umlaufbewegung um das Anziehungszentrum
auch Drehbewegungen um seinen Massenmittelpunkt ausfiibren. Diese Drehungen bilden eine
interessante Verallgemeinerung der klassischen Probleme der Drebung eines starren Korpers um
einen sowohl im Korper als auch im Raum festen Bezugspunkt (Fixpunkt). Infolge der Fortschritte
der Satellitentechnik kommt einer Untersuchung dieser Drehbewegungen nunmebr auch praktische
Bedeutung zu, da die Funktion verschiedener Satellitentypen weitgehend und teilweise sogar ent-
scheidend von der richtigen Orientierung des Satelliten auf seiner Umlaufbahn abhéingt.

Obwoll die Drehbewegungen von Satelliten das Interesse der Astronomen schon seit langem er-
regien, und einige Arbeiten zur Mondtheorie bereits wertvolle, auch fiir kiinstliche Satelliten an-
wendbare Ergebnisse enthielten, fithrten die andersartigen Problemstellungen der Satellitentechnik
dazu, daf sich im Laufe des vergangenen Jahrzehnts zahlreiche Autoren mit der Untersuchung der
Drehbewegungen kiinstlicher Satelliten beschiftigt haben. Hier ist vor allen Dubeschin! zu nennen,
der in einer Reihe von grundlegenden Untersuchungen zuniichst die allgemeinen Bewegungsgleichun-
gen aufgestellt und dann auch die ersten exakten Partikularlésungen dafiir gefunden hat. Er wies
nachdriicklich darauf hin, daff eine Untersuchung der Drehbewegungen von frei umlaufenden Sa-
telliten ganz erheblich schwieriger ist, als die Behandlung der klassischen Fille der Kreiseltheorie.
Das liegt einerseits an der Notwendigkeit, das vom Schweregradienten herrithrende duflere Moment
beriicksichtigen zu miissen, andererseits aber in der Tatsache, dafi die Drehbewegungen mit der
Umlaufbewegung so verkoppelt sind, daf die zugehérigen Gleichungssysteme nur gemeinsam gelost
werden konnen. Daher erscheint die Aufgabe, Drehbewegungen von Satelliten zu bestimmen, als
eine Kombination der klassischen Probleme von Kepler (Umlaufbahnen des Zwei-Korper-Problems)
und Euler (Drehungen eines starren Kérpers). Beschrinkt man sich auf den in der Satellitentechnik
wohl stets vorliegenden Fall, dal die Lingenabmessungen L des Korpers klein gegeniiber dem
Bahnradius R sind, dann sind, wie Duboschin und andere Autoren? gezeigt haben, die Riickwirkun-
gen der Kérperorientierung auf die Bahn von zweiter Ordnung beziiglich des Verhiltnisses L/ R, so
daB sie in einer Naherungstheorie vernachlédssigt werden kénnen. Eine derartige Vereinfachung liegt
den Untersuchungen der meisten Autoren zugrunde, die auf diesem Gebiet gearbeitei haben; sie
soll auch fiir die vorliegende Arbeit gelten. Weiterhin soll vereinfachend angenommen werden, daff
die Massenanziehung zwischen Satellit und Erde die einzige dulere Kraft fiir den Satelliten darstellt.
Widerstandskrifte, Strahlungsdruck und magnetische Einfliisse werden also vernachlissigt. Die
Schwerkraft moge aus dem Potential einer Kugel ableitbar sein, so daf} die Abplattung der Erde un-
beriicksichtigt bleibt.

Trotz dieser Vereinfachungen ist das Problem noch so kompliziert, dafl weitere Einschrankungen
notwendig werden.' Je nach der Problemstellung beziehen sich diese Einschrinkungen

1. auf die Gestalt der Umlaufbahn,
2. auf die Form des Korpers (genauer auf die Gestalt seines Trigheitsellipsoides) und

3. auf den Bewegungszustand des Kérpers.

Bei den vorliegenden Untersuchungen soll die Bahn des Massenmittelpunktes des Satelliten grund-
sitzlich als Kreis angenommen werden. Die Form des Kérpers soll beliebig sein, dagegen werden
spiter (Ziff. 2) gewisse Einschrinkungen beziiglich der Eigendrehung gemacht werden.

Fiir einen symmetrischen Satelliten, d. h. fiir einen Satelliten mit rotationssymmetrischem Trig-
heitsellipsoid, ist bekannt, dafl er um die quer zur Bahnebene liegende Symmetrieachse rotieren

. z.B. 6. N. Duboschin, Buletin Instituta Theoreti¢eskoi Astronomii (russisch) 7 (1960) S. 511.
. z.B. K. Magnus, 7. Flugwiss. 11 (1963) S. 233.
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darf. Stabile und instabile Drehungen dieser Art sind in Abh#ingigkeit von Kérperform (Verhaltnis
von axialem zu dquaterialem Trigheitsmoment) und Drehgeschwindigkeit bestimmt worden!. Ziel
der vorliegenden Untersuchungen ist eine Verallgemeinerung dieser Ergebnisse fiir Kérper mit be-
liebigem Trigheitsellipsoid.

2. Grundgleichungen und partikulire Lésungen. Unter den angegebenen Voraussetzungen
lauten die Gleichungen fiir die Drehbewegung eines Satelliten, also die verallgemeinerten Euler-
Gleichungen, wie folgt?: :

Ap+(C—B)qgr—322(C—B)y,y.=0,
Bi+(d—Crp—300(4—C)yp =0, 0
Cr—}~(B——A)pq——3.QZ(B——~A))/xV&:0 [

Darin sind 4 B C die Haupttrigheitsmomente des Satelliten, p ¢ r sind die korperfesten Komponen-
ten der Winkelgeschwindigkeit, y, y, 7, sind die ebenfalls beziiglich der kérperfesten xy z-Achsen
genommenen Komponenten eines Kinheitsvektors in Richtung der Vertikalen, also die Richtungs-
cosinus der Verbindungslinie vom Massenmittelpunkt des Satelliten zum Anziehungszentrum gegen-
iiber den kirperfesten Hauptachsen, Durch Q ist die Winkelgeschwindigkeit der Vertikalen wihrend
der Umlaufbewegung bezeichnet. Da eine kreisformige Umlaufbahn vorausgesetzt wird, hat  einen
konstanten Wert, der aus den Kepler-Gleichungen berechnet werden kann.

Neben dem kérperfesten xy z-System soll weiterhin ein mit der Bahn verbundenes &7{-System
nach Abb. 1 verwendet werden. Die &-Achse liege normal zur Bahnebene (1) {-Ebene), die 57-Achse
sei tangential zur Bahnkurve. Dann hat die {-Achse die Richtung der Vertikalen. Wir werden
spiter (Ziff. 3) die Lagebeziehungen beider Koordinatensysteme gegenecinander noch niher fest-
legen.

z g
4
: Yy
\/¢( ”
Abb. 1, Das mit der Umlaufbahn verbundene Abb. 2. Verdrehungen der kirperfesten yz-Achsen gegeniiber den 1 {-Achsen.

& 9 {-Koordinatensystem.

Einige leicht zu verifizierende Sonderlésungen von (1) sind:

a) Der Satellit mit kugelformigem Trigheitsellipsoid:
A =B = C;p = pg; q = qo; 7 = ry. Dasist eine gleichférmige Drehung um eine beliebig orientierte,
sowohl im Kérper als auch im Raum feste Achse.

b) Der Satellit mit rotationssymmetrischem Trigheitsellipsoid, dessen Symmetrieachse in die
£-Achse fallt: B = C; 9, = 0; p = pys ¢ = r = 0. Das ist eine gleichférmige Drehung um die quer
zur Bahnebene liegende Symmetrieachse.

¢) Der Satellit mit gleichbleibender Orientierung zum Anziehungszentrum: z.B. y, =y, = 0;
y. =15 p=10; qg=r =0. Hierbei zeigt die z-Achse zum Anzichungszentrum, und der Satellit
macht die Drehung der Vertikalrichtung ({-Achse) mit. Das korperfeste Hauptachsensystem fillt
mit dem £7[-System zusammen (relative Ruhe).

1'S. z.B. W. T. Thomson, J. Astronaut. Sc. 9 (1962) S. 31.
2 S. z.B. die in Fufin. 2 von S. 129 zitierte Arbeit.
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Der Fall ¢) 18t sich verallgemeinern, wenn man nach Abb. 2 Verdrehungen beider Koordinaten-
systeme um die x = §-Achse zulidBt. Dann existiert eine partikulire Lésung, die durch

p =p() g=r=0
v, = 0; yy:sin(p; Y, = COS @
gekennzeichnet ist. Da wegen p = ¢ ++ 2; p = ¢ gilt, hat man ¢ aus
Ag+3022(B— C)singcosp =190

(2)

3Q*(B—-C :
nach (1), zu bestimmen. Mity? = - (A ) laft sich diese Beziehung in die Pendelgleichung
(2§) +o2sin 2q) =0 )

iiberfithren. Je nach den Anfangsbedingungen hat (3) zwei Losungstypen:

«) Pendelbewegungen um die Gleichgewichtslage ¢ = 0:
sing = k;sn (vt; k) (4)
: -2
mit dem Modul k, = 72 =20 = < 1.
Dabei ist ¢, die relative Drehgeschwindigkeit, mit der sich das yz-Kreuz im Augenblick des Durch-
gangs durch die Gleichgewichtslage gegeniiber dem % {-Kreuz bewegt. Die Amplitude der Pende-
lungen ist
n -
9

Z

. . . @
Pmax = arcsin ky = arcsin 7§

fiir die Schwingungszeit gilt:

4 2a_ 2my/ A ,
—_ _— = —— > .
T, = K) = " a3 E-—0= 48,7 Minuten
Die kiirzeste Schwingungszeit wird fiir kleine Pendelungen eines stabférmigen Korpers (C = 0,
A = B) erhalten. Dabei zeigt die Stabachse in der Gleichgewichtslage zum Anziehungszentrum.

3] Uberschlagende Bewegungen : .
sin g = sn (@ 1; ky) (5)

mit

Die Zeit eines vollen Uberschlags ist

4 25
2T g (he) = Po
Aus p = ¢ -+ 0 folgt unter Be-
riicksichtigung von (5):

p =28+ godn(pyt;ky). (6)

Der Ubergang zwischen den bei-
den Bewegungsformen «) und ) wird
durch k=1 oder ¢y=19 gekenn-
zeichnet.

3. Die Stabilitiit der partikuliiren
Lésungen. In iiblicher Weise soll die
Stabilitit der betrachteten Lésung
durch eine Untersuchung der Nach-
barbewegungen ermittelt werden. Zur
Kennzeichnung dieser Bewegungen
werden die Winkel ¢ 9 6 nach Abb. 3

herangezogen, die die Verdrehung des

Abb. 3. Kennzeichnung der gegenseitigen Verdrehung von kérperfestem
und bahnfestem Koordinatensystem.
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xyz-Systems gegeniiber dem £ % {-System zu beschreiben gestatten. Dabei sind @ und o Euler-
Winkel, wihrend  der Komplementirwinkel des Euler-Winkels ¢ ist. Die Absolutdrehung des
kbrperfesten Systems setzt sich aus 4 Anteilen zusammen: der Komponente @ in der x-Richtung,

der Komponente 9 in der {-Richtung, der Komponente § in Richtung der Knotenlinie Kn und der
Komponente £2 in der -Richtung, mit der bereits das £ 7 {-System dreht. Aus Abb. 3 folgen die
kinematischen Gleichungen:

p=¢+psind + Qcosdcosy,

g =1 cosdsingp — 5 cos @ — £ (siny cos @ + cosy sin § sin ¢) , (7)

r=ypcosdcosg+ dsing + Q (siny sin g — cosy sind cos @) .
Fiir die Richtungscosinus der Vertikale ({-Achse) folgt:

Ve =8ind , Yy =cosdsing, Vs = €080 cos @ . (8)

Im Grenzfall y = § = 0 gehen (7) und (8) in die Bedingungen (2) der frither betrachteten Sonder-

l6sung tber.

a) Gleichungen fiir die Nachbarlésungen. Setzt man (7) und (8) in (1) ein, so folgt unter
Beriicksichtigung von y <€ 1 und 6 < 1 ein System von vereinfachten Gleichungen fiir die Nachbar-
bewegungen. Aus der ersten dieser Gleichungen folgt bei Vernachlissigung der von zweiter und
hoherer Ordnung kleinen Glieder genau wieder die Pendelgleichung (3). Der Winkel g(t) bleibt also
fiir die Nachbarbewegung unverindert. Die zweite und dritte Gleichung von (1) gehen iiber in:

1}3sin<p+q])¢cosqo—5cosgv +5q')sin<p——
—PRcosp +ypy Qesing —32sing — 2 @cosgp +

+A; C[p (@cosqp—{—ésin(p) +p £ (ysing — § cos g) — 63 PP cosgp] =0,

Peosp — P @sing +dsing +5¢cos<p+

Ly Qsing +yp Qgcosp —5Qcosp +02¢sing +
+BEA[p(1'psin<p——5cosq))—pQ(y)cosqo—}—ésin(p)—63.@23in(p]:0_

Diese Gleichungen lassen sich iibersichtlicher schreiben, wenn sie nach Multiplikation mit sin ¢ und
cos ¢ einerseits, cos @ und — sin ¢ andererseits addiert werden. Mit den Abkiirzungen

1 (A—~C | B— A\, _1/4A—C B-4
G:?(“B“Jr‘c—)’ 7—7( B ~‘c*) (10)
folgt dann aus (9):
P4+ ypposin2¢ +y[pl — 22+ pQ(t—ocos2¢)] +
+5[p~2!2—{~p(‘c—acos2(p)]—5(p9+3!22)o'sin2(p:0, a1

5—5pcsin2<p+6[p.Q——.Qz+(pQ+3Q2)(r+0cos2(p)]—
—9[p—280+p(r+ocos2¢)] —ppLosin2¢=0.

Diese in 9 und § linearen Differentialgleichungen haben periodische Koeffizienten, da nicht nur
sin 2 @ und cos 2 @, sondern auch p nach (6) periodische Funktionen der Zeit sind.

b) Sonderfalle. Fir die drei in Ziff. 2 genannten Sonderlsungen der Ausgangsgleichungen
reduzieren sich die Gleichungen (11) auf ein System mit konstanten Koeffizienten. Im Falle eines
Satelliten mit kugelfsrmigen Trigheitsellipsoid (Fall a) ist die Lésung elementar. Die gleichformige
Drehung des Kérpers ist beziiglich der Koordinaten 1 und § stets stabil. Fiir den um eine quer zur
Bahnebene stehende Symmetrieachse rotierenden Korper (Fallb) sind von Thomson! und Kane?
Stabilitatsbereiche ausgerechnet und diskutiert worden. Die Thomsonschen Gleichungen kénnen
aus (11) mit B = C; p = py; 0 = Ound v = 4/B — 1 erhalten werden.

Auch der Fall ¢) eines Satelliten mit einer wihrend seines Umlaufs gleichbleibenden Orientierung
relativ zur Bahn ist bekannt. Er wurde von Beletzki® und DeBrag* ausfiihrlich untersucht. Man

1S, die in FuBn. 1, S. 130 zitierte Arbeit.
E. Kane, J. Astronaut. Sc. 9 (1962) S. 108.
Beletzki, Iskusstvennije Sputniki Semli 1959, Heft 3.

1
2T,
V.V,

* D, B. DeBra, Stanford-University, Diss. SUDAER Nr, 126, 1962,
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erhilt die zugehirigen Ausgangsgleichungen, indem man in (11) auch den Winkel ¢ als klein be-
trachtet und im Sinne einer Theorie kleiner Schwingungen solche Glieder vernachlissigt, die von
zweiter und héherer Ordnung klein sind. Ohne hier auf Einzelheiten einzugehen, soll noch bemerkt
werden, daB gewisse Unterschiede in den Ergebnissen von Beletzki einerseits und DeBra andererseits
darauf zuriickzufithren sind, dafl beide Autoren verschiedene Methoden angewendet haben. Wih-
rend Beletzki die Stabilitdt der Bewegungen nach der Ljapunovschen Methode berechnet hat, ver-
wendet DeBra die Theorie kleiner Storungen. Die hinreichenden Stabilititskriterien nach Ljapunov
ergeben aber bel Beleizki einen kleineren Stabilitatsbereich, als die notwendigen Kriterien, deren sich
DeBra bediente. Wir werden die Stabilititsbereiche in einer von den genannten Arbeiten ab-
weichenden Darstellung in Ziffer 4 (Abb. 6) angeben, um den Zusammenhang mit den entsprechenden
Ergebnissen fiir den Fall eines sich fiberschlagenden Satelliten aufzuzeigen.

¢) Niherungenfiirdenallgemeinen Fall. Da das Ausgangssystem (11) periodische Koeffi-
zienten besitzt, liegt es nahe, nach periodischen Losungen zu suchen, da diese im Sinne der Floguer-
schen Theorie die Grenze zwischen den stabilen und instabilen Lésungen bilden. Zwei Méglichkeiten
bieten sich an: man kann entweder durch einen Fourier-Ansatz mit geeignet gewihlter Grund-
periode oder aber durch eine Reihenentwicklung nach Potenzen eines kleinen Parameters periodische
Lésungen von (11) aufsuchen. Beide Wege sind beschritten worden, da sich herausgestellt hat, daf}
je nach dem Charakter der Stabilititsgrenze der eine oder der andere Weg einfacher zum Ziele fiihrt.

Zur Durchfithrung der Niherungsberechnungen werden zunichst die exakten Losungen (5) und
(6) der Grundbewegung in Reihen zerlegt:

2n+4-1
. 2z © g 2 . TPyt
sin @ = " K(ky) gﬂ 1 — sangrSin 2n-4+1) TR, (12)
N 7 P, O AN @t 13
b= 'Q + 2 K(k,_,) [1 + 4 ré’l —+ x2n cos K(kz) :| 3 ( )

mit

Fiir gegebene Werte von ¢ und y ist k, bekannt, fiir jedes k, folgen dann aus vorhandenen
Tabellen unmittelbar die Zahlwerte fiir das vollstindige elliptische Integral K(k,) und fiir die
HilfsgroBe . Besonders vorteilhaft ist dabei, daf} die Reihenentwicklungen

7 2 9”134
K(k):%{1+%+~67+---]7

(k) = (%‘)2 [1 T2 (%)2 15 (%)4 1. ]

fiir die meist interessierenden Werte von k sehr rasch konvergieren, so dal man bei hinreichend
2
kleinem k sogar mit den ersten Niherungen K & %; x A % und @ & @y 13 p ~ L2 4+ ¢ auskom-
men kann. Selbst fiir den Maximalwert k = 1 hat man nur ein % = 0,064, so daBl die Faktoren der
sin- und cos-Glieder von (12) und (13) rasch abnehmen.
Da (11) periodische Koeffizienten mit dem Argument 2 ¢ enthilt, liegt es nabe, periodische Lé-
sungen mit der halben Periode durch einen Fourier-Ansatz

7

by

py=3W,,sinng + ¥, cosng),
n=1\

i

(14)

(23
I
b

(A, sinng 4+ 4,, cos ng)

1

n

I

zu suchen. Einsetzen von (14) in (11) fithrt auf 2 Gleichungen, die sicher dann erfiillt sind, wenn die
Faktoren der trigonometrischen Funktionen simtlich verschwinden. Das fithrt in bekannter Weise
auf eine Folge von algebraischen Gleichungen fiir die Amplitudenfaktoren ¥ und A, die dann auf
iterativem Wege weiter untersucht werden kénnen. Bei dem ersten Schritt ergeben sich so die

10
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folgenden beiden Gleichungssysteme:

i

Asy [(*H2+3M“ 2)+ (vt 3)—%@42 + 3)] +‘I’c1[(—u2+ 3pu—2)—t(p*— ) +%ﬂ2] 0,

0.

f

Asl[wﬁ A 2) v (ut ) T 3)] chl[wﬂ F3p—2) T —%m]

—

15)
A (0 3= 2) +0(u 3+ 300+ 3) | P00 = 30 +2) o) £ G| =0,

Acl[(uz —3u+2)+(p—p +%(M2 + 3)] +‘Ps1[(* pr3pu—2) + Ty +%/ﬂ] =0.
(16)

Darin ist zur Abkiirzung p/Q = p eingesetzt worden. Sollen die homogenen Gleichungen (15) und
(16) nichttriviale Losungen haben, dann miissen ihre Determinanten verschwinden. Durch diese
Forderung kommt man zu einer Beziehung zwischen den Gréfien ¢, 7 und y, also auf einen Zusammen-
hang zwischen den Trigheitsmomenten und dem Bewegungszustand des Satelliten. Man kann die
Determinanten in die Form

D=(r T o)[v(—p*+205+3p) + @2+ 3) (—* + 3 — 2)] 17)

bringen, wobei das obere Vorzeichen fiir (15), das untere fiir (16) gilt. Beide Determinanten unter-
scheiden sich nur durch das Vorzeichen von ¢, was nach (10) gleichbedeutend mit eciner Vertau-

schung von B und Cist. Die Determinanten (17) verschwinden, wenn 7 = ¢ bzw.7 = — g ist. Unter
Beriicksichtigung von (10) fithrt dies auf die Beziehungen
A=DB bzw. A=C. (18)

Daraus kann man schlieBen, daf die betrachtete Bewegung instabil ist, wenn A das mittlere der
drei Haupttrigheitsmomente ist. Im Grenzfall eines sehr schnell um seine x-Achse drehenden Sa-
telliten muf} namlich wieder das bekannte klassische Ergebnis von der Instabilitiit eines um die
mittlere Hauptachse drehenden Koérpers erhalten werden.

Die Determinante (17) verschwindet weiterhin, wenn der in eckigen Klammern stehende Aus-
druck zu Null wird. Daraus kann eint = 7(¢), also eine Beziehung zwischen den Trigheitsmomenten
und der Drehgeschwindigkeit abgeleitet werden. Die Auswertung zeigt jedoch, daf die so erhaltenen
7-Werte nicht interessieren, da sie zum grofiten Teil aus dem allein zulassigen Bereich — 1 <7 < +1
herausfallen.

Bei der Auswertung weiterer, aus dem Ansatz (14) folgender Niherungen wird man wegen der
mit hiherem Niherungsgrad stark ansteigenden Rechenarbeit Réchenautomaten zu Hilfe nehmen
missen. Dagegen ist es leicht méglich, den Verlauf der fiir symmetrische Korper bekannten Stabi-
litdtsgrenzen im Bereich kleiner Unsymmetrien zu iibersehen. Da fiir den symmetrischen Kérper
mit B = C aus (10) ¢ = 0 folgt, liegt es nahe, fiir nicht zu grole Unsymmetrien eine Potenzreihe
nach ¢ anzusetzen. Auch fiir ¢ gilt, wie fiir 7, die Beziehung |o| < 1. Mit dem Ansatz:

N N N
y=3od"y,, 0= >o"d,, T= D", (19)
n=0 n=0 n=90

erhilt man nach Einsetzen in (11) zwei Gleichungen, die nach Potenzen von ¢ geordnet werden
konnen. Setzt man die Faktoren der verschiedenen Potenzen von ¢ fiir sich gleich Null, dann wird
man jn bekannter Weise auf iterativ losbare Gleichungssysteme fiir die y,,, §, und 7, gefithrt. Die
Stabilititsbedingungen fiir die Teillosungen und die Forderung nach Periodizitit, die zu Be-
ziehungen zwischen 7, ¢ und g fithren, geben dann Aufschlufl iber das Verhalten der Losungen.
Aut die Einzelheiten des Berechnungsverfahrens! wollen wir hier nicht eingehen, sondern nur die
Ergebunisse des noch leicht iibersehbaren ersten Iterationsschrittes angeben. Dieser Schritt gibt
bereits eine recht gute Anniherung. Die Gleichungen fiir die Grundlésung sind:

) ¢0+’/'0(M—1+/«LT)+50(M"2‘|'NT):07} (20)
Bot-O0 (i — 1+ +37) — o (n —2 - pr) =0.

1 S. z.B. 4. Weigand, Deutsche Luftfahrtforschung, Forschungsbericht Nr. 1495, Berlin 1941.
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Beiin erster Ndherung als konstant angenommenem g wird die Grundlésung stabil, wenn die Wurzeln
der charakteristischen Gleichung

Pap—ltpr o A(p—2+pr) —o (21)
— A =2 pr) Pp—1dpTtda
oder

M PRLQ=0

keine positiven Realteile haben. Da die Gleichung nur gerade Potenzen von A enthilt, lauten die
notwendigen Bedingungen fiir Stabilitit

P > 0; Q>0; P2 —-4Q=>0. (22)

Wegen P = P{u, ) und Q = Q(u, 7) lassen sich daraus wieder Funktionen t(u), also Beziehungen
zwischen den Trigheitsmomenten und der Drehgeschwindigkeit ermitteln. Im Falle ¢ = 0, also
fiir den symmetrischen Kérper, ergeben sich exakt die schon bekannten Werte, Der Verlauf der
Stabilititsgrenze im Bereich unsymmetrischer Korper ist nach diesem ersten Naherungsschritt da-
durch gekennzeichnet, daB sich die drei Haupttrigheitsmomente bei vorgegebenem u so zueinander
verhalten, daB 7 nach (10) konstant bleibt. Durch die hoheren Niherungen wird der Verlauf dieser
Grenzen nur im Bereich grifierer Unsymmetrien, d. h. fiir groflere o-Werte noch etwas korrigiert.

4. Ergebnisse. a) Das Formdreieck. Zur Darstellung der Ergebnisse soll eine Methode ver-
wendet werden, wie sie in analoger Weise in der Plastizitdtstheorie zur Erlduterung von Fliefibe-
dingungen angegeben wurde. An die Stelle der Hauptspannungen treten in unserem Fall die Haupt-
trigheitsmomente. Denken wir uns diese nach Abb. 4 auf den Achsen eines kartesischen Koordina-
tensystems abgetragen, dann wird das Trigheitsellipsoid eines gegebenen Kérpers durch einen
Punkt P im ersten Oktanten ecindeutig re-
prasentiert. Da das Stabilitdtsverhalten nicht ¢
von der absoluten GrdBle der Tragheitsmo-
mente, sondern von ihren Verhiltnissen ab-
hangt, geniigt es, dhnliche Trigheitsellipsoide
durch ein und denselben Punkt zu kenn-
zeichnen., Wir wiihlen dazu den Durchstof-
punkt D der Verbindungsgeraden OP durch
die Ebene

ALBL+C=1. (23)

Der Punkt D reprisentiert alle untereinander
dhnlichen Trigheitsellipsoide; ihre P-Punkte
liegen auf dem Strabl OP durch den Ur-
sprung 0.

Fir reale starre Korper gilt bekanntlich
die allgemeine Bezichung, daf} die Summe
zweier Haupttrigheitsmomente stets gréBer
oder hochstens gleich dem dritten Haupt-
trigheitsmoment ist (Dreiecks-Ungleichung).
Die Grenzen des Bereiches fiir die Tragheits-
momente realer Kérper sind also durch Abb. 4. Zur Bestimmung des Formdreiecks.

A4+-B=C B+C=4; C+A=B8 (24)

gegeben. Setzt man diese Beziehungen in (23) ein, so findet man, daB sie Geraden in der durch (23)
gegebenen Ebene darstellen. Es gilt

fird +-B=2C: C = 1/2: Gerade 12,
fir B+ C=4: A4 =1/2:Gerade 13, (25)
fir C -4 =18: B:I/Z:Geradeig.

10*
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Danach kénnen die Bildpunkte D realer Kérper nur im Innern des Dreiecks 123 von Abb. 4 liegen.
Da jedem Punkt dieses Dreiecks eindeutig eine bestimmte Form des Trigheitsellipsoides zugeordnet
ist, soll das Dreieck als Formdreieck bezeichnet werden.!

Aus Abb. 5 kann die Zuordnung bestimmter Korperformen (genauer: Formen des Trigheits-
ellipsoides) zu den Punkten des Formdreiecks abgelesen werden. Es gelten die folgenden Ent-
sprechungen:

o) der Mittelpunkt des Dreiecks entspricht einem kugelférmigen Trigheitsellipsoid (4 =B = C),

f) die Mittellinien entsprechen rotationssymmetrischen Trigheitsellipsoiden (4 = B, B = (C,
C = A).

y) die Eckpunkte entsprechen stabférmigen Koérpern. Fiir ihre Hauptirigheitsmomente gilt
A=B,C=00der B=C, 4=00der C= A, B=0.

0) Punkten auf den Seiten des Formdreiecks entsprechen Scheiben, d. h. Koérper mit ebener
Massenverteilung. Fiir sie gelten die Beziehungen (24).

¢) Jedem der 6 durch die Mittellinien abgeteilten Teildreiecke entspricht eine der 6 méglichen
GroBenbezichungen zwischen den drei Haupttriagheitsmomenten.

=L =P
8=0 A-b-3 A=0 M=g=1
2 | e =7
o= 7
\ 7
—7
\ 7
\ w4
\ 7
\— 7
= =/
\* —7
\
= 7
=0
3
Abb. 5. Das Formdreieck. Abb. 6. Stabilitdtsbhereiche eines Satelliten im Zustand

der relativen Ruhe.

b) Die Stabilitit von Satelliten im Zustand der relativen Ruhe. Die in Ziff. 3b er-
wihnten Ergebnisse von Beletzki und DeBra sind in Abb. 6 im Formdreieck dargestellt worden.
Wird die Orientierung des Satelliten sc gewihlt, dall die Hauptachsen xyz entsprechend mit den
Achsen &9 nach Abb. 1 zusammenfallen, dann lassen sich aus Abb. 6 die folgenden Ergebuisse
ablesen:

«) Fiir B < C (linke obere Halfte des Dreiecks) ist keine Stabilitit vorhanden. Von den beiden
in die Bahnebene fallenden Hauptachsen muf} also die mit dem kleineren Trigheitsmoment zum
Anziehungszentrum weisen, wenn Stabilitit angestrebt wird.

$) Fiir stabile Konfigurationen darf 4 nicht mittleres Haupttrigheitsmoment sein.

1) Die Orientierung des Satelliten ist sicher stabil, wenn A4 > B > C gilt. Die Eckpunkte des
dazugehorigen Teildreiecks entsprechen: einem Kérper mit kugelférmigem Trigheitsellipsoid, einem
Stab, dessen Achse zum Anziehungszentrum zeigt und einer symmetrischen Scheibe, deren Symme-

1 Herrn Dozent Dr. H. Lippmann, Hannover, verdanke ich den Hinweis aul eine interessante Analogie:
die hier gegebene Darstellung entspricht einem von 4. F. Mébius gegebenen Beispiel projektiver Koordinaten.
In seinem ,,Baryzentrischen Kalkil* (Leipzig 1827) fithrt Mobius als Koordinaten eines Punktes P in einer
Ebene diejenigen fiktiven Gewichte ein, die in den Ecken eines beliebigen, in der betrachteten Ebene liegenden
Dreiecks angebracht werden miissen, wenn P zum Schwerpunkt gemacht werden soll. Verwendet man nun
anstelle der Gewichte die Haupttrigheitsmomente eines starren Korpers und nimmt als Dreieck das grofe
gleichseitige Dreieck von Abb. 4 mit den Eckpunkten auf den Koordinatenachsen, dann erhélt man genau die
hier beschriebene Darstellung.
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trieachse normal zur Bahnebene steht. Auch der Bildpunkt des natiirlichen Erdsatelliten, des
Mondes, liegt in diesem Teildreieck, nahe der Mitte des Formdreiecks.

d) Im Teildreieck B > C > 4 kann Stabilitit vorhanden sein, sofern die Abweichungen von
einem beziiglich der y-Achse symmetrischen (4 = C), abgeplatteten (B > C) Kérper nicht zu grof3
sind. Im ganzen Teildreieck B > C > A liegt statische Instabilitat vor, da das vom Schweregra-
dienten herriihrende Moment derartige Satelliten aus ihrer Lage herauszudrehen sucht. In dem
schmalen stabilen Streifen reicht jedoch das schwache, von der Teilnahme an der Umlaufbewegung
berrithrende Kreiselmoment zu einer Kompensation des Schweremomentes aus.

¢) Die Stabilitat des sich iiberschlagenden Satelliten. Hier muB zwischen einem
beziiglich der Umlaufbewegung gegensinnigen (1 < 1) und gleichsinnigen (y > 1) Uberschlagen
unterschieden werden. Die unter Anwendung der in Ziff. 3¢ beschriebenen Methoden erhaltenen
Ergebnisse sind in den Abb. 7 und 8 dargestellt worden.

A= a >4
=20
70
5
3
2
Abb. 7. Stabilitdtsbereiche fiir Satelliten, die sich gegensinnig Abb. 8, Stabilitidtsbereiche fiir Satclitten, die sich gleichsinnig

zur Bahndrchung iiberschlagen. zur Bahndrehung iiberschlagen.

Bemerkenswert ist, daB jetzt alle Stabilitdtshereiche symmetrisch zu der von der rechten oberen
Ecke ausgehenden Mittellinie des Formdreiecks sind. Dies bedeutet, dall B und C vertauscht
werden diirfen, ohne daB sich das Stabilitatsverhalten dndert. Da die Hauptsachen y und z wihrend
der Uberschlagbewegung in der Bahnebene rotieren, ist dieses Verhalten physikalisch plausibel.

Besonderes Interesse verdient der Fall 4 = 0, bei dem der Satellit eine fast translatorische Um-
laufbewegung vollfiithrt. Fiir astronomische Laboratorien kann das wichtig sein, wenn man eigen-
stabile, d. h, ohne eine aktive Lagenregelung arbeitende Stationen verwenden méchte. Die Theorie
zeigt hier, daB nur fiir einen recht kleinen Bereich von Kérpern, deren Trigheitsellipsoid fast kugel-
{6rmig ist und deren gréfites Hauptirigheitsmoment A ist, stabile Orientierungen zu erwarten sind
(s. Abb. 7, u = 0).

Fiir stiarker gegensinnige Eigendrehungen erweitert sich der Stabilitatsbereich nach links unten
und rechts oben, wobei jedoch in jedem Falle die Bereiche C > 4 > Bund B > 4 > C(d. h. 4ist
mittleres Haupttrigheitsmoment) ausgespart bleiben. Firy = — 1sind die beiden, durch A>C>B
und 4 > B > C gekennzeichneten Teildreiecke Stabilititsbereiche . Unabhiingig von den Werten
von B und C ist dann Stabilitdt vorhanden, sofern nur 4 das gréfite Haupttrigheitsmoment ist.
Der Kérper ist dann beziiglich der x-Achse abgeplattet. Fiir Kérper, die beziiglich der x-Achse
schlank sind (d. h. A ist kleinstes Haupttrigheitsmoment) wird der Stabilititsbereich um so gréfier,
je stirker die Eigendrehung ist. Durch hinreichend schnelle Eigendrehung lassen sich sogar diinne
stabférmige Korper, deren Stabachse normal zur Bahnebene liegt, stabilisieren.

Entsprechende Ergebnisse werden auch fiir gleichsinnig tiberschlagende Satelliten (1 > 1)
erhalten (s. Abb. 8). Stabilitdt wird hier fiir abgeplattete Kérper (4 > C > Bund 4 > B > C)
bereits friiber erreicht, als bei gegensinnig itberschlagenden Satelliten.
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d) Der Ubergang von pendelnden zum sich iberschlagenden Satelliten. Bei einem
Vergleich der Abb. 6 mit den Abb. 7 und 8 driéngt sich die Frage auf, wie der Ubergang von dem
unsymmetrischen Stabilitatshereich der Abb. 6 zu den symmetrischen Bereichen der Abb. 7 und 8
vor sich geht. Dazu kann festgestellt werden, dafl nicht nur der ideale Fall der relativen Ruhe,
sondern auch Pendelbewegungen entsprechend der partikuliren Liésung (4) zu einem unsymmetri-
schen Stabilitdtsdiagramm fithren. Solange die Anfangsdrehung (¢, hinreichend klein ist und das
vom Schweregradienten herriihrende Moment ausreicht, 'den Satelliten am Uberschlagen Zu ver-
hindern, stellt sich eine Nachbarbewegung zum Zustand der relativen Ruhe ein. Man kénnte hier
von einem Synchronisierungsbereich sprechen. Wenn jedoch die Anfangsdrehung ¢, einen der
beiden Grenzwerte iiberschreitet, die zum ﬁberschlagen fithren, dann werden die Stabilitiitsbereiche
symmetrisch. Der Ubergang von symmetrischen zu unsymmetrischen Stabilitidtsdiagrammen er-
folgt also bei Uberschreiten der Grenzwerte unstetig.

Nach (4) und (5) ist die Grenze zwischen Pendeln und Uberschlagen durch

¢0_¢0 B A —
T“El/g(B—C)‘l (26)

gegeben. Daraus kénnen die Grenzwerte fiir 1y errechnet werden:

0 Po 1/3(B—C
,‘,0:%:1+%:1+|/_(_A_>, @7)

Das Ergebnis einer Auswertung dieser Beziehung ist in Abb. 9 im Formdreieck dargestellt worden.

e ik

\\\\
A

Ap=TXS

-0,5; 55\

—0,732; 5,732\

Abb. 9. Abgrenzung der Pendel- von den Uberschlagbereichen im Formdreieck fiir
verschiedene Anfangswerte y, der bezogenen Drehgeschwindigkeit.

Mit wachsender bezogener Anfangsdrehung y, wichst auch der Bereich des Uberschlagens. Fiir

Hor > 2,732 bei gleichsinniger Drehung und
oz << —0,732 bei gegensinniger Drehung

iiberschlagen sich alle Satelliten, wie auch ihre Gestalt sein mag. Auch fiir B < C findet stets ein
Uberschlagen statt, da der Satellit dann seine Bewegung mit ¢ = 0 aus einer statisch instabilen
Gleichgewichislage beginnt.

(Eingegangen am 25. August 1964.)

Anschrift des Verfassers: Prof. Dr. Kurt Magnus, Institut fiir Mechanik, 7 Stuttgart-1, Keplerstr. 17.



