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Die Stabilit/it partikul/irer Drehbewegungen 
yon Satelliten beliebiger Form auf einer Kreisbahn 

Von K. Magnus 

1. Einleitendes. Ein Satellit, den wir in  dieser Arbeit stets als einen starren KSrper mit kon- 
stanter Masse betrachten wollen, kann w/ihrend der Umlaufbewegung um das Anziehungszentrum 
auch Drehbewegungen um seinen Massenmittelpunkt ausfiihren. Diese Drehungen bilden eine 
interessante Verallgemeinernng der klassischen Probleme der Drehung eines starren KSrpers um 
einen sowohl im KSrper als auch im l~aum festen Bezugspunkt (Fixpunkt). Infolge der Fortschritte 
der Satellitentechnik kommt einer Untersuchung dieser Drehbewegungen nunmehr auch praktische 
l~edeutung zu, da die Funktion verschiedener Satellitentypen weitgehend und teilweise sogar ent- 
scheidend yon der richtigen Orientierung des Satelliten auf seiner Umlaufbahn abh/ingt, 

Obwohl die Drehbewegungen yon Satelliten das Interesse der Astronomen schon seit langem er- 
regten, ulld einige Arbeiten zur Mondtheorie bereits wertvolle, aucb fiir kiinstliche Satelliten an- 
wendbare Ergebnisse enthielten, fiihrten die andersartigen Problemstellungen der Satellitentechnik 
dazu, dab sich im Laufe des vergangenen Jahrzehnts zahlreiche Antoren mit der Untersuchung der 
Drehbewegungen kfinstlicher Satelliten besch~iftigt haben. Hier ist vor allen Duboschin 1 zu nennen, 
der in einer Reihe yon grundlegenden Untersuchungen zun~ichst die allgemeinen Bewegungsgleichun- 
gen aufgestelh und dann auch die ersten exakten PartikularlSsungen dafiir gefunden hat. Er wies 
nachdriicklich darauf bin, daf~ eine Untersuchung der Drehbewegungen ,con frei umlaufenden Sa- 
telliten ganz erbeblich schwieriger ist, als die Behandlung der klassischen F/i]le der Kreiseltheorie. 
Das liegt einerseits an der Notwendigkeit, das yore Schweregradienten herriihrende/iuBere Moment 
beriicksichtigen zu miissen, andererseits abet in der Tatsache, dab die Drehbewegungen mit der 
Umlaufbewegung so verkoppelt sind, dab die zugehSrigen Gleichungssysteme nut gemeinsam gelSst 
werden kSnnen. Daher erscheint die Aufgabe, Drehbewegungen yon Satelliten zu bestimmen, als 
eine Kombination der klassischen Probleme -con Kepler (Umlaufbahnen des Zwei-KSrper-Problems) 
und Euler (Drehungen eines starren KSrpers). Bescbr/inkt man sich auf den in der Satellitentechnik 
wohl stets vorliegenden Fall, dab die L/ingenabmessungen L des KSrpers klein gegeniiber dem 
Bahnradius R sind, dann sind, wie Duboschin und andere Autoren 2 gezeigt haben, die Riickwirkun- 
gen der KSrperorientierung auf die Bahn yon zweiter Ordnung beziiglich des Verh/iltnisses L/R ,  so 
dab sie in einer N/iherungstheorie vernachl/issigt werden kSnnen. Eine derartige Vereinfachung liegt 
den Untersuchungen der meisten Autoren zugrunde, die auf diesem Gebiet gearbeitet haben; sie 
soil auch fiir die vorliegende Arbeit gehen. Weiterhin soll vereinfachend angenommen werden, da$ 
die Massenanziehung zwischen Satellit und Erde die einzige ~iuBere Kraft fiir den Satelliten darstellt. 
Widerstandskr~ifte, Strahlungsdruck und magnetische Einfliisse werden also vernachl/issigt. Die 
Schwerkraft mSge aus dem Potential einer Kngel ableitbar sein, so dab die Abplattung der Erde un- 
beriicksichtigt bleibt. 

Trotz dieser Vereinfachungen ist das Problem noch so kompliziert, dab weitere Einschrankungen 
notwendig werden. Je nach der Problemstellung beziehen sich diese Einschr/inkungen 

1. auf die Gestalt der Ur~laufbahn, 

2. auf die Form des KSrpers (genauer auf die Gestalt seines Tr/igheitsellipsoides) und 

3. auf den Bewegungszustand des KSrpers. 

Bei den vorliegenden Untersnchungen soU die Bahn des Massenmittelpunktes des Satelliten grund- 
s/itzlich als Kreis angenommen werden. Die Form des KSrpers soll beliebig sein, dagegen werden 
sp~iter (Ziff. 2) gewisse Einschr~inkungen beziiglich der Eigendrehung gemacht werden. 

Ffir einen symmetrischen Satelliten, d. h. fiir einen Satelliten mit rotationssymmetrischem Tr/ig- 
heitsellipsoid, ist bekannt, dab er um die quer zur Bahnebene liegende Symmetrieachse rotieren 

1 S. z . B . G . N .  Duboschin, Buletin Instituta Theoreti~eskoi Astronomii (russisch) 7 (1960) S. 511. 
S. z.B.K. Magnus, Z. Flugwiss. 11 (1963) S. 233. 
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darf. Stabile und instabile Drehungen dieser Art sind in Abh~ngigkeit yon KSrperform (Verhiiltnis 
,+on axialem zu iiquatorialem Tr~igheitsmoment) und Drehgeschwindigkeit bestimmt worden 1. Ziel 
der vorliegenden Untersuchungen ist eine Verallgemeinerung dieser Ergebnisse fiir KSrper mit be- 
liebigem Tragheitsellipsoid. 

2. Gruntlgleichungen uml partikuliire L6sungen. Unter den angegebenen Voraussetzungen 
lauten die Gleichungen fiir die Drehbewegung eines Satelliten, also die verallgemeinerten Euler- 
Gleichungen, wie folgt~: 

A [ ~ + ( C - -  B) q , ' - -  g~Q2(C-- B )~ ' yy~=O,  I 

B ~ + ( A - - C )  rp 3 . Q ~ ( A - - C ) ~ = 0 ,  t 0) 
C ~ + (B -- A)p  q -- 3 ~Q2 (B -- A) y~yy = 0.  ! 

Darin sind A B C die Haupttr/igheitsmomente des Satelliten, p q r sind die kSrperfesten Komponen- 
ten der Winkelgeschwindigkeit, y~ ~/y~z sind die ebenfalls bezfiglich der kSrperfesten xyz-Achsen 
genommenen Komponenten eines Einheitsvektors in Richtung der Vertikalen, also die Richtungs- 
cosinus der Verbindungslinie vom Massenmittelpunkt des Satelliten zum Anziehungszentrum gegen- 
fiber den kSrperfesten Hauptachsen. Durch ~Q ist die Winkelgeschwindigkeit der Vertikalen w~ihrend 
der Umlaufbewegung bezeichnet. Da eine kreisfSrmige Umlaufbahn vorausgesetzt wird, hat ~ einen 
konstanten Weft, der aus den Kepler-Gleichungen berechnet werden kann. 

Neben dem kSrperfesten xy  z-System soll weiterhin ein mit der Bahn verbundenes $~ ~-System 
naeh Abb. 1 verwendet werden. Die ~-Achse liege normal zur Bahnebene (~ ~-Ebene), die ~-Achse 
sei tangential zur Bahnkurve. Dann hat die ~-Achse die Richtung der u Wir werden 
sp/iter (Ziff. 3) die Lagebeziehungen beider Koordinatensysteme gegeneinander noch niiher fest- 
legen. 

Abb. 1. Das mlt der Umlaufbahn vcrbundene 
~ ~-Koordinatensystern. 

y 

f 

Abb. 2. Verdrehungen der k~rperfesten yz-Achsen gegeniiber den ~ ~-Achsen. 

Einige leicht zu verifizierende SonderlSsungen yon (1) sind: 

a) Der Satellit mit kugelfSrmigem Tr/igheitsellipsoid : 
A = B --~ C;p = P0; q ---- q0; r = r 0. Das ist eine gleichfSrmige Drehung um eine beliebig orientierte, 
sowohl im KSrper als auch im Raum feste Achse. 

b) Der Satellit mit rotationssymmetrischem Tr/igheitsellipsoid, dessen Symmetrieachse in die 
~-Achse fMlt: B = C; Yx ---- 0; p = P0; q = r ---- 0. Das ist eine gleichfSrmige Drehung um die quer 
zur Bahnebene liegende Symmetrieachse. 

c) Der Satellit mit gleichbleibender Orientierung zum Anziehnngszentrum: z.B. y~ = yy ~ 0; 
~ = 1; p ~ ~Q; q = r ---- 0. Hierbei zeigt die z-Achse zum Anziehungszentrum, und der Satellit 
macht die Drehung der u (~-Achse) mit. Das k~rperfeste Hauptachsensystem fMlt 
mit dem ~ ~ ~'-System zusammen (relative Ruhe). 

1 S. z.B. IV. T. Thomson, J. Astronaut. Sc. 9 (1962) S. 31. 
2 S. z.B. die in FuBn. 2 yon S. 129 zitierte Arbeit. 
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Der Fal l  c) laBt sich veral lgemeinern,  wenn man  nach Abb.  2 Verdrehungen beider  Koordina ten-  
systeme um die x = ~-Achse zul/iBt. Dann  exist ier t  eine par t iku la re  LSsung, die dutch 

p : p( t)  q : r : O ] 

Vx : 0; 7y : sin ~v; Yz = cos ~v ~ (2) 

gekennzeichnet  ist. Da wegenp  = ~b -~ O; /b  = ~ gilt, ha t  man~v aus 

A ~b -~ 3 ~2 (B - -  C) sin ~v cos q~ : 0 

3 ~2 (B -- C) 
nach (1)1 zu best immen.  Mit v z : - A- l~iBt sich diese Beziehung in die Pendelgleichung 

(2 ~) -~ v 2 sin (2 7) = 0 (3) 

iiberfiihren. Je  nach den Anfangsbedingungen ha t  (3) zwei LSsungstypen : 

a) Pendelbewegungen um die Gleichgewichtslage ~c : 0 : 

sin ~v : k 1 sn (v t; k~) (4) 

mit  dem Modul k 1 - -  ~v~ - -  Po - P- < 1. 

Dabei  ist  ~o die relat ive Drehgeschwindigkei t ,  mi t  der  sich das yz -Kreuz  im Augenblick des Durch- 
gangs dutch die Gleichgewichtslage gegeniiber dem ~ ~-Kreuz bewegt. Die Ampl i tude  der Pende- 
lungen ist  

9o . . . .  : arcsin k 1 = arcsin --~~ < ~ . 
]2 --- 2 ~ 

ffir die Schwingungszeit  gi l t :  

__4 K(k, )>2.  ~dnl// = T1 = v = v . 3 (B -- C) > 48,7 Minuten. 

Die ktirzeste Schwingungszeit  wird ffir kleine Pendelungen eines stabfSrmigen KSrpers (C : 0, 
A : B) erhalten.  Dabei  zeigt die Stabachse in der Gleichgewichtslage zum Anziehungszentrum. 

fi) ~)berschlagende Bewegungen : 
sin ~v = sn (~o t; k2) (5) 

mi t  

k 2 : ~ - - q ; o - - P o - - - c 2  < 1 .  

Die Zeit  eines vollen i3berschlags ist  

2.n 4, K(k2) > = - .  
T. = +~ ~o 

Aus p : ~ - [ - . Q  folgt unter  Be- 
r i icksichtigung yon (5) : 

p = ~) + ~0 a .  @or;  k . ) .  (6) 

Der Ubergang zwischen den bei- 
den Bewegungsformen a) und/7) wird 
durch k :  1 oder ~ o : v  gekenn- 
zeichnet. 

3. Die Stabilifiit der part ikul/ iren 
Liisungen. In  iiblicher Weise soll die 
S tabi l i ta t  der be t rach te ten  Lfsung  
dutch eine Untersuchung der Nach- 
barbewegungen ermi t te l t  werden. Zur 
Kennzeichnung dieser Bewegungen 
werden die Winkel  qJ ~v 6 nach Abb. 3 
herangezogen~ die die Verdrehung des Abb. 3. Kennzelchnung der gegenseitigen Verdrehung yon kSrperfestem 

und bahnfestem Koordinatensystem. 
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xyz-Sys tems  gegenfiber dem ~ ~7 ~-System zu beschreiben gestatten. Dabei  sind 99 und ~0 Euler- 
Winkel, w~ihrend (3 der Komplement/ i rwinkel  des Euler.Winkels ~ ist. Die Absolutdrehung des 
kiirperfesten Systems setzt sich aus 4 Anteilen zusammen:  der Komponente  ~ in der x-Richtung, 

der Komponente  ~b in der ~-Richtung, der Komponente  ~ in Richtung der Knotenlinie K n  und der 
Komponente  s in der ~-Richtung, mit  der bereits das ~ ~ ~-System dreht. Aus Abb. 3 folgen die 
kinematischen Gleichungen : 

p = ~ @ ~b sin ~ -f- s cos d cos ~o, ] 

q = ~o cos (3 sin 99 - -  ~ cos 99 - -  s (sin ~o cos 99 4- cos ~o sin ~ sin 99), ] (7) 

r = ~o cos (3 cos 99 + ~ sin 99 ~- s (sin ~o sin 99 - -  cos ~f sin(3 cos 99). 

Fiir die Richtungscosinus der Vertikale (~-Achse) folgt: 

7x =- sin (3 , 7r == cos (3 sin 99, y~ = cos (3 cos 99 . (8) 

I m  Grenzfall ~v =- d = 0 gehen (7) und (8) in die Bedingungen (2) der friiher bet rachte ten  Sonder- 
15sung fiber. 

a) G l e i c h u n g e n  f fir d ie  N a c h b a r l f s u n g e n .  Setzt man (7) und (8) in (1) ein, so folgt unter  
Berficksichtigung yon ~o ~ 1 und (3 ~ 1 ein System yon vereinfachten Gleichungen fiir die Naehbar-  
bewegungen. Aus der ersten dieser Gleichungen folgt bei Vernachliissigung der yon zweiter und 
hfherer  Ordnung kleinen Glieder genau wieder die Pendelgleichung (3). Der Winkel 99(t) bleibt also 
fiir die Nachbarbewegung unveriindert.  Die zweite und drit te Gleichung yon (1) gehen fiber in : 

~b sin 99 + ~b ~ cos 99 - -  3 cos99 + 5 ~  sin99 - -  

- ~0 ~. cos99 + v, ~ r ~in99- 5.0 s~n99- ~ s ~ ~os99 + 

+ A ~ C[p (~b cos 99 -t- d sin99) + p  f2 (~v sin99 - - 6  c o s 9 9 ) -  d 3 De cos99] = 0 ,  

~) cos 99 - -  ~b q? sin99 + 3  sin99 + 3 ~ e o s 9 9  ~- (9) 

+ ~S2sin99 +~0 f)qb cos 99 - -  3s cos99 @ d.O~b sin99 + 

+ u - ~  [p (~ sin 99 - 3 cos 99) - p f2 (~ cos 99 + (3 sin 99) --  ~ 3 s sin 99] = 0 .  

Diese Gleiehungen lassen sieh fibersiehtlieher sehreiben, wenn sie naeh Multiplikation mit  sm 99 und 
cos 99 einerseits, cos 99 und - -  sin 99 andererseits addiert  werden. Mit den Abkfirzungen 

folgt dann aus (9): 

~J + ( p p a  sin 2 99 +~o [p s - -  s @ p  .(2 (~ _ a cos 299)] + ] 

~ - 8 [ p - - 2 . ( 2 + p ( T - - a c o s 2 @ ] - - d ( p D + 3 . O Z )  a s i n 2 9 9 = 0 ,  / (11) 

- - 6 p a s i n 2 9 9 + d [ p f 2 - - s 1 6 3  3 D  2 ) ( ~ + a c o s 2 9 9 ) ] -  

--~b[p--2/2-t-p(~+acos299)]--~fps 
Diese in ~v und (3 l inearen Differentialgleichungen haben periodische Koeffizienten, da nicht nur 
sin 2 99 und cos 2 99, sondern auch p nach (6) periodische Funkt ionen der Zeit sin& 

b) S o n d e r f i i l l e .  Ffir die drei in Ziff. 2 genannten Sonderliisungen der Ausgangsgleichungen 
reduzieren sich die Gleichungen (11) auf ein System mit  kons tanten  Koeffizienten. I m  Falle eines 
Satelliten mit  kugelf f rmigen Triigheitsellipsoid (Fall a) ist die Liisung elementar.  Die gleichfiirmige 
Drehung des Kiirpers ist bezfiglich der K0ordinaten ~v und 6 stets stabil. Fiir den um eine quer zur 
Bahnebene stehende Symmetr ieachse rotierenden Kiirper (Fall b) sind yon Thomson ~ und Kane 2 
Stabilitlitsbereiche ausgerechnet und diskutiert  worden. Die Thomsonschen Gleichungen k fnnen  
aus (11) mi t  B = C; p = P0; a =- 0 und ~ = A / B  - -  1 erhal ten werden. 

Auch der Fall  c) eines Satelliten mit  einer wahrend seines Umlaufs gleichbleibenden Orientierung 
relat iv zur Bahn ist bekannt .  Er  wurde yon Beletzki a und DeBra~ ausffihrlich untersucht.  Man 

S. die in FuBn. 1, S. 130 zitierte Arbeit. 
T. E. Kane, J. Astronaut. Sc. 9 (1962) S. 108. 

a V. V. Beletzki, Iskusstvennije Sputniki Semli 1959, Heft 3. 
4 D. B. DeBra, Stanford-University, Diss. SUDAER Nr. 126, 1962. 
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erh/ilt die zugehSrigen Ausgangsgleichungen, indem man in (11) auch den Winkel q~ als klein be- 
trachtct  und im Sinne einer Theorie kleiner Schwingungen solche Glieder vernachlassigt, die yon 
zweiter und hfherer Ordnung klein sin& Ohne hier auf Einzelheiten einzugehen, soll noch bemerkt 
werden, dab gewisse Unterschiede in den Ergebnisse, n yon Beletzki einerseits und DeBra andererseits 
darauf zuriickzuffihren sind, dab beide Autoren verschiedene Methoden angewendet haben. W/ih- 
rend Beletzki die Stabilit~it der Bewegungen nach der Ljapunovschen Methode berechnet hat, ver- 
wendet DeBra die Theorie kleiner St5rungen. Die hinreichenden Stabilit/itskriterien nach Ljapunov 
ergeben abet bei Beletzki einen kleineren Stabilit~tsbereich, als die notwendigen Kriterien, deren sich 
DeBra bediente. Wit werden die Stabilitatsbereiche in einer yon den genannten Arbeiten ab- 
weichenden Darstellung in Ziffer 4 (Abb. 6) angeben, um den Zusammenhang mit den entsprechenden 
Ergebnissen fiir den Fall eines sich iiberschlagenden Satelliten aufzuzeigen. 

c) N / i h e i ' u n g e n  fiir  den  a l l g e m e i n e n  Fal l .  Da das Ausgangssystem (11) periodische Koeffi- 
zienten besitzt, liegt es nahe, nach periodischen LSsungen zu suchen, da diese im Singe der Floquet- 
schen Theorie die Grenze zwischen den stabilen und instabilen LSsungen bilden. Zwei MSglichkeiten 
bieten sich an: man kann entweder durch einen Fourier-Ansatz mit geeignet gew~ihher Grund- 
periode oder aber durch eine lqeihenentwicklung nach Potenzen eines kleinen Parameters periodische 
LSsungen yon (11) aufsuchen. Beide Wege sind beschritten worden, da sich herausgestellt hat, dab 
je nach dem Charakter der Stabilit~,itsgrenze der eine oder der andere Weg einfacher zum Ziele fiihrt. 

Zur Dnrchfiihrung der N~iherungsberechnungen werden zun/ichst die exakten LSsungen (5) und 
(6) der Grundbewcgung in Reihen zerlegt: 

2n~- I  

2zt ~ ,  ~ 2 ~#0t 
sin 9~ - -  keK(k2) ~ 1 -- x2,+l sin (2 n ~- 1) 2 K(k.,) ' (12) 

p = .~ + ~ 1 + 4 - - - - -  ~ o s -  ( i s )  
- n= 1 1 § ~2 ,, K(h9 J ' 

mit 

Fiir gegebene Werte yon ~b 0 und v ist k~ bekannt, fiir jedes k~ folgen dann aus vorhandenen 
Tabellen unmittelbar die Zahlwerte fiir das vollst/indige elliptische Integral K(k2) uncl fiir die 
HilfsgrfBe z. Besonders vorteilhaft ist dabei, dab die Reihenentwicklungen 

2 [  h z 9 k ~  ] 
K(k) = 1 + 4-  + -64- + ' 

z(k) = ( k ) 2 1 1 ~ - 2 ( k ) 2 - ~ 1 5 ( k - ) 4 T . - . ]  

fiir die meist interessierenden Werte yon k sehr rasch konvergieren, so dab man bei hinreichend 

kleinem k sogar mit den ersten Nfiherungen K ~ 2 ;  ~ ~ T nnd ~ ~ ~0 t; p ~ .(2 @ ~0 auskom- 

men kann. Selbst fiir den Maximalwert k = 1 hat man nur ein ~ ~- 0,064, so dab die Faktoren der 
sin- und eos-Glieder yon (12) und (13) raseh abnehmen. 

Da (11) periodisehe Koeffizienten mlt dem Argument 2 ~ enth~ilt, liegt es nahe, periodisehe Lii- 
sungen mit der halben Periode dureh einen Fourier-Ansatz 

_ ~ (~r~,~ sin n ~ ~- tp~,~ cos n ~) ,  
n = l  

N 

- . S  ( ~ s .  sin n ~ + Ac.  cos ,~ ~) 

(14) 

zu suchen. Einsetzen yon (14) in (11) fiihrt auf 2 Gleichungen, die sicher dann erffillt slnd, wenn die 
Faktoren der trigonometrischen Funktionen s/imtlich verschwinden. Das fiihrt in bekannter Weise 
auf eine Folge yon algebraischen Gleichungen fiir die Amplitudenfaktoren ~ und ZI, die dann auf 
iterativem Wege weiter untersucht werden kSnnen. Bei dem ersten Schritt ergeben sich so die 

10 
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folgenden beiden Gleichungssysteme : 

l l ~  [ ( - - # ~ +  3 # - -  2)@ ~ (#@ 3)--  2 ( # 2  + 3)] + ~ , [ ( - -  It2-1- 3 #  --  2) --  ~(#2 --  #) @ 2 # ~ ] =  O, I 

(15) 

2 = 0 ,  / 

(16) 
Darin ist zur Abkiirzung p / D  = ~ eingesetzt worden. Sollen die homogenen Gleiehungen (15) und 
(16) niehttr iviale L6sungen haben,  dann miissen ihre Determinanten  versehwinden. Dureh diese 
Forderung kommt  man zu einer Beziehung zwisehen den Gr613en o, T und }t, also auf einen Zusammen- 
hang zwisehen den Tri ighei tsmomenten und dem Bewegungszustand des Satelliten. Man kann die 
Determinanten in die Form 

D = (~ T a) [T (--  ~,~ + 2/~t 3 ~- 3~)  + (2[,t2 + 3) (--  #2 + 3~  - -  2)] (1.7) 

bringen, wobei alas obere Vorzeichen fiir (15), das untere ffir (16) gilt. Beide Determinanten unter- 
scheiden sich nu t  dutch das Vorzeichen yon ~r, was nach (10) gleichbedeutend mit  einer u  
schung yon B und C ist. Die Determinanten  (17) verschwinden, wenn T = a bzw. T = - -  a ist. Unter  
Berficksichtigung yon (10) ffihrt dies auf die Beziehungen 

A = B  bzw. A = C .  (18) 

Daraus kann  man  schlief~en, dab die be t rachte te  Bewegung instabil ist, wenn A das mitt lere der 
drei Haupttr~igheitsmomente ist, I m  Grenzfall eines sehr schnell um seine x-Achse drehenden Sa- 
telliten mug  n~mlich wieder das bekannte  klassische Ergebnis yon der Instabilit~it eines um die 
mitt lere Hauptachse  drehenden KSrpers erhalten werden. 

Die Determinante  (17) verschwindet  weiterhin, wenn der in eckigen Klammern  stehende Aus- 
druck zu Null wird. Daraus kann  ein ~ = ~(~t), also eine Beziehung zwisehen den Tr/igheitsmoment~n 
und der Drehgeschwindigkeit  abgeleitet werden. Die Auswertung zeigt jedoch, dab die so erhaltenen 
z-Werte nicht interessieren, da sie zum grSgten Teil aus Bern allein zulassigen Bereich - -  1 <~ T <~ + 1 
herausfallen. 

Bei der Auswertung weiterer, aus dem Ansatz (14) folgender Naherungen wird man wegen der 
mit  hSherem N/iherungsgrad s tark ansteigenden Rechenarbei t  Rechenautomaten  zu Hilfe nehmen 
mfissen. Dagegen ist es leicht mSglich, den Yerlauf der ffir symmetrische KSrper  bekannten  Stabi- 
lit/itsgrenzen im Bereich kleiner Unsymmetr ien  zu iibersehen. Da  fiir den symmetr ischen KSrper 
mit  B = C aus (10) ~ =- 0 folgt, liegt es nahe, f fir nicht zu groBe Unsymmetr ien  eine Potenzreihe 
nach a anzusetzen. Auch fiir ~ gilt, wie fiir ~, die Beziehung/~r! ~ 1. Mit dem Ansatz : 

N N N 

~f = ~ ~%0., 6 = ~ * ~ . ,  T = .~  crnT. (19) 
n = 0  n = 0  n = 0  

erhtilt man nach Einsetzen in (11) zwei Gleichungen, die nach Potenzen yon a geordnet werden 
kSnnen. Setzt man  die Fak toren  der verschiedenen Potenzen yon ~r fiir sich gleich Null, dann wird 
man  in bekannter  Weise auf i terat iv 15sbare Gleichungssysteme ffir die ~p~, ~, und ~ gefiihrt. Die 
Stabilit / i tsbedingungen fiir die TeillSsungen und die Forderung nach Periodizit~t, die zu Be- 
ziehungen zwischen z, a und # fiihren, geben dann Aufschlul~ fiber das u  der LSsungen. 
Auf die Einzelheiten des Berechnungsverfahrens ~ wollen wit  hier nicht eingehen, sondern nur die 
Ergebnisse des noch leicht fibersehbaren ersten I terat ionsschri t tes angeben. Dieser Schritt  gibt 
bereits eine recht gute Ann~iherung. Die Gleichungen fiir die GrundlSsung sind : 

ipo ~- Y'o(# - -  I + lt ~) 4-c~ o (#  - 2 + t~ z) = O , } (20) 

S. z .B.A.  Weigand, Deutsche Luftfahrtforsehung, Forsehungsberieht Nr. 1495, Berlin 1941. 
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B ei in erster N~iherung als konstant angenommenem tt wird die Grundl6sung stabil, wenn die Wurzeln 
der charakteristischen Gleichung 

oder 

),~ + #  - -  1 @,u~v 2(# -- 2 + # T )  
i =  0 (21) 

--)~(,u--2 +/.t~) ),2 + # - -  l + # T  @ 3T] 

24 + P 22 + Q = 0 

keine positiven Reaheile haben. Da die Gleichung nur gerade Potenzen yon 2 enth~ilt, lauten die 
notwendigen Bedingungen fiir Stabilit/it 

P > 0 ;  Q > 0 ;  p 2 _ 4 . Q > O .  (22) 

Wegen P = P(#, ~) und Q = Q(#, ~) lassen sich daraus wieder Funktionen T(/~), also Beziehungen 
zwischen den Tr/igheitsmomenten und der Drehgeschwindigkeit ermitteln. Im Falle a = 0, also 
fiir den symmetrischen KSrper, ergeben sich exakt die schon bekannten Werte. Der Verlauf der 
Stabilit/itsgrenze im Bereich unsymmetrischer K6rper ist nach diesem ersten N~iherungsschritt da- 
dutch gekennzeichnet, dab sich die drei Haupttr~igheitsmomente bei vorgegebenem/~ so zueinander 
verhalten, dab T nach (10) konstant bleibt. Durch die hSheren N~iherungen wird der Verlauf dieser 
Grenzen nur im Bereich grSBerer Unsymmetrien, d. h. fiir grSBere a-Werte noch etwas korrigiert. 

4. Ergebnisse. a) Das  F o r m d r e i e c k .  Zur Darstellung der Ergebnisse soll eine Methode vcr- 
wendet werden, wie sie in analoger Weise in der Plastizitfitstheorie zur Erl~iuterung yon Flief~be- 
dingungen angegeben wurde. An die Stelle der Hanptspannungen treten in unserem Fall die Haupt-  
tr~igheitsmomente. Denken wir uns diese nach Abb. 4 auf den Achsen eines kartesischen Koordina- 
tensystems abgetragen, dann wird das Tr~igheitsellipsoid eines gegebenen KSrpers durch einen 
Punkt P im ersten Oktanten eindeutig re- 
pr/isentiert. Da das Stabilit~itsverhahen nicht 
yon der absoluten GrSfte der Tr/igheitsmo- 
mente, sondern yon ihren Verh~iltnissen ab- 
h~ingt, geniigt es, ~ihnliche Tr~igheitsellipsoide 
durch ein und denselben Punkt zu kenn- 
zeichnen. Wir w~ihlen dazu den DurchstoB- 
punkt D der Verbindungsgeraden OP durch 
die Ebene 

d + B + C = I .  (23) 

Der Punkt D repr~isentiert alle uutereinander 
~ihnlichen Tr/igheitsellipsoide; ihre P-Punkte 
liegen anf dem Strahl OP durch den Ur- 
sprung 0. 

Fiir reale starre K6rper gilt bekanntllch 
die allgemeine Beziehung, dab die Summe 
zweier Haupttr/igheitsmomente stets gr6Ber 
oder hSchstens gleich dem dritten Haupt-  
tr/igheitsmoment ist (Dreiecks-Ungleichung). 
Die Grenzen des Bereiches fiir die Tr~igheits- 
momente realer K6rper sind also durch 

Z 
~ 

2 P 

7 

Abb. ,t. Zur 13cstimmu~tg des Formdrciecks. 

A + B =  C; B @ C = A ;  C + A  = B  (24) 

gegeben. Setzt man diese Beziehungen in (23) ein, so finder man, dab sie Geraden in der durch (23) 
gegebenen Ebene darstellen. Es gilt 

fi irA-+- B = C : 

fiir B @ C = A :  

fiir C @ A = B :  

C =- 1/2: Gerade 12, 

A = 1/2 : Gerade 1/3, 

B 1/2 : Gerade 23. 
(25) 

10" 
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Danach kSnnen die Bildpunkte D realer KSrper nur im Innern des Dreiecks 123 -con Abb. 4 ]iegen. 
Da jedem Punkt  dieses Dreiecks eindeutig eine bestimmte Form des Triigheitsellipsoides zugeordnet 
ist, soil das Dreieck als F o r m d r e i e c k  bezeichnet werden. 1 

Aus Abb. 5 kann die Zuordnung bestimmter KiJrperformen (genauer: Formen des Triigheits- 
ellipsoides) zu den Punkten des Formdreiecks abgelesen werden. Es gelten die folgenden Ent- 
sprechungen : 

a) der Mittelpunkt des Dreiecks entspricht einem kugelfSrmigen Triigheitsellipsoid (A = B = C), 

/~) die Mittellinien entsprechen rotationssymmetrischen Tragheitsellipsoiden (A = B, B = C, 
C = A).  

7) die Eckpunkte entsprechen stabfSrmigen Kfrpern.  Ffir ihre Haupttragheitsmomente gilt 
A ~ B , C ~ - 0 o d e r B = C , A = 0 o d e r  C ~ - - A , B = 0 .  

~) Punkten auf den Seiten des Formd~eiecks entsprechen Scheiben, d.h.  K6rper mit ebener 
Massenverteilung. Ffir sie gelten die Beziehungen (24). 

e) Jedem der 6 dutch die Mittellinien abgeteilten Teildreiecke entspricht eine der 6 mSglichen 
GrSf3enbeziehungen zwischen den drei Haupttriigheitsmomenten. 

B=O A=B= ~ A=O ~ ~ B  1 C, B > A ~  2 

3 

Abb. 5. Das Formdreieck. Abb. 6. Stabilit~itsbereiche eines Satelliten im Zustand 
der relativen :Ruhe. 

b) D i e S t a b i l i t ~ t v o n S a t e l l i t e n i m Z u s t a n d d e r r e l a t i v e n R u h e .  Die inZiff .  3ber-  
wiihnten Ergebnisse yon Beletzki und DeBra sind in Abb. 6 im Formdreieck dargestellt worden. 
Wird die Odentierung des Satelliten so gewiihlt, dab die Hauptachsen x y z  entsprechend mit den 
Achsen ~ ~ ~ nach Abb. 1 zusammenfallen, dann lassen sich aus Abb. 6 die folgenden Ergebnisse 
ablesen : 

a) Ffir B < C (linke obere Hiilfte des Dreiecks) ist keine Stabilitiit vorhanden. Yon den beiden 
in die Bahnebene fallenden Hauptachsen muB also die mit dem kleineren Tr/igheitsmoment zum 
Anziehungszentrum weisen, wenn Stabilitat angestrebt wird. 

8) Fiir stabile Konfigurationen darf A nicht mittleres Haupttr~gheitsmoment sein. 

7') Die Orientierung des Satelliten ist sicher stabil, wenn A > B > C gilt. Die Eckpunkte des 
dazugehfirigen Teildreiecks entsprechen : einem KSrper mit kugelfSrmigem Triigheitsellipsoid, einem 
Stab, dessert Achse zum Anziehungszentrum zeigt und einer symmetrischen Scheibe, deren Symme- 

1 Herrn ])ozent Dr. H. Lippmann, Hannover, verdanke ich den Hinweis auf eine interessante Analogie: 
die hier gegebene Darstellung entspricht einem yon A. F. M6bius gegebenen Beispiel projektiver Koordinaten. 
In seinem ,,Baryzentrischen Kalkiil" (Leipzig 1827) fiihrt MSbius als Koordinaten eines Punktes P in einer 
Ebene diejenigen fiktiven Gewichte ein, die in den Ecken eines beliebigen, in der betrachteten Ebene liegenden 
Dreiecks angebracht werden miissen, wenn P zum Schwerpunkt gemaeht werden soll. Verwendet man nun 
anstelle der Gewichte die Haupttr/igheitsmomente eines starren Kiirpers und nimmt als Dreieck das grof~e 
gleiehseitige Dreieck yon Abb. 4 mit den Eckpunkten auf den Koordinatenaehsen, danu erh/ilt man genau die 
bier beschriebene Darstellung. 
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trieachse normal zur Bahnebene steht. Auch der Bildpunkt des natiirlichen Erdsatelliten, des 
Mondes, liegt in diesem Teildreieck, nahe der Mitre des Formdreiecks. 

(~) Im Teildreieck B > C > A k a n n  Stabilit/it vorhanden sein, sofern die Ab~eichnngen yon 
einem beziiglich dery-Achse symmetrischen (A = C), abgeplatteten (B > C) KSrper nicht zu groB 
sind. Im ganzen Teildreieck B > C > A liegt statische Instabilit~it vor, da das vom Schweregra- 
dienten herriihrende Moment derartige Satelliten aus ihrer Lage herauszudrehen sucht. In dem 
schmalen stabilen Streifen reicht jedoch das schwache, yon der Teilnahme an der Umlaufbewegung 
herriihrende Kreiselmoment zu einer Kompensation des Schweremomentes aus. 

c) Die  S t a b i l i t a t  des s ich i i b e r s c h l a g e n d e n  S a t e l l i t e n .  Hier muft zwischen einem 
beziiglich der Umlaufbewegung gegensinnigen (# < 1) und gleichsinnigen (~ > 1) ~berschlagen 
unterschieden werden. Die unter Anwendung der in Ziff. 3 c beschriebenen Methoden erhaltenen 
Ergebnisse sind in den Abb. 7 und 8 dargestellt worden. 

Abb. 7. Stabilit/itsberelche fiir Satelliten, die slch gegensinnlg 
zur Bahndrehung iiberschlagen. 

Abb. 8. Stabilit/itsberelche flir Satclitten, die sich gleichslnnig 
zur Bahndrehung iiberschlagen. 

Bemerkenswert ist, dab jetzt alle Stabilit/itsbereiche symmetrisch zu der yon der rechten oberen 
Ecke ausgehenden Mittellinie des Formdreiecks sind. Dies bedeutet, dab B und C vertauscht 
werden diirfen, ohne daft sich das Stabilit/itsverhalten/indert. Da die Hauptsacheny und z w~ihrend 
der ~berschlagbewegung in der Bahnebene rotieren, ist dieses Verhalten physikalisch plausibel. 

Besonderes Interesse verdient der Fal l#  = 0, bei dem der Satellit eine fast translatorische Um- 
laufbewegung vollfiihrt. Fiir astronomische Laboratorien kann das wichtig sein, wenn man eigen- 
stabile, d. h. ohne eine aktive Lagenregelung arbeitende Stationen verwenden mSchte. Die Theorie 
zeigt hier, daft nur fiir einen recht kleinen Bereich yon K6rpern, deren Tr/igheitsellipsoid fast kngel- 
f6rmig ist und deren grSfttes Haupttr/igheitsmoment A ist, stabile Orientierungen zu erwarten sind 
(s. Abb. 7, # = 0). 

Fiir st~irker gegensinnige Eigendrehungen erweitert sich der Stabilit~itsbereich nach links mrLen 
und rechts oben, wobei jedoch in jedem Falle die Bereiche C > A > B und B > ~/ > C (d. h. ~/ist  
mittleres Haupttr/igheitsmoment) ausgespart bleiben. Fiir# ~ - -  1 sind die beiden, dutch A > C>B 
und A > B > C gekennzeichneten Teildreiecke Stabilit/itsbereiche . Unabh/ingig yon den Werten 
yon B und C ist dann Stabilit/it vorhanden, sofern nur A das grSftte /-Iaupttr/igheitsmoment ist. 
Der KSrper ist dann beziiglich der x-Achse abgeplattet. Fiir K6rper, die beziiglich der x-Achse 
schlank sind (d. h. A ist kleinstes Haupttr~igheitsmoment) wird der Stabilit/itsbereich um so grSBer, 
je starker die Eigendrehung ist. Durch hinreichend schnelle Eigendrehung lassen sich sogar diinne 
stabf6rmige K6rper, deren Stabachse normal zur Bahnebene liegt, stabilisieren. 

Entsprechende Ergebnisse werden auch ffir gleichsinnig iiberschlagende Sateltiten (# > 1) 
erhalten (s. Abb. 8). Stabiliti t  wird hier fiir abgeplattete KSrper (A > C > B und .4 > B > C) 
bereits friiher erreicht, als bei gegensinnig fiberschlagenden Satelliten. 
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d) D e r l J b e r g a n g v o n p e n d e l n d e n z u m s i c h i i b e r s c h l a g e n d e n S a t e l l i t e n .  Beieinem 
Vergleich der Abb. 6 mit den Abb. 7 und 8 dr/ingt sich die Frage auf, wie der Ubergang yon dem 
unsymmetrischen Stabilit/itsbereich der Abb. 6 zu den symmetrisehen Bereichen der Abb. 7 und 8 
vor sich geht. Dazu kann festgestellt werden, dab nicht nut der ideale Fall der relativen Ruhe, 
sondern auch Pendelbewegungen entsprechend der partikul~iren LSsung (4) zu einem unsymmetri- 
schen Stabilit~itsdiagramm fiihren. Solange die Anfangsdrehung ~0 hinreichcnd klein ist und das 
yore Schweregradienten herriihrende Moment ausreicht, den Satelliten am ~Jberschlagen zu ver- 
hindern, stellt sich eine Nachbarbewegung zum Zustand der relativen Ruhe ein. Man kSnnte hier 
yon einem Synchronisiernngsbereich sprechen. Wenn jedoch die Anfangsdrehung ~o o cinen der 
beiden Grenzwerte iiberschreitet, die zum [~berschlagen ffihren, dann werden die Stabilit~itsbereiche 
symmetrisch. Der lJbergang yon symmetrischen zu unsymmetrischen Stabilit~itsdiagrammen er- 
folgt also bel U berschreiten der Grenzwerte unstetig. 

Nach (4) und (5) ist die Grenze zwischen Pendeln und ~berschlagen dutch 

,, 3 ( e  - c )  - 1 (26)  

gegeben. Daraus kiinnen die Grenzwerte fiir ~o erreehnet werden: 

1-1- ~~ I/3(B~ -C) (27) Po 
/'~~ = D -  = ~ -  

Das Ergebnis einer Auswertung dieser Beziehung ist in Abb. 9 im Formdreieck dargestellt worden. 

"\,f/ 
Abb. 9. Abgrenzung der Pendel- yon den Ubersehlagbereichen im Formdreieck fiir 

verschiedene Anfangswerte P0 der bczogenen Drehgeschwindigkcit, 

Mit wachsender bezogener Anfangsdrehung ,Uo w~ichst auch der Bereich des ~)berschlagens. Fiir 

,%1 > 2,732 bei gleichsinniger Drehung und 

/-t02 < --0,732 bei gegensinniger Dretiung 

iibersehlagen sich alle Satelliten, wie auch ihre Gestalt sein mag. Auch fiir B < C findet stets ein 
iJberschlagen start, da der Satellit dann seine Bewegung mit q~ ~ 0 aus einer statisch instabilen 
Gleichgewichtslage beginnt. 

(Eingegangen am 25. August 1964.) 

Anschrift des Verfassers: Prof. Dr. Kurt Magnus, Institut fiir Mechanik, 7 Stuttgart-I, Keplerstr. 17. 


