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Beriicksichtigung der Drehtriigheit) ergaben. Geht man von der Annahme aus, dall das System
il} gewissen Grenzen willkiirlich unterteilt werden kann — dem entspricht im Boisl)j(xi eine
Unterteilung in w gleichformige Segmente — so bleiben als Qualitiitskriterien der relative Fehlep
und der Zeitaufwand des Verfahrens. Dieser — dargestellt durch den Vergleichswert ¢ — jg
allein abhingig von w und der Ordnung des Ansatzes. Iir gleiche Unterteilung w sind (l‘ie
Ergebnisse durch Getadenstiicke verbunden. Ein Teil der Ergebnisse des Ansatzes L. Ordnung —

beim geraden Balken mufl 2« = 2 n = 4 sein — war bereits bekannt [7].
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: (,)ffenb.ar legt der Vergleich der mit Ansitzen 4.,
eine allgemeine Deutung nahe:
Ein Ansatz niedriger Or J eig i
‘in Ansatz er Ordnung eig Sic * Ber ; i
B s g“ ‘ g eignet sich besser zur Berechnung der hohen, ein Ansatz
: g aber besser zur Berechnung der niedrigen Ei erte. ] ich d iedri
it A s Lo g der niedrigen Eigenwerte. Im Bereich der niedrigen
genwerte laBt sich bei vorgegebener G igkeit der
' gebe renauigkeit der Rechenaufwand erheblich verminder
Yo e . ; { : 1eblich vermindern
indem das System gréber unterteilt und die Ordnung des Ansatzes erhoht wird ’

6. und 8. Ordnung erzielten Ergebnisse

Literatur

J. ArRGyR1s, Matrizentheorie der Statik, T XXV

j . 5 rizen Statik, Ing.-Arch. XXV, S. 174 —192 (19

113. (I‘)(;EITLT,::TLZIH{'(L }:1. I{Lcixm, Matrix Methods in Elastomechanics, New 3%?1271)6)63 McGraw-Hill

& F:AL}{ D;.; Vler(;il]::els I‘Bvc(‘)lrllarrllzdlg]n'g ;'011%.lefe.rentialgleichungen, 8. 132151 ],Serlil; i‘)").l IS‘I;J‘inger

b T60- 111635, ayleigh-Ritz mit Hermiteschen Interpolationspolynomen, 2;\MM 43.' S. 149

5 H.ScHA¥ER, Eine einfache Konstrukti i .

) : 7 ) st tion v <t ii i
dimensionaler Randwertprobleme nach Ray;(fl?rglh-KR(;?:]lllzllt(jllfrl:-rllm}l\fgg?Vfué E;l; I]Slllllzil‘;iis(o 1)10
. 2 S g 966).

6 ]J. PESTEL, Dynamic 3'tiffne‘s% I\I tri l 1 ti n 4)| H(‘] nitian P 1 als, Proce (1 ngs CO 1
. (217 S atrix [0} Inllla 10 })V means iti V i i

fer‘enco on Mdl-rlx Met-]l()ds m Structural ;\"Ie('hani(‘s 196-’), z\i]‘ ]“‘O rce | : ‘tl']( 0];':’ s ]L’ l‘.O ] ; & L

L. : rce Institute Of J(*('hnol()g_\', Dilyt on (01"0)9

J. ArRcHER, Consistent Mass Matrix for Distributed Mass

QO bO

Losung zwei-

~1

Systems, Proc. ASCE 89, August 1963.

Anschrift: Dipl.-Ing. GiNTER GéscHE, 3 Hannover, Am Kleinen Felde 21

Sektion Dynamik und Schwingungen T 123

Die Stabilitat des Prandtlschen Kreisels

Von K. MaaNUs

Der Pranprische Kreisel besteht aus einer mit Blei ausgelegten Fahrradfelge, die so in
einem l’aml‘lv]ogrzunmgchiingo gelagert ist, dal} sie drei Freiheitsgrade der Drehung besitzt.
Durch Anbringen von Zusatzgewichten an der Radfelge kann der Kreisel unsymmetrisch gemacht
werden, so daf} sein Trégheitsellipsoid drei voneinander verschiedene Haupttrigheitsmomente
bekommt. Durch weitere Zusatzgewichte an dem als Achse des Rades dienenden Stab konnen
die Triagheitsmomente fiir die zur Stabachse rechtwinkligen Hauptachsen des Rotors verdndert
werden.

Die Instabilitit der stationdren Drehungen eines starren Korpers um die mittlere Haupt-
triagheitsachse 1Bt sich nun auf zwei Arten demonstrieren: entweder ldt man den Rotor stets
nur um die Stabachse rotieren und verdndert die Tragheitsmomente durch stufenweises Anbringen
von Gewichten so, dal das Rotortrigheitsmoment vom grofiten iiber das mittlere zum kleinsten
der Haupttragheitsmomente wird; oder aber man liBt den Rotor nacheinander um seine drei
Hauptachsen drehen, indem man aufler der Drehung um die Stabachse noch Drehungen des Rades
einschlieBlich des Gehiinges um die vertikale Achse untersucht. Das Rad selbst mul} dabei eine
solche Stellung einnehmen, daB jeweils eine der beiden Quer-Hauptachsen in die vertikale Dreh-
achse fillt. PFEIFFER [1] gibt an, daB stets — unabhéngig von der Grofle der gerade angebrachten
Zusatzgewichte — die Drehungen um zwei der Rotorhauptachsen stabil, um die dritte jedoch
instabil verlaufen. Ein derartiges Verhalten ist jedenfalls in Verallgemeinerung der bekannten
Ergebnisse fiir den kriiftefreien unsymmetrischen Kreisel (Evierscher Fall) zu erwarten. Die
genauere Analyse (s. [2]) zeigt jedoch, daB eine solche Verallgemeinerung nicht zuldssig ist. Der
Rotor des PraxpTLschen Kreisels ist im strengen Sinne kein kriiftefreier Kreisel mehr, da er den
infolge von Drehbewegungen der Gehingemassen entstehenden Reaktionsmomenten ausgesetzt
ist.

Unter der Voraussetzung einer astatischen Lagerung des Rotors, bei Abwesenheit dissipa-
tiver Krifte, bei Vernachlidssigung von hier nicht interessierenden weiteren Freiheitsgraden des
PraxprLschen Kreisels (z. B. seitlichen Pendelungen) lassen sich die Bewegungsgleichungen des
Systems in bekannter Weise ableiten. Sie bilden drei miteinander gekoppelte nichtlineare Diffe-
rentialgleichungen 2. Ordnung fiir die Winkel um die drei Raumachsen: « als Drehwinkel um die
vertikale Aufhiingeachse, f als Drehwinkel um eine rechtwinklig zur Stabachse liegende Horizon-
talachse und y als Drehwinkel um die Rotorachse.

Drei partikulire Losungen lassen sich leicht aus den Bewegungsgleichungen ablesen. Es
sind dies:

1) Drehungen mit & = const um die vertikale Achse, wobei das Rad so orientiert wird, daB die
Querachse des Rades mit dem Kkleineren Haupttrigheitsmoment (A;) vertikal ist;

2) Drehungen mit & = const um die vertikale Achse, wobei das Rad so orientiert wird, daf} die
Querachse des Rades mit dem groBeren Haupttriigheitsmoment (B,) vertikal ist;

3) Drehungen mit y = const um die Radachse (Haupttrigheitsmoment C;).

Um die Stabilitit dieser permanenten Drehungen zu untersuchen, werden Nachbarbewe-
gungen betrachtet. In den Fillen 1) und 2) fithrt dies auf ein System von Bewegungsgleichungen
mit konstanten Koeffizienten; im Fall 3) auf ein System mit periodisch verdnderlichen Koeffi-
zienten. In allen drei Fillen lassen sich mit Hilfe bekannter Verfahren Stabilititsbedingungen ab-
leiten, die — abgesehen von kaum interessierenden Sonderfillen — wie folgt geschrieben werden

konnen:
Fall 1: S, =(4; — By (A, — C; + Ay — G)= 0,
Eall 2; Sp = (B =Apib; — C,+4,—GC)>0,
1 . 1 ’
FFall 3: Sy | Ay =G S 3 (A, =k I%Q)HBI — G + 5 (A, + Bg)] =)

Darin sind A,, By, C, die effektiven Trigheitsmomente der Aufhangung um die Vertikale, um die
sur Radachse rechtwinklige horizontale Achse sowie um die Radachse selbst. Bei verschwindender
Masse der Aufhiingung gehen alle drei Bedingungen in die bekannte Form fiir den I‘,I"LEI'(—I“J“
iiber (z. B. im Fall 1: (4; — By) (A, — C;) > 0, d. h. A; muB entweder groBtes oder kleinstes

Hauptriigheitsmoment sein).




1 E. Prerrrer, Experimente mit dem Prandtl’schen Kreisela
2 K. MaGxvus, Die Stabilitit permanenter
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Bereich vom Flicheninhalt A und A der Grundton der
A wird durch

(1) A2 =
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Beim PranpTr-Rad konnen die Trigheitsmomente A, und B, durch Anbringen von Zusatz-
gewichten auf der Radachse verindert werden. Bezeichnet man das zusitzliche Trégheitsmo-
ment mit , dann kann man in guter Anniherung

Ay = Ay + 0 ; B, = By + 0
schreiben. Setzt man diese Werte in die obigen Stabilititsausdriicke ein, so hat man drei Funk-
tionen Sy(f), i = 1, 2, 3, deren Nullstellen die Stabilititsbereiche begrenzen. Es existieren vier
Nullstellen 6, < 6, < 6, < 6, mit den folgenden Eigenschaften:

$;>0 fir 0<6,; S;<0 fir 6>6,,

Sy> 0 fir 6> 0,; S, < 0 fir 6 <6,,

S3>0 fir 6 <6, und 6> 6, ; S3 <0 fir 6, <6 <6,.
Dieser Nullstellenverteilung entsprechend kénnen nun fiinf 6-Bereiche mit verschiedenem Sta-
bilitdtsverhalten unterschieden werden:

I I1 IT1 iy \'
Bereiche 0<0<0, 6,<0<0,0,<b0<0, 0,<6< 0, 0, < 0
Drehung 1 stabil stabil stabil stabil instabil
Drehung 2 instabil 7 ;llstzll)il : .V\'Vtiuhril é%ah&l 1 7 Siél])i]
Drehung 3 V S;]}')‘“ o lilimtz;hllii instabil ;b sta}jii Sm’}')”'

Die Bereiche I, I1T und V ergeben das vom Evrer-Kreisel her bekannte Stabilit
Uberraschend ist das Verhalten in den Bereichen IT und IV: im Bereich 11 sind die
zwei der Hauptachsen instabil und nur um eine stabil; im Bereich IV
drei Hauptachsen stabil — obwohl der Rotor
kann zeigen, daf

dtsverhalten,
Drehungen um
sind die Drehungen um alle
ein dreiachsiges Trigheitsellipsoid besitzt. Man

O, —0,=6; — 6, =B, — A
nur von der Unsymmetrie des Rotors und

1

[y

0, — 0, = Cy, + g (Byy — Agy) > 0

nur von den Massen der Aufhéingung bestimmt wird.

Bei der iiblichen Ausfithrung des PraxprLschen Kreisels sind die Bereiche 1T und 1V meist
§$hr schmal. Jgdoch miissen sie bei dem technisch interessanteren Kardankreisel, auf den diese
Uberlegungen sinngemsf3 tibertragen werden konnen, beriicksichtigt werden. Die hier beschrie-
benen Effekte konnten experimentell ohne Schwierigkeiten bestitigt werden.
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Eine untere Abschitzung des Grundtons einer Membran

Von E. Magar*)

Es seien D ein einfach zusammenhiéngender, von stiickweise analytischen Kurven begrenzter

auf diesen Bereich aufgespannten Membran.

min {)f (w2 + v2) dx dy
B I S e
[/ dx dy
D

*) Mathematisches F'

orschungsinstitut der Ungarischen Akademie der Wissenschaften, Budapest.
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definiert, wo  eine auf dem Rande verschwindende, im Inneren des Bereiches analytische Funk-
tion ist. Die Vermutung von Lord RAvLEIGH, némlich, daB unter allen Membranen der obigen
Beschaffenheit und von gegebenem Flicheninhalt A die kreisférmige den tiefsten Grundton be-

sitzt, wurde von FABER und Kranx [2, 3] fast gleichzeitig bewiesen. Sie fiithrt zur Abschétzungs-
formel

wo jo = 2,40 ... die Kleinste positive Wurzel der Busserschen Funktion J, ist.

In Anlehnung an eine Definition von PéLya und Szeeé [5, S. 112] nennen wir eine Ab-
schitzung A’ von A vergleichbar mit 4, wenn der Quotient A’/A zwischen endlichen positiven
Schranken liegt. In diesem Sinne ist die rechte Seite von (2) nicht mit der linken Seite vergleich-
bar, da die linke Seite dividiert durch die Rechte beliebig grof3 sein kann, wie es das Beispiel einer
unendlich langen und unendlich schmalen rechteckférmigen Membran zeigt.

Es sei nun ¢ der Radius des groBten in D eingeschriebenen Kreises. Es ist trivialerweise

: Agh

3) =0

fiir einen jeden Bereich. Eine entsprechende untere Abschitzung fiir konvexe Bereiche wurde
vor einigen Jahren von J. HerscH [1] gefunden:

@ e BBl

(3) und (4) zeigen, daB die GroBe p~* mit A vergleichbar ist, wenn wir uns auf konvexe Bereiche
beschrinken. Nun ldBt sich zeigen, dal} diese Aussage wahr bleibt, wenn wir stjatt konvexer Be-
reiche nur einfach zusammenhingende Bereiche betrachten: Der Grundton eines einfach zusammen-
hiingenden Bereiches ist immer grofer als 1/(2 o). . o e 5 ,

" Zum Beweise betrachten wir die Schar C, der Niveaulinien der mmlmlergn_den F u11kt1q11
f(x, y) des Variationsproblems (1). 7 ist ein Parameter, der folgendermalien deﬁ?lert Wlll;d.lt Igle
Funktion f(z, y) nehme an der Niveaulinie C, den Wert @(7) an, und 7 sei uder Fliacheninhalt des
Gebietes D,, in welchem f(z, y) > @(7) ausfillt. Essei noch L() die Gesamtlinge der Begrenzungs-
kurve (bzw. -kurven) von D,. Nun wurde von Faer und Kraux (I ¢.) bewiesen, dal

[[(f2 + [;) dx dy Of(p’z(r) L(7) dr
D =

= 2 = ezt L e
©) Ty Jrdr

ist. Eine untere Abschiitzung von L(z) in der letzten Formel liefert also eine untere Abschétzung
von A% ). _ %
Nu)n 140t sich zeigen, daB die Punktmenge D, entweder gmégch (z}uie}n;mgxllthgpgégglgz };):rf;
i 5 i “eilen besteht, und fiir diese Gebiete gilt die ;
aus mehreren einfach zusammenhangenden Tei eht, und fur . v :
L(t) = t/o. Wenn wir diese Abschitzung von L(z) in (5) einfiihren, haben wir zum Zwecke des
Beweises unseres Satzes zu zeigen, daf3 die Ungleichung

(6) 1 fq:“z('r) 2 dr — quﬂz(r) dr =0 (@A) =0)
0 0

giiltig ist. Es ist aber

fH @'z) 7 — p¥x)] dv — f[? g0 7+ e@))Pdr = — Zof [r@*@)] dr = = 2[rp*(M)];! =0,
0 0

wOrall\b{zg(ﬁ)bfg:?et;kell noch. daB die numerische Konstante in unserem Satze kleiner als diejenige

i i ; 1/ durch eine groflere ersetzen kann, bleibt
i schen Satze ist. Ob man die Konstante /s ] 2 i e
ggh}ijlggsstcell{lstchtJI:adei‘lfalls ist (4) fiir nichtkonvexe Gebiete nicht richtig, wie man an Hand eines

Gegenbeispiels zeigen kann. - 7
Eine ausfithrliche Mitteilung ist in [4] erschienen.

1 - - - . {yes . e 8
3. D v i J . ;\l “'end\]no' der i Operll“(‘tl lS(ll(‘n n-
) ieser \\ eg \Vlll‘dc on ]ﬂ ABER \.'lnd Kran 1 g l g . g S |
Diese N em es(tll agen Die 1

gleichung L*(r) = 4 x 7 fiihrte zu ihrem Endresultat.




