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Untersuchungen fiber zeitabh/ingig selbsterregte, symmetrische Kreisel* 
Von K. Magnus 

Ubersicht: Es wird eine allgemeine L5sung fiir den Bewegungszustand eines durch beliebige Momente selbst- 
erregten symmetrischen Kreisels angegeben. Ffir drei spezielle Formen der Momente werden die Untersuchun- 
gen welter ausgefiihrt. Bei konstanten Erregermomcnten kSnnen Polkegel und mSgliche permanente Drehungen 
angegeben werden. Ffir Erregung durch Momentenst513e oder durch umlaufende Momentenvektoren lassen sich 
explizite LSsungen ausrechnen, die unmittelbar auf Lageregelungen und Nutationsd/impfung yon Raumfahr- 
zeugen angewendet werden kSnnen. 

Summary: A general solution is given for the rotational motion of a self-excited rigid body, the ellipsoid of 
inertia of which is an ellipsoid of revolution. The exciting torques may be arbitrary time-depending functions. 
For tl~ee special cases more detailed results are given. Permanent rotations and the cone of rotation ("body- 
cone") can be calculated for time independent torques. Explicit analytic solutions may be found in the case of 
excitation by series of torque-shocks or by torque-vectors turning with respect to the body. These results can be 
applied to the problems of attitude-control and nutation-damping of space vehicles. 

1. Einleitung. Im Zusammenhang mit Untersuchungen fiber Drehbewegungen und Lagerrege- 
lungen yon tlaumfahrzeugen hat man sich im Laufe der letzten Zeit vielfach mit Problemen des 
selbsterregten Kreisels besch~ftigt. Man bezeichnet nach Grammel einen Kreisel als selbsterregt, 
wenn seine Bewegungen durch Momente erzeugt oder unterhalten werden, deren Komponenten im 
kSrperfesten Bezugssystem bekannt sind. Die ktirperfesten Komponenten kSnnen konstant oder 
auch zeitabhangig sein, wobei im letzteren Fall noch zwischen achsenfesten und achsenbeweglichen 
Momenteu unterschieden werden mull  

Wit wollen bier beliebig zeitabh~ngige Momente betrachten, so dab also Momentenvektorcn 
zugelassen werden, die sowohl der Richtung ale auch dem Betrage nach vcr/inderlich sind. Beidcs 
ist technisch sinnvoll, da man bei Lageregelungen yon Satelliten und Raumschiffen schwenkbare 
Diisen verwendet, deren Reaktionskr~fte in gewissen Grenzen regelbar sind. Es sei ausdrficklich 
darauf hingewiesen, dab die dutch Rfickstof3antriebe bedingte Massen~nderung des GesamtkSrpers 
--  wie fiblich--vernachl~issigt wird. Das diirfte fiir lqaumschiffe zul/issig sein, w~ire aber proble- 
matisch ffir Untersuchungen yon Taumelbewegungen aufsteigender Baketen. 

Um Mil3verst~indnissen vorzubeugen nauB erw~ihnt werden, dab der bier verwendete und bereits 
weitgehend eingebiirgcrte Begriff der Selbsterregung yon dem entsprechenden Begriff abweicht, der 
in der Theorie nichtliuearer Schwingungen gebr/iuchlich ist. 

Erste Untersuchungen fiber selbsterregte Kreisel sind BSdewadt [1] zu verdanken, der fiir einen 
symnletrischen Kreisel mit konstantem Erregerl~/ornent exakte LSsungen fiir den Bewegmagszustand, 
also fiir die Drehgeschwindigkeiten angegeben hat. In Sonderfallen konnte er auch die Lagewinkel 
des KSrpers explizit angeben. In einer Serie yon Ver/fffentlichungen hat danach Grammel [2, 3, 4, 5] 
sowohl symmetrische als auch unsymmetrische Kreisel nait konstanter, zeitveriinderlicher oder auch 
drehzahlabh/ingiger Selbsterregung untersucht. Es ist ihm dabei gelungen, die Frage der Stabilitiit 
permanenter Drehungen yon selbsterregten Kreiseln zu kl~iren. AuBerdem konnte er fiberraschender- 
weise zeigen, dab ein gewiinschter Endzustand nicht immer wirklich erreicht werden kann. Eine aus- 
ffihrliche,Zusammenstellung der bisher auf dena Gebiet der selbste~regten Kreisel e~zielten Ergebnis~e 
ist in der Monografie yon Leimanis [6, Kap. II] zu linden. 

Trotz der bereits zahlreichen Arbeiten ist das Verhalten selbsterregter Kreisel noch keineswegs 
so weir untersucht, dab man es als im wesentlichen bekannt ansehen kann. Noch fehlen L5sungen 
fiir eimge auch technisch interessante Teilprobleme, vor allem bei beliebig zeitabhiingiger Selbst- 
erregung, die ffir aktive Lageregelungen angewendet wird. Vor allem sind bisher nut wenige F~ille 
explizit soweit durchgerechnet worden, dab das physikalische Vcrhalten des Kreisels daraus erkannt 
wcrden kann. Filer bleibt, vor allem im Ausrechnen des Lageverhaltens aus einer ffir den Bewe- 
gungszustand erhaltenen LSsung, noch viel zu tun. Einige Problemstellungen, die sich hier ergeben, 
sollen im vorliegenden Beitrag aufgezeigt werden. Dabei werden neben einer ffir praktische Anwen- 
dungen vielleicht recht niitzlichen Rechenmethode auch einige explizite LSsungen fiir SonderfMle 
angegeben. 

* Herrn Professor Dr. Henry GSrt!er zum 60. Geburtstag gewidmet. 
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2. Reduktion und Liisung der Bewegungsgleichungen. Wir setzen einen starren Kfirper mit  den 
Haupttr~igheitsmomenten A = B und C voraus, dessen Triigheitsellipsoid beziiglich des als Fix- 
punkt  angenommenen Massenmittelpunktes rota t ionssymmetr iseh ist ( , ,symmetrischer Kreisel"). 
Wenn das Hauptachsensys tem des K(irpers als Bezugssystem verwendet  wird, dann nehmen die 
Euler-Gleichungen die Form 

A r --  (A --  C) ~o s 0)3 ~-- Ml(t) ',1 

A d 2 + (A  C) oo3 ooa M2(t) i (1) 
C d33 = M3(t) 

an. Darin ist ~o~ -= (~J~, (o s, r der Drehvektor  und Mi(t) ~- (M~, 3/12, M3) der u  der selbst- 
erregenden Momente. Wegen der vorausgesetzten Symmetr ie  n immt  die dri t te dieser Gleichungen 
eine besonders einfache Gestalt  an, so dab c%(t) unabh~ngig yon den anderen Drehungskomponenten 
ausgerechnet werden kann. Diese Tatsache liiflt sich ausniitzen, um die ersten beiden Gleichungen 
zu linearisieren. Hierzu verwenden wir die bereits von Grammel angegebene Transformat ion 

1 
da = ~ dt = ~ [ f  M~(t) dr] dt (2) 

mit  der RechengriiBe a, die zwar als Winkel gedeutet werden kann, abet  keine, die Lage des Kreisels 
kennzeichnende holonome Koordinate  ist. Mit (2) folgt:  

o9 doo do) da d~ ~ 
- -  dt - -  do~ dt - -  ~oa = ooz oo" , (3) 

wobei die Ableitung nach a durch einen Strich angegeben wird. Wir fiihren nun noch zur Abkiirzung 

A - - C  
- ~ ( 4 )  A 

ein, wobei wegen der bekannten Ungleichungen zwischen den Haupt t r / ighei tsmomenten (0 < C <  2 A) 
die Grenzen - -1  < a <  + i gelten. Dabei  kann yon vornherein der Fall des sogenannten Kugel- 
kreisels (a = 0) ausgeschlossen werden, da sich ftir ihn das Gleichungssystem (1) entkoppel t  und 
elementar  geliist werden kann. Unter  Beriicksichtigung yon (3) erhiilt man fiir die ersten beiden 
Gleichungen yon (1): 

M~ , M~ 
- - m l ,  oJ~ + a ~o~ - - m s .  ( 5 )  091 - -  a~ A w 3 A w a 

Sie k6nnen mit  ~o~ + i ~o s ~ ~o und m~ + i m s = m komplex zusammengefal3t werden:  
o o ' - ~ i a r  = m . (6) 

Darin kann m a l s  Funkt ion der Variablen ~ aufgefaBt werden. Zur allgemeinen Lfisung denken wit  

L ~ 

Abb. 1. Die Erregerfunktion m(c~) als Folge yon stol~artigen Einzelimpulsen. 

uns nun die zeitabhi~ngige Erregung m(a) in eine Folge yon StiiBen zerlegt. Erfolgt  ein Stog fiir 
a = / 3  wiihrend eines , ,Zeitintervalls" Aft, innerhalb dessert m(a) als konstant  gleich m(fl) angesehen 
werden kann (s. Abb. 1), dann ergibt dies nach (6) eine Veriinderung yon ~o in der Gr(ige A ~o-=m(/3) Aft. 
Die partikuliire Liisung yon (6) fiir a > / 3  wird dann 

~ = Ao~ e-~o(~-~), (~ >/3) .  (7) 

Physikalisch bedeutet  dies eine durch den Stol3 ausgel~ste Eigenschwingung (Nutation) des Kreisels. 
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Wegen der durch die Transformation (2) erreichten Linearit~it der Bewegungsgleichungen l~igt sich 
nun die Gesamtl6sung durch Superposition yon TeillSsungen der Form (7) gewinnen. Be~iicksich- 
tigt man dabei noch eine Integrat ionskonstante r o = (9o~ -[- i~o2 zur Anpassung an die fiir a =- 0 
geltenden Anfangsbedingungen, dann folgt:  

(D = 030 e - ia~ -~ f m(fl) e - ~ ( ~ - ~ )  dt3 ( 8 )  
o 

oder in reeller Fornl 

co~ = oo~0 cos a a + ~Ozo sin a a + / [m~(fl) cos a (~ - -  fi) + mz(fi) sin a (a --  fl)] dfl 

(9) 

ooe = W2o cos a a - -  o9~o sin a a + f [m2(fl) cos a (a fl) - -  m~(fi) sin a (a - -  fi)] dt3 
0 

Zusammen mit 
t 

1 f M ~ ( t )  dt (10) 

0 

ergibt dies die allgemeine Liisung fiir den Bewegungszustand des beliebig zeitabhfingig erregten 
symmetrischen Kreisels. Die in (8) und (9) vorkommenden Integrale entsprechen dem in der Schwin- 
gungslehre und Regelungstheorie viel verwendeten D u h a m e l - I n t e g r a l .  Seine Anwendung ist auf 
lineare Systeme beschr~inkt, so daft eine Verallgemeinerung auf den Fall des selbsterregten un- 
symmetrischen Kreisels nicht mCiglich ist. 

3 

Abb. 2. Der Polkegel im Falle eines konstantcn Erregermomcntes Mi. 

3. Anwendungen auf  den Fall konstanter Selbsterregungsmomente. Die Auswertung der all- 
gemeinen L6sung (9) und (10) vereinfacht sich aufterordentlich, wenn das erregende Moment senk- 
recht zur Symmetrieachse des Kreisels steht, also M~ = 0 ist. Ist  aufterdem oJ~o -~ 0 (z. B. fiir drall- 
freie Satelliten), dann wird die Rechnung v611ig elementar, da dann die Gleichu~gen des Ausgangs- 
systems (1) entkoppelt  werden. Hier sollen noch einige Bemerkungen zum Fall M~ = 0, CO3o =~ 0 
und M1 = M~o, M 2 = M20 gemacht werden. Dieser Fall konstanter  Momente ist zwar durch BSde-  
wadt  [1] bereits prinzipiell gel6st, abet keineswegs soweit diskutiert, daft die physikalischen Eigen- 
schaften daraus erkennbar werden. 

Mit c% = ~80 folgt aus (2) a = co~0 t, so dab man ohne Schwierigkeiten wieder zur Zeit t als der 
unabh~ingigen Variablen iibergehen kann. Die LSsung (8) geht dann fiber in : 

(9 = coo e - i  ..... t -~ mo VJaof e-~ . . . .  (t-C) dT, 
0 

�9 /It o ( " //t o ) --" 
(11) 
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Dieses Ergebnis  besagt ,  dab der Polkegel der Bewegung ein schiefer Kreiskegel  ist  (s. Abb. 2). Seine 
Spitze l iegt  im F i x p u n k t  F ;  seine Basis ist  ein Kreis  in einer Paral lelebene zur 1, 2-Ebene im Ab- 
s tand ~3o nfit dem Mit te lpunkt  P :  

M.2o Mlo 
~ P = ( A  - c ) ~ o  ; ~ p = - ( A  - c ) ~ o  ; ~o~ p = ~ o  

and  dem Radius  

Man erkennt  den Zusammenhang zwischen Drehvektor  ~o~ und Momentenvektor  M i unmi t t e lba r  
aus Abb. 2 : wiihrend ~o~ im Verlauf der  Bewegung periodisch mit  einer Umlaufzei t  

2~ 2 ~ A  T~ - -  - -  (12) 
a ~O~o (A --  C) 0)~o 

den Mantel  des Polkegels umfiihrL liegt der Vektor  M i lest  in der 1,2-Ebene und zwar reehtwinklig 
zur Verbindungslinie P '  F,  wenn P '  der  FuBpunkt  yon P in der 1, 2-Ebene ist. 

Es ist  nicht  schwer, daraus die versehiedenen Spezialfiille fiir bes t immte  Anfangsbedingungen o) o 
oder bes t immte  M~ abzuleiten.  Wir  wollen uns hier mi t  einem Hinweis auf den yon Grammel in 
anderem Zusammenhang untersuehten  Sonderfal l  einer pe rmanen ten  Drehung begnfigen, bei  der 
der Drehvektor  sowohl im kSrperfesten als im raumfes ten  Bezugssystem kons tan t  bleibt .  Mit 

�9 "t~ M2~ Ml~ (13) 
~o ----- - -  ~ - -  i ( A  C) a (A -- C) ~%o -- ~%o 

" ' \ ' i f  
2 i  

' . . . / ~ - ~  ......... 

Abb. 3. Euler-Winkel zwischen raumfestem x y z- und kSrperfestem 123-System. 

folgt aus (11) vJ -= ~o ---- ~Jlo -+- i CO2o. Der Drehvektor  co i entspr icht  dann der Strecke F P, die z. B. 
als z-Achse eines raumfes ten  x y z-Systems gew/ihlt werden kann. Die gesamte Drehung f/ilk in diese 
Richtung und kann  durch die Able i tung des Eulerwinkels ~p dargeste l l t  werden (s. Abb. 3). Es is t  

dann ~o ----- lc~ ~ = ~ ----- 0, also 0 ---- z$ o, q~ ----- q~o" Wegen 

~01 = 09~o = ~o sin Vao sin ~o,  

e32 ---- C~ ---- {Po sin V~o cos % ,  

r ~- ~%o -~- '0)o cos Vqo 
finder man fiir die Winkeh  

tan  0o = %o-1 ~/O~o + o~o - -  (A -:  C)0)~o ' (14) 

i t an  ~o ~01~ - -  M2~ 
0)20 MIO 

Der Ausdruck  fill" % besagt ,  dab der Momentenvektor  M~ stets in die Richtung der Knotenaehse,  
also der Schni t tgeraden yon x y- und 1~ 2-Ebene f/illt. 
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Nachbarbewegungen zu der hier betrachteten permanenten Drehung k5m~en a]s eine Uber- 
lagerung yon erzwungener Drehung infolge M i und Eigenbewegung (l~utation) gedentet we~den. 
Wie aus der hierfiir geltenden Abb. 2 zu entnehmen ist, bleibt diese Bewegung beziiglich der co-Kom- 
ponenten der permanenten Drehung benachbart, kann also beziiglich co als stabil bezeichnet weJden. 
Die Berechnung der Eulerwinke l  fiir diese iNachbarbewegungen bereitet jedoch erhebliche Schwierig- 
keiten, so dab die r/iumlichen Orientierung des Kreisels nicht unmittelbar zu erkennen ist. 

4. Selbsterregung durch Stiffte. Die Integralform (8) bzw. (9) der allgemeinen L6sung eignet sich 
besonders gut in dem fiir praktische Anwendungen in der l~aumfahrt interessierenden Fall einer 
Selbsterregung (z. B. zur Lageregelung) durch kurzzeitige MomentenstfBe. Dabei soll deren Zeit- �9 
dauer bier als klein gegeniiber der Zeit einer Umdrehung 2 zc/coa angenommen werden. Weiterhin 
wird wieder M3 = 0 also co3 = co~0 vorausgesetzt. Dann ]/iBt sich M(t)  mit ttilfe der Dirac -Fu~k t ion  
~(t) stets in der Form 

M(t)  -~ S My (5(t - -  t~) (15) 

schreiben. Darin ist tv der Zeitpunkt eines StoBes, M i ein MaB ffir seine St~irke. Ein entsprechender 
A usdruck ergibt sich fiir das bezogene Moment re(t), so dab die LSsung (8) iibergeht in: 

0 

co -= coo e-~ . . . .  t Jr co3o f e-~ . . . .  ('-~) S m~3 (r - -  t~) d r .  (16) 

Jeder einzelne StoB ffihrt zu einer sprunghaften Veranderung der momentanen Drehgesehwindig- 
keit um 

t 

Aco, = coco f ~ 6 (~ - t,) & .  
0 

Wegeu 

egzo.f e - i  . . . . .  m.,~ (t--t ,)  d T :  cozo m, e - i  . . . .  t 
0 

erh/ilt man dann aus (16) die L6sung 

co = coo ~-~~176 + coco S , ~  1 (t - t~) e -~ . . . .  ('- ' , ,) .  (17) 

Darin ist die Einheitssprungfunktion 
{~ ffir t < t v 

l ( t - - t , , ) =  fiir t > G  

Abb, 4. Polkegel und Spurkegel bei der Nutation eines gestreekten Kreisels (A > (2). 

verwendet worden. Man kann die LSsung (17) deuten als eine i)berlagerung yon versehiedenen 
Eigensehwingungen (Nntationen), die dureh die St6Be angeregt werden. Zwisehen je zwei StSgen 
umf~ihrt der Drehgesehwindigkeitsvektor einen Tell des Mantels eines Polkegels, der sieh wegen 
M = 0 als gerader Kreiskegel mit der Symmetrieaehse des Kreisels als Aehse ergibt. Der 0ffnungs- 
winkel/~ des Polkegels folgt aus 

t a ~ #  - I~o! _ ~ gcolo + o G .  (18) 
(2)30 E030 

17 
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Ein voller Umlauf des Drehvektors liings des Kegelmantels erfolgt in der Zeit T~ entsprechend (12). 
Nach Poinsot liigt sich die Nutationsbewegung als ein Abrollen des kfirperfesten Polkegels auf einem 
raumfesten Spurkegel darstellen, wie dies in Abb. 4 ffir den Fall eines gestreckten Kreisels (A > C) 
angedeutet ist. Auch der Spurkegel ist ein gerader Kreiskegel, dessen Achse mit der raumfesten 
Riehtung des Drallvektors H i zusammenfiillt. Sein 0ffnungswinkel 2L kann aus 

tan ()` +/~) - -  VH~+ H~ _ A[~ool 
/ /3  C COco 

ZH 

(19) 

tan).  --  (A -- C)I~Oo[ ~%o 
C o~0 - A co~ (20) 

Daraus lassen sich mit (17) die Polkurven und auch die meist interessierende berechnet werden. 
Bewegung der Symmetrieachse (3-Achse) des K~rpers ermitteln. An einem Beispiel soil das gezeigt 
"wer den ,  

Es sei die Aufgabe gestellt, die Nutationsbewegung eines starren Raumschiffes zu diimpfen. Als 
~omentengeber mSgen achsenfest eingebaute Riickstogvorrichtungen zur Verfiigung stehen, die 
kurzzeitige MomentenstSge um die zur Symmetrieachse senkrechten Achsen 1 und 2 in jeweils 
beiden l~ichtungen ausiiben k6nnen. Die Nutationen werden verringert, wenn die Winkel ,~ und ~u 
yon Abb. 4 kleiner werden. Dies liigt sich erreichen, wenn die MomentenstSge so gerichtet sind, dab 
sie die Drallachse der Symmetrieachse (3-Achse) niiherbringen. Das geschieht am wirksamsten, 
wenn die Momentenstfge in den Augenblicken gegeben werden, in denen die 1- oder 2-Achse in die 
yon den u cos, H, und der 3-Achse aufgespannte Ebene fallen. Die Stogzeitpunkte und die 
Vorzeichen ergeben sich dabei aus dem folgenden Schema: 

t +M~ o 
--M~ 0 

--  ~ 0 0  - - -  
+M~ 0 
- M~ 0 

Abb. 5. Polkurve eines gestreckten Kreisels bei 
Nutationsd/impfung dutch 4 Impulse in der Zeit T~. 

Durch Auswerten der Signale ,con k6rperfest eingebauten Drehgeschwindigkeitsmessern (z. B. 
Wendekreiseln) lassen sich diese Zeitpunkte eindeutig bestimmen. In Abb. 5 ist eine Polkurve kon- 
struiert, die sich dabei in der 1, 2-Ebene ergibt. Man erkennt0 dab sich die 0ffnung des Polkegels 
stufenweise his auf einen nicht mehr tilgbaren, yon der St~irke der MomentenstSge abhiingigen Rest 
verringert. Man kSnnte diesen Rest dutch eine Fein-Diimpfung mit entsprechend reduzierten 
MomentenstSBen noch verldeinern. Die Zeit zwischen zwei MomentenstiSgen ist gleich T~/4 mit 
dem Weft -con (12). Sie kann bei KSrpern mit fast kugelfSrmigem Trligheitsellipsoid ein u 
der Umdrehungszeit T~ = 2 ~/coa0 werden. Die Polkurve yon Abb. 5 gilt fiir gestreckte Kreisel, 
wobei der Wert yon a keinen Einflug auf die Form der Kurve, wohl aber auf die Zeit hat, in der sie 
durchlaufen wird. Filr abgeplattete KSrper ergibt sich eine analoge Polkurve mit anderem Umlauf- 
sinn, die durch Spiegelung des Bildes yon Abb. 5 an einer der Achsen erhalten wird. 

Die meist interessierende Bewegung der Symmetrieachse des Kfirpers wiihrend des Diimpfungs- 
vorganges liigt sich unter Beriicksichtigung yon (20) ohne Schwierigkeiten konstruieren. Fiir nicht 
zu groBe Winkel)` und # setzt sich die Bahnkurve aus Kreisbogenstficken zusammen, deren Mittel- 
punkt jeweils dutch die sich sprunghaft veriindernde Lage der Drallachse bestimmt ist. In den 
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Abb .6  und 7 sind zwei derartige Kurven gezeichnet, die zu verschiedenen Werten yon a gehSren. 
1V[an erkennt, dab die D/impfung umso besser ist, je mehr das Trfigheitsellipsoid des KSrpers yon der 
Kugelfornl (a = 0) abweicht. Dies gilt sowohl fiir gestreckte als auch fiir abgeplattete KSrper und 
ist dureh die Tatsache bedingt, dab das Durehlaufen der Polkurve bei fast kuge]fSrmigem Tr~ig- 
heitsellipsoid naeh (12) sehr viel langsamer erfolgt als fiir stabfSrmige Kfrper  (a ~ n- 1, schlanke 

8 

/ 

2 
Abb. 6. Bahnkurve eines Punktes der Symmetrieachse ffir die 

Polkurve yon Abb. 5, a -- 0,9. 

0 

/ 
Abb. 7. Bahnkurve eines Punktes der Symme- 
trieaehse fiir die Polkurve vonAbb. 5, a=0,3. 

Raketen) oder Scheiben (a ~ --  1, fliegende Untertassen). Die k6rperfest eingebauten Momenten- 
geber kommen deshalb nut in grSi3eren Zeitabst/inden in die fiir Dampfungswirkungen geeignete 
Positionen. 

Rein theoretisch liege sich die Nutationsbewegung auch dutch einen einzigen MomelatenstoB 
vSllig beseitigen. Der Momentenstoi3 miiBte hierzu die GrSBe 

f = = A I/o + (211 
haben. Erfolgt dieser StoB in der richtigen Richtung, dann verlagert er die Drallachse um den Wirl- 
kel2 -}- # (Abb. 4), so dab sie in die momentane Lage der Syrnrnetrieachse fMlt. Danach aber erfolgt 
nur noch eine Drehung um diese Hauptachse ohne lNutationen. 

0 

Abb. 8. Bahnkurve eines Punktes der Symmetrieachse bei optlmaler Nutationsd/impfm~g 
dutch zwei MomentenstSl~e. 

Will man die bei dem geschilderten Vorgehen nicht vermeidbare Verlagerung der Drallachse 
verhindern, dann ist es stets mSglich, durch zwei geeignete MomentenstSBe yon der halben GrSl3e 
nach (21) eine vollstfindige Beruhigung ohne Auswanderung der Drallachse zu erreichen. Das Ver- 
fahren ist aus Abb. 8 ersichtlich: der anfangliche Offnungswinkel 2 -[-/z des Nutationskegels wird 
dutch den im Augenblick 1 erfolgenden ersten MomentenstoB gerade auf die H~ilfte verringert. Wenn 

17" 
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nun der zweite StoB zum Zeitpunkt 2 erfolgt, an dem sich die Symmetrieachse in der Ausgangs- 
position D o der Drallachse befindet, dann kann die Nutation an dieser Stelle gestoppt werden. Die 
Drallachse springt bei diesem Vorgang zunachst yon D O nach Dx und bei dem zweiten StoB wieder 
zuriick nach D o. Man erkennt, dab der zeitliche Abstand A t  der beiden Momentenst~Be gleich der 
halben Zeit ffir einen Nutationsumlauf sein muB. Mit der aus Abb. 4 zu entnehmenden Kreisfrequenz 
r der 1Nutation 

tan # __  ] / . . - ~  C 2 C 

erh~ilt man 

A t  = ~ ~ A  - -  ( 22 )  
CO30 C " V(D2 C2o)2 § 2 4 7  ~o 

Da in dieser Zeit im allgemeinen kein Viertelbogen der Polkurve oder ein Vielfaches davon durch- 
laufen wird, werden lest eingebaute Momentengeber den zu einer optimalen D~mpfung notwendigen 
zweiten MomentenstoB nicht geben k6nnen. Man wird deshalb Momentengeber verwenden miissen, 
die St6Be um beliebige Querachsen auszufiben in der Lage sin& Bei Raumschiffen ,nit festen Yer- 
h/iltnis A / C  k~nnte man auch durch zwei um den Winkel ~ A / C  lest eingebaute Momentengeber gute 
Ergebnisse erreichen. 

Es sei noch bemerkt, dab in derselben Weise wie die Nutationsd/impfung auch die in der Raum- 
fahrt  stark interessierende Frage der Schwenkung der Symmetrieachse in eine vorgegebene Rich- 
tung, z. B. Ausrichtung auf einen Stern, behandelt werden kann. Auch bier lassen sich dutch sinn- 
volles Ausniitzen der Nutationsbewegungen L~sungen finden, die geeigneter erscheinen als der Weg 
fiber erzwungene Pr/izessionen der Drallachse. 

5. Polkurven fiir eine spezielle Klasse yon Selbsterregerfunktionen. Die allgemeinen L~sungen 
(8) und (9) k~nnen noch ffir eine weitere Klasse yon Erregerfunktionen m explizit ausgerechnet 
werden. Mit 

re(a) ---- , ~  m~ e ~b~ (23) 
p 

finder man aus (8) die komplexe Drehgeschwindigkeit 

my e ibrc~, (b~=/=--a) (24) co ~-~Oo e-i"~ - -  i ~  a ~ - ~  

Wenn hierin Ma = 0 also co3 ~- 0)30 angenommen wird, dann bedeutet jedes Glied yon (23) einen in 
der Aequatorebene (senkrecht zur Symmetrieachse) des K~rpers mit der Kreisfrequenz b~030 um- 
laufenden 1V[omentenvektor, dessen Gr~Be und Phasenlage durch die ebenfalls komplexe GreBe m~ 
gegeben ist. Durch ~berlagerung derartiger Erregerglieder kfinnen sehr allgemeine Erregedunktio- 
nen approximiert werden. Ffir die Drehgeschwindigkeit (24) erh/ilt man dana ebenfalls eine l~ber- 
lagerung aller erzwungenen Anteile mit  den durch den knfangswert o30 bedingten Eigenbewegungen. 
Die Polkurven als geometrischer Ort aller Bildpunkte yon co in der komplexen Ebene folgen aus (24) 
als Epizykeln, die sehr verschiedenes Aussehen haben kfinnen und in beliebiger Yielfalt leicht ge- 
zeichnet werden kfinnen. 

Bei der L~sung (24) muff der Fall b~ = --  a ausgeschlossen werden. Ihm entspricht eine Erre- 
gung, deren Vektor 

m(~x) ---= m 0 e -~"~ 

mit derselben Kreisfrequenz uml/iuft, wie der Vektor ffir den Anteil der Eigenbewegung. Man kann 
die L~sung (8) ffir diesen speziellen Fall leicht zu 

= @o + ~0 ~) e -~~ (25) 

ausrechnen. Bemerkenswerterweise ergibt sich jetzt eine spiralige Polkurve, die sich je nach den 
Werten yon ~o 0 und m o zunachst zusammenziehen kann, die abet ffir a -~ cc in jedem Falle yore 
Nullpunkt fortwandert. Der KSrper selbst wird sich dabei schlieBlich urn eine Querachse fiber- 
schlagen. Physikaliseh ist dieses Verhalten verst/indlich, well bier der Momentenvektor stets in einer 
festen Position zu der umlaufenden, dutch die Vektoren (D i und Hi und die Symmetrieachse 3 
(s. Abb. 4) aufgespannten Ebene bleibt. Das Moment wirkt also in einem mit der 1Nutationsge- 
sehwindigkeit a ~38 umlaufenden Bezugssystem immer in derselben Richtung, so dab sich die Wir- 
kungen his zum v~lligen Uberschlagen akkumulieren kfinnen. 
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Von einem gewissen Interesse sind noch die Sonderf~ille by = -]- a und by = - -  1. Fiir beide 
Falle ist die L5sung in (24) enthahen,  jedoch lassen sich die Eigenschaften der Bewegungen besser 
erkennen, wenn man ~loch umformt.  So erh~ilt man fiir b~ = + a: 

1 
m ~ m o e t a n  

( . m_~) ( 2a) (26) o ~  co o - t  c o s a a - - i  o~ o-]-i  m~ s i n ~ .  

Auch das sind Oberlagerungen yon Kreisbewegungen, jedoch arten die Polkur~en in den F~llen 

/ n  o 
COo = • i 2a 

in Gerade dutch den Nullpunkt aus. 
Im Sonderfall by = 11/iuft der Momentenvektor mit der Geschwindigkeit c93 der Eigendrehung 

des K6rpers ira Gegensinne dieser Eigendrehung relativ zum K6rper urn. Der Momentenvektor 
wiirde also raumfest  bleiben, wenn sich der K6rper nut  urn die Symmetrieachse drehte. Bei all- 
gemeineren Taumelbewegungen bleibt er ,,fast raumfest" .  Als Lfisung erh~ilt man jetzt  

m0 A e_,~ " (27) 

Fiir a ~ 1, also z. B. stabf6rmige Raumschiffe, k6nnen dabei Schwebungen entstehen, bei denen 
sich die Polkurven pulsierend aufblahen und wieder abschwellen. 
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