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Z u s a m m e n f a s s u n g  

Es wird ein Prinzip der stationSoren gegenseitigen potentiellen Energie aufgestellt fi~r zwei 
Belastungssysteme eines elastischen Balkens ver~inderlicher Biegesteifigkeit. Aus diesem Prinzip 
wird einc hinreichende Bedingung far station~ires Gewicht eines Sandwichbalkens abgeleitet, wenn 
die von einer Belastung an einem bestimmten Querschnitt erzeugte Durchbiegung vorgeschrieben 
ist. Far statisch bestimmte Balken wird gezeigt, dass diese Bedingung ein globales Minimum des 
Gewichts sicherstellt. Anwendungsbeispiele und Erweiterungen werden besprochen. 

(Received: November 12, 1969) 

Der Einflul3 verschiedener Kriiftearten auf die Stabilit~it 
linearer Systeme 

Von  K u r t  Magnus,  I n s t i t u t  B fur  Mechan ik  der  T e c h n i s c h e n  H o c h s e h u l e  Mfinchen,  

D e u t s c h l a n d  

l-lerrn Professor Dr. Hans Ziegler zum sechzigsten Geburtstag gewidmet 

1. P r o b l e m s t e l l u n g  

Zur  B e s t i m m u n g  der  Stabil i t~it  v o n  B e w e g u n g e n  l ineare r  S y s t e m e  f inden  sich im 

S c h r i f t t u m  i iberaus  v ie le  Ver fahren .  Es  sei h ier  an  die a lgeb ra i schen  K r i t e r i e n  v o n  

H e r m i t e ,  R o u t h ,  H u r w i t z ,  Cremer  u n d  B i lha r z  sowie an  d i e  v611ig ~iquivalenten  

g e o m e t r i s c h e n  K r i t e r i e n  v o n  N y q u i s t ,  L e o n h a r d ,  Micha i low u n d  N e u m a r k  e r inner t .  

Diese  Kr i t e r i en  lassen bei  gee igne te r  A r t  de r  A n w e n d u n g  den Einf luss  e inze lne r  

S y s t e m p a r a m e t e r  e r k e n n e n  und  h a b e n  sich desha lb  r ech t  gu t  bew~ihrt. J e d o c h  w i r d  

eine phys ika l i s che  I n t e r p r e t a t i o n  der  E rgebn i s se  u m  so schwier iger ,  je h6he r  die 

0 r d n u n g  der  zu  u n t e r s u c h e n d e n  S y s t e m e  ist. 
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Aus diesen Griinden haben sich im Laufe der letzten Jahre zahlreiche Autoren 
mit anderen Typen von Stabilit~itskriterien besch/iftigt, bei denen anschauliche 
Deutungen auch fiir Systeme beliebig hoher Ordnung m6glieh sind. Zumindest l~tsst 
sich damit der Einfluss verschiedener Kr/iftearten auf das Stabilitiitsverhalten 
qualitativ erkennen, wenn auch die Ausrechnung konkreter F~lle nieht weniger 
Rechenarbeit erfordert als ffir die anfangs erw~thnten, bekannten Kriterien. Allge- 
meine qualitative Aussagen k6nnen aber ftir einen Konstrukteur gerade im Stadium 
des Entwurfs von Ger~iten nfitzlieh sein, und ein Analytiker wird oft dank solcher 
Aussagen das Verhalten komplizierter Systeme besser fibersehen k6nnen. 

Allgemeine S~ttze der angedeuteten Art sind bereits Lagrange, Dirichlet und vor 
allem Thomson und Tait  Ell zu verdanken. Ein klassisches Ergebnis der letztgenann- 
ten Autoren besagt, dass ein instabiles mechanisches System nur dann durch Hinzu- 
fiigen von Kreiselkr~iften stabilisiert werden kann, wenn eine gerade Anzahl von 
instabilen Freiheitsgraden vorhanden ist. Dieser vielzitierte Satz gilt, ebenso wie die 
S~itze von Lagrange und Dirichlet, fiir konservative Systeme, die in der technischen 
Praxis h6chstens als idealisierte Grenzf~ille von Interesse sind. Der praktische Wert 
der genannten S~itze ist daher nicht sehr gross. Erst nachdem nichtkonservative 
Kr~ifte mitberticksichtigt wurden, sind Ergebnisse erzielt worden, die fiir die Praxis 
tiberaus niitzlich sind. 

Schon frtihzeitig wurde der Einfluss dissipativer, energievernichtender Kr~ifte 
untersucht, die den Gesehwindigkeiten proportional sind. Sp~iter wurde auch <<negative 
Dissipations>, also Anfachung, zugelassen. Noch sp~iter wurden nichtkonservative 
Lagekr~ifte beriicksichtigt; ihr Einfluss auf zahlreiche technische Probleme wurde erst 
im Laufe der letzten zwei Jahrzehnte im vollen Umfang erkannt und untersucht. 
Seither ist auf diesem Gebiet auf verschiedenen Wegen und untel verschiedenartigen 
Gesichtspunkten viel gearbeitet und ver6ffentlicht worden. Es erscheint daher zweck- 
m~issig, die zahlreichen bisher bekanntgewordenen Ergebnisse zu sichten und syste- 
matisch zu ordnen, urn auf diese Weise ihre Nutzung in der technischen Praxis zu er- 
leichtern. Das soll im vorliegenden Beitrag versucht werden. 

Von dem fiberaus umfangreichen Schrifttum sollen hier zun~ichst nur drei grund- 
legende Arbeiten erwithnt werden, die zu einer Weiterentwicklung in der von Thomson 
und Tait gewiesenen Richtung gefiihrt haben. Chetaev [21 ist eine Pr~izisierung der 
Problemstellung und der Beweis eines von Thomson und Tait vermuteten Satzes zu 
verdanken; Ziegler [31 hat an einer Vielzahl yon Beispielen auf die m6glichen Ver- 
haltensweisen linearer dynamischer Systeme hingewiesen; schliesslich hat Merkin [41 
in einer beachtenswerten Monografie eine zusammenfassende Darstellung fiir Kreisel- 
systeme gegeben. Einige speziellere Arbeiten sollen an geeigneter Stelle sp~iter zitiert 
werden. 

2. Die Bewegungsgle ichungen diskreter linearer Systeme 

Bei Anwendung des Lagrangeschen Formalismus lassen sich die Bewegungs- 
gleichungen dynamischer Systeme stets als Systeme yon Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung gewinnen, die bei Beschr~nkung auf kleine Abweichungen von einer 
Gleichgewiehtslage oder von einer Grundl6sung die Form 

a ~  ~p + b~p ~B + ~ ~p = o ,  (~, fl = 1, 2 . . . . .  ~ )  (1) 
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annehmen, fgber doppelt vorkommende Indices soll dabei in tiblicher Weise summiert 
werden. Wir wollen voraussetzen, dass eventuell vorhandene zyklische Koordinaten 
bereits eliminiert sind. Ist n die Zahl der Freiheitsgrade des Systems und z die Anzahl 
der zyklischen Koordinaten, dann wird das Verhalten des Systems jetzt nur noch 
durch die m - n -- z nichtzyklischen Lagekoordinaten x~ beschrieben [5]. Infolge der 
Elimination der zyklischen Koordinaten enthiilt die Triigheitsmatrix a~fl auch solche 
Anteile, die die Vergr6sserung der Trligheit durch eingebaute Schwungriider kenn- 
zeichnen. Diese Anteile veriindern jedoch zwei wichtige Eigenschaften der Tr~igheits- 
matrix nicht: a ~  - a~= ist stets symmetrisch, und die quadratische Form 

1 
7" = 2 a~,~ x~ i,p (2) 

ist stets positiv definit; sie bildet den von den nichtzyklisehen Geschwindigkeiten 
gebildeten Anteil der kinetischen Energie. 

Die Matrix b ~  von (1) kann diimpfende, anfachende, gyroskopische und'solche 
Glieder enthalten, die durch Anderungen von Massen oder Triigheitsmomenten be- 
dingt sind. Die letzteren Anteile sind z. B. in der Raketentechnik als Strahldiimpiung 
bekannt. Schliesslich kann die Matrix ca# Anteile enthalten, die durch statische oder 
kinetische Fesselungen, z. B. durch Zentrifugalkr~fte, oder auch durch Anderung yon 
D~mpfungsbeiwerten bedingt sind. Es ist zweckm~tssig, die Matrizen b ~  und c ~  als 
Summen yon je einer symmetrischen und einer schiefsynmletrischen Matrix darzu- 
stellen: 

b ~  d ~ + g ~  mit [ d=~-- d ~ ,  = c ~ p = / ~ + e ~ f l  

I g ~  p = g / j  ~ , 

/ ~  =/p~,  
mit 

eo: ,8  = _ e e a �9 

(3) 

Damit geht das System der Bewegungsgleichungen tiber in: 

a ~ x ~ + d o ~ x ~ + g ~ x ~ + / ~ B x ~ + e ~ x ~ = 0  (~,fi== 1,2 . . . . .  m).  (4) 

Alle darin vorkommenden Glieder k6nnen als verallgemeinerte Kriifte interpretiert 
werden: 

A s - - a ~  2~ sind TrS.gheitskriifte, die vonde r  kinetischen Energie (2) abgeleitet 
werden k6nnen. 

D~ = - d, p ~cp sind geschwindigkeitsproportionale, nichtkonservative Kr~ifte, durch 
die der Energieinhalt eines Systems verkleinert (D~mpfung) oder 
vergr6ssert (Anfachung) werden kann. Sie k6nnen vonder  Rayleigh- 
Funktion 

1 
D = 2 d=~,x= x~, (5) 

abgeleitet werden. Ist D eine positiv definite quadratische Form, 
dann wird dem System Energie entzogen; in diesem Fall wird D auch 
Dissipationsfunktion genannt. 
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G~ -- g~ ~ x~ sind gyroskopische Kr/ifte. Sie sind konservativ, da sie bei beliebigen 
Bewegungen eines Systems keine Arbeit leisten. 

Fc, = - f ~ x ~  sind konservative Lagekr/tfte (Fessel-Kr/ifte), die aus einem 
Potential 

1 
TJ = ~ /~p x~ x~ (6) 

abgeleitet werden k6nnen. Ist V in der Umgebung einer Gleichge- 
wichtslage x~ = 0 eine positiv definite quadratische Form, dann ist 
die Gleichgewichtslage statisch stabil (Satz von Dirichlet [61). 

E~ = - e~p x~ sind nichtkonservative Lagekr~fte, durch die wie bei den D~ - der 
Energieinhalt ver~indert werden kann. Man hat die E~ auch als 
zirkulatorische Kr~ifte bezeichnet. In Ziffer 3 sollen zwei Beispiele 
ffir Systeme mit derartigen Kr~tften beschrieben werden. 

Bevor der Einfluss der genannten Kr~iftearten auf das Stabilit~tsverhalten unter- 
sucht wird, muss zun~tchst etwas fiber den zu verwendenden Stabilit/itsbegriff gesagt 
werden. Da hier lineare Systeme betrachtet werden, ist asymptotische Stabilit~t stets 
vorhanden, wenn die Realteile Re(~.) aller Wurzeln A der eharakteristischen Gleichung 
negativ sind. Es ist jedocb sinnvoll und fiblich, auch dann noch von Stabilit~it zu 
sprechen, wenn einzelne, nicht mehrfach auftretende Wurzeln verschwindende Real- 
teile haben. Diesen Wurzeln entsprechen unged~impfte Schwingungen, bei denen die 
Auslenkungen bestimmte, durch die Anfangsbedingungen gegebene Schranken nicht 
fiberschreiten kSnnen, so dass <~Stabilit~t im Silme von Ljapunov>> vorhanden ist. 
Wenn die Bewegungsgleichungen allerdings durch Linearisierung eines ursprfinglich 
nichtlinearen Ausgangssystems erhalten wurden, dann muss im Falle Re(A)- 0 
entsprechend der Ljapunovschen Theorie genauer untersucht werden. 

Die Begriffe der << asymptotischen Stabilit~tt >> sowie der <<Stabilit/it nach Ljapunov >> 
sind von dem Verhalten ffir t --> ~o abgeleitet. Das kann bei manchen praktisehen 
Anwendungen zu Schwierigkeiten ffihren, da vielfach nur die Bewegungen eines 
Systems in einem endlichen Zeitintervall interessieren. Daher kommt es durchaus vor, 
dass in der Technik z.B. Kreiselger/ite verwendet werden, die nach der erw~thnten 
Terminologie als instabil bezeichnet werden mfissen. Ein anschauliches Beispiel ist 
auch der Spielkreisel: bei hinreichend starkem Antrieb tanzt er und pendelt sich sogar 
in die vertikale, aufrechte Stellung ein; ffir t -+ oc fiillt er mit Sieherheit urn; man wird 
ihn jedoch yon einem praktischen Standpunkt aus als stabil bezeietmen k6nnen, wenn 
das Aufrecht-Tanzen die Zeit zwischen zwei Peitschenschl~gen fiberdauert. Diese 
auch technisch wichtige <~Stabilit~it in einem endlichen Zeitintervall>> ist in der vor- 
liegenden Arbeit nicht gemeint, wenn yon Stabilit~t gesprochen wird. 

3. Beispiele fiir Systerne mit nichtkonservativen Lagekriiften 

Lagekr~fte, die nicht yon einem Potential abgeleitet werden k6nnen, kommen in 
der Technik h~ufig vor. Zwei einfache, aber typische Beispiele sollen hier erkl~trt 
werden. 
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a) Ein Doppelpendel mit Belastung dutch eine Kraft in k&perfester Richtung. 
Es sei das in Figur 1 skizzierte ebene Doppelpendel gegeben, dessen unteres Pendel 

Pl 

Figur 1 
Doppelpendel mit Zusatzkraft F in k6rperfester Richtung. 

ausser durch Eigengewieht zus~itzlich durch eine Kraft F belastet sein m6ge, die eine 
k6rperfeste Richtung haben soll. Man stellt leicht lest, dass die kleinen Schwingungen 
des Systems um die Gleichgewichtslage 91 92 =- 0 durch ein Gleiehungssystem von 
der Form 

al l  @1 @- 6~12 @2 A_ Cl 1 91 + C (92 --  91) = 0 ,  ~21 (P1 ~- a22 @2 @- C22 92 = 0 (7) 

beschrieben werden, wobei der Beiwert e der Zusatzkraft F proportional ist. Ausser- 
dem gilt a12-- a21 , so dass die Tr~igheitsmatrix a~d - wie gefordert - symmetrisch 
ist. Die Matrix der Lagekraftbeiwerte l~isst sieh nun wie folgt umforlnen: 

= ~- 2 ' 0 c~ 2 e 2%2 (8) 

.... /~d -t  e~ B (~, fl = 1, 2). 

Die k6rperfeste Zusatzkraft F kann dabei als eine nichtkonservative Lagekraft 
bezeichnet werden. Sie ver~tndert allerdings auch die Matrix f ~  der konservativen 
Fesselkr/ifte. Das hier beschriebene System ist ein einfaches Beispiel ftir (<mitgehende 
Lasten)), die in der Elastomechanik, z.B. bei Knickst~ben [71, ausffihrlieh untersueht 
worden sin& 

b) Ein Kreisel!bendd mit Oberwachungseinrichtung. In kfinstlichen Horizonten 
werden Kreiselpendel verwendet, die mit einer speziellen fdberwachungseinrichtung 
versehen sind. Die 1Jberwachung sorgt daffir, dass die Richtung des Dralls H naeh 
einer St6rung wieder in die Richtung des Lotes gebracht wird. Das gesehieht dutch 
Ausiiben eines Momentes M, dessen Vektor zur xy-Ebene parallel ist und stets zur 
z-Achse (Lot) hinzeigt (Fig. 2). Fiir kleine Auslenkungen a und fl der Drallachse aus 
der z-Riehtung erh~ilt man damit die Bewegungsgleiehungen (siehe z.B. [81) 

A ~ + H "fi + /~ o~ + c fl - O , 
(9) 
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Figur 2 
Kreiselpendel mit l~berwachungsmoment M. 

T 
Z 

Der Beiwert e ist dem Uberwachungsmoment proportional. Das Gleichungssystem (9) 
besitzt die symmetrischen Matrizen 

0- 

sowie die schiefsymmetrischen Matrizen 

g~p: [ O_H HI  und e~p= [ O e :] . 

Bei Berticksichtigung geschwindigkeitsproportionaler D~impfungsmomente um x- und 
y-Achsen wtirde in (9) zus~ttzlich auch noch eine symmetrische Diimpfungsmatrix d~p 
auftreten. 

V611ig analog zur f3berwachung eines Kreiselpendels arbeiten Lageregelungs- 
systeme bei drallstabilisierten Satelliten oder Raumschiffen (siehe Fig. 3). Nur 
werden in diesem Fall die Regelmomente M meist nicht stetig, sondern intermittierend 

Figur 3 
Zur Lageregelung eines dralls~abilisierten Satelliten. 

z \\ MH 
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ausgetibt, weil die zur Erzeugung tier Rtickstosskr~tfte F dienenden Dtisen D wegen 
der Drehung des K6rpers nur zu bestimmten Zeiten in die zur Austibung des Regel- 
momentes geeignete Position kommen. 

4. Klas s i f ika t ion  der  S y s t e m e  nach der Art  der v o r k o m m e n d e n  Kriifte 

In den Bewegungsgleichungen (4) treten die fiinI in Ziffer 2 n~iher definierten 
Kr~iftearten A=, D=, G=, F= und E= auf. Um eine gewisse Ordnung in die Vielzaht der 
Systeme mit verschiedenen Kr~iftekombinationen zu bringen, soll eine Klassifikation 
der folgenden Tabelle entsprechend vorgenommen werden. 

Tabelle 
ffir Systemtypen mit Obersicht fiber allgemeine Sgtze und deren Verknfipfungen 

E -- 

e+ 

e ---o 

c 

le 5o 

~ 
e # o  

g -= o 
f-,. , , ~  

d =-o dl: o 

AE 

AF 

AFE 

16 

AD 

0- 

ADE 
0- 

O 

ADF 0_ 

%:- 

ADFE 

17 

e- 

g :~ o 

d-=o d # o 

AG 

AGE 

8 9 Io 

AGFE 

ADG 

ADGE 

3 

5 

ADGF 

14 15 

A D G F ~  

19 

Es wird dabei angenommen, dass stets Tr~igheitskr~ifte A= vorhanden sind. Je 
nach Vorhandensein oder Nicht-Vorhandensein der anderen Kr~iftearten werden nun 
die verschiedenen Systeme eindeutig durch ein Kfistchen der Tabelle sowie durch eine 
unmittelbar verst~indliche Kurzbezeichnung charakterisiert. AuI Indices kann bei 
dieser Kennzeichnung und in der Tabelle verzichtet werden. 

ZAMP 21/34 
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Man erkennt leicht, dass in der Tabelle z.B. die folgenden Zuordnungen gelten: 
ungefesselte Systeme: 
gefesselte Systeme: 
Kreiselsysteme: 
ged~impfte oder angefachte Systeme: 
konservative Systeme 
(ftir die sowohl d -~ 0 als auch e -_- 0 gilt): 

1. und 2. Zeile, 
3. und 4. Zeile, 
3. und 4. SpaRe, 
2. und 4. SpaRe, 

K~stchen A, AG, AF, AGF. 

In der Fachliteratur lassen sich nun ausserordentlich viele S~tze linden, die das 
Stabilit~ttsverhalten von Systemen betreffen. Einige dieser, von verschiedenen Autoren 
angegebenen S~ttze sind ~tquivalent; andere tiberdecken sich ganz oder zum Teil, so 
dass z.B. ein Satz als Spezialfall eines anderen erscheint. Eine Sichtung der dem Ver- 
fasser bekannt gewordenen 36 Ergebnisse dieser Art ergab schliesslich 20 S/itze, die 
sich zwar zum Teil tiberschneiden, von denen jedoch jeder eine eigene Aussage erh~lt. 
Diese S~ttze wurden von 1 bis 20 numeriert und sind mit genauem Wortlaut unter 
Ziffer 5 zusammengestellt. Aus der Tabelle l~isst sich entnehmen, ftir welches System 
sie gelten. Einige der angefiihrten S~tze sind allgemeiner Natur, so dass sie f/ir mehrere 
Systemarten, also in mehreren K/istchen der Tabelle gelten. Das l~tsst sich aus den 
Bezugsstrichen ersehen. Die Nummer des Satzes ist dann jeweils bei dem allgemein- 
sten System angef~hrt, ftir das er gilt. 

Bei den ]3eweisen fiir die einzelnen S~itze wird stets Gebrauch von den Eigen- 
schaften der quadratischen Forlnen T (2), D (5) und V (6) sowie der schiefsymmetri- 
schen Matrizen g ~  und e ~  gemacht. Diese Beweise sollen hier nicht wiederholt 
werden; sie k6nnen bei den jeweils angegebenen Literaturstellen eingesehen werden. 
Es sei ausdrticklich darauf hingewiesen, dass sieh diese Zitate i.a. nicht auf die Erst- 
ver6ffentlichungen der Entdecker beziehen, sondern auf meist leichter zug/ingliche 
oder modernere zusammenfassende Darstellungen. 

5. V e r z e i c h n i s  der  a l l g e m e i n e n  S i i tze  z u m  S t a b i l i t ~ i t s v e r h a l t e n  

Im folgenden wird der Wortlaut der genannten 20 S~itze in einer solchen Form 
gebracht, dass ihre Anwendung ohne Zuriickgreifen auf die Originalver6ffentlichungen 
m6glich ist. Wenn auch eine gewisse Einheitlichkeit in den Fornmlierungen angestrebt 
wurde, so sind doch die Aussagen der zitierten Autoren nicht ver~indert worden. In 
einigen F~illen werden zur Erg~inzung zus/itzliche Erklfirungen gegeben. Ausserdem 
wird zu jedem der im Verzeichnis aufgefiihrten Systeme ein konkretes Beispiel er- 
w/ihnt, um das Verst/indnis zu erleichtern. 

A G-Systeme (Beispiel: Ein drehender starrer K6rper im Zustand der Schwere- 
losigkeit oder ein antriebsloses Raumschiff, sofern der Gradient der Massenanziehung 
vernaehl~issig werden kann). 
l) Die Gleichgewichtslage eines konservativen Systems, auf das nur gyroskopische 

KrMte G~ einwirken, ist dann und nur dann stabil, wenn det (g~r -~ 0 gilt 
[4; S. 126]. 

Aus diesem Satz folgt sofort, dass ein den Bedingungen von Satz 1 gen/igendes 
System stets instabil ist, wenn die Zahl m d e r  nichtzyklischen Lagekoordinaten un- 
gerade ist. Ftir eine schiefsymmetrische Matrix ungerader Ordnung verschwindet 
n~tmlich stets die Determinante. 
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ADG-3'ysteme (Beispiel: ein drehender K6rper in schwerelosen Zustand, auf den 
geschwindigkeitsproportionale D~impfungskrtifte wirken). 
2) Die Gleichgewichtslage eines Systems, auf das nur gyroskopische und dissipative 

Kr~tfte G~ und D~ einwirken, ist stets stabil, wenn die Rayleigh-Funktion D (5) 
positiv definit ist [4; S. 1631. 

Ein positiv definites D bedeutet, dass die Bewegungen in allen Freiheitsgraden des 
Systems ged~impft sind. Die Krttfte D~ wirken dann dissipativ und nicht anfachend. 

ADGE-Systeme (Beispiel: ein drehendes Raumschiff im schwerelosen Zustand 
mit Lageregelung durch E-KrMte; mit Hilfe derartiger Kr~ifte kann die Drallachse 
in eine gewiinschte Richtung eingestellt werden). 
3) Die Bewegungen eines Systems mit F~ =- 0 k6nnen bei geradem m, d.h. bei 

gerader Anzahl nichtzyklischer Lagekoordinaten asymptotisch stabil gemacht 
werden, wenn ausser dissipativen Krttften D~ zugleich auch gyroskopische Kr~ifte 
G~ hinzugefiigt werden [4; S. 214]. 

4) Die Bewegungen eines Systems mit F~ ~ 0 k6nnen bei ungeraden Werten von m 
nicht asymptotisch stabil gemacht werden, unabhttngig von den vorhandenen 
dissipativen, anfachenden oder gyroskopischen Kr~iften D~ und Gd [4; S. 214!. 

5) Die instabile Oleichgewichtslage eines nichtkonservativen Systems mit F~ - 0 
kann nur stabilisiert werden, wenn sowohl dissipative als auch gyroskopische 
Kr~tfte D~ und G~ hinzugefiigt werden I9; S. 331. 
AF-Systeme (Beispieh ein unged~tmpfter Feder-Masse-Schwinger). 

6) Die charakteristische Gleichung eines konservativen Systems mit G~ -= 0 und 
nicht definiter potentieller Energie V (6) besitzt mindestens eine Wurzel mit 
positivem Realteil. 

Die charakteristische Gleichung eines AF-Systems lautet det(a~22 + f ~ )  - 0 .  Da 
man stets eine Koordinatentransformation so vornehmen kann, dass die Matrizen 
a ~  und f ~  zugleich in Diagonalform gebracht werden ~10; Kap. 101, muss bei nicht 
definiter potentieller Energie mindestens eines der Diagonalelemente der transformier- 
ten Fesselungsmatrix f~ d negativ sein. Daraus folgt sofort die Existenz einer Wurzel 
der charakteristischen Gleichung mit Re(Z) > O. 

A GF-Systeme (Beispiel: ein Kreiselpendel, eine Einschienenbahn ohne Dttmp- 
fungseinrichtung oder ein Spielkreisel ohne Reibung). 
7) Die charakteristische Gleichung eines konservativen Systems mit stabiler Gleich- 

gewichtslage besitzt nur Wurzeln mit verschwindendem Realteil [11; S. 49]. 

Eine stabile Gleichgewichtslage ist durch eine positiv definite potentielle Energie V 
gekennzeichnet. Der angegebene Satz, der bereits auf Lagrange zuriickgeht, besagt, 
dass konservative Systeme stets unged~impft schwingen, wenn ein stabiles Gleich- 
gewicht gest6rt wird. 
8) Wenn far die Oleichgewichtslage eines konservativen Systems eine ungerade 

Anzahl instabiler Freiheitsgrade vorhanden ist, dann kann sie durch Hinzufiigen 
von gyroskopischen KrMten G~ nicht stabilisiert werden [4; S. 176]. 

Die Anzahl der instabilen Freiheitsgrade ist gleich der Zahl der Wurzeln Z mit 
Re(Z) > O. 
9) Die instabile Gleichgewichtslage eines konservativen Systems kann durch 

gyroskopische Kr~ifte G~ stabilisiert werden, wenn 1) det(g~d).  0, 2) die 
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potentielle Energie V definit ist, 3) die charakteristische Gleichung des Aus- 
gangssystems keine Mehrfachwurzeln besitzt und 4) der Drall H hinreichend 
gross ist [4; S. 179]. 

Die S~itze 8 und 9 enthalten ein klassisches Ergebnis, das Thomson und Tait [11 zu 
verdanken ist. Die praktische Bedeutung dieser Erkenntnis ist iedoch nicht sehr 
gross, da sie sich nur auf konservative Systeme bezieht. Bei realen Systemen wird aber 
stets Energie vernichtet; dadurch kann sich das Stabilit/itsverhalten grundlegend 
~indern, wie der sp~ttere Satz 11 zeigen wird. 

10) Ein konservatives System mit stabiler Gleichgewichtslage kann durch Hinzu- 
fiigen von gyroskopischen Kr~tften G~ nicht instabil gemacht werden [11; S. 49]. 
ADGF-Systeme (Beispiel: Kreiselpendel mit D/impfung). 

11) Wenn die Rayleigh-Funktion D positiv definit ist und die Fesselungsmatrix f ~  
keine verschwindenden Eigenwerte hat, dann ist die Stabilit/it unabh~ingig yon 
D~mpfungs- und Kreisel-Kr/iften D~ und G~ [12; S. 471. 

Dieser Satz ist ausserordentlich wichtig. Er wurde bereits von Thomson und Tait [1] 
vermutet, sp/iter von Chetaev [21 formuliert und bewiesen. Er sagt letzten Endes aus, 
dass die Stabilit~it eines vollst~tndigen ADGF-Systelns mit der Bewegungsgleichung 

a~# x# + d ~  x# + g ~  x# +/~/~ x~ = 0 (~,/5 = 1, 2 . . . . .  m) (10) 

der Stabilit~t des AF-Systems mit der verktirzten Bewegungsgleichung 

a=/~ x# +/~Z xz -- 0 (~, fl = 1, 2 . . . . .  m) (11) 

entspricht. Letztlich wird damit die Stabilit~tt eines ADGF-Systems ausschliesslich 
durch die Eigenwerte der Fesselungsmatrix f~# bestimmt, wobei diese Eigenwerte 
L6sungen der Gleichung det (f~z - ~t ~ )  -- 0 sind. Durch Satz 11 wird gezeigt, dass 
ein stabiles System durch Hinzufiigen von D/impfungskrS, ften D~ instabil gemacht 
werden kann. Tats~chlich l~tsst sich nachweisen, dass der aufrechte Lagrange-Kreisel 
(und auch der Spielkreisel) bei Berticksichtigung der d/impfenden Einfltisse und bei 
Anwendung des zuvor erkl/irten Stabilit~ttsbegriffes instabil ist. Dem wiederspricht 
auch nicht die Tatsache, dass D~impfungseinflfisse beim Spielkreisel zum Aufrichten 
und damit zu einem Abklingen von Pr/izessionsbewegungen fiihren. Ftir t -> oo wird 
jedenfalls der Drall so verringert, dass der Spielkreisel umf/illt. 
12) Wenn die Rayleigh-Funktion D positiv definit ist, dann ist die Zahl der Wurzeln 

der charakteristischen Gleichung mit positivem Realteil gleich der Zahl der 
negativen Eigenwerte der Fesselungsmatrix f~# [12; S. 471. 

13) Statisch stabile Gleichgewichtslagen bleiben stabil, auch wenn beliebige Kreisel- 
und D/impfungs-Kr~tfte G~ und D~ mit positiv-semidefiniter Rayleigh-Funktion 
D hinzugeftigt werden [4; S. 2021. 

Bei positiv-semidefiniter Rayleigh-Funktion D kann das System in einem oder 
mehreren Freiheitsgraden unged/impfte Schwingungen ausffihren, w/ihrend alle 
anderen Bewegungen ged~impft verlaufen. 
14) Bei positiv semidefiniter Rayleigh-Funktion D sind die Bewegungen eines 

Systems bei beliebigen Kreiselkr~iften G~ instabil, sofern alle Eigenwerte der 
Fesselungsmatrix f~ ~ negativ sind [12; S. 481. 



Vol. 21, 1970 Die Stabilit~t linearer Systeme 533 

15) Eine statisch stabile Gleichgewichtslage wird bei Hinzufiigen von D~-Kr~ften 
mit positiv definiter Rayleigh-Funktion D und beliebigen Kreiselkr~tften G~ 
asymptotisch stabil [4; S. 2031. 
A F E - S y s t e m e  (Beispieh ein Doppelpendel, auf dessen unteres Pendel eine 

konstante Kraft in k6rperfester, d.h. mitdrehender Richtung einwirkt). 
16) Die Gleichgewichtslage eines konservativen Systems mit G~ ~ 0 kann durch 

Hinzuffigen nichtkonservativer Lagekr~fte E~ stabilisiert oder instabil gemacht 
werden [3; S. 108]. 
A D F E - S y s t e m e  (Beispieh Doppelpendel wie beim AFE-System, aber mit D~hnp- 

fung oder Anfachung). 
17) Wenn die Gleichgewichtslage eines Systems mit G~ -= 0 statisch instabil ist, dann 

l~isst sie sich durch Hinzuftigen nichtkonservativer Lagekdifte E~ nicht stabili- 
sieren [9; S. 33]. 
A D G F E - S y s t e m e  (Beispiel: ein Kreiselpendel mit Uberwachungseinrichtung 

nach Sperry sowie mit D/impfung, eine Einschienenbahn mit Stabilisierungseinrich- 
tung oder ein drehender Satellit mit Lageregelung auf einer erdnahen Bahn). 
18) Die Gleichgewichtslagen eines Systems mit negativ definiter potentieller Energie 

V k6nnen bei einer ungeraden Anzah! nichtzyklischer Lagekoordinaten durch 
Hinzuffigen beliebiger Kr/ifte D~, G~ oder E~ nicht stabilisiert werden [4; S. 2151. 

19) Die Gleichgewichtslagen eines Systems mit negativ definiter potentieller Energie 
V k6nnen bei gerader Anzahl nichtzyklischer Lagekoordinaten und bei Vorhan- 
densein von D~-KrMten mit positiv definiter Rayleigh-Funktion D nur stabilisiert 
werden, wenn sowohl Kreiselkr~fte G~ als auch niehtkonservative Lagekr~ifte E~ 
hinzugeffigt werden [4; S. 215]. 

20) Die Bewegungen eines Systems sind bei beliebigen Kr~iften G~, F~ und E~ in- 
stabil, wenn die Spur der Matrix d ~  negativ ist ~4; S. 2131. 

Die Bedingung S p ( d ~ )  < 0 besagt physikalisch, dass die anfachenden Anteile der 
Rayleigh-Funktion gegentiber den d~tmpfenden dominieren. Das kann wie folgt ein- 
gesehen werden: wenn man die Matrix d ~  durch eine Koordinatentransformation in 
Diagonalform tiberfiihrt, dann deuten positive Elemente auf ged~mpfte, negative auf 
angefachte Schwingungsformen hin. Wenn die Summe der positiven Elemente gr6sser 
als die Summe der Betr/ige der negativen ist, dann tiberwiegt die DS~mpfung. Da je- 
doch die Summe der Diagonalelemente einer Matrix, also ihre Spur, invariant gegen- 
tiber Koordinatentransformationen ist, kann das (~berwiegen oder Nicht-Uberwiegen 
der D~tmpfungsanteile bereits aus der ursprfinglichen Matrix d~p durch Bilden der 
Spur erkannt werden. 
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Summary 

Several general theorems concerning the stability of dynamical systems have been published 
during the last decades. Starting with a classification of such systems an attempt is made to define 
the range of validity for these known theorems. Emphasis is laid upon the effect of different forces, 
as for example velocity-forces (gyroscopic as well as damping or exciting oiles) and of positional 
forces (potential as well as circulatory nonconservative ones). The text of 20 theorems is given. 
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1. In troduct ion  

Let v denote an arbi t rary  kinemat ical ly  admissible displacement field of an 
elastic system. Tile elastic energy stored in the system in isothermal deformations is 
in the linear theory a positive homogeneous quadrat ic  functional/32[v] of the displace- 
ment  field v. If the body is properly supported, such tha t  r igid-body displacements are 
excluded, the funct ional  P2Iv] is positive definite. The external  loads in the linear 
theory of equil ibrium have a potent ial  energy which is a linear tunct ional  Pl[_v] of the 
displacement field. 

Let u denote the displacement field in the equi l ibr ium configuration under  the 
action of-the external  loads. This solution may be identified with the minimizing 
displacement field of the var iat ional  problem 

P~[v] + Pl[v] Min. (1) 

In t roduc ing  the obvious and well-known notat ion 

l~,2 [72 -~- w] P~[7._,] + P11[v, z~'] + ]~2[w] , (2) 

the variat ional  equation, associated with the min imum problem, and satisfied by  the 
solution u reads 

Pl1[~, v] + Pl[v] = 0 ,  (3) 

holding for all k inematical ly  admissible displacement fields E. This variat ional  


