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Ubersicht

Folgerungen, die sich aus neueren Ergebnissen der allgemeinen Theorie von
Kreiselsystemen fiir die Technik der Kreiselgerite ergeben, werden disku-
tiert. Diese Ergebnisse betreffen:

1. Allgemeine Bedingungen, die aus der Forderung nach Stabilitit fiir die
Struktur von Kreiselsystemen folgen. Dabei ist vor allem der EinfluB der
Diampfungskrifte und der nichtkonservativen Lagekrifte zu berilicksichtigen.

2. Niherungen fiir Systeme mit schnellen Kreiseln erlauben neben einer Ver-
einfachung der Bewegungsgleichungen auch Aussagen iiber das Frequenz-
verhalten der Systeme. Die Frequenzgruppen konnen als Nutationen, Pri-
zessionen und Pendelschwingungen klassifiziert werden.

1. Einleitendes

In der Frithzeit der Kreiseltechnik war ein von Thomson und Tait /17 im
Jahre 1879 veroffentlichter Satz richtungweisend und iiberaus niitzlich. Er
besagte, daB ein instabiles mechanisches System nur dann mit Hilfe von
Kreiseln stabilisiert werden kann, wenn eine gerade Anzahl instabiler Frei-
heitsgrade vorhanden ist. Die unmittelbare Anwendung dieses Satzes auf
die Kreiselstabilisierung von Schiffen (Schlick’scher Schiffskreisel) undbei
der Einschienenbahn ist im Schrifttum ausfiihrlich dargestellt. Der genann-
te Satz ist jedoch auch fiir Kreiselgerite von Bedeutung, auch wenn deren
Aufgabe nicht primir im Stabilisieren besteht. So wird z. B. die Anzeige
eines Lotkreisels instabil, wenn dieFesselung gemischt, d. h. in einer
Achse statisch stabil, in der anderen Achse statisch instabil ist. Dagegen
148t sich mit statisch instabilen Fesselungen um beide Achsen durchaus ein
dynamisch stabiler Lotkreisel bauen.

Der Vorteil des angegebenen Satzes liegt vor allem in seiner groBen Allge-
meinheit. Bereits im Entwurfsstadium eines Kreiselsystems konnen mit
seiner Hilfe aussichtslose Konstruktionen erkannt und ausgeschieden wer-
den, ohne da zuvor genauere Berechnungen durchgefiihrt werden miissen.
Wenn sich auch derartig quantitative Rechnungen bei der Festlegung der
Parameter nicht umgehen lassen, so wird man sie verstiindlicherweise bei
solchen Systemen vermeiden wollen, die strukturinstabil sind. Diese aber
lassen sich zum Teil nach Thomson und Tait erkennen.



Der Satz von Thomson und Tait ist inzwischen als erweiterungsbediirftig
erkannt worden, da sein Giiltigkeitsbereich ziemlich eng ist. Dennoch blieb
er Vorlidufer und Vorbild fiir weitere allgemeine Sidtze, durch deren Anwen-
dung man die meist sehr mithsame numerische Analyse erheblich erleich-
tern oder einschrinken wollte. Man hoffte dabei einen zielstrebigen Weg
zur Synthese zu finden, also die Entwurfs- und Entwicklungsarbeiten abzu-
kiirzen und auf eine wissenschaftlich gesicherte Grundlage zu stellen.

Bei der Suche nach allgemeinen Sédtzen geht man auf die verschiedenen
Kriftearten zuriick, die auf ein System einwirken und die auch in den Bewe-
gungsgleichungen zum Ausdruck kommen. Wenn man kleine Bewegungen ei-
nes Systems in der Nachbarschaft einer Gleichgewichtslage betrachtet,

dann 148t sich das System der Bewegungsgleichungen in die Form

aapip+(dup+guﬁ) )'(g +(fap+eaﬁ)xp=0 (1)
(a,B: 1,2,...,11)

bringen. Uber Indices, die in einem Ausdruck doppelt vorkommen, ist da-
bei zu summieren. In (1) ist x, ein aus Zustandsvariablen des Systems
gebildeter Lagevektor mit n Komponenten. Die Massenmatrix a8~ aB

ist stets symmetrisch. Die von X, und x abhingigen Glieder Eiinnen in
Anteile mit symmetrischen und scﬁche mit ‘schiefsymmetrischen Matrizen
zerlegt werden. Die Dimpfungsmatrix dy g sowie die Matrix fu der kon-
servativen Fesselkrifte sind symmetrisch, wihrend die Matrizen 8qp =
-g und e = -e schiefsymmetrisch sind. Die Glieder in (1)
konnen als ( verallgemeinerte ) Krifte gedeutet werden und zwar sind:

-a, 8 iip Beschleunigungskriifte ,

- d“’B X 8 Dimpfungskriifte,
- ga‘3 Xg Kreiselkrifte,
-f ap X B konservative Lagekrifte (Fesselkriifte),
-e X nichtkonservative Lagekrifte.
ap *p g

Eine kritische Sichtung der Sdtze, die die Auswirkungen dieser Kriftearten
auf das Verhalten eines mechanischen Systems betreffen, wurde vor kurzem
in einer ausfiihrlicheren Verdffentlichung /2/ bzw. /7/ gegeben. Daran an-
kniipfend sollen im folgenden einige Ergebnisse iiber den Einflu von Didmp-
fungskriften und von nichtkonservativen Lagekriften betrachtet werden. Da-
bei zeigt es sich, daB auch die fiir die kreiseltechnische Praxis sehr inte-
ressierende Frage der Giiltigkeit der weit verbreiteten technischen Ndhe-
rungsgleichungen fiir Kreiselsysteme umfassender als zuvor beantwortet
werden kann.



2. Der Stabilititssatz von Thomson und Tait, seine Prizisierung und Erweite-

rungen

Dieser Satz sagt aus:

"Wenn fiir die Gleichgewichtslage eines konservativen Systems eine un-
gerade Anzahl instabiler Freiheitsgrade vorhanden ist, dann kann sie
durch Hinzufiigen von gyroskopischen Kriiften nicht stabilisiert werden!'

Zu fragen ist nun: 1) Welche Bedingungen miissen erfiillt sein, damit ein

instabiles System durch Einbau von Kreiseln stabilisiert werden kann und

2) was passiert bei nichtkonservativen Systemen? Die Frage 1) wird durch
einen von Merkin /3/ angegebenen Satz beantwortet:

"Die instabile Gleichgewichtslage eines konservativen Systems kann
durch gyroskopische Krifte stabilisiert werden, wenn

a) det(gup ) * 01

b) V = x . definit ist,

2 Tap*q Xg (2)
c) keine mehrfachen Eigenwerte auftreten,

d) der Drall hinreichend grof ist."

Wichtiger noch ist Frage 2), da bei allen realen Systemen Energieverluste
durch Dampfung auftreten. Hierzu wurde von Cetaev /4 bew1esen da.B
wenn: a) ega = 0, b) die Rayleigh-Funktion D = - dg

positiv deflmé3 und c¢) fgp keine verschwindenden ElgenwerEe hat, E;e Sta-
bilitdt eines Systems vo6llig unabhingig von Dimpfungs- und Kreiselkriften
ist.

Dieses Ergebnis ist fiir die Kreiseltechnik entmutigend, da es zeigt, daB
eine den Bedingungen ( 2 ) geniigende Kreiselstabilisierung durch das Hin-
zutreten von Dimpfungskriften unwirksam wird. Die Stabilitit hingt damit
letztlich nur noch von den Eigenwerten der Fesselungsmatrix f_ ,, also
von der statischen Stabilitidt ab. Allerdings mu8 hier einschrinkend betont
werden, daB bei diesen Aussagen der Begriff der asymptotischen Stabilitit
verwendet wird, der vom Verhalten eines Systems fiir sehr groBe Zeiten,
also fiir t- co abgeleitet ist. Das kann bei Kreiselgeriten mit zeitlich be-
grenzter Arbeitsdauer zu unnétig harten Anforderungen filhren. Man kann
in der Praxis durchaus mit Systemen arbeiten, die vom streng analytischen
Standpunkt aus als instabil bezeichnet werden miissen. In derartigen Fillen
interessiert dann vor allem die Zeitkonstante der instabilen Teilbewegun-
gen.

Bei der Anwendung der genannten Sidtze auf Probleme der Satellitentechnik
zeigte es sich, daB die Voraussetzung einer positiv definiten Rayleigh-Funk-



tion D, wie sie von Cetaev gefordert wird, nicht immer gegeben ist, daB D
vielmehr auch semidefinit sein kann. Praktisch bedeutet dies, daf im Sy-
stem Freiheitsgrade vorhanden sind, in denen keinerlei Ddmpfung wirkt.
Durch die Kopplung der Bewegungen in den verschiedenen Freiheitsgraden
kann in solchen Fillen dennoch eine insgesamt stabile Bewegung vorhanden
sein. Zum Beispiel besaB einer der ersten Kreiselhorizonte der Firma
Anschiitz lediglich eine Diisendimpfung fiir eine der beiden Achsen. Das
reichte zur Beruhigung des Gesamtsystems aus.

Man kann allgemein zeigen, dal die Bewegungen eines Systems mit positiv
semidefiniter Rayleigh-Funktion dann gedimpft werden, wenn die Didmpfung
zu allen Freiheitsgraden durchdringt ('durchdringende" Dimpfung, s. P.
Miiller /57 ).

Das liBt sich mathematisch exakt formulieren und fiihrt zu der Bedingung,
da das System

Xo + Xn + f =d u 3
%ap ¥p * Bap *p " fap¥p " ap Up b
mit dem Steuervektor u, im Sinne der modernen Regeltheorie vollstindig
steuerbar ist. So wie die vollstindige Steuerbarkeit das Durchdringen der
Steuerimpulse zu allen Freiheitsgraden verlangt, so mul die Dimpfung die
Moglichkeit haben, auf alle Bewegungsformen einzuwirken.

Als Folgerung dieser Uberlegungen kann festgestellt werden, dafl ein Sy-
stem mit eqg = 0 und durchdringender Didmpfung nur dann asymptotisch
stabil sein kann, wenn die Fesselungsmatrix faB positiv definit, also die
Ruhelage statisch stabil ist. In allen anderen Fiillen ist eine Stabilisierung
auch durch noch so starke Kreiselkrifte nicht moglich. Diese Schwierig-
keit LiBt sich iiberwinden, wenn zusitzlich nichtkonservative Lagekrifte auf
das System einwirken, wenn also e ap + 0 gemacht wird.

. Der EinfluB nichtkonservativer Lagekriifte

iiber diese spezielle Art von Kriiften, die sich durch schiefsymmetrische
Anteile der Matrix der Lagekriifte (eqg #+ 0) bemerkbar machen, ist in
den vergangenen Jahren viel verdffentlicht worden. In der Kreiseltechnik
sind derartige Kriifte zumindest in einem Fall seit langem bekannt: das
Fiihren eines Kreiselhorizontes in die Lotrichtung ( z. B. beim Sperry-
Horizont ) wird durch nichtkonservative Lagekrifte besorgt. Dasselbe gilt
auch fiir die Lageregelung von drallstabilisierten Satelliten und Raumschif-
fen. Im einfachsten Fall eines Kreiselpendels gelten unter der Vorausset-
zung kleiner Auslenkungswinkel a und 8 die bekannten Bewegungsglei-
chungen



Aa*lif,w*fldJeB:-

’

0
Bfi - Hqg + B - ea = O. (4)

A und B sind die Triigheitsmomente, H ist der Drall, f. und f9 sind die
Fessclungskonstanten und e ist ein MaB fiir die Stiirke ées Aufrichtsystems,
also der Fiihrung. Man hat demnach

die symmetrische Massenmatrix acp - I?) g s
die schiefsymmetrische Kreiselmatrix = K AL
y - gap o =H 0 3
. , . (1 o
die symmetrische Fesselmatrix f = 1 .
cB 0 f
L 4]
; ; ; : [0 e
die schiefsymmetrische Matrix der eap o W3 1
Fiihrkrifte L. —

Nun LidBt sich allgemein beweisen, daB instabile nichtgyroskopische Syste-
me (ggg = 0) durch Hinzufligen von nichtkonservativen Lagekriften nicht
stabilisiert werden konnen. Dagegen ist es moglich, derartige Systeme
durch gleichzeitiges Hinzufiigen von Kreiselkriften und nichtkonservativen
Lagekriften zu stabilisieren. Allerdings mufl dabei die Voraussetzung er-
fiillt sein, daB im Falle einer statisch instabilen Gleichgewichtslage eine
gerade Zahl von instabilen Freiheitsgraden vorhanden ist, wie dies bereits
bei dem klassischen Satz von Thomson und Tait gefordert wurde. Diese Er-
kenntnis ist zum Beispiel fiir aufsteigende Raketen wichtig, bei denen in be-
stimmten Geschwindigkeitsbereichen die statische ( aerodynamische ) Stabi-
litdt verloren gehen kann.

SchlieBlich sei noch erwiihnt, daf ein beliebiges System durch Kreisel- oder
Lage-Kriifte nicht stabilisiert werden kann, wenn im System hinreic end
stark angefachte Teilschwingungen moglich sind. Die Anfachung mu so
stark sein, daB sie die Wirkung von Dimpfungen in anderen Freiheitsgraden
tiberwiegt. Mathematisch ldBt sich dies aus der Tatsache erkennen, daB die
Spur der Démpfungsmatrix dyg . also die Summe der in der Hauptdiagona-
le stehenden Elemente, negativ ist:

sp(das)< 0. (5)

Nichtkonservative Lagekrifte treten bei technischen Problemen oft als un-
erwiinschte Begleiterscheinung auf und konnen dann zu gefihrlichen Instabi-
litdten filhren, zum Beispiel bei Turborotoren oder bei selbsterregt schwin-
genden Systemen. Um zu erkennen, ob derartige Kriifte vorhanden sind, ge-
niigt es leider nicht, die Bewegungsgleichungen aufzustellen und nachzuse-



hen, ob schiefsymmetrische Anteile der Lagekrifte auftreten. Es zeigt
sich nimlich (s. P. Miiller /6/ ), daB es "scheinbare" nichtkonservative
Lagekriifte gibt, die nur durch die Wahl des Koordinatensystems bedingt
sind. Sie konnen durch eine geeignete Koordinatentransformation fortge-
schafft werden, wihrend dies fiir echte nichtkonservative Lagekrifte, wie
sie z. B. im Fithrmechanismus des Sperry-Horizontes auftreten, nicht
moglich ist. Dies soll an einem einfachen Beispiel gezeigt werden.

Es sei ein gedimpfter, nicht gefesselter symmetrischer Kreisel betrachtet,
wie er etwa bei Lagekreisel-Plattformen verwendet wird. Seine genidherten
Bewegungsgleichungen in einem Inertialsystem lauten:
0 ’
0,

Ag+ da + Hf
AR + df - Ha

6)

Da iberhaupt keine Lagekrifte vorhanden sind, gibt es auch keine nichtkon-
servativen Lagekrifte. Dagegen sind die nichtkonservativen Geschwindig-
keitskrifte der Dimpfung vorhanden. Transformiert man nun diese Glei-
chungen mit Hilfe der neuen Variablen

¢

¢ = -asin w t + Bcos wt

]

cos w t + sin wt
a p (1)

auf ein Koordinatensystem, das mit der Winkelgeschwindigkeit w um die-
jenige raumfeste Achse dreht, gegeniiber der die Ablagewinkel g und 8
der Rotorsymmetrieachse gemessen werden, dann geht ( 6) iiber in

A$+ dé+ (H-2Aw)§ + (Hw- AwZ)g -dod =0,

(8)
i} . : 2

Af + dp - (H-2Aw)d + (Hw-Aw )¢ +dwé = 0.
Die Massen- und die Dimpfungsmatrix dieses Systems sind gegeniiber ( 6)
nicht verindert, incer gyroskopischen Matrix ist an die Stelle von H der
Ausdruck H - 2A w getreten. Bemerkenswert ist, daB sowohl konservative
wie auch nichtkonservative Lagekrifte vorkommen, mit den Matrizen

2
| Hw -Aw 0 o dw
fdp = 0 Hw-Au)2 ' % T |dw o | ()

Die konservativen Anteile fgg konnen als kinetische Fesselungen bezeich-
net werden. Wenn die Drehgeschwindigkeit w des Bezugssystems gleich
der Kreiseldrehgeschwindigkeit (L gemacht wird, dann verschwinden die-
se kinetischen Fesselungen im Fall eines Kugelkreisels (C = A ), da

H = CN ist. Die nichtkonservativen Anteile der Lagekriifte hingen von
der Dimpfung, also vom Beiwert d ab. Fiir ungedimpfte Kreisel (Luftlage-
rung!) verschwinden sie. Die nichtkonservativen Lagekrifte eap nach (9)



stellen nun gerade jenen Typ von Kriften dar, die durch Riicktransforma-
tion auf ein Inertialsystem beseitigt werden konnen.

. Niherungen fiir Systeme mit schnellen Kreiseln

Technische Kreiselgerite enthalten im allgemeinen schnellaufende Kreisel,
weil man den aus Funktionsgriinden notwendigen Drall mit méglichst wenig
Aufwand an Gewicht erreichen mochte. Deshalb dominieren in vielen Fillen
die Kreiselkriifte gegeniiber den sonst im Geriit noch vorhandenen Massen-,
Fesselungs- oder Fiihrungskréften. Diese Tatsache ermoglicht es, Nihe-
rungsberechnungen durchzufiihren, deren Genauigkeit meist umso besser
ist, je schneller die Kreisel laufen. Derartige Bewegungsgleichungen wer-
den auch als "Technische Kreiselgleichungen' bezeichnet. Thre Ableitung
liBt sich fiir sehr allgemeine Fille von Kreiselsystemen mathematisch ab-
sichern und als Rechenanweisung formulieren (siehe z. B. /7/).

In dem bereits erwidhnten Fall des Kreiselpendels, Gleichung (4 ), fiihrt
die Rechenvorschrift dazu, daB zur Berechnung der meist primir interes-
sierenden langsamen Prizessionsbewegungen die Massenkrifte vernach-
lissigt werden. Das Gleichgewicht von Kreiselmomenten einerseits sowie
Fessel- und Fiihr-Momenten andererseits fiihrt dann aus (4 ) zu den Nihe-
rungsgleichungen:

Hf3+f1a + eB =0,
0. 10)

-Hq + fzﬁ - ea

Andererseits konnen die Lagekrifte bei der Berechnung der schnellen Nu-
tationsschwingungen vernachlissigt werden, so daf diese Bewegung aus
dem Momentengleichgewicht von Kreisel- und Massenkriften errechnet
werden kann. Das ergibt aus ( 4 ) die Ndherungsgleichungen:

Ad + H$
BB - H4

i (11)

0.

Beide Gleichungssysteme (10) und (11 ) lassen sich erheblich einfacher
16sen als das vollstindige System (4).

Obwohl die Technischen Kreiselgleichungen schon seit langem verwendet
werden, ist es erst vor kurzem gelungen, die Voraussetzungen fiir ihre
Giiltigkeit genauer zu formulieren (siehe z. B. /3/ oder /77, Kap. 5.3.2).
Vier Bedingungen miissen erfiillt sein:

1) der Drall H mufl hinreichend grof sein,
2) es muB det (guﬁ ) ¥ 0 gelten,



3) die Losungen der Niherungsgleichungen, z. B. (10), miissen
stabil sein,

1) es diirfen keine Mehrfachwurzeln fiir die charakteristische Gleichung
des Niherungssystems auftreten.

Bei Nichterfiillen dieser Bedingungen muf mit einem Versagen der gerade
fiir die Kreiseltechnik so iiberaus wichtigen Nitherungen gerechnet werden,
zumindest ist dann besondere Vorsicht geboten.

‘

. Frequenzen in Systemen mit schnellen Kreiseln

Sowohl aus den verkiirzten Niherungsgleichungen als auch aus den allge-
meinen Bewegungsgleichungen vom Typ (1 ) lassen sich Erkenntnisse ablei-
ten, die das Frequenzverhalten betreffen. So lLiBt sich fiir stabile Systeme,
bei denen det (gaB ) ¥ 0 gilt, zeigen, daB die vorkommenden Eigenfre-
quenzen stets in zwei Gruppen aufgespalten werden. Bei groem Drall H
wachsen die Frequenzen der einen Gruppe etwa proportional zu H an, wih-
rend die Frequenzen der zweiten Gruppe etwa mit 1/H abnehmen. Es ist
sinnvoll, die zur ersten Frequenzgruppe gehdrenden Bewegungen als Nuta-
tionen, die zweiten als Prizessionen zu bezeichnen.

Wenn det (g.,) = 0 gilt, dann bedeutet dies physikalisch, daB die Bewe-
gungsfreihei?ger Kreisel im System irgendwie eingeschrinktist. Das ein-
fachste Beispiel dieser Art bietet der klassische gefesselte Wendekreisel.
Tatsichlich kann dieser Wendekreisel weder Nutationen noch Priizessionen
ausfiihren; statt dessen kann man eine Eigenschwingung beobachten, die bei
hinreichend starrer Konstruktion von der Grofie des Dralls unabhiingig ist.

Entsprechendes gilt auch in allgemeineren Fillen. Es liBt sich zeigen, daf
fiir H+oo drei Gruppen von Frequenzen moglich sind: die schnellen, mit H
anwachsenden Nutationen, die langsamen, mit 1/H abnehmenden Priizessio-
nen sowie die dazwischen liegenden Pendelschwingungen, deren Frequenzen
mit H = oo festen, von H unabhiingigen Grenzwerten zustreben. Auch die-
ses Ergebnis 1iBt sich noch prizisieren: Die Zahl der Pendelschwingungen
ist gleich dem Defekt der Matrix gap - (Wennn die Ordnung einer quadra-
tischen Matrix ist und r die Ordnung der ersten nicht verschwindenden Un-
terdeterminanten, dann wird d = n - r als Defekt der Matrix bezeichnet).
Wenn ein Kreiselsystem durch eine ungerade Anzahl n von Lagekoordinaten
beschrieben wird, dann gilt stets det (g, ) = 0. Folglich existiert in
derartigen Systemen mindestens eine Pendelschwingung. Einfachstes Bei-
spiel ist wieder der Wendekreisel mit n = 1.

Bei sehr starken Fesselungen (oder auch bei geringer elastischer Nachgie-
bigkeit der Bauteile) sowie bei schwachem Drall kann die Trennung der
drei Frequenzgruppen unvollstindig sein. Dann wird die Klassifikation der



Bewegungstypen schwierig, weil eine Zuordnung der Bezeichnungen Nuta-
tion, Pridzession oder Pendelschwingung nicht mehr eindeutig moglich ist.
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