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Die Stabilitéit der Drehbewegungen eines unsymmetrischen Korpers

auf horizontaler Unterlage
Von K. Magnus, Minchen

1.  Abgrenzung der Aufgabe

Im Jahre 1896 hat @. T. Walker [1] das merkwirdige
Verhalten der sog. Keltischen Wackelsteine beschrieben
und eine bereits sehr weitgehende Theorie dazu ver-
offentlicht, Tdese meist flachen und unregelmifig ge-
formten Steine zeigen oft nach dem Andrehen auf hori-
zontaler Unterlage um eine vertikale Achse ein auffillig
verschiedenes Verhalten, je nachdem in welcher Dreh-
richtung der Anstoll erfolgte. Man hat den Eindruck, dal
diesen Steinen eine bestimmte Eigen-Drehrichtung inne-
wohnt, in der sie gleichmiBig und ruhig, also stabil,
weiterdrehen. Dreht man sie in entgegengesetzter Rich-
tung an, dann beginnen sofort heftige Roilschwingungen
um eine Querachse. Dadurch wird die Drehbewegung
gestoppt und anschlieBend der Drehsinn sogar umgekehrt,
so dal} der Stein wieder in der Eigenrichtung dreht.

Der Wackelstein kann als verallgemeinerter Fall eines
Spielkreisels angesehen werden. Er unterscheidet sich
von diesem durch die Unsgymmetrie der duBeren Gestalt.
Aus ihr resultieren ein dreiachsiges Trigheitsellipsoid und
eine ellipsoidéhnliche Oberfliche in der Umgebung des
Auflagepunktes. Die Haupttrigheitsachsen fallén i. alig.
nicht mit den Hauptkrimmungsrichtungen im Autlage-
punkt zusamroen. Theorie und Versuch zeigen, dal dieser
Unterschied der Hauptachsen die Ursache fiir das be-
schriebene Verhalten bildet.

Walker hat bei der Berechnung des Verhaltens der Wackel-
steine angenommen, dal die Steine auf der Unterlage
rollen ohne zu gleiten. Die bohrende Reibung wird ver-
nachlissigt, Die gleichen Annahmen legte anch G. Herglotz
[2] seinen. Unternehmungen zugrunde, jedoch konnte er
zusatelich zeigen, dafl im Falle reibungslosen Gleitens der
anfangs erwahnte Effekt nicht auftreten kann.

Die Theorie der Wackelsteine zeigt demnach viele
Paralielen zur einfacheren Theorie des Spielkreisels, bei der
man sich ebenfalls lange Zeit mit den Grenzfillen reinen
Rollens oder volliger Reibungslosigkeit beschiftigt hatte.
Ansétze, bei denen Coulombsche Gleitreibung vorans-
gesetzt wurde, gestatteten zwar den bekannten Aufricht-
effekt eines Spielkreisels -— oder eines gekochten Eies —
qualitativ zu erkliren, jedech blieb die quantitative
Ubereinstimmung von Theorie und Versuch unbefriedi-
gend (L. Féppl [3]).

In das noch bis vor kurzem sehr kontroverse Schrifttum
zum Spielkreisel — man denke nur an die vielen Arbeiten
iiber den Stehauf-Kreisel (tippe-top) — wurde 1962
durch P. Contensou [4] Klarheit gebracht (s. auch [5]).

Es gelang ihm eine umfassende Theorie aufzustellen, die
alle bisher bekannten Grenzfille umfallt und zugleich
gute quantitative Ergebnisse liefert. Der Grundgedanke
von Confensou war ein Reibungsansatz fiir die Bewegung
der Kreiselspitze auf der Unterlage, bei dem das Zu-
sammenwirken der Coulombschen Gleitreibung mit der
Bohrreibung berficksichtigt wird. Wenn auch die bohrende
Reibung ibrem Betrage nach klein bleibt — wie dies
bereits von F. Klein und A. Sommerfeld [6] erkannt
worde —, so hat die Drehbewegung doch erheblichen
Einflull, weil sie zu einer Mittelung der Gleitreibungs-
krafte fithrt. Dieses Zusammenwirken hat dieselbe
Wirkung wie eine Uberlagerung von schnellen Schwin-
gungen iiber eine Gleitbewegung: die Reibung wird
erheblich verringert, und der verbleibende Rest ergibt
eine quasi-viskose, der Gleitgeschwindigkeit proportionale
Reibung. Dieser Effekt kann sehr eindrucksvoll an
Bohnermaschinen beobachtet werden : bei nicht drehenden
Bohnerbiirsten erfordert das Verschieben eine beachtliche
Kraft; dagegen gleitet die Maschine bei entgegengesetzt
rotierenden Biirsten spielend leicht.

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, den Reibungsansatz
von Confensou in die Theorie der Wackelsteine ein-
zufithren, um diese iitber die bekannten Grenzfille hinaus
zu verallgemeinern.

2.  Annahmen und Ausgangsgleichungen

Es werde ein starrer Korper K betrachtet, der stets eine
starre horizontale Ebene # in einem Punkte P beriihrt
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(Bild 1). Dabei werden die folgenden Annahmen vor-
ausgesetzt:
a) Der Korper K sei konvex und ohne Kanten.
b) Bei ruhendem Kérper sei die vertikale Verbin-
dungslinie P8 (8 ist der Massenmittelpunkt) za-
gleich eine Hauptachse des Korpers {Achse 3).
¢) Die horizontalen kérperfesten Achsen 1 und 2
werden parallel zu den Haupthkriimrungsrich-
tungen gewshlt, die fiir P gelten. Da diese
Achsen i. allg. keine Hauptachsen sind, gilt fiir
den Trigheitstensor
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Dabei sind Ay, By und € die Haupttrigheitsmomente be-
ziiglich §; F ist das einzige in diesem Falle anftretende
Massen-Deviationsmoment. Der Winkel ¢ kennzeichnet
die Abweichung des gewihlten 123-Systems gegeniiber
dem Hauptachsensystem 1* 2% 3 (Bild 2).
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d) Am Bertihrungspunkt P soll entsprechend dem
Ansatz von Conlensou eine horizontale Reibungs-
kraft

Ry = —k &% .3
wirken. Dabei ist & der Beiwert der quasi-viskosen
Reibung und #7 der Vektor der Absolutgeschwin-
digkeit desjenigen korperfesten Punktes, der
gerade die Unterlage beriihrt.

e) Fiir die spitere Theorie (Kap. 3) wird weiter vor-
ausgesetzt, dal die Abweichungen der Richtung
der 3-Achse von der Vertikalen klein bleiben.

Wegen der Unsymmetrie des Korpers ist es zweckmalig,
das korperfeste 123-System der Rechnung zugrunde zu
legen. Dann lassen sich die Ausgangsgleichungen wie
folgt formulieren:

&) Mit dem Drallvektor H; = @; w; lautet der Drallsatz:
d" H;

d#
Dabei ergibt sich das #ullere Moment M; beziiglich S als

, P
Vektorprodukt des Orfsvektors y; = §P mit der in P
wirkenden resultierenden Gesamtkraft Ng -+ Ry, wobei
Ny die zur Unterlage normale Komponente der Aunflager-
kraft ist. Mit dem Iinheitsvektor ef in Richtung der
Vertikalen gilt: Ny = Ne% und ey eg Ry =10.
B) Wenn J; = m & der Inipuls des Kérpers ist, dann gilt
im 123-System der Impulssatz:

d’ J;

dt

Dabei ist F; die Resultierende aller dufleren Kréfte und
G; = —mge]] die Gewichtskraft.

- eppw; Hy = My = syr yy (Ng 4 Br)- (4)

+ eyp @y g = Fy =Gy + Ny + By (5

) Von den beiden kinematischen Gleichungen

d’ e} »
T + eyrwie, =0 . (6)
B = & + eyr 0 Yu (7)

sagt die erste aus, dafl die absolute Anderung des Vektors
e’} verschwindet, wihrend durch (7) die Absolutgeschwin-
digkeit des korperfesten Punktes bei P bestimmt ist.

6) SchlieBlich wird die geometrische Gleichung

[ 1, y2,y3) = 0 (8)

benotigt, durch die die Oberflichenform des Korpers
definiert wird. Dabei mufl fir den Berahrungspunkt P

gelten:
(grad flp — ! I/(-?i)z + (ﬁ)z n (i)z .o
031 dya Sy

Die Gleichungen (3) bis (8) reichen aus, das Verhalten
der Wackelsteine zu berechnen. Fiir die Komponenten-
gleichungen von (4) erhilt man mit (1) nicht die einfache
EBulersche Form der Kreiselgleichungen sondern

Ay + (0 — B)wa3+F(w1w3—€€Jg) =
= Y2 (N3 + R3) — ys (N2 i Ra),
Bag 4+ (4 — wzwr — F (wawg + ) =
=ys (N1 + B1) — 1 (N3 Rg), (10) °
Carg + (B — A) w1 wz — F (0f — wl) =
= y1 (N2 + Ra) — ya (N1 + Ry).
Von den Komponentengleichungen der Vektorgleichungen
(8) bis {7} seien hier nur die jeweils ersten angegeben, da
die anderen durch zyklisches Vertauschen der Indices
daraus folgen. Man erhiilt mit #§ = [z1, zz, %3]

Aus (5): m (#1 4 we &3 — w3 #2) = G1 - N1 + Ry, (11)

aus (6): é] + wa el — wzey =0, (12)

ans (7): & = #1 + ways —waya - (13)

3.  Partikuliire Losungen und Nachbar-
bewegungen
3.1. Gleichgewicht und stationire Drehung
Man erkennt leicht, dafl wegen der getrofienen Annahmen
die durch
wi=0;2] =0,y = —he¥; 5=0 {14)
gegebene statische Gleichgewichtslage eine Losung der
Ausgangsgleichungen ist,

AuBerdem gibt es eine weitere Partikularlésung: Weil
die 3-Achse des Kérpers Hauptachse ist, sind Drehungen
mit konstanter Drehgeschwindigkeit wg moglich, wenn
die 3-Achse vertikal ist. Diese Bewegung wird durch

wi = [0,0, wgl; e] =[0,0,1];

¥y = (0,0, —k]; Hy = [0, 0, Cax]; (15)
&5 = 0; &% = 0; J; = 0; By = 0;
G+ N; =20

gekennzeichnet.



3.2,  Nachbarbewegungen zu (15)

Nimmt man die in (15) verschwindenden Giréflen als klein
von erster Ordnung an, dann erkennt man aus {10) his
{13) leicht, daf die Grifen

w3 = wo; e5 = 1; %3 = 0; y3 = —h;
Ny= —G3 = —myg

bis auf Gréflen von zweiter Ordnung konstant bleiben.
Mit den verbleibenden GroBen erster Ordnung ergeben
sich linearisierte Bewegungsgleichungen. Um sie zu-
sammenzufassen, werden die kleinen Winkel » und
eingefiihrt, die die Abweichung der 3-Achse von der
Vertikalen bestimmen. Dazu mubl die Kérperform in der
Umgebung von F niher betrachtet werden. Wir approxi-
mieren sie durch ein elliptisches Paraboloid mit der
Gleichung
1 (v yﬁ)

v ysys) = ys + b —35 (p + p 0. (16)

Darin sind p und ¢ die Hauptkriimmungsradien der Ober-
fliche in P. Aus (9) folgt mit (16) bei Vernachlissigung
von GroBen zweiter Ordnung

2 2
ot~ a| 5 1w

w[—yl,—@,l}. (17)
P q

Mit den Winkeln « und § der Drehungen um die kérper-
festen 1- bzw. 2-Achsen (Bild 3) erhilt man

&

&~ —%#eg;ﬁm%Z — €
ey /3’
-0
frsx_ < I
BXp Bild 3
¥
so dal
¢ =[—F, o 1] (18)

gilt. Damit lagsen sich nun mit (12) die Variablen w;
und @z, mit (13) und (3) die Komponenten By und R
durch o und f ausdriicken. Die insgesamt 12 skalaren
Differentialgleichungen (10) bis (13) konnen dann auf
die folgenden vier reduziert werden:

Ag + [wg (€ — B) —mg (h — )lo — Fff —

—wo(d + B —0)f — Fol B — mhewody — mhiz — 0
—Fa+ A+ B-—-0woa - Fola+ B+

+ [wh (C — A) — mg (b — P)I + mhiy — mhwyds = 0
—]G(D() (h—q)rx —khﬁ+md&1+k;é1—mwgzig =0
khg — koo (b — p) f -+ meawody - mis + kig =0 (19)

3.3. Die charakteristische Gleichung

Da die Schwerpunktskoordinaten x; und zg nur als Ab-
leitungen in (19) eingehen, hat man ein System von
6. Ordnung. Seine charakferistische Gleichung 148t sich
ans (19) unmittelbar in Determinantenform gewinnen.
Da es sich fiir die weitere Diskussion als zweckméBig
erweigt, nach Potenzen des Reibungsbeiwertesk zu
zu ordnen, wird mit den Abkiirzungen

P =} (C—A4) — mgh—p),
Q = o5 (C — B) — mg (h — q), {20)
D—A+B—C

umgeformt, so dall die charakteristische Gleichung wie
folgt lautet:

m? (A2 + ) (A4 (AB—F2+12(AP + BQ+ D2 —
— 2. F%0g) - (PQ - F2eg)} + E{A[2m (AB — F?) +
+m2h2 (A + B+ AdmZawohF (p — q) + A3 [m2 w? b2
A+ B+2D)+m?h2 (P4 Q) —mPwihD (p+ @)+
+2m (AP - BQ) + 2mawl (D — 2 F2)] +
+222m2wlhF (p—q) + Am2 Rl (P+Q+2 Daj)—
—m2olhD (p + ) + 2m (PQ — Prod)] +

+ m2lAF (p — )} + B2 (A [(A + mh?) (B - mh?) —
— F2] + A3 mwohF (p — q) + A2 [(4 + mh?) P+

+ (B + mk?) Q — 0 (2 F2 — D%) — mwih (4 + mh?)
(h — P} — mawih (B + mh?) (b — g) + mwiDh
(dh—p—q) + m2RhE @k —p) (2h—q)] - AmwlhF
(p—q)+ [ PQ — Foog + m2wy k2 (b — p) (h — g) +

+ mogh (@p + Pg — Qb — PR} =0 20

4. Diskussion

4.1. Grenzfille

Im reibungsfreien Fall & = 0 bleibt von (21) nur die
erste geschweifte Klammer itbrig. Die dann verbleibende
charakteristische Gleichung ist identisch mit der von
Herglotz [2] angegebenen. Folglich konnen die dort er-
haltenen FErgebnisse iibertragen werden: im statisch
stabilen Fall A << p, ¢ sind die Drehungen um die Vertikal-
achse bei beliebigen Werten von o stabil; im statisch
instabilen Fall 2 > p, ¢ kann dagegen Stabilitdt nur bei
hinreichend groBer Drehgeschwindigkeit ey erreicht wer-
den.

Der Grenzfall reinen Rollens wird fir & — oo er-
halten. Es bleibt dann lediglich die letzie geschweifte
Klammer von (21) iibrig. Auch sie ist mit der von Herglotz
fur diesen Fall angegebenen charakteristischen Gleichung
identisch, Man erkennt im vorliegenden Fall unmittelbar
ans (21}, dabB eine Abhingigkeit der Stabilitdt vom Dreh-
sinn vorhanden ist. Die Glieder mit A3 und A in der dritten
geschweiften Klammer von (21} haben den Teilfakior

wo I (p — q)- (22)

Da der Faktor von A* positiv ist — wie aus (2) leicht
gezeigt werden kann — mull notwendigerweise auch (22)
positiv sein, wenn Stabilitit moglich sein soll.



Diese Bedingung kann wegen {2) auch in die Form
wo (Ao — Bo} (p— ¢)sin 29 > 0 (23)

gebracht werden. Wihit man nun die 1- und 2-Achsen so,
daB Ag > By ist, dann ist fiir nicht extrem inhomogene
Korper stets auch p << g. Damit aber mufl nach (23) fir
Stabilitdt wp ¢ << 0 gefordert werden. Die Drehung mull
dann — wie man aus Bild 2 erkennt — bei ¢ > 0 von
oben gesehen rechts herum erfolgen. Man erkennt daraus,
daf stabile Drehbewegungen nur dann moglich sind, wenn.
die Hauptachse mit dem groBeren {oder kleineren) Trig-
heitsinoment der Achse mit der gréfieren (oder kleineren)
Krimmung vorauseilt. Diese bereits von Walker ausge-
sprochene Erkenntnis stimmt mit Versuchsergebnissen
itberein,

Auch der Grenzfall des Spielkreisels ist in dem hier
betrachteten allgemeineren Fall enthalten. Man hat
hierfiir

A=BF=0,P=0Q;p=¢q (24)

zu setzen. Durchsichtigere Formulierungen gewinnd man
fiir den Spiclkreisel allerdings, wenn man — wie dies
z. B. in [5] geschehen ist — ein nicht mit dem Kreisel
mitdrehendes Koordinatensystem verwendet. Ls 1aft
sich zeigen, daf} die Differentialgleichungen (19) mit (24)
durch Transformation auf ein nicht mitdrehendes Be-
zugssystem genau in die in |5} verwendete Form iiber-
gehen.

SchlieBlich kann man fiir den Grenzfall eines nicht-
drehenden Koérpers wg = 0 aus (21) mit (20} zu einer
charakteristischen Gleichung vom 6. Grade kommen.
Eine Untersuchung der Vorzeichen der Faktoren von A8,
Atund 22, die hier nicht im einzelnen durchgefithrt worden
soll, fihrt auf die fir Stabilitit notwendigen Bedingungen

h<pibh<gq (25)
Das aber bedentet statische Stabilitat.

Im Grenzfall sehr schneller Drehung (w — o0) hat
man nur die Glieder mit den jeweils hochsten Potenzen
von wp in den Faktoren der A» zu beriicksichtigen. Das
von A freie Glied der charakteristischen Gleichung enthilt
als Form mit der héchsten Potenz den Ausdruck

wfm? [(C — A) (C — B) — F?].

Er mul} positiv sein, weil der Faktor von 1% stets positiv
ist. Unter Berticksichtigung von (2) fithrt diese Forderung
zu

(C — Ao} (C — Bg) > 0. (26)
Bei rascher Drehung ist also Stabilitét nur moglich, wenn

zur 3-Achse entweder das grdBte oder das kleinste Haupt-
trigheitsmoment gehdrt.

'42. Das Aufrichten des gekochten Kies

L. Foppl [3] hat in seiner Habilitationsschrift nur den
Fall untersucht, dall die Symmetrieachse des Fies im
Verlaunfe des Aufrichtungsvorganges der Vertikalrichtung

bereits hinreichend nahe gekommen ist. Seine Unter-
suchungen beziehen sich also letwtlich auf eine Unter-
suchung des Fies als symmetrischer Spielkreisel. Inter-
essanter ist jedoch der Beginn der Aufrichtbewegung, bei
der das Ki noch ,,auf dem Bauche® liegh und in dieser
Stellung um die Vertikale angedreht wird. Auch hierfiir
lassen sich elnige Aussagen formulieren,

Bild 4

Wenn die Symmetrieachse des Eies als 2-Achse (Bild 4)
gewihlt wird, dann gilt

A=C>B; F=0;9>p==" (27

Damit folgt aus (20) P =0 und @ > 0. Die charak-
teristische Gleichung (21} vereinfacht sich zu:

m2 (A2 + wp) {2 A B + A2 {0} BC + Bmg (g — B} +
+ E{MB[2mAB L+ m2h2 (4 + B)] -+
ARR2mERwi(A + B) - 2mwiAB |

+m2g (g — k) (2 B+ mh?) —

—m2wdhB (b Q)+ A [mRwph? (4 + B) —
—m2ih B (b -+ q) + mP R wgg (@ — B+

+ k2 {44 (4 + mB%) (B + mh?) +

+ 22[wi AB 1 molh? (4 — B) +

+ mg (B -+ mh?) (g — k) + 2mhPwyB |

+ mEhiw]} =0 (28)

Daraus kann interessanterweise zundchst der SchluBl
gezogen werden, dall eine Instabilitit der Drehungen
weder bei reibungslosen Gleiten (£ = 0) noch bei reinem
Rollen (k —> oc) zu erwarten ist. In beiden Fillen gibt
es fiir 12 je eine Nullwurzel sowie eine reelle Wurzel mit
A% << 0. Das System befindet sich demnach auf der
Stabilititsgrenze.

Nun hat L. Féppl bei seinen Versuchen einwandirei fest-
gestellt, dab bestenfalls ein zeitweiliges Rollen, stets aber
auch Gleiten auftritt. Pemnach kann das wirkliche
Verhalten nicht durch die beiden genannten Grenzfille
erfalit werden. Aus (28) 140t sich aber auch fir beliebige
Werte von k ein Ergebnis finden: weil der Faktor von 28
positiv ist, miissen notwendigerweise die Faktoren aller
anderen Potenzen von A positiv sein,

Per Faktor von A (ein von A freies Glied gibt es nicht)
kann wie folgt geschrieben werden:

m? bl [0} (b4 — By) -+ mgh (g —R)]  (20)

Wenn dieser Ausdruck auch bei beliebig grofier Dreh-
geschwindighkeit wg positiv sein soll, dann muB 24 — g B
positiv sein.



Als hinreichende, sicher aber nicht notwendige Bedingung
fir Instabilitit, also fiir das Aufrichien eines Eies aus
der Baunchlage heraus bei hinreichend schneller Drehung
hat man deshalb die Forderung

B> hA od B h 30
45 > oerz>q. (30}

Fir ein normales Hithnerel ist sie erfillt; hierfiir gilt
angendhert Bj4 =~ 0,78 und 2/q =~ 0,68.

Die Aufrichtbedingung (30) erklart auch einen von ver-
schiedenen Autoren beschriebenen Effekt, der an Kugeln
(z. B. an kugelérmigen Béllen) mit schwach exzentrischem
Schwerpunkt beobachtet werden kann: cie in statisch
stabiler Lage um die Vertikale angedrehte Kugel iiber-
schldgt sich ura 180° und dreht in der Lage stabil weiter,
in der der Schwerpunkt seine hochste Stellung einnimmt.
Die Erkldrung ist nach dem zuvor Gesagten einfach:
wenn die Verschiebung des Schwerpunktes aus der Mitte
als von erster Ordnung klein angenommen wird, dann

ist auch die Abweichung des Verhéiltnisses /g vom Wert 1
von erster Ordnung klein. Dagegen weicht nach dem
Satze von Huygens-Steiner das Verhilinis Bf4 nur um
eine Grofle von zweiter Ordnung von 1 ab. Demnach
ist die Aufrichtbedingung (30) bei tiefer liegendem
Schwerpunkt erfilllt. Nach dem Aufrichten ist dagegen
klg > 1 > BjA, so dal stabile Drehungen moéglich sind.
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