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15. Ludwig-Prandtl-Gedichtnis-Vorlesung,

1. EINFUHRENDES

Ludwig Prandtl wird oft als "Vater der
Strémungslehre" bezeichnet, und er hat
diesen Ehrentitel sicher auch verdient -
vorausgesetzt, man definiert genauer, was
darunter verstanden werden soll. Wir wir-
den Prandtl jedoch nicht gerecht, wenn
wir ihn auf die Strdmungslehre allein fest-
legen wollten. Seine Arbeiten sind viel-
mehr gerade dadurch gekennzeichnet, daB
sie einen weiten Bereich der physikali-
schen und technischen Mechanik liberspannen.
Ein Blick in die drei B#nde der "Gesammel-
ten Abhandlungen", die 1961 herausgegeben
wurden, bestidtigt das in eindrucksvoller
Weise. Neben den Verdffentlichungen zur
Strémungslehre sind vor allem auch die
Prandtlschen Arbeiten zur Theorie plasti-
scher Kdrper bekannt geworden. Das Prandtl-
sche FlieRgesetz flir ideal plastische Koér-
per wird auch heute noch oft zur L8sung
technischer Aufgaben herangezogen. Weniger
bekannt ist dagegen, daB Ludwig Prandtl
auch Anst®Be auf dem Gebiet der Mechanik
starrer Kdrper - der Stereomechanik - ge-
geben hat. Und ich m8chte aus dieser Tat-
sache nun die Rechtfertigung daflir ablei-
ten, daB ich in dieser Ged#chtnis-Vorle-
sung nicht - wie es fast schon Tradition
geworden ist - Uber ein Thema der Strdmungs-

lehre spreche.
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2. DAS PRANDTL-RAD

In den "Gesammelten Abhandlungen"
Prandtls [1] sucht man vergeblich nach Ar-
beiten, die in das Gebiet der Kinetik von
Mehrkdrpersystemen fallen. Dennoch gibt es
eine [2]. DaBR sie nicht in den Sammelband
aufgenommen wurde, hat einen einleuchten-
den Grund: Als Autor fungiert n&mlich
nicht Prandtl selbst, sondern sein Schiller
F. Pfeiffer (Bild 1). Wir lesen jedoch den
Namen Prandtl nicht nur im Titel der Ar-
beit und im ersten Satz der Einleitung,
"Nach An-
gaben von Prof. Prandtl zusammengestellt

sondern vor allem in dem Zusatz:

.". Man darf daher nicht daran zweifeln,
daR die Arbeit Prandtlsches Gedankengut
widerspiegelt.

Sonderubdruck aus Zeitschrift f. Matbematik u. Physik. 60. Band. 1912, Heft 4.
Druck und Verlag von B. G Teubner in Leipzig.

Experimente mit dem Prandtlschen Kreiselapparat.
Nach Angaben von Prof. Prandtl zusammengestellt

von F. Preirrer in Danzig.

Herr Prof Prandtl in Gittingen hat im Juhre 1906 einen Kreisel-
apparat konstruiert, der zuerst im dortigen Institut filr angewandte Me-
chanik ansgefiihirt wurde, und der jetzt im Verlage von MartinSchilling

in Leipzig herausgegeben ist. Uber diesen Kreiselapparat und eine Reihe
mit ihm ausfiithrbarer Versuche soll im folgenden berichtet werden.

83ild 1. Die Prandtl-Pfeiffersche Verdffent-
lichung aus dem Jahre 1912.

Als Student kannte ich zwar den Prandtl-
schen Kreiselapparat - er wurde im G8ttin-



12 K. Magnus,
ger Praktikum als Prandtl-Rad bezeichnet -,
jedoch wuBte ich zunschst nichts von der
Existenz der genannten Verdffentlichung.
Das hatte Folgen - und um sie zu erkléiren,
muR ich hier einige persdnliche Bemerkun-
gen einschalten; sie erscheinen mir fir
das, was ich weiterhin sagen mdchte, wich-
tig. Vor ziemlich genau 30 Jahren, im Win-
tersemester 1942/43, hielt ich in G8ttin-
gen einen Vortrag liber ein Kreiselproblem
und habe dabei auch Versuche mit dem
Prandtl-Rad vorgefiihrt. Bei aller Vielsei-
tigkeit des Ger#dts - so etwa sagte ich
damals - sei es bedauerlich, daB man wegen
der begrenzten Bewegungsfreiheit des Rades
nicht auch die Stabilit#t oder Instabili-
t4t der Drehungen um alle drei Hauptachsen
nachweisen k8nne. Ich hitte die Pfeiffer-
Prandtlsche Arbeit vorher lesen sollen,
dann wire mir eine zwar wohlwollende, aber
doch sehr bestimmte Aufklirung erspart ge-
blieben, die Prandtl dann in der Diskus-
sion zum Vortrag gab. Um es unverblimt zu
sagen: ich hatte mich blamiert, denn
Prandtl zeigte anschliefend am Modell,
daB® meine Aussage nicht stimmte.

Das Prandtl-Rad.

Bild 2.
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Sehen wir uns zun#chst ein Bild des
Prandtl-Rades an (Bild 2), um den Sachver-
halt besser zu verstehen, um den es hier
geht.
ausgelegten Fahrradfelge, die so in einem

Das Gerit besteht aus einer mit Blei

Parallelogrammgehdnge gelagert ist, daf

sie drei Freiheitsgrade der Drehung be-
sitzt. Die Drehm&glichkeit um eine Achse
senkrecht zur Ebene des Parallelogramms ist
begrenzt, da das Rad bei etwa 50o Achsnei-
gung an das Gestdnge schligt. Durch Anbrin-
gen von Zusatzmassen an der Radfelge kann
erreicht werden, daB die Haupttrigheits-
momente des Rades verschieden werden, so
daB ein sogenannter unsymmetrischer Kreisel
vorliegt. Durch weitere Gewichte an dem

als Achse dienenden Stab k&nnen auBerdem
die Trigheitsmomente um die zur Drehachse
senkrechten Querachsen ver&ndert werden.
Will man nun die seit Euler bekannte Tat-
sache demonstrieren, daf Drehungen um die
Achse des kleinsten oder des grdften Haupt-
trigheitsmoments stabil, um die Achse des
mittleren Haupttrigheitsmoments jedoch in-
stabil sind, dann kann man zwei verschie-
dene Wege einschlagen. Man sorgt entweder
durch Anbringen geeigneter Gewichte an den
Achsenden daflir, daB das Tr&gheitsmoment

um die Radachse nacheinander vom grodften
zum mittleren und kleinsten Haupttrigheits-
moment wird. Nach Andrehen des Rades und
Freigabe des Systems zeigen sich die ge-
wiinschten Effekte.
das Gerdt bei unver#ndert bleibender Mas-

Oder aber man dreht

senverteilung nacheinander um alle drei
Hauptachsen. Das geschieht, indem man das
Ger#t nicht nur um die Radachse, sondern
auch um die vertikale Aufh&éngeachse an-

dreht.

selbst in eine solche Position gebracht

Dabei muB dann freilich das Rad

werden, daR eine der beiden Hauptachsen
vertikal steht, weil sonst keine freien
Drehungen um raumfeste Achsen mdglich sind.
Die Drehbewegungen um Rad und Vertikalachse,
letztere fiilr die beiden mdglichen Posi-
tionen des Rades, werden als Prandtl-Dre-
hungen bezeichnet. Zwei dieser Drehungen -

so kann man es in der Pfeiffer-Prandtl-
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schen Arbeit nachlesen - erweisen sich bei
Versuchen mit geeigneten Massenverteilun-
gen stets als stabil, wihrend die dritte
instabil ist. Damit kann das klassische
Ergebnis der Eulerschen Theorie experimen-

tell bestitigt werden.

Heute wissen wir, daR die Prandtlschen
Aussagen nicht in allen Punkten stimmen.
Filhrt man nimlich die Experimente sorgfél-
tig durch und variiert dabei die Massenver-
teilung in engeren Schritten, dann stellt
man fest, da® die Ergebnisse keineswegs so
eindeutig sind, wie das bei Pfeiffer-
Prandtl steht. Man hat manchmal Milhe, das

erwartete Ergebnis aus den Versuchen heraus-

zudeuten. Diese Tatsache zwingt uns zu ei-

ner genaueren Analyse, die nun sowohl Uber

Euler als auch iber Pfeiffer-Prandtl hinaus-

gehen muB. Das Ergebnis liberrascht: Es
zeigt nimlich, daR es gewisse Massenvertei-
lungen gibt, fiir die alle drei Prandtl-
Drehungen stabil sind, und andererseits
solche, fiir die nur eine der drei Drehungen
stabil bleibt. Der Grund fir dieses merk-
wiirdige Ergebnis ist in der Tatsache zu
suchen, dak das Prandtl-Rad eben nicht ei-
nen einzelnen starren Kdrper bildet, son-
dern ein Mehrkdrpersystem. Eulers bekann-
ter Satz gilt aber nur fir den starren Ein-

zelkOrper.

Filhrt man die genauere Theorie fir das
Prandtl-Rad - oder was zum gleichen Ergeb-
nis fiihrt, filr einen kardanisch gelagerten
Kreisel - durch, dann lassen sich tats&ch-
lich die beobachteten Effekte theoretisch
bestdtigen [3]. Ohne auf die Theorie des
Prandtl-Rades als Mehrkdrpersystem ndher
einzugehen, mdchte ich die Ergebnisse die-
ser Theorie an Hand eines Films verdeutli-

chen l).

1) Der Film zeigt den Aufbau eines Sta-
bilitdtsdiagramms und Aufnahmen von Ver-
suchen, die das jetzt erheblich kompli-
ziertere Stabilitdtsverhalten bei den
Prandtl-Drehungen an einem Kardankreisel
bestdtigen.
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3. GYROSTATEN

Die im Film gezeigten Erscheinungen be-
ziehen sich auf ein recht einfaches Drei-
kérpersystem, noch dazu bei einfachen An-
fangsbedingungen. Es war bei der Theorie
vorausgesetzt worden, daB in der Normal-
stellung die Hauptachsen aller drei Teil-
Ist das nicht der
Fall, dann sind erheblich vielseitigere

kdrper zusammenfallen.

Erscheinungen zu erwarten, von denen bis-
her nur wenige Fdlle untersucht worden
sind. Recht gut bekannt sind die Ergebnis-
se fiir Gyrostaten. Darunter versteht man
nach Lord Kelvin ein Zweikdrpersystem, bei
dem sich im Inneren eines starren Hill-
kdrpers ein starrer symmetrischer Rotor
befindet. Ein derartiges System ist durch
die Tatsache gekennzeichnet, daB seine Ge-
samttrigheitsmomente unabhéngig von der
Winkelstellung des inneren Rotors sind.

Gyrostaten interessieren nicht nur, weil
sie eine einfache Verallgemeinerung des
klassischen starren Einzelkdrpers bilden,
sondern in letzter Zeit vor allem deshalb,
weil Satelliten oder Raumflugkdrper mit
Drallridern Gyrostaten sind. Aus der Fiille
der inzwischen zum Thema Gyrostaten er-
schienenen Arbeiten méchte ich hier ein
Ergebnis herausgreifen, das vom prinziel-
len Standpunkt aus besonders interessiert:
Ich meine die Untersuchung des Ubergangs
im Verhalten von einem starren Einzelkdr-
per, der einem Gyrostaten mit nicht drehen-
dem inneren Rotor entspricht, zu einem
Gyrostaten mit sehr schnell drehendem Ro-
tor. Im ersten Fall gibt es bekanntlich
drei permanente Drehachsen - die Hauptach-
sen des Kdrpers; im letzteren Fall jedoch
nur eine - die Achse des inneren Rotors.
Wie aber geschieht der Ubergang vom Fall
verschwindender Rotordrehgeschwindigkeit
zum Grenzfall eines sehr schnellen Rotors?
Diese Frage wurde von J. Wittenburg [4]
erschdpfend beantwortet. Ihm ist es im
vergangenen Jahr gelungen, nicht nur exakte
analytische Ldsungen fir die Bewegungen
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eines kridftefreien Gyrostaten zu finden,
sondern er hat durch sorgfédltige Fall-
untersuchungen zugleich auch die Briicke
zwischen bekannten, aber bisher isolierten
Arbeiten geschlagen.

Im folgenden méchte ich eine Serie von
Polkurvenbildern zeigen, die Wittenburg
automatisch durch den Plotter einer Rechen-
anlage zeichnen lieB. Variiert wurde dabei
der Drall des inneren Rotors. Er wird im
folgenden durch einen diesem Drall pro-
portionalen dimensionslosen Parameter T
gekennzeichnet. Es soll hier der allgemeine
Fall betrachtet werden, bei dem die Rotor-
achse nicht in eine Hauptachse oder Haupt-
ebene des Gyrostaten f#llt. In Bild 3 ist
das dem Gyrostaten zugeordnete Tr&gheits-
ellipsoid mit seinen Hauptachsen 1, 2, 3
und dem eingebauten Rotor skizziert. Wei-
terhin wird jetzt nur noch das Ellipsoid
gezeigt, aber mit den darauf projizierten
Polkurven, die den Weg des Durchstofpunktes
des Drehvektors durch die Oberfléiche des
Ellipsoids bilden. Im Fall IO = 10 (Bild 4)
erhslt man das wohlbekannte Bild fiir den

starren Einzelkdrper. Es existieren zwei-
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mal zwei Scharen von Polkurven, die durch
eine Separatrix getrennt werden. Insgesamt
gibt es sechs singulidre Punkte, die die
Durchstofpunkte der Hauptachsen sind. Vier
davon - zwei auf der Vorder-, zwei auf der
Riickseite des Ellipsoids - sind Wirbel-
punkte. Sie entsprechen den stabilen Dre-
hungen um die gréfte bzw. kleinste Haupt-
achse. Die beiden anderen Punkte sind
Sattelpunkte, die als Schnittpunkte der
Separatrizen erscheinen. Sie entsprechen

den instabilen Drehungen um die mittlere

Hauptachse.

Bild 3. Gyrostat, dargestellt durch sein
Trdgheitsellipsoid, mit schrig

eingebautem Rotor.

|

Bild 5.
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Bild 6. Bild 9.

Bild 11.

Bild 8.
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Bild 4 bis 14. Verlauf der Polkurven auf
dem Energie-Ellipsoid eines Gyrosta-
ten, dargestellt filir verschiedene
Werte der dimensionslosen GrdfBe Io
fir den Drall des Rotors.
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Der Verlauf der Separatrizen und die
Lage der singulidren Punkte lassen nun die
méglichen Bewegungsformen des Systems
vollstidndig erkennen. Daher wollen wir uns
im wesentlichen darauf beschrinken, diese
anzugeben. Die auf der Riickseite der
Ellipsoide liegenden Aste sind gestrichelt
gezeichnet. Im folgenden soll nun die De-
formation der Separatrizen sowie die Wan-
derung der singuliren Punkte als Funktion
des Rotordralls Io gezeigt werden (Bild 5

und 6).

Flir den Fall Io = 02 (Bild 7) sind zu-
sidtzlich auch die Polkurven selbst einge-
tragen, weil jetzt zu den schon bekannten
eine neue Schar
die das Ellip-

umfahren.

zweimal zwei Scharen noch
von Polkurven hinzukommt,

soid in einer grofen Acht

Bei weiterem Steigern des Dralls (Bild
8) verkleinert sich die oben liegende
Schleife der Separatrix, bis sie schlieR-
lich bei IO = 0,3407 (Bild 9) verschwindet.
Ein stabiler Wirbelpunkt und ein instabi-
ler Sattelpunkt fallen dabei zusammen und
heben sich gegenseitig auf. Die Separatrix
hat eine Spitze. Sie verliert jedoch bei
weiter steigendem Drall (Bild 10) den
Charakter einer Separatrix und wird zu
einer gewbdhnlichen Polkurve. Entsprechend
verringert sich die Zahl der Polkurven-
scharen. Bei weiterem Steigern des Dralls
(Bild 11) verformt sich die verbleibende
Separatrix weiter, wobei schlieBlich fiir
Io = 0,6451 (Bild 12) eine ihrer Schleifen
verschwindet. Wieder gibt es in diesem
Grenzfall einen Knick der Separatrix. Beil
gréferen Werten von I, (Bild 13) wird der
Knick geglittet, und die Separatrix wird
zur Polkurve. Jetzt gibt es nur noch eine
Schar von Polkurven, die filir sehr grofe
Werte von IO (Bild 14) entsprechend der
Lage der Rotorachse geneigt sind.

Man erkennt aus der Bilderserie, daf bei
von Null ansteigendem Drall erst sechs,
dann vier und schlieflich bei grofiem Drall
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nur noch zwei singulire Punkte vorhanden
sind. Diesen Punkten entsprechen ebenso-
viele Achsen mdglicher ‘'stationirer Dreh-
bewegungen, wobei freilich der Drehsinn
beriicksichtigt werden muB. Dem Eulerschen
Fall des starren Einzelkdrpers entsprechen
demnach sechs Achsen station#drer Drehbe-
wegungen. Der Kérper kann um seine drei
Hauptachsen jeweils in beiden Richtungen
drehen.

Bei praktischen Anwendungen dieser Er-
kenntnisse in der Raumfahrt interessieren
vor allem die Lagen der Achsen mdglicher
stabiler Drehungen. AuBerdem aber muf der
Verlauf der Separatrizen bekannt sein,
weil diese die GréBe der Einzugsbereiche
bestimmen, die den station#dren Drehungen
zugeordnet sind. Daraus ergeben sich die
zulissigen Gr&Ben von Stérungen, die ohne
lbergang des Gyrostaten oder Satelliten
in einen anderen Bewegungszustand noch
vertragen werden kdnnen.

Soviel zum Zweik®rpersystem des Gyrosta-
ten. Von dem Dreikdrpersystem des Kardan-
kreisels handelte bereits der Film. Es
gibe dazu noch mehr Interessantes zu be-
richten, jedoch méchte ich mich darauf
beschrinken, hier nur den fiir praktische
Anwendungen {iberaus wichtigen Effekt der
kinetischen Drift zu erwidhnen und im libri-
gen auf das einschligige Schrifttum (z.B.
[5]) zu verweisen.

4. ALLGEMEINE MEHRKORPERSYSTEME

Prandtl-Rad, Kardankreisel und Gyrostaten
sind besonders einfache Mehrkdrpersysteme.
Trotzdem ist die Analyse ihres Verhaltens
- von einfachen Sonderf&llen abgesehen -
schon recht schwierig. Wir k&nnen also
kaum erwarten, fiir allgemeinere Mehrkodr-
persysteme eine auch nur einigermafen
vollstindige Theorie zu erhalten. Dennoch
gibt es eine Fillle von Einzel=rgebnissen
und vor allem eine Anzahl wichtiger Ar-
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beiten, in denen Methoden ausgearbeitet
worden sind, um die bei Mehrkdrpersystemen
interessierenden Fragen zu beantworten.
Diese Fragen beziehen sich auf

Bewegungsgleichungen,

partikulire Ldsungen der Bewegungs-
gleichungen,

Stabilitst der partikuliren LOsungen,

. passive oder aktive D&mpfung von
Systemschwingungen,

. optimale Strukturen oder optimale
Parameter.

Im folgenden mdchte ich auf einige dabei
auftretende Schwierigkeiten eingehen.

4.1, Bewegungsgleichungen

Zunichst zu den Bewegungsgleichungen:
Wie auf anderen Gebieten der Mechanik -
z.B. in der Strdmungslehre - gibt es auch
in der Kinetik von Mehrkdrpersystemen zwei
Typen von Ausgangsgleichungen: Lagrange-
sche und Eulersche Bewegungsgleichungen.
Bei den Gleichungen vom Lagrangeschen Typ
geht man bekanntlich von Energieausdriicken
- der kinetischen und der potentiellen
Energie, der Lagrangeschen oder auch der
Hamiltonschen Funktion - aus. Die Analyti-
sche Mechanik liefert dann Vorschriften,
um daraus die Bewegungsgleichungen abzu-
leiten. Vorteile bietet dieses Verfahren
fast immer bei konservativen Systemen. In
den letzten Jahren konnte nun gezeigt wer-
den, daB sich diese Gleichungen besonders
gut fiir Systeme mit inneren drehenden Mas-
sen, also flir Kreiselsysteme, verwenden
lassen, sofern der Drall der eingebauten
Rotoren gegenilber den Drallanteilen des
sonstigen Systems dominiert. Man kommt
dann zu brauchbaren Niherungsgleichungen,
wenn man in die Lagrangeschen Gleichungen
zweiter Art

(1) B ). m ohs = 85 (2 Ay veuy 'l
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anstelle der Lagrangeschen Funktion L die
verkilrzte Routhsche Funktion
leeem

I Hghyay
8,t

(2) R% =

einsetzt. Darin bezeichnet H8 den Drall
des s-ten Rotors im System, 5t sind die
nichtzyklischen Geschwindigkeiten und

het ist eine Matrix von Richtungscosinus,
die angibt, welche der Drehungskomponen-
ten ét als Filhrungsdrehungen fiilr die

einzelnen Schwungmassen auftreten. Das

Gleichungssystem
leeem
de iy Al pulpgeion g
(3) dt aq, 3q, | 8.t
(r =1, ey M)

kann demnach als Ausgangssystem fir die
Berechnung von solchen Mehrkdrpersystemen
verwendet werden, die schnelle Kreisel
enthalten. Man bezeichnet (3) auch als
Gleichungen der Prizessionstheorie. Glei-
chungen dieser Art haben sich insbesondere
bei der Berechnung komplizierter Kreisel-
gerdte, z.B. in Trigheitsnavigationsan-
lagen, bewdhrt.

Trotz ihrer zweifellos vorhandenen Vor-
teile haben sich die Gleichungen vom
Lagrangeschen Typ bei der Berechnung von
Satelliten und Raumfahrzeugen als nicht
so zweckmifRig erwiesen wie Gleichungen
vom Eulerschen Typ. Diese sind offensicht-
lich anpassungsfihiger fiir die komplizier-
ten Systeme der Raumfahrt. -Bei Gleichungen
vom Eulerschen Typ geht man von Impuls-

-satz und Drallsatz

aus. Schwierigkeiten ergeben sich bei der
Durchfilhrung der Theorie durch die Tat-
sache,

1. daB bei den Kriften Fi und Momenten Mi
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fiir jeden Einzelk&rper auch die inneren
Krifte zwischen den Teilkdrpern des
Systems beriicksichtigt werden milssen,

2. daB die Drallgleichungen nur dann eine
einfache Form haben, wenn man sie in
Koordinaten von jeweils  kdrperfesten
Bezugssystemen zerlegt und

3. daB die kinematische Struktur des Ge-
samtsystems und die Art der Verbindung
einander benachbarter Teilkdrper meist
durch recht umstindliche Funktionen
ausgedriickt werden miissen.

Es bereitet keine Schwierigkeit, die
Bewegungsgleichungen fiir den a-ten Teil-
kdrper in einem kdrperfesten Bezugssystem

anzuschreiben. Man erh#lt (siehe z.B. [5]):
-

as 8sa _ o aB
M By ZFi X
g
(5)< a e o a ® -
eij“j * eijkmjeklm2 + m eijkrjvk =

- y° a B a of
Mo+ gMi + geijkijk

ot

Umstidndlich wird jedoch das Transformie-
ren dieser Gleichungen auf dasjenige Be-
zugssystem, das zur Beschreibung der Be-
wegungen des Gesamtsystems verwendet werden
soll. Meist wird hierzu ein im Hauptkdrper
des Systems - z.B. in der Zelle eines Raum-
fahrzeugs - festes Bezugssystem herange-
zogen. Flr jeden Teilkdrper erhdlt man
2+3 = 6 skalare Gleichungen, in denen die
meist nicht weiter interessierenden inne-

1.
Das System der Gleichungen (5) muf erginzt

ren Krifte 7% und Momente M;B vorkommen.

werden durch die kinematischen Gleichungen

Fzg,25,85:4"5287,0",
(6)

zgsxg’xgad’a’ess Q)Ba -0-) =0 >

die die Art der Verbindung zwischen be-
nachbarten Teilkdrpern ausdriicken. Beim Zu-
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sammenfassen der Gleichungen fir die
Teilkdrper zu einem System von Bewegungs-
gleichungen fiir das Gesamtsystem lassen
sich nun die inneren Kré&fte und Momente
mit Hilfe der Funktionen (6) wenigstens
zum Teil eliminieren. R.E. Roberson und
J. Wittenmburg [6] haben gezeigt, daf der
EliminationsprozeR vollst#ndig durchfiihr-
bar ist, wenn die Verbindung zwischen
zwei TeilkSrpern des Systems vom Typ eines
Kugelgelenks ist und wenn auferdem das
Gesamtsystem Baumstruktur besitzt. Es
diirfen beliebig viele Aste oder Ketten
miteinander verbunden werden, nur diirfen
keine geschlossenen Schleifen vorkommen
(Bild 15a).

Bild 15.

Zusidtzliche Schwierigkeiten ergeben sich,
wenn die Verbindung zweier TeilkOrper
nicht durch Gelenke, sondern durch ela-
stische Elemente - z.B. Gummiseile - ge-
schieht. Man kann dann das bisherige Ver-
fahren zwar im Prinzip beibehalten, wenn
man neben der elastischen Verbindung zwei
zusitzliche Teilkdrper A4 und B mit der
Masse Null einfiigt, die untereinander und
mit den Nachbarkdrpern gelenkig verbunden
sind (Bild 15b). Aber die Mathematik ré&cht
sich fiir diesen physikalischen Trick: Die
Auswertung der Gleichungen wird kompli-
zierter, wenn die quadratische Form der
kinetischen Energie semidefinit wird. Das
aber ist bei verschwindenden Teilmassen
méglich.

Strukturen von Mehrkdrpersystemen.
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Wie hat man nun vorzugehen, wenn ein
System Schleifen enth#lt? Wie F.W. Ossen-
berg-Franzes [7] gezeigt hat, kann die
Elimination der inneren Kr#fte noch voll-
stindig durchgefiihrt werden, sofern inner-
halb einer Schleife wenigstens eine ela-
stische Verbindung vorhanden ist (Bild 15c).
Eine Schleife aus Starrkdrpern, die nur
durch Kugelgelenke verbunden sind, ist da-
gegen kinetisch unbestimmt und erfordert
zu ihrer Behandlung zus#tzliche Gleichun-
gen.

Im Schrifttum finden sich viele verschie-
denartige Formen der allgemeinen Bewegungs-
gleichungen fiir Mehrkdrpersysteme. Sie
unterscheiden sich oft nur in der formalen
Schreibweise oder in der mehr oder weniger
weit durchgefiihrten Aufbereitung der Teil-
gleichungen fiir das Durchrechnen konkreter
Probleme mit Hilfe elektronischer Rechen-
anlagen. Auch die Wahl der Bezugssysteme
und Bezugspunkte hat Einfluf auf die Ge-
stalt der Gleichungen. Es w#re jedoch
wenig sinnvoll, hier auf Einzelheiten ein-
zugehen. Interessenten seien auf das
Schrifttum verwiesen.

4,2, Die Stabilitdt partikulidrer Bewegungs-

formen

Aus den allgemeinen Bewegungsgleichungen
lassen sich meist einige partikulédre L&-
sungen finden, deren zugehdrige Bewegungs-
formen oft schon aus physikalischen Uber-
legungen erkannt werden k&nnen. Offen
bleibt dabei jedoch die Frage nach der
Stabilitdt dieser Bewegungsformen. Nun ist
die Stabilit#dtstheorie bekanntlich im Lau-
fe der letzten Jahrzehnte Gegenstand viel-
seitiger Untersuchungen, aber auch Tummel-
platz kontroverser Auffassungen gewesen.
Die Geister scheiden sich oft schon bei
der Fixierung des Stabilit&tsbegriffs: Ob
asymptotische, Ljapunovsche, totale,
globale, energetische, dynamische, tem-
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por#dre Stabilit#t oder was sonst noch fiir
eine Art gemeint ist, bietet ausreichend
Stoff fiir hitzige Diskussionen. Gliickli-
cherweise treten derartige Fragen meist

in den Hintergrund, wenn man komplizierte-
re Mehrkdrpersysteme zu untersuchen hat.
Dabei kann man nimlich froh sein, wenn fiir
die linearisierten Stdrungsgleichungen die
klassische asymptotische Stabilit#t nach-
gewiesen werden kann. Hierfiir gibt es in-
zwischen bewdhrte Rechenprogramme, die fiir
die Ausrechnung konkreter Fille sehr niitz-
lich sind.

Neben den gquantitativen Methoden haben
sich im Lauf der letzten Jahre aber auch
qualitative Verfahren bewdhrt. Sie gestat-
ten oft schon aus der allgemeinen Struktur
der Bewegungsgleichungen Schliisse {iber Sta-
bilitdt oder Instabilitit bzw. ilber die
M8glichkeit von Stabilisierungen zu ziehen.
Dabei geht man von den linearisierten
St8rungsgleichungen, d.h. von den Gleichun-
gen fiir die Nachbarbewegungen zu einer be-
kannten Gleichgewichtslage oder stationéren
Bewegungsform, aus. Diese Gleichungen kon-
nen stets in der Matrizenform
(7) M % + (D+G) = + (K+N) = = O
geschrieben werden. Darin ist x der n-
dimensionale "Vektor" der Lageabweichungen,
M ist die stets symmetrische Massenmatrix,
D die symmetrische Di#mpfungsmatrix, G die
schiefsymmetrische Matrix der gyroskopi-
schen Kr#ifte, XK die symmetrische Matrix
der konservativen und ¥ die schiefsymme-
trische Matrix der nichtkonservativen Rick-
stellkrdfte. Mit den symmetrischen Matrizen
k8nnen drei wichtige quadratische Formen
gebildet werden:

-

die kinetische Energie

(8Xx die Rayleighsche Funktion R = %éT Dz
die potentielle Energie V= %zT K2 .

.
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Fiir die Beurteilung der Stabilité&t der
L8sungen von (7) ist es von entscheidender
Bedeutung, ob diese quadratischen Formen
definit, indefinit oder semidefinit sind.
So existieren zur Zeit etwa zwei Dutzend
S#tze, mit deren Hilfe aus den Eigenschaf-
ten von T, R und V Aussagen iber vorhan-
dene oder mdgliche Stabilitdt oder Insta-
bilit4t der L&sungen (7) gewonnen werden
kdnnen. Ein typisches Beispiel fiir diese
Art von S#tzen ist der klassische Stabili-
t4tssatz von Thomson und Tait. Er besagt,
daf die Gleichgewichtslage eines statisch
instabilen konservativen Systems (d.h.

D QFEN=
(d.h. G ¥ 0) stabilisiert werden kann,
wenn eine gerade Anzahl instabiler Frei-

0) nur dann durch Kreiselkréfte

heitsgrade vorhanden ist. Jedes Hinzutre-
ten von Dimpfungskriften (D * 0) macht je-
doch, wie von 3étaev bewiesen wurde, die
Stabilisierung wieder hinf#llig. Da in
realen Systemen aber stets D&mpfung vor-
handen ist, hingt die Stabilit#t eines der-
artigen Systems mit ¥ = O letztlich nur
noch von der positiven Definitheit der
potentiellen Energie V, also von der sta-
tischen Stabilitit der Gleichgewichtslage
des Systems ab. Dieses schon lénger be-
kannte Beispiel zeigt, daf letztlich das
von Thomson und Tait betrachtete konserva-
tive System kein fiir reale Systeme zulés-
siges Ersatzmodell ist. Das ist besonders
bemerkenswert. Es zeigt sich n#mlich, daR
hierbei kein stetiger Ubergang vom Verhal-
ten eines Systems mit kleiner D&mpfung zu
einem System ohne D&mpfung vorhanden ist.
Fiir Kenner der Prandtlschen Grenzschicht-
theorie ist eine derartige Erkenntnis nicht
unbedingt liberraschend, denn auch die
Strdmungen von Fluiden mit sehr kleiner
Reibung sind gqualitativ von denen reibungs-
loser Fluide verschieden. Vielleicht hét-
ten die Stereokinetiker intensiver Prandtl
studieren sollen, dann hitten sie diese
Zusammenh#nge frilher erkannt. So ist es

H. Ziegler [8] zu verdanken, daf er den
Versuch gemacht hat, diese Erkenntnisse
allgemein auszusprechen. Durch Auswertung
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sehr verschiedenartiger Beispiele kommt er
zu dem Ergebnis, daB bei der Untersuchung
von Stabilitdtsproblemen alle physikalisch
méglichen Spureneffekte berilicksichtigt wer-
den milssen. Zu diesen h#ufig vernachldssig-
ten Spureneffekten gehdren in mechanischen
Systemen auBer geringfiigigen inneren und
juReren Dimpfungen z.B. auch Massen von
Teilsystemen, die wegen ihrer Kleinheit oft
vernachlissigt werden. In der Wirklichkeit
existieren ja masselose Stangen oder rei-
bungsfreie Gelenke nicht. Jeder schwingen-
de elastische Kdrper besitzt innere D&mp-
fung, und bei elektrischen Systemen sind
stets auch Spuren von Induktivit&ten,
Kapazititen oder Widerst&nden dort vor-
handen, wo man sie oft vernachléssigt.

Die Zieglersche Erkenntnis ist erniich-
ternd. Sie provoziert die Frage, ob denn
nun bei Stabilit#tsuntersuchungen wirklich
nichts mehr vernachlissigt werden darf.
Die Folge wire doch, daf Stabilit&tsunter-
suchungen an realen Systemen hoffnungslos
kompliziert wiirden. Gliicklicherweise ist
dies nicht der Fall. Man hat - nach Zieg-
ler - nur darauf zu achten, daf die bei
Stabilitdtsuntersuchungen verwendeten
Ersatzmodelle "zulissig" sind. Zul#ssig
aber bedeutet, da® die quadratischen For-
men T, R und V fiir das Ersatzmodell die-
selben Eigenschaften - also Definitheit,
Indefinitheit oder Semidefinitheit -
besitzen wie die entsprechenden Ausdrik-
ke fiir das vollstdndige Ausgangssystem.
Jede Stabilit#tsuntersuchung komplizier-
ter dynamischer Systeme muf demnach durch
eine Priifung des vorgesehenen Ersatzmodells
auf Zulissigkeit ergidnzt werden.

Viele Kinetiker werden diese Ergebnisse
als enttiuschend empfinden. SchlieBlich
wurde eine neue Hiirde aufgezeigt, die es
zu Uberwinden gilt. GewissermaRen zum
Trost mag deshalb erwdhnt sein, daf alle
diese Ergebnisse auf dem Begriff der
asymptotischen Stabilitit basieren. Er be-
schreibt das Verhalten eines Systems fir
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t » =, Gerade deshalb aber filhrt er hiufig
zu unndtig harten Forderungen, insbeson-
dere bei solchen Systemen, bei denen nur
eine zeitlich begrenzte Arbeitsdauer
interessiert. Was kiimmert es das mit einem
Kreisel spielende Kind, wenn ihm ein Ge-
lehrter, gestiitzt auf Autoritidten wie
Thomson, Tatit, 5etaev, Ziegler u.a.,
nachweist, daR eben dieser schdn tanzen-
de Kreisel instabil ist und deshalb ir-
gendwann schlieflich umfallen wird. Dem
Kind geniigt es, wenn der Kreisel nur in
der endlichen Zeitdauer zwischen zwei
Peitschenschligen weitertanzt. Khnliche
Fragestellungen treten aber durchaus auch
z.B. bei Satelliten mit
begrenzter Funktionsdauer, auf. Man kann
sich in solchen Fdllen oft dadurch helfen,
daB nicht die Stabilitit allgemein, son-
dern der Stabilit#tsgrad untersucht wird.

in der Technik,

Bei einigen der zuvor erwdhnten globalen
S#tze zum Stabilititsverhalten linearer
Systeme wird als notwendige Voraussetzung
die positive Definitheit der Rayleighschen
Funktion R nach (8) verlangt. Das bedeutet
physikalisch, daB die Bewegung eines
Systems in allen Freiheitsgraden geddmpft
sein muf und keine ungedimpften Teilschwin-
gungen auftreten. Nun bietet aber gerade
die Raumfahrt Beispiele dafiir, daf wegen
der extremen Bedingungen im Weltraum ge-
wisse Teilkoordinaten praktisch ungeddmpft
sind. In derartigen Fidllen wird die
Rayleighfunktion semidefinit. Es interes-
siert dann, ob man nicht trotzdem noch zu
einem insgesamt geddmpften System kommen
kann. Eine Antwort auf diese Frage ist
pP.C. Miller [9] zu verdanken. Er konnte
zeigen, da® ein System nach (7) mit ¥ = O
und positiv semidefiniter Rayleighfunktion
R stets dann asymptotisch stabil ist, wenn
das System !

(9) M% +Gzx +Ka=Du
vollstindig steuerbar im Sinne der Rege-
lungstheorie ist. Die Grdfe u fungiert da-
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bei als Stellvektor, durch den das zu
regelnde System beeinfluBt wird. Ein System
wird als vollstidndig steuerbar bezeichnet,
wenn jeder zul#ssige Zustand - gegeben
durch ein Wertepaar z, = - in endlicher
Zeit von jedem anderen zuldssigen Zustand
aus erreicht werden kann. Man bezeichnet
eine Ddmpfung, die dieser Bedingung gentigt,
als "durchdringend". So wie die vollstén-
dige Steuerbarkeit das Durchdringen der
Steuerimpulse zu allen Freiheitsgraden des
Systems verlangt, so mﬁB die D&mpfung zu
allen Bewegungsformen des Systems durch-
dringen, wenn insgesamt asymptotische Sta-

bilit4t vorhanden sein soll.

Auf die zahlreichen Arbeiten zur Frage
der Auswirkung nichtkonservativer Lage-
kréfte auf das Bewegungsverhalten von
Systemen kann iéh hier nicht eingehen und
méchte nur erwihnen, daR wichtige Ergeb-
nisse hierzu #. Ziegler [10], M. Frik [11]
und P.C. Midller [12] zu verdanken sind.

Auch das Problem der aktiven D&mpfung
sowie die damit zusammenhingenden Fragen
der Optimierung des Bewegungsverhaltens
von Mehrkdrpersystemen muf ich hier aus-
klammern. Fiir lineare Systeme hat die
Theorie der Optimierungen- inzwischen ei-
nen hohen Grad von Vollkommenheit erreicht.
Sie wurde durch Einfilhrung des Begriffs
"Optimalititsgrad" - d.h. einer Art Wir-
kungsgrad der Optimierung - durch
W. Schiehlen und K. Popp [13] um eine neue
Fragestellung bereichert, die gerade flr
aktive Systeme interessant ist.

Die modernen Methoden der allgemeinen
Systemtheorie, die zumindest zum Teil
auch als Abfallprodukte der Raumfahrt an-
gesehen werden kdnnen, sind im Lauf der
letzten Jahre erfolgreich auf konkrete
Probleme wie Satelliten und Raumfahrzeuge,
schnellaufende Rotoren und Zentrifugen,
Fahrzeuge und Getriebe angewendet worden.
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4.3. Spezielle Didmpfungseffekte
Bei aller Freude iliber den inzwischen

erreichten hohen Stand der Erkenntnisse
auf dem Gebiet der MehrkOrpersysteme darf
nicht verschwiegen werden, daf es immer
noch wichtige Fragen gibt, filir die bisher
keine befriedigenden Antworten gefunden
wurden. Lassen Sie mich das an zwei Bei-

spielen erliutern, die sich beide auf
D&mpfungs- oder Reibungsfragen beziehen.

Sie alle haben gehdrt, daB sich die
ersten Satelliten, die durch Drall um die
lange Achse, also die Achse des kleinsten
Haupttrigheitsmoments, stabilisiert wurden,
{iberraschenderweise liberschlugen, so daB
sie nach lingerer Zeit nur noch um die
kurze Achse, also die Achse des grdften
Haupttrigheitsmoments, rotierten. Als Ur-
sache flir diese Energielibertragung der
Drehbewegung von der langen auf die kurze
Achse wurde die innere Ddmpfung des Satel-
liten erkannt. Wegen der Abwesenheit HuBe-
rer Momente im Weltraum bleibt der Drall
des Satelliten erhalten, die Energie nimmt
jedoch infolge der inneren D&mpfung ab.
Also stellt sich der Satellit im Lauf der
Zeit in einen solchen Zustand ein, daf bei
gleichbleibendem Drall die Drehenergie ein
Minimum ist. Das aber ist bei Drehungen
um die Achse des grdfRten Haupttridgheits-
moments der Fall. Eine N#herungstheorie
dieses Effekts 18Rt sich mit der heuristi-
schen Annahme aufstellen, daf die kineti-
sche Energie des Systems nur abnehmen kann:
T < 0 (siehe z.B. [14]). Diese Theorie er-
gibt, daB® - abweichend vom Verhalten des
starren K8rpers - auch Drehungen um die
Achse des kleinsten Hautptrigheitsmoments
instabil sind. Natiirlich hat man versucht,
den Mechanismus der Energieabnahme konkre-
ter zu erfassen, indem man bewegte Teil-
massen, elastische Elemente oder Fluide im
Innern des Satelliten angenommen hat. Da-
mit aber kommt man letztlich wieder auf
Mehrkdrpersysteme, wie sie zuvor bespro-
chen worden sind.
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Eigenartige Reibungseffekte sind auch an
kardanisch gelagerten Kreiseln beobachtet
und berechnet worden. Ich muf mir jedoch
versagen, auf diese Dinge n#her einzugehen,
und m8chte Ihnen statt dessen durch Ver-
suche mit einem primitiven Einkdrpersystem
zeigen, daB sogar in diesem einfachen Fall
noch Gedankenarbeit investiert werden muB,
um die Phdnomene v&llig zu verstehen. Ich
méchte Ihnen die sogenannten "Keltischen
Wackelsteine" vorfilhren, die im klassischen
englischen ScHrifttum als "Celts" bezeich-
net werden. Es handelt sich dabei um Steine,
also starre Kdrper mit konvexer Oberfl&che
und unregelm#ifiger Gestalt, die ein sehr
merkwilrdiges Stabilititsverhalten zeigen:
Wenn man die auf horizontaler Unterlage
liegenden Steine um die vertikale Achse
in Drehung versetzt, dann stellt man fest,
daR die Stabilitdt dieser Drehung seltsa-
merweise vom Drehsinn abh#ngt. Es gibt
Steine, die rechtsdrehend stabil und links-
drehend instabil sind - und umgekehrt. Man
kann nachweisen, daB diese Effekte stets
dann auftreten, wenn die Trigheitshaupt-
achsen der Steine nicht mit den Hauptkrim-
mungsrichtungen der Oberfliche am Auflage-
punkt iUbereinstimmen. Bei den hier vorge-
filhrten Modellen wurde dies durch Anbrin-
gen von kleinen Bleigewichten erreicht.

Man kann weiter zeigen, daB der Effekt bei
v6llig glatter Unterlage nicht auftritt.
Dagegen 148t er sich flir den anderen Grenz-
fall einer rauhen Unterlage, also bei rei-
nem Rollen, qualitativ aus den Bewegungs-
gleichungen bestitigen. Die wirklichen
Reibungsverhiltnisse zwischen Stein und
Unterlage liegen mit Sicherheit zwischen
den beiden Extremen. Dafiir aber ist bis
heute noch keine v8llig befriedigende
Theorie gelungen. Untersuchungen, die in
letzter Zeit dariiber angestellt worden
sind [15], deuten darauf hin, daB auch
hier Spureneffekte beziliglich der kleinen
Reibung vorhanden sind, wie sie &hnlich
von Ziegler beschrieben wurden.
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5. ABSCHLIESSENDES

Vielleicht werden Sie dieses primitive
Beispiel bel#cheln, da wir uns doch hier
mit komplizierten theoretischen Problemen
von Mehrkdrpersystemen beschidftigt haben.
Aber kdnnen wir denn sicher sein, daB die
Reibungs- und D&mpfungsverhdltnisse bei
Satelliten oder kompliziert gelagerten
Rotoren einfacher sein werden? Die Spiele-
rei mit den Wackelsteinen scheint mir ge-
eignet zu sein, vor allzu groRBem Stolz zu
warnen, Stolz dariiber, wie wir es doch so
herrlich weit gebracht. Und ich bin fest
davon illberzeugt, daR Ludwig Prandtl, s#iRe
er jetzt hier unter uns, meine Absicht
verstehen und mir verzeihen wirde. Zu mei-
ner Rechtfertigung darf ich Theodor von
K&rmén zitieren, der in seinem Buche "Die
WirbelstraBe" [16] iber Prandtl folgendes
schreibt:

"Prandtl war ein Mann voll merkwiirdiger
Kontraste: ein anspruchsvoller und begab-
ter Wissenschaftler und ein grofartiger
Lehrer auf einer persdnlichen Basis und
dabei doch so naiv und kindlich in seinem
Benehmen. Er konnte zum Beispiel in einem
Laden nicht an einem Spielzeug vorbeigehen,
ohne es neugierig zu betasten, und ein-
fache Zaubertricks konnten ihn fesseln.

Bei einer Gesellschaft wollten die Géste
einmal zum SpaR Prandtls bekannte Vorliebe
fiilr Spielzeuge auf die Probe stellen. In
einer Ecke des Zimmers stellte jemand ei-
nen Kinderkreisel so auf, daR er gleigh
ins Auge fiel. Alle warteten auf Prandtls
Ankunft, um zu sehen, ob der Professor
die Erwartungen erfilllen und direkt auf das
Spielzeug zugehen wiirde. Er enttduschte
sie nicht. Als er das Zimmer betrat und
den Kreisel sah, hatte er kein Interesse
mehr fir irgend etwas oder irgend jemanden
in dem Zimmer. Es dauerte fast eine halbe
Stunde, bis er merkte, daf sich die Giste
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um ihn geschart hatten und alle sich an
Prandtles kindlicher Versunkenheit weideten."

ibrigens ist mir selbst ein anderes Bei-
spiel noch in lebhafter Erinnerung fiir
diese Fihigkeit Prandtls, sich v6llig Ex-
perimenten hinzugeben, und seien es auch
Gedankenexperimente. Und da ich bisher die-
se Episode in den an verschiedenen Stellen
niedergelegten Erinnerungen an Ludwig
Prandtl nirgends erwdhnt gefunden habe,
m8chte ich sie gern berichten: Es geschah
in einer Vorlesung iiber "Ausgew#hlte Kapi-
tel der Strdmungslehre" etwa um 1936, daB
Prandtl, wie h#ufig, wdhrend des Vortrags
von einem pl&tzlichen Einfall bedréngt,
an der Tafel mehr oder weniger laut zu
denken anfing und stdndig schreibend den
Er
war ganz der Tafel zugewandt und steigerte
sich dabei in immer fliichtiger hingeworfe-

Gedankenblitz zu fixieren versuchte.

ne Zwischenrechnungen. Kreide und Lappen
traten etwa gleichberechtigt in Funktion.
Als es schlieBlich gar nicht so, wie viel-
leicht erhofft, klappen wollte, strich
Prandtl pldtzlich mit deutlichen Zeichen
der Ungeduld das zuletzt Hingeschriebene
mit dicken Strichen kreuzweis durch und
begleitete diese energische Geste mit ei-
nem drgerlichen "Ach Quatsch". Danach:
absolute Stille im HOrsaal. Jetzt erst
schien er sich zu erinnern, daf auch noch
Hbrer anwesend waren. Langsam - wie ein
auf verbotener Tat ertappter Bub - drehte

er sich zu uns um, sah uns etwas betroffen

an und sagte leise: "Entschuldigen Sie
bitte das Wort 'Quatsch'." Nach einigen
Umschaltsekunden ging die Vorlesung dann

normal weiter.

Mit diesen nichtfachlichen Bemerkungen
hoffe ich meine Spielerei mit den Wackel-
steinen ausreichend begriindet zu haben.
Mir kam es auch darauf an, den Eindruck zu
vermeiden, daR bei den Mehrkdrpersystemen
im Zeitalter der GroRrechenanrlagen alles
nur noch Routine sei. Im Gegenteil, gerade
moderne Probleme der Raumfahrt haben hier
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Liicken aufgezeigt, die es noch zu fiillen
gilt. Das simple Beispiel mit den Wackel-
steinen sollte vielleicht auch verdeutli-
chen, daB wir, um dabei voranzukommen,
neben solidem fachlichen Handwerkszeug
noch zweierlei brauchen kdnnen: Neugier
und Bescheidenheit - beides Eigenschaften,
die uns Ludwig Prandtl in so liebenswert-
menschlicher Weise vorgelebt hat.
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ber g 1 e h-t

Es wird iilber neuere Ergebnisse der all-
gemeinen Theorie von Mehrkdrpersystemen
sowie {iber die sich daraus ergebenden Pro-
blemstellungen berichtet. Am Beispiel des
Prandtl-Rades wird gezeigt, daR die auch
fiir Satelliten wichtige Frage der Stabili-
tit von Drehungen um die Hauptachse erheb-
lich vielseitigere L&sungen zuldRt, als
dies von dem einzelnen starren Kdrper her
bekannt ist. Das Beispiel des Gyrostaten
wird dazu verwendet, den Ubergang vom Ein-
zelkdrper zum Zweikdrpersystem zu verfol-
gen. Dazu werden die Ver#nderungen von Pol-
kurven auf dem Energie-Ellipsoid in Abhén-
gigkeit vom Drall des Gyrostatenrotors be-
trachtet. Bei allgemeinen Mehrkdrpersyste-
men interessieren Fragen der Bewegungs-
gleichungen, der Stabilit#t von L&sungen,
der passiven und aktiven D&mpfung sowie
der Optimierungen, sowohl als Parameter-
In .der
Stabilitdtstheorie haben qualitative Metho-
Obwohl auf den
genannten Gebieten vieles erarbeitet und

wie als Struktur-Optimierungen.

den an Bedeutung gewonnen.

erreicht worden ist, sind noch mehr
Probleme aufgeworden worden und warten

auf LOsung. Als durchsichtiges Beispiel
fir ein noch nicht v81llig beherrschtes
Problem wird das Verhalten der "Keltischen
Wackelsteine" erwdhnt.

Summarzry

New results in the field of a general
theory of multibody systems are presented
and some relating problems are discussed.
Using the Prandtl wheel it is shown that



26 K. Magnus,

the problem of the stability of rotations
about the principal axis, which is also
important for satellites, admits consid-
erably more types of solutions, than the
well-known single rigid body. The example
of the gyrostat is used to show the
transition from a single body to a two-
body system. For this purpose the changes
of pole curves on the energy ellipsoid
are considered as a function of the
rotational speed of the gyrostat rotor.
In the case of general multibody systems,
problems of the equations of motion, of
the stability of solutions, of passive
and active damping and of optimizations,
as well parameter as structure optimizat-
ions, are of interest. Though plenty of
results have been achieved in the
mentioned fields, still more problems
have been detected and wait for solutions.
As an exampie for a problem not yet fully
theoretically understood the behaviour of
the "Celtic rocking stones" is mentioned.

R é& 8 umé

L'étude concerne les résultats récents
de la théorie générale des systémes &
corps multiples attelés élastiquement ainsi
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que les problémes qui en résultent. On
l'aide de l'exemple de la roue

~

démontre a
Prandtl que le probléme de la stabiliteé
des rotations autour des axes principaux,
qui est également important pour les
satellites, permet des solutions consideéer-
ablement plus complexes que celles rela-
tives au corps unique rigide connues
jusqu'd ce jour. A titre d'exemple, on
utilise le gyrostat pour observer la
transposition de la solution du corps
unique au systéme 4 deux corps. A cet
effet, on tient compte des variations des
courbes polaires sur 1l'ellipsoide
d'energie en fonction du moment cinétique
du rotor du gyrostat. Dans le cas des
corps multiples on s'intéresse

~

systgmes &
aux problémes concernant les équations de
mouvement, 4 la stabilité des solutions

de ces équations, aux amortissements
passifs et actifs ainsi qu'a leur
optimisation, tant en ce qui concerne les
paramétres que les structures. Dans la
théorie de la stabilité, les méthodes
qualitatives ont pris de 1'importance
bien qu'on ait obtenu de bons résultats
grice aux travaux effectués sur les sujets
mentionnés; plusieurs autres problémes

se sont présentés et attendent leur
solution. Pour un probléme non encore
entiérement résolu on cite en exemple
frappant le comportement des "Pierres
oscillantes celtiques".



