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B e i t r i i g e  z u r  K i n e t i k  d e s  K u r v e n k r e i s e l s *  

Von K. Magnus 

Ubersicht: Fiir den an einer materiellen Kurve entlang geftihrteil Kurveilkreisel werden die znr Berechnung 
notwendigen Ailsgangsgleichungen zusammengestellt, und es wird gezeigt, wie das Verhalten in den 13ewegungs- 
phasen Rolleil, Gleiten uild Ireie Nutation ermittelt  werden kann. Dabei werden angekoppelte Zusatzmassen 
sowie die Ver~nderlichkeit der Eigendrehuilg des Kreisels beracksichtigt. An einfachen Beispieleil yon Ftih- 
ruilgskurven werden die m6glichen Erscheinungen demonstriert. Bemerkenswert ist dabei, dab die I~riterieil 
far das Auftreten einer Gleitphase oder einer freien Niltation nicht yon tier Schnelligkeit der Kreiseldrehilng, 
also such nicht yon der Geschwindigkeit der Fiihrungsbeweguilg abhSmgen. Bei Bewegungsphasen mit  freier 
Nutation treten stets ailch St6ge auf, die mit den angegebenen Gleichungen berechilet werden k6nnen. 

Summary: The equations for the behaviour of a tracking-gyro are statedj and it is shown how to determiile 
the different modes of motion: rolling, sliding and free nutational motion. Additioilai masses coupled to the 
gyro as well as variations of rotational speed are taken into account. For some simple examples of tracking 
curves the possible effects of motion are demonstrated. A remarkable result is the fact tha t  the criteria for either 
sliding motion or free nutational motion do not depend oil the gyros rotational speed, and consequently not on 
the speed of the tracking motion. In cases with free-motion modes shocks always occur which can be calculated 
from the given equations. 

1. Einfi ihrendes 

Der Kurvenkreisel ist ein Spielkreisel, dessen ver l inger te  Achse an einer materiell ausge- 
fiihrten Kurve abrollt. Die dabei auftretenden Kreiselmomente pressen die Achse gegen die 
Kurve, so dab die Achse fast beliebigen Krtimmungen der Kurve zu folgen vermag. Im klassi- 
schen Kreiselschrifttum [z. B. l, 2, 3] wird der Kurvenkreisel meist nur als Kur ios i t i t  erw~ihnt. 
Sein Verhalten wird zwar an Hand der Formel fiir das Kreiselmoment gedeutet,  jedoch sind 
kaum genauere Analysen durchgefiihrt worden. Als wesentliches Ergebnis einer Theorie des 
einfachen, aus einem rotat ionssymmetrischen starren K6rper bestehenden Kurvenkreisels 
findet man [4] : ein abgeplat teter  Kreisel kann beim Abrollen beliebig gekrtimmten Kurven,  
sogar scharfen Ecken der Fiihrungskurve folgen, ohne dab die Achse den Kontak t  zur Kurve 
verliert;  ein gestreckter Kreisel kann beim Umlaufen yon Ecken vortibergehend den Kontak t  
verlieren, l~uft aber nach einem mehr oder weniger grogen Nutationsbogen wieder an der 
Fiihrungskurve welter. 

Vor kurzem wurden nun yon Mansour und Pavlov [5] einige technische Anwendungen des 
Kurvenkreisels vorgeschlagen. Es wurde zugleich eine Theorie der verschiedenen m6glichen 
Bewegungsformen sowie eine Computer-Analyse fiir einige spezielle Fiihrungskurven gegeben. 
Neu gegentiber friiheren Untersuchullgen sind dabei vor allem zwei Punkte  : d e r  Kreisel wird 
sis kardanisch gelagert angenommen, so dab die Tr~igheit der Rahmen berticksichtigt werden 
kann ; aul3erdem wird neben dem Rollen der Achse an der Kurve such ein Oleiten oder voriiber- 
gehendes Verlassen der Kurve, d. h. freie Nutationsbewegung, zugelassen. Es bleiben jedoch 
noch wichtige Fragen offen, so dab eine genauere Untersuchung sinnvoll erscheint. Deshalb 
soil im folgenden eine Erg~inzung sowie eine Prizisierung der Theorie in einigen Detailfragen 
gegeben werden. Dabei soll vor allem die Annahme einer konstanten Absolutdrehgeschwindig- 
keit des Kreisels um seine Symmetrieachse fallen gelassen werden, da sie wenig realistisch ist. 
Augerdem soil hier der Versuch gemacht werden, das physikalische Geschehen durch Betrach- 
ten spezietler Einzelf~ille durchsichtiger und damit verst~indlicher zu machen, als dies mit Hilfe 
yon elektronisch berechneten L6sungskurven fiir allgemeinere F~ille m6glich ist. Insbesondere 
sollen dabei die Oberg~inge zwischen den Bewegungsformen Rollen, Gleiten und freie Nutat ion 
an Beispielen gezeigt werden. 
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2. Ausgangsbeziehun~en fiir eine allgemeine Theorie 

Hier sollen zun~tchst die theoretischen Unterlagen zusammengestellt und der Weg fiir die 
Auswertung aufgezeigt werden. Konkrete Beispiele werden anschlieBend in Kap. 3 behandelt. 

2.1 Grundannahmen und Bezeichnungen 

Es soll ein kardanisch gelagerter Kreisel mit symmetrischem Rotor betrachtet werden, 
dessen verlSngerte Rotorachse mit einer starren Kurve in Kontakt sein kann (Abb. a). Zum 
Beschreiben der Bewegungen werden die KardanwJnkel a, fl, 7 verwendet, die die Relativdre- 

Abb. 1. Kardanisch gelagerter Kurvenkreisel 

hungen des AuBenrahmens (Index A) gegentiber dem Gestell, des Innenrahmens (Index I) 
gegentiber dem AuBenrahmen und des Rotors (Index R) gegentiber dem Innenrahmen angeben. 
Es wird angenommen, dab die Tr~igheits-Hauptachsen yon AuBenrahmen, Innenrahmen und 
Rotor in der Normalstellung (fi ---- o) zusammenfallen. Die Haupttr~tgheitsmomente werden mit 
A e = B n, C•; A z, B z, CZ; A A bezeichnet. Der Kreisel wird als astatisch angenommen, d. h. der 
Schwerpunkt soll mit dem gemeinsamen Schnittpunkt von Rotor- und Rahmenachsen (Fix- 
punkt) zusammenfallen. Lagerreibungen werden vernachl~ssigt. 

Die Fiihrungskurve wird als r~iumlich feststehend betrachtet. Ihre Projektion auf eine 
Kugel um den Kreiselfixpunkt werde durch 

/(~, #) = o ( 1 )  

beschrieben. Im weiteren wird angenommen, dab alle Punkte der Fiihrungskurve den kon- 
stanten Abstand s vom Fixpunkt haben. Bei Kurven, die dieser Bedingung nicht geniigen, 
ergeben sich keine prinzipiellen Schwierigkeiten ; es sind lediglich kompliziertere geometrische 
Beziehungen zu beriicksichtigen. 

2.2 Kinetisehe Gleichungen 

Zur Aufstellung der Bewegungsgleiehungen werden die Lagrangeschen Gleichungen zweiter 
Art 

d(OT)  OT 
G G --  G (q~ = ~, ~, #, v) (2) 
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. , , / / / / / ~  

Abb. 2. Abrollen des Stiftes an der Ffihrungskurve 

verwendet, in denen sich die verallgemeinerten Kritfte Q~ aus den Komponenten F N (Normal- 
kraft) und F R (Reibungskraft) tier Kontaktkraf t  zwisehen Stiff (verl~tngerte Kreiselaehse) 
und Ftihrnngskurve wie folgt ergeben (s. Abb. 2); 

Q~ = (F N sin ~0 -}- F R cos 9) s cos/3, / 

Q~ -- ( - -F  N cos ~ + F R sin qJ) s ,  / (3) 

Qr = --  rFR"  

Darin ist 9 der Neigungswinkel der Kurve, auf der die Stiftmitte gefiihrt wird. Mit der kine- 
tischen Energie 

T ---- ~ {&2 [A cos 2/3 q- (A a -~ C l) sin z/3] -~ f12 B -~ co 2 C R } .  (4) 

wobei 
w = o)a R = ~) + s sin/3 (5) 

die Absolutdrehung des Rotors um seine Symmetrieachse ist, und aul3erdem die Abkiirzungen 

A = A R + A z + A n , B = B R + B z (6) 

eingeffihrt wurden, erh~tlt man aus (2) die Bewegungsgleichungen: 

[A cose/3 + (A a -j- C I) sin2 flJ -- &ft. 2 sin/3 cos/3 (A R + A • - -  C I) -k 

+ f t .  CRo) cos/3 q- &C R sin/3 = Q~, 
(7) 

fib + s s inf icosf l  (A R + A I -- C I) -- s  C%~cosfl = Q/~, 

~bC R = Q ,  �9 

Diese Gleichungen reichen bereits aus, die freien Nutationen des Kreisels auszurechnen, bei 
denen kein Kontakt  zwischen Stiff und Ftihrungskurve vorhanden ist (F N = F R --- o, Q~, = 
= Qo = Qv = o). Fiir Bewegungszustgnde, bei denen der Stiff die Ftihrungskurve bertihrt, 
mtissen weitere kinematische Beziehungen berticksichtigt werden. 

2.3 Kinematische Gleichungen 

Bei gegebener Funktion /(a, fl) yon (1), dutch die die Ffihrungskurve fiir die Stiftmitte 
bezeichnet werden soll, findet man far die Ableitung 

U~ = - atlO~ (8) 
und daraus mit 

v~ = as  cos/~ ; v e = / ) s  (9) 
den Winkel ~0 aus 

tan q~ . . . . . .  (lO) v~ ~ cos/~ ~' cos/~ 

Wenn Kontakt  zwischen Stift und Ftihrungskurve vorhanden ist, gilt stets 

s = ~'/3. (11) 
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Bei Abrollen des Stiftes gilt aul3erdem ffir die Geschwindigkeit der Stif tmitte v = re), folglich 

v, = re) cos 9), vr ---- re) sin 9). 

Mit (9) und (lO) folgt daraus 

ro)~' rro (12) 
a = + ' fi  = + 

2.4 Bewegungen bei abrollendem Stift  

Die bisher angegebenen Gleichungen mtissen noch durch eine Reibungsbeziehung erg~tnzt 
werden. Bei abrollendem Stift gilt nach Coulomb 

F R ~ [zF N (13) 
mit dem Reibungsbeiwert #. 

Damit stehen ausreichend viele Beziehungen ftir die Berechnung der Bewegungen des 
Kurvenkreisels im Rollzustand zur Verfiigung. Ihre Auswertung wird vor allem durch die 
Tatsache ersehwert, dal3 die absolute Winkelgeschwindigkeit des Rotors co wegen (7/3) night 
konstant  bleibt, wenn _F R 4= o ist. Man geht deshalb zweckmSA3igerweise so vor, dab das Glied 
mit  rb in (7/1) mit Hilfe yon (7/3) und (3/3) eliminiert wird. Nach Einsetzen yon (3) in (7) folgt 
dann 

L1 --  ~ [A r + (A n + C ~) sin~/51 -- a~. 2 sin/5 cos/5 (A R + A  I -- C') +fiCRo)eos/5 = ] 

= FNs sin ~ cos/5 + F~ (s cos ~ cos/5 q- r sin/5) ' / ( (14) 

L 2 = / S B  + h~ sin fi cos/5 (A R q- A ~ -- C • --  ~.  CRw cos/5 = -- FNs cos 9 + FRs sin 9 �9 ] 

Dabei sind die linken Seiten abkiirzend mit L 1 and  L 2 bezeichnet worden. Die AuflSsung von 
(14) nach den Kraf tkomponenten  ergibt : 

F N = ~- L 1 sin ~ --  L 2 cos 9) cos/5 + sin/5 , F R = ~- [L 1 cos 9) + L~ sin 9) cos/31 �9 (15) 

Der Gang der Auswertung dieser Beziehungen, der sich selbstverst~ndlich anch als Computer- 
programm formulieren l~Bt, ist folgender: Mit Anfangswerten ftir ~,/5, co wird aus (8) a' und 

aus (lO) 9) berechnet.  Damit folgen aus (12) die Winkelgeschwindigkeiten & und fi, dutch deren 
Integrat ion dann neue Werte ftir a und/3 erhalten werden. In einer Rechenschleife werden 

damit  neue Werte fiir & und/J  und daraus 3~ und fi berechnet.  Je tz t  kSnnen L 1 und L 2 aus (14) 
best immt und in (15) eingesetzt werden. Ftir die so erhaltenen Werte / ;R und F N wird geprtift, 
ob (13) erftillt ist. Ist dies der Fall, dann befindet sich das System tats~chlich im Rollzustand. 
Ist dagegen ffir die nach (15) errechneten Wer te / ;R  ~ #FN, dann kann kein Rollen vorliegen. 
Die Rechnung muB dann unter  der Annahme eines Gleitzustandes so durchgeftihrt werden, 
wie es in Kap. 2.5 beschrieben wird. 

Schliel31ieh mug noch aus (7.3) mit (3.3) die GrSBe r5 ausgerechnet werden. Durch Inte- 
gration gewinnt man daraus einen neuen Anfangswert m fiir den n~tchsten Rechenschritt .  

Obwohl die hier zu verwendenden Gleichungen sehr kompliziert aufgebaut sind, ist das 
Auswerten far  den Fall des Rollzustandes nicht sehwierig, da keine Differentialgleichungen 
gelSst werden miassen. Sehwieriger wird die Auswertung dagegen fiir den Bewegungszustand 
des Gleitens. 

2.5 Bewegungen bei gleitendem Stift 

Anstelle der Ungleichung (13) muB jetzt  mit 

F R = # F  N = t an  ~F N (16) 

gerechnet werden, wobei hier kein Unterschied zwischen den Reibungsbeiwerten bei rollender 
und gleitender Bewegung gemacht werden soll. Es ist zweckm~Big, weiterhin den Reibungs- 
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winkel  ~ durch  t an  ~ = # einzuft ihren.  

Q~ --  ~ F ~ s  cos fl sin (9 + ~ ) ,  ] cos ~ ] 

Q~ = - ~ o ~  F N s  cos (9 + ~) ,  ] 

/ Q~ = - -  r ~ F  N . 

Andererse i t s  f indet  m a n  aus (7) un te r  Berf icks icht igung yon  (11) 

3~' [A ~os~ ~ + (A~ + C') sin~ ~] -- #~ 2~' sin ~ ~os ~ (A ~ + A ' 

~- Q~ - -  Qv s i n f i ,  

/~B + / ~ ' "  sin/3 cos t5 (A ~ + A • - -  C ~) - -  )~ 'CRco COS 15 = Q~. 

Mit (17) erh~lt  m a n  ftir die rech te  Seite yon  (18/1): 

Q ~ - Q ,  s i n 1 5 = - Q r  c ~  cosSinfl cos0 ] ( 9 9  + ~) 

D a m i t  l~13t sich (3) wie folgt u m f o r m e n :  

- C ~) + #C~m cos 15 / 

I 

(17) 

08) 

= - KQ~. (~9) 

Einse tzen  yon (19) mi t  der Abkt i rzung  K Iiir den Ausdruck  in eckigen K l a m m e r n  und  El imi-  
na t ion  yon Qr ergibt  aus (18) eine n ich t l ineare  Di f fe ren t ia lg le ichung ffir/3: 

)) {a' [A cos ~ fl + (A A + C x) sin ~ fl] + B K }  + fl~'a' sin fl cos 15 ( a ' K  - -  2) (A A @ A ~ - -  C ~) + 

+ ~ .  CR(D COS 15 (1 - -  a ' K )  = 0 .  (20) 

D a  co noch u n b e k a n n t  ist, mul3 eine wei tere  Gleichung ve rwende t  werden.  Man f indet  sie z. B. 
aus (18/2) mi t  (17) und  erh~l t  nach  E l imina t i on  yon  F•:  

do - -  CR sr/~ c~ e c o s  (9 + e) [Bf i  + ~2~'2 sin fl c~ 15 (AA + Az  - -  CI) - -  fl~'CRm c~ fll " -  (21) 

Durch  Auf16sen des gekoppe l t en  Sys t ems  der Dif ferent ia lg le ichungen (20) und  (21) gewinn t  
m a n  15(t) und  re(t). D a m i t  aber  lassen sich die sonst  noch  in teress ie renden GrgBen, z. t3. a aus 
(11) oder  F ~  aus (17/2) mi t  (18/2) durch  E inse tzen  b e s t i m m e n .  

3. Spezielle Fiihrungskurven 

Die im folgenden zu behande lnden  Spezialf~ille sind so ausgesucht  worden ,  dab  die be im  
Kurvenkre i se l  mSglichen Bewegungs fo rmen  an mSglichst  e infach zu be rechnenden  Beispielen 
gezeigt  werden  kSnnen.  FUr kompl iz ie r te re  F t i h rungsku rven  k a n n  m a n  durch  K o m b i n a t i o n  
der hier demons t r i e r t en  e infachen F~lle das  zu e r w a r t e n d e  Bewegungsve rha l t en  oft  schon 
qua l i t a t i v  t ibersehen. Auf  ]eden Fal l  s teh t  einer genaueren  Analyse  nach  der in Kap .  2 be-  
schr iebenen Methode  Ilichts im Wege.  

3.1 Meridian-  und  Bre i tenkre i se  

Wird  die S t i f tm i t t e  auf  einen M e r i d i a n  gef/ ihrt ,  dann  gil t :  ~ = const ,  de ----- ~ = o, 9) = ~[2. 

I m  Ro l l zus t and  gilt  fl = re)/s. Man k a n n  nun  zeigen, dab  - -  r icht ige  An iangsbed ingungen  vor -  

a t tsgesetzt  - -  co = const ,  und  dami t /~  = const ,  a l s o / ) ' =  o eine LSsung der  Grundgle ichungen  
ergibt .  Ta ts~chl ich  folgt dami t  aus (14) 

L 1 = - -  flCRo~ cos 15, L 2 = o ,  
n n d  aus (15) 

rwSC R 
F N = se , F R = o .  (22) 

Ing. Arch. Bd. 43, H. 2/3 (1974) 12 
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Dieses Ergebnis  ist unmi t t e lba r  e in leuchtend;  es sagt  aus, dab das auf die F i ih rungskurve  aus- 
geiibte Kre i se lmoment  sFar gleich dem P r o d u k t  aus dem Drall  CRco und  der Winkelgeschwin-  

digkeit /5 = rafts bei der F i ih rungsbewegung  ist. 

Bei F i ihrung  auI einem B r e i t e n k r e i s  ist fl = rio, /~ = / ~  = o, 9) = o. Hier  gibt  es eine 
L6sung mit  & = const  und  2i ----- o. Aus re) = &s cos fi f inder man  

s cos ~ " (23) 

Aus (14) folgt j e t z t :  

L 1 = o ,  L~ = &2 sin rio cosfio ( An + AI  - -  CX) --  &CR~o cos rio. 

Dami t  ergeben sich aus (15) mit  (23) die Kr~ifte: 

F N - -  s 2 CR-- - - r tans  fi0( A R +  A x - C x )  , F R = o .  (24) 

Mit rio = o, d. h. bei F i ihrung  l~ings des Aqua to r s  folgt daraus  wieder das Ergebnis  (22). Die 
Formel  (24) fiir Fzv kann  z. 13. dazu  verwende t  werden,  den opt imalen  Winkel/50 ftir eine Koller- 
miihle so zu bes t immen,  dab ein maximale r  Mahldruck erzeugt  wird. 

3.2 Schlitz in A q u a t o r r i c h t u n g  

Es sei ein Schlitz in R ich tung  des Aqua to r s  (Abb. 3) angenommen ,  dessen Brei te  d den 
Durchmesser  2r des Stifles nur  wenig i iberschrei tet  : 

d ---- 2(r + e) . (25) 

Die S t i f tmi t te  bewegt  sich danI1 im Bereich 

- -  flo < / 3  < fi0 mi t  fl0 = Z ~ 1 .  (26) 
8 

Dami t  l~tl3t sich die Berechnung  vereinfachen,  da man  sich im Grenzt ibergang e --> o m i t  einer 
Bert icksicht igung der Glieder mi t  den in e niedrigsten Po tenzen  begniigen kann.  

Der Bewegungszus t and  kann  in die Abschn i t t e :  Rollen 15rags der Geraden (oben oder 
unten)  und  F t ih rung  l~tngs der Halbkreise  vom Radius  e (fiir die St i f tmit te)  an den Schlitz- 
enden unter te i l t  werden.  Ftir die F i ihrung  l~ngs der Geraden kann  das Ergebnis  (22) unmi t te l -  
bar  i ibernommen werden.  Die U m k e h r  der Bewegungsr ich tung  an den Schli tzenden bedarf  
jedoch einer genaueren  Un te r suchung  (s. Abb.  4). 

Abb. 3- Fahrung des Stiftes in einem Schlitz 

/ 

. 

Abb. 4. Umlenken am Schlitzende 

Un te r  der A n n a h m e  reinen Rollens bewegt  sich die S t i f tmi t te  in jedem Augenbl ick  mit  der 
Geschwindigkei t  v = re). Da  anderersei ts  v = - -  @ gilt, ha t  man  

e ' 9 o = - - e d ~ o d t ,  c ~ = ~ o - - - - s i n g o ,  fi s C ~  (27) 
8 

W e n n  nun in erster  N~iherung ~o = co o -= const  angenommen  wird, dann  wird 

o ~ = - - c o s - - t ,  & - -  s i n - - t ,  = - - - - s i n - - t ,  - -  - - c o s - - t .  2 
~q C 88  g S 8 88  g 
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Beri icksicht igt  m a n  wei terhin  nur  die Glieder mit  der niedrigsten Po tenz  in e, dann  folgt aus 

(~4) 
L l m  A / i ,  

und  aus (15) 

F N -  A s i n  ~ t + B c o s  ~ - t  

B f i  ( 2 9 )  

r2~o2(B - -  A)  rco r~o 
F R = sin - -  t cos - -  t (3 o) 

8 8 2  ~ ~ " 

Wegen F N ~ o wird die F t ih rungskurve  nie verlassen. Die Re ibungskra f t  F R ha t  wechselndes 
Vorzeichen und  ergibt  ftir den gesamten  U m k e h r v o r g a n g  den Mittelwert  Null. Reines Rollen 
vorausgese tz t  wird der Stiff also die Um lenkku rve  mit  der gleichen Geschwindigkei t  verlassen, 
mit  d e r e r  e ingetre ten ist. J e t z t  bleibt  zu priifen, un t e r  welchen Bed ingungen  die A n n a h m e  
reinen Rollens zutr iff t .  Man erh~ilt aus (30) 

.F R (A -- B) sin ~o cos 9) 
F N - -  A sin29 + B cos~o " (31) 

Diese F u n k t i o n  ha t  in dem hier interessierenden Bereich Nullstellen ffir 9 = o, - -  ~/2, --  ~. 
Dazwischen liegen zwei E x t r e m w e r t e  bei 

A - - B  
c o s 2 q g - -  A +  B 

von  der GrSBe 
.F R ) A -- B 

ox,r. = 2 " ( 3 2 )  

D a n a c h  ergibt  sich als Bewegungszus t and  ftir 

A - - B  [ ~ # :  Rollen, 

2 A]/AB / )  # : partielles Gleiten. (33) 

U m  die A n n a h m e  eines k o n s t a n t e n  Wer tes  ftir o) zu iiberprtifen, soll die Schwankung  d~o 
w/ihrend des Umlenkvorganges  ausgerechnet  werden.  Mit (7/3), (3/3) und  (30/2) f indet  man  

O~, r rS~ A -- B tee~ t 
( 5 - -  c R  - -  c R F R - -  s2 * CR s i n - - s  cosV~~ t .  

Die In t eg ra t i on  ergibt  ttir die maximale  Schwankung  

2 ~s o 

f r2coo A -- B 
A~o = d~ dt  = 4s 2 c R  , 

o 

also 

% - -  \ T s ]  ~ ( 3 4 )  

D a  im al lgemeinen r ~ s  ist, wird dieser Wer t  augerordent l ich  klein. Fiir ein wirklich ausge- 
ftihrtes Modell be t rug  r = o,o2 s und  (A  - -  B ) / C  R = o,25, so dab dafiir Aco/o) = 2,5 �9 lo  -5 er- 
ha l ten  wird. Die A n n a h m e  co = c% erscheint  dami t  gerechtfer t ig t .  Es berei te t  jedoch keine 
grunds~ttzlichen Schwierigkeiten,  in einem weiteren Rechenschr i t t  auch die Ver~inderlichkeit 
yon  r mi t  zu beri icksichtigen.  

3.3 Schli tz in Mer id ianr ich tung 

Ganz en t sprechend  zu dem in Kap.  3.2 gezeigten Vorgehen k a n n  das Bewegungsverha l t en  
auch ftir einen in Mer id ianr ich tung ers t reckten Schlitz berechnet  werden.  Die rechnerische 
Durchf t ih rung  wird nur  dadurch  umst/ indlicher,  weil die , ,Bre i t enkoord ina te"  flo ftir den Mittel- 
p u n k t  des Umkehr -Halbkre i ses  bert icksicht igt  werden muB. Die Bewegung  in diesem Halb-  
kreis kann  mit  

s r~ + ~ r~ t ~o ~2 r~os t ,  a = a o - -  --s c o s - - s  t ' /5 ----/50 s sin - - s  (35) 
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berechnet werden. Man erh~ilt damit sowie mit der Abkfirzung re)/e = ~0 die Kraftkomponenten 

{ } y 
- -  B sin/~o s ing ,  , r2co e [A cos 2 t5 0 + (A A + C I) sin 2/~o] c~ ~v + B cos flo sins ~o + s 

F N = es (s cos/~o + r s in  flo s in ~o) (36) 

reco ~ [A cos e t50 + (A A + C 1) sin S fl0 - -  B cos/5o] s in ~o cos ~o 
F R = es (s cos/~o + r sin/~o s in ~o) 

Die Erffillung der Rollbedingung F R / F  y ~ # h/ingt jetzt  nicht nur von den Tr~tgheitsmomen- 
ten, sondern auch yon/~o ab. Sie kann in konkreten F~illen mit (36) leicht kontrolliert werden. 
Eine allgemeine Diskussion ffihrt zu setlr uniibersichtlichen Ausdriicken und soll hier nicht 
durchgefiihrt werden. Ffir rio = o, also Umkehren am Aquator, geht (36) in (30) fiber, nut  
sind A und B dabei vertauscht. 

3.4 Ftihrung in einer 9o~ 

An diesem Beispiel (Abb. 5) l~tl3t sich der (3bergang vom Rollen zum Gleiten, der Gleit- 
zustand sowie die Auswirkung der bei innerem Durchlaufen einer Ecke m6gliehen St6Be gut 
fibersehen. 

I 
I 
I 
I 
I 

~ - - @  . . . . .  

~ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ ~  

A b b .  5. Abro l l en  in  e iner  E c k e  

Die Ecke sei so gelegt, dab ftir die Stiftmitte beim Rollen l~tngs des horizontalen Schenkels 
fl = o gilt. Fiir die Geschwindigkeit in dieser ersten Phase gilt 

s = -$'gO0 ' /~1 = O .  (37)  

Bei Anlaufen der Ecke erfolgt ein StoB (Phase 2) derart, dab s = o wird. Wegen der kurzen 
Zeit des Stol3es brauchen nur die Beschleunigungen berticksichtigt zu werden, so dab aus (14) 

L 1 = A S ,  g 2 = B ~  (3 8) 

erhalten wird. Berficksichtigt man nun, dab der StoB in Horizontalrichtung wegen der Dre- 
hung des Stiftes zugleich mit einem ReibungsstoB nach oben verbunden ist, dann folgt, dab 
w/ihrend des StoBes ~o = z~/2 gesetzt werden mug. Damit folgt aus (16) 

A S  Bfi 
F N - -  F R - -  S ' S 

Die Integration tiber die StoBzeit A t  = t~ - -  t 1 ergibt 

 ,oo f 7 -  ( s 1 6 3  = - -  s s= ' F R d t - - = - s  2 - -  1 ) - -  -s " (39) 

W/ihrend des StoBes gleitet der Stiff an der Ffihrungskurve, so dab FR = -1-/*FN gilt. Man 
erh/ilt dann 

f F R dt  = iz[ f  F N dtl 

und damit aus (39) mit (37) 
s = 0 , r ~ laArw~ 

Bs (40) 
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Der ReibungsstoB ftihrt zu einer Verringerung Am der Drehgeschwindigkeit, die aus 

CR[o = - -  r F  R 

durch Integration und mit (39) und (4 o) zu 

- - ~ c R  ( 4 1 )  

berechnet werden kann. Auch dieser Wert wird im allgemeinen -- wie auch (34) -- klein sein. 
Ffir die Drehgeschwindigkeit nach dem StoB hat man co2 = COo -- Aco. 

Unmittelbar naeh dem Stol3 wird als drit te Bewegungsphase im allgemeinen ein Gleiten 

stattf inden. Wenn n~imlich/~2 nach (4 o) kleiner als die Rollgeschwindigkeit 
�9 r  

fl~" = s co2 (42) 

ist, dann muB das System durch die Reibungskr~ifte so lange beschleunigt werclen ( f i )  o), bis 
ein Rollen des Stifles m6glich ist. Zur Berechnung dieser Gleitphase soll/5 ~ 1, also cos/5 ~ 1 
und sin fl ~ / 5  angenommen werden. Man erh~ilt dann mit ~ = ~/2, ~' = 0 und K m  --1//z aus 
(2o) die Differentialgleichung 

-  c%fl = o .  (43)  

Sie hat  unter der Voraussetzung eines konstanten Wertes ftir co -- diese Annahme lgl3t sich wie 
zuvor auch zahlenm/iBig iiberprtifen -- in der drit ten Bewegungsphase die L6sung 

/~a =/~2 d/T" (44) 
mit der Zeitkonstanten 

B 
T~ -- ~cR~o . (45) 

Das Anwachsen der Winkelgeschwindigkeit/~a dauert an, bis/58 =/3~, nach (4 2) geworden ist. 
Das ist nach der Zeit 

~cR~o2 In ~Amo (4 6) 

der Fall�9 Ftir t ~ l~ rollt der Stiff dann mit  der Geschwindigkeit 

4 = - - ( D 3 ~  - -  092  $ $ 

weiter. Insgesamt kann also der Bewegungsvorgang in die vier Phasen: 1. Rollen, 2. Stol3, 

3. Gleiten, 4. Rollen zerlegt werden. Der Verlauf yon & und/~ hierftir ist in Abb. 6 skizziert. 

2 

, 1 I 

Abb. 6. Verlauf der Winkelgeschwindigkeiten ~ und fl beim Abrollen in einer Ecke 

Wenn/32 nach (4 o) gr6Ber als/3~r nach (4 2) ist, wenn also/zAco o > Bco 2 gilt, dann geht die 

Bewegung ohne Gleitphase vom StoB direkt in die Rollphase fiber (t 3 = o). Der Wert/32 nach 
(4 o) wird dann w/ihrend der Stol3phase nicht erreicht, weil die Reibungskraft F R nach Errei- 

chen des Wertes/~ =/J~, kleiner als der Maximalwert # F  N bleibt. 
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Der w~ihrend der Gleitphase zuriickgelegte Winkelweg fla l~Bt sich aus (44) durch Integration 
gewinnen : 

t a .  

fi = f f13 dt = Lfl  - 
o 

woraus nach Einsetzen yon (45) und (46) 

r 
fl(&) - svcR~,, ( B ~ -  #Ao~o) (47) 

erhalten wird. Wegen r[s ~ 1 wird auch dieser Wert klein bleiben, so dab die Annahme fl ~ i 
gerechtfertigt erscheint. 

Fiir den Fall, dab die Fiihrung l~ings der 9o~ mit der ]3ewegung in Meridianrichtung 
beginnt, werden vSllig entsprechende Ergebnisse erhalten, nur sincl A und B einerseits, a und 
fl andererseits zu vertauschen. 

3.5 Fiihrung um eine 9o~ 

Bei Umlaufen einer Ecke (Abb. 7) bleibt die ]3ahn des Stiftmittelpunktes knickfrei, sofern 
der Kontakt  zwischen Stift und Fiihrungskurve nicht abreiBt. Es ist jedoch m6glich, daB der 
Stilt  yon der Fiihrungskurve abhebt, so daB der Kreisel dann eine freie Eigenbewegung (Nuta- 

/ / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / /  

~d 

-',~ ~ fl 
I 

1 
I 

1 
Abb. 7" Abrollen um eine Ecke Abb. 8. Nutationsellipse der Stiftmitte bei Ireier Bewegung 

tion) mit  F R ---- F2v ----- o ausftihrt. 
~o ---- co 0 ---- const und mit fl ~ 1 aus (14) 

A ~  + C R @  = o ,  B / ~ " -  CRco& = o .  

Diese linearen Bewegungsgleichungen haben die L6sung 

a = a a sin r fl = flo + flA (COS COrOt -- 1) (49) 

mit flo = r/s, der Nutationsfrequenz 
cRr 

~o~ - g ~  (50) 

und dem Amplitudenverh/iltnis 

& - -  . (5*) 

Die L6sung (49) bedeutet,  daB die Stiftmitte eine Ellipse mit den Halbaehsen s~ A und sfla 
(Abb. 8) beschreibt. Ein Abl6sen des Stiftes v o n d e r  Fiihrungskurve unmittelbar nach Er- 
reichen der Ecke ist nur dann m6glich, wenn fiir den lokalen Kriimmungsradius der Nutations- 
ellipse im oberen Scheitelpunkt 

( SC~ A? 
oa-  s t i r >  r 

also 
a~ r 
f i t  > T = flo (52) 

Fiir eine derartige Bewegung folgt aus (3) und (7) zun~ichst 

(48) 
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gilt. Nun gilt ftir die Winkelgeschwindigkeit im oberen Scheitelpunkt 

O ~ m a  x ~ OCA(D N ~ - -  $ J 

woraus wegen (5o) 

~ AVS~ 
O ~ A -  s C R 

folgt. Unter  Berticksichtigung yon (51) findet man damit  aus (52) die von o unabh~ngige Ab- 
16sebedingung. 

B > c R . (53) 

Es sei -- ohne die Rechnung bier im einzelnen durchzuffihren --  bemerkt ,  dab ftir den Fall, 
dab die Ftihrungsbewegung in Meridianrichtung beginnt, anstelle yon (53) 

A > c R (54) 

erhalten wird. Ffir Ecken mit beliebiger Anlaufrichtung ~0 und in beliebiger Breite fl~ erh~lt 
man erheblich kompliziertere, yon 90, fi~ und den Tr~gheitsmomenten abh~ngige AblSsebedin- 
gungen. Die Ergebnisse (53) und (54) sind Verallgemeinerungen der ffir den einzelnen starren 
K6rper bekannten Tatsache, dab ein Abl6sen nur ftir Kreisel mit gestrecktem Tr~igheitsellipsoid 
mSglich ist. 

Bei einer Bewegung mit AbI6sung beschreibt die St if tmit te  die in Abb. 9 skizzierte Bahn. 
Insgesamt erh~tlt man ffinf Bewegungsphasen: 1. Rollen, 2. freie Nutat ion,  3. StoB, 4. Gleiten, 
5. Rollen. Jede dieser Phasen kann in der zuvor gezeigten Weise quant i ta t iv  berechnet wer- 

den. Der Verlauf yon d~ und/~ ist in Abb. lo skizziert. 

! 

r/ / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / /~ 7 
t 

s 

Abb. 9. Bahn der Stiftmitte bei teilweisem Abl6sen 
yon der Ftihrungskurve 

t . -  

. 3" 

Abb. lo. VerlauI der Winkelgeschwindigkeiten & und/} 
beim Abrollen um eine Ecke mit Abl6sung 

E s s e i  hier noch eine Betrachtung zur StoBphase 3 angeffihrt. Sie unterscheidet sich yon 
dem in Kap. 3.4 bet rachte ten StoB dadurch, dab das Auftreffen des Stifles auf die Ftihrungs- 
kurve schrRg erfolgt. Man erMlt  aus (49) 

a s  = ~ N  c o s  ~ t 3  = - ~ V 4  - ~o ~ L = - ~ a ~  s i n  ~ = - ~ m _ ~ o  
0r A 

Mit (50) und (51) sowie//o = rls folgt daraus 

= - ~ - d~ - �9 (55)  \ A1/~-]  ' ~ S 

Durch den StoB wird &, = o; daraus folgt 

f l F N d t  = -- aa~ = r~ ~ A  ( A B - -  CR') 
$ 
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In Meridianrichtung wird 

mit 

erhalten. Mit (55) hat  man daher 

Da die Rol!geschwindigkeit der Stif tmitte durch s/5 = re) gegeben ist, gilt ftir den Bewegungs- 
zustand nach dem StoB: 

~ / @  { ~ B  vortibergehendes Gleiten, 
C R + ff ( A B -  C R') (57) 

B Rollen. 

SchlieBlich soll noch untersucht  werden, was bei einer Bewegung ohne Abl6sen geschieht. Nach 
dem zuvor Gesagten ist das ftir einen , ,abgeplat teten" Kreisel -- im verallgemeinerten Sinne 

- -  der Fall. Die Bahn der Stif tmitte setzt sich jetzt  aus zwei, durch einen Viertelkreis verbun- 
denen Geraden zusammen. Ffir den Viertelkreisbogen gilt 

= dq cos cut ; /} = --  dq sin cot. (58) 

Mit den aus (15) folgenden Werten 

& = + C cu , = - -  (59) 

erh/ilt man dann wegen 9 = -- cut aus (16) 

F2 v =--@~ (C R + A sin s cut + B cos ~ cut), " F• = __d~lc~ (B -- A) sin cut cos cut . (60) 
8 8 

Als Rollbedingung ergibt sich daraus 

F ~  ( B -- A ) sin rot cos o)t [ 
= C R + A s in  s cot + B cos  I cot ~ #" (61) 

Der Vergleich mit dem bei einer Ftihrung auf dem kleinen Halbkreis an einem Schlitzende gel- 
tenden Wert (31) zeigt, dab ein Gleiten im Schlitz leichter erfolgen kann als bei Umlaufen einer 
Ecke. Tats~chlich erh~lt man flit (61) einen Ext remwer t  

- -  (62, 
extr. 2 V A B  + CR(A + B~ 

bei dem durch 
A - - B  

cos 2~v -- A + B + 2C R (63) 

gekennzeichneten Wert  von q~. Zur Veranschaulichung des Ergebnisses sei erwiLhnt, dab ftir 
das bereits erw~ihnte Kurvenkreiselmode11 die Zahlenwerte 

Gleichung (32) : extr. = 0 , 1 6 2  

Gleichung (62): ~ extr. 

erhalten werden. Da ff ~ o,3 angenommen werden kann (PVC-StiIt auf Aluminium), ist in 
beiden F~tllen kein Gleiten zu erwarten. 

Ing. Arch. Bd. 43, H. 2[3 (I974) 



K. Magnus: Beitr~ge zur Kinetik des Kurvenkreisels 157 

L i t e r a t u r  

1. Crabtree, I-I. : Spinning Tops and Gyroscopic Motion. London 1914, Kap. III.  Nr. 51 
2. Gray, A.: A Treatise on Gyrostatics and Rotational Motion. New York 1918, Kap. V, Nr. 7 u. 8 
3. Winkelmann, M. ; Grammel, R. : Kinetik der starren K6rper. ill , ,Handbuch der Physik" yon Geiger u. 

Scheel, Berlin 1927, Bd. V, Kap. 8, Nr. 4 ~ 
4. Magnus, K. : Kreisel, Theorie und Anwendungen. Berlin-Heidelberg-New York, 1971, Nap. 3.1.4. 
5. Mansonr, W. M.; Pavlov, D.: The Mechanism of Gyroscopic Tracking, ASME-Paper No. 71 --  Mech -- 

32/33, 1972 

Eingegangen am 8. Oktober 1973 

Professor Dr. Kurt  Magnus 
1)-8o35 Gauting 
Germeringer StraBe x 3 

Ing. Arch. Bd. 43, H. 2/3 (2974) 


