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Beitrage zur Kinetik des Kurvenkreisels *

Von K. Magnus

Ubersicht: Fiir den an einer materiellen Kurve entlang gefithrten Kurvenkreisel werden die zur Berechnung
notwendigen Ausgangsgleichungen zusammengestellt, und es wird gezeigt, wie das Verhalten in den Bewegungs-
phasen Rollen, Gleiten und freie Nutation ermittelt werden kann. Dabei werden angekoppelte Zusatzmassen
sowie die Verdnderlichkeit der Eigendrehung des Kreisels beriicksichtigt. An einfachen Beispielen von Fiih-~
rungskurven werden die moglichen Erscheinungen demonstriert. Bemerkenswert ist dabei, dafl die Kriterien
fir das Auftreten einer Gleitphase oder einer freien Nutation nicht von der Schnelligkeit der Kreiseldrehung,
also auch nicht von der Geschwindigkeit der Fiuhrungsbewegung abhingen. Bei Bewegungsphasen mit freier
Nutation treten stets auch StoBe auf, die mit den angegebenen Gleichungen berechnet werden koénnen.

Summary: The equations for the behaviour of a tracking-gyro are stated, and it is shown how to determine
the different modes of motion: rolling, sliding and free nutational motion. Additional masses coupled to the
gyro as well as variations of rotational speed are taken into account. For some simple examples of tracking
curves the possible effects of motion are demonstrated. A remarkable result is the fact that the criteria for either
sliding motion or free nutational motion do not depend on the gyros rotational speed, and consequently not on
the speed of the tracking motion. In cases with free-motion modes shocks always occur which can be calculated
from the given equations.

1. Einfiithrendes

Der Kurvenkreisel ist ein Spielkreisel, dessen verlingerte Achse an einer materiell ausge-
fithrten Kurve abrollt. Die dabei auftretenden Kreiselmomente pressen die Achse gegen die
Kurve, so daB die Achse fast beliebigen Kritmmungen der Kurve zu folgen vermag. Im klassi-
schen Kreiselschrifttum [z. B. 1, 2, 3] wird der Kurvenkreisel meist nur als Kuriositdt erwdhnt.
Sein Verhalten wird zwar an Hand der Formel fiir das Kreiselmoment gedeutet, jedoch sind
kaum genauere Analysen durchgefithrt worden. Als wesentliches Ergebnis einer Theorie des
einfachen, aus einem rotationssymmetrischen starren Korper bestehenden Kurvenkreisels
findet man [4]: ein abgeplatteter Kreisel kann beim Abrollen beliebig gekriimmten Kurven,
sogar scharfen Ecken der Fiithrungskurve folgen, ohne daB die Achse den Kontakt zur Kurve
verliert; ein gestreckter Kreisel kann beim Umlaufen von Ecken voriibergehend den Kontakt
verlieren, lauft aber nach einem mehr oder weniger grofen Nutationsbogen wieder an der
Fihrungskurve weiter.

Vor kurzem wurden nun von Mansour und Pavlov [5] einige technische Anwendungen des
Kurvenkreisels vorgeschlagen. Es wurde zugleich eine Theorie der verschiedenen moglichen
Bewegungsformen sowie eine Computer-Analyse fiir einige spezielle Fithrungskurven gegeben.
Neu gegeniiber fritheren Untersuchungen sind dabei vor allem zwei Punkte: der Kreisel wird
als kardanisch gelagert angenommen, so daBl die Trigheit der Rahmen beriicksichtigt werden
kann; auBerdem wird neben dem Rollen der Achse an der Kurve auch ein Gleiten oder voriiber-
gehendes Verlassen der Kurve, d. h. freie Nutationsbewegung, zugelassen. Es bleiben jedoch
noch wichtige Fragen offen, so dal eine genauere Untersuchung sinnvoll erscheint. Deshalb
soll im folgenden eine Erginzung sowie eine Prizisierung der Theorie in einigen Detailfragen
gegeben werden. Dabei soll vor allem die Annahme einer konstanten Absolutdrehgeschwindig-
keit des Kreisels um seine Symmetrieachse fallen gelassen werden, da sie wenig realistisch ist.
AuBerdem soll hier der Versuch gemacht werden, das physikalische Geschehen durch Betrach-
ten spezieller Einzelfélle durchsichtiger und damit verstdndlicher zu machen, als dies mit Hilfe
von elektronisch berechneten Losungskurven fiir allgemeinere Falle moglich ist. Insbesondere
sollen dabei die Ubergénge zwischen den Bewegungsformen Rollen, Gleiten und freie Nutation
an Beispielen gezeigt werden.
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146 K. Magnus: Beitrige zur Kinetik des Kurvenkreisels

2. Ausgangsbeziehungen fiir eine allgemeine Theorie

Hier sollen zunichst die theoretischen Unterlagen zusammengestellt und der Weg far die
Auswertung aufgezeigt werden. Konkrete Beispiele werden anschlieBend in Kap. 3 behandelt.

2.1 Grundannahmen und Bezeichnungen

Es soll ein kardanisch gelagerter Kreisel mit symmetrischem Rotor betrachtet werden,
dessen verldngerte Rotorachse mit einer starren Kurve in Kontakt sein kann (Abb. 1). Zum
Beschreiben der Bewegungen werden die Kardanwinkel «, 8, v verwendet, die die Relativdre-

Abb. 1. Kardanisch gelagerter Kurvenkreisel

hungen des AuBenrahmens (Index A4) gegentiber dem Gestell, des Innenrahmens (Index I)
gegeniiber dem AuBenrahmen und des Rotors {Index R) gegeniiber dem Innenrahmen angeben.
Es wird angenommen, daf3 die Trigheits-Hauptachsen von AuBenrahmen, Innenrahmen und
Rotorin der Normalstellung (8 = o) zusammenfallen. Die Haupttriagheitsmomente werden mit
AR = BE CR; AT, BY, CT; A4 bezeichnet. Der Kreisel wird als astatisch angenommen, d. h. der
Schwerpunkt soll mit dem gemeinsamen Schnittpunkt von Rotor- und Rahmenachsen (Fix-
punkt) zusammenfallen. Lagerreibungen werden vernachldssigt.

Die Fithrungskurve wird als rdumlich feststehend betrachtet. Ihre Projektion auf eine
Kugel um den Kreiselfixpunkt werde durch

e, p) = o (1)
beschrieben. Im weiteren wird angenommen, daf3 alle Punkte der Fiithrungskurve den kon-
stanten Abstand s vom Fixpunkt haben. Bei Kurven, die dieser Bedingung nicht geniigen,
ergeben sich keine prinzipiellen Schwierigkeiten; es sind lediglich kompliziertere geometrische
Beziehungen zu berticksichtigen.

2.2 Kinetische Gleichungen

Zur Aufstellung der Bewegungsgleichungen werden die Lagrangeschen Gleichungen zweiter
Art

i) -G w=aspy o
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Abb. 2. Abrollen des Stiftes an der Fithrungskurve

verwendet, in denen sich die verallgemeinerten Krifte Q, aus den Komponenten Fy (Normal-
kraft) und F, (Reibungskraft) der Kontaktkraft zwischen Stift (verlingerte Kreiselachse)
und Fiithrungskurve wie folgt ergeben (s. Abb. z);

Q, = (Fysing + Fypcosg)scosf,

Qp = (—Fycosg + Fpsing) s, (3)

Q= —7Fy.

Darin ist ¢ der Neigungswinkel der Kurve, auf der die Stiftmitte gefiihrt wird. Mit der kine-
tischen Energie

T:é{o‘c2 [4 cos? B + (44 + C)) sinzﬂ]+/§2B+w2 CRy. (4)

wobei
= of =y 4 &sin (5)
die Absolutdrehung des Rotors um seine Symmetrieachse ist, und auBerdem die Abkiirzungen
A = AR 4 47 4 44, B = BE + B (6)

eingefithrt wurden, erhilt man aus (2) die Bewegungsgleichungen:
& [A cos? B -+ (A4 + C¥)sin® B] — &B - 2 sin f cos f (A% 4- AT — CT) +
+B-CRwcosf + @CEsinf =0Q,,
BB + 62 sin fcos p (AR + AT — CT) — & CRwcos f=Qp, |
WwCE=qQ,.)

(?)

Diese Gleichungen reichen bereits aus, die freien Nutationen des Kreisels auszurechnen, bei
denen kein Kontakt zwischen Stift und Fithrungskurve vorhanden ist (FFy = Fp =o0,Q, =
= Qg = @, = 0). Fiir Bewegungszustinde, bei denen der Stift die Fithrungskurve beriihrt,
miissen weitere kinematische Beziehungen beriicksichtigt werden.

2.3 Kinematische Gleichungen

Bei gegebener Funktion f(x, §) von (1), durch die die Fithrungskurve fiir die Stiftmitte
bezeichnet werden soll, findet man fiir die Ableitung

s , offop

B T ew ®)
und daraus mit
U, = &S COS 3 ; vg = fs (9)
den Winkel ¢ aus
_w_ b
tan g = vy  &cosf  a’cosf (10)

Wenn Kontakt zwischen Stift und Fithrungskurve vorhanden ist, gilt stets

&=af. (11)
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148 K. Magnus: Beitrige zur Kinetik des Kurvenkreisels

Bei Abrollen des Stiftes gilt auBerdem fiir die Geschwindigkeit der Stiftmitte v = rw, folglich
U, = YW COS @ , vp = o sin g .

Mit (9) und (10) folgt daraus

roo! . )

—_ , _—— 12
s]/l—l—oc’2c052/3 ﬁ sVl + a2 cos? ( )

2.4 Bewegungen bei abrollendem Stift

Die bisher angegebenen Gleichungen miissen noch durch eine Reibungsbeziehung erginzt
werden. Bei abrollendem Stift gilt nach Coulomb

FR = HFN (13)
mit dem Reibungsbeiwert y.

Damit stehen ausreichend viele Bezichungen fiir die Berechnung der Bewegungen des
Kurvenkreisels im Rollzustand zur Verfiigung. Ihre Auswertung wird vor allem durch die
Tatsache erschwert, dal3 die absolute Winkelgeschwindigkeit des Rotors @ wegen (7/3) nicht
konstant bleibt, wenn Iy 5= 0 ist. Man geht deshalb zweckmiBigerweise so vor, dall das Glied
mit @ in (7/1) mit Hilfe von (7/3) und (3/3) eliminiert wird. Nach Einsetzen von (3) in (7) folgt
dann

L= &[Acos?f+ (44 + Cl)sin2 ] — &f- 2 sin fcos B (AR + AT — CT) + BCRw cos f =
= Fyssingcosf + Fj (scosgcos f + rsin f) (14)
L, = BB+ &2sin fcos f (AR + AT — C!) — &- CRw cos f = — Fys cos ¢ -+ Fyssing.

Dabei sind die linken Seiten abkiirzend mit L, und L, bezeichnet worden. Die Auflésung von
(14) nach den Kraftkomponenten ergibt:

F zﬁ[Llsin(p—Lz(cos¢cosﬁ+~:—sinﬁ>], FRZ%[LICOS(p—i—LzSiH(pCOSB]. (15)

Der Gang der Auswertung dieser Beziehungen, der sich selbstverstdndlich auch als Computer-
programm formulieren 14Bt, ist folgender: Mit Anfangswerten fiir «, §, @ wird aus (8) «’ und
aus (10) ¢ berechnet. Damit folgen aus (12) die Winkelgeschwindigkeiten & und ﬂ, durch deren
Integration dann neue Werte fiir « und § erhalten werden. In einer Rechenschleife werden
damit neue Werte fiir & und § und daraus « und ﬁ berechnet. Jetzt kénnen L, und L, aus (14)
bestimmt und in (15) eingesetzt werden. Fiir die so erhaltenen Werte ¥ und F, wird gepriift,
ob (13) erfiillt ist. Ist dies der Fall, dann befindet sich das System tatsichlich im Rollzustand.
Ist dagegen fiir die nach (15) errechneten Werte ', > uFy, dann kann kein Rollen vorliegen.
Die Rechnung mufl dann unter der Annahme eines Gleitzustandes so durchgefithrt werden,
wie es in Kap. 2.5 beschrieben wird.

Schiieflich muB noch aus (7.3) mit (3.3) die Grofe @ ausgerechnet werden. Durch Inte-
gration gewinnt man daraus einen neuen Anfangswert o fiir den nichsten Rechenschritt.

Obwohl die hier zu verwendenden Gleichungen sehr kompliziert aufgebaut sind, ist das
Auswerten fiir den Fall des Rollzustandes nicht schwierig, da keine Differentialgleichungen
geldst werden miissen. Schwieriger wird die Auswertung dagegen fiir den Bewegungszustand
des Gleitens.

2.5 Bewegungen bei gleitendem Stift
Anstelle der Ungleichung (13) muB jetzt mit
Fp=puFy=tangly, (16)

gerechnet werden, wobei hier kein Unterschied zwischen den Reibungsbeiwerten bei rollender
und gleitender Bewegung gemacht werden soll. Es ist zweckmifig, weiterhin den Reibungs-
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winkel ¢ durch tan ¢ = y einzufithren. Damit 148t sich (3) wie folgt umformen:

Fyscosfsin (¢ +0), ]

Q"‘ = cos g I

- (17)
Or= — o Fyscoslp+a), |
Qy = - VMFN

Andererseits findet man aus (7) unter Berticksichtigung von (11)
fo’ [A cos® B + (A4 4 CT) sin2 ] — §% 20’ sin B cos B (AR + AT — CT) 4 BCRw cos §
=Q,—Q,sinf, (18)
BB + fa2sin B cos B (AT + AT — CT) — fa/CFw cos = @y .

Mit (17) erhdlt man fiir die rechte Seite von (18/1):

sin f} cos @ }

0, —Q,sinf = —Qﬁ[cosﬁtan lp + o) +% cos (9 + o)

KQ,B {19)
Einsetzen von (19) mit der Abkiirzung K fiir den Ausdruck in eckigen Klammern und Elimi-
nation von Qg ergibt aus (18) eine nichtlineare Differentialgleichung fiir f:

B {o' [A cos? B -+ (44 + CTysin? B] + BK} - f2%’ sin fcos f (WK — 2) (A4 + AT — CT) +
+B-CRwcosfp(1 —a'K)=o0. (20)

Da w noch unbekannt ist, muf} eine weitere Gleichung verwendet werden. Man findet sie z. B.
aus (18/2) mit (17) und erhilt nach Elimination von F:

744 COS g

CRs cos (g -+ @) [Bf + f2a® sin f cos f (A4 4+ A7 — CF) — fa’CReo cos f] . (21)

(/:) =
Durch Auflésen des gekoppelten Systems der Differentialgleichungen (zo) und (21) gewinnt
man B(¢) und w(¢). Damit aber lassen sich die sonst noch interessierenden GréBen, z. B. « aus
(11) oder F aus (17/2) mit (18/2) durch Einsetzen bestimmen.

3. Spezielle Fiihrungskurven

Die im folgenden zu behandelnden Spezialfille sind so ausgesucht worden, dafl die beim
Kurvenkreisel moglichen Bewegungsformen an moglichst einfach zu berechnenden Beispielen
gezeigt werden konnen. Fiir kompliziertere Fiihrungskurven kann man durch Kombination
der hier demonstrierten einfachen Fille das zu erwartende Bewegungsverhalten oft schon
qualitativ iibersehen. Auf jeden Fall steht einer genaueren Analyse nach der in Kap. 2 be-
schriebenen Methode nichts im Wege.

3.1 Meridian- und Breitenkreise

Wird die Stiftmitte auf einen Meridian gefithrt, dann gilt: o = const, & = & = 0, ¢ = z/2.
Im Rollzustand gilt ﬁ = rw/s. Man kann nun zeigen, dafl — richtige Anfangsbedingungen vor-

ausgesetzt — w = const, und damit ﬁ = const, also ﬁ = 0 eine Losung der Grundgleichungen
ergibt. Tatsdchlich folgt damit aus (14)

L, = — fCRw cos 8, L,=o0,
und aus (15)
rw2CE
Fy=—7%", Fp=o. (22)

Ing. Avch. Bd. 43, H. 23 (1974) | 12



150 K. Magnus: Beitrige zur Kinetik des Kurvenkreisels

Dieses Ergebnis ist unmittelbar einleuchtend ; es sagt aus, dal das auf die Fiihrungskurve aus-
geiibte Kreiselmoment sF, gleich dem Produkt aus dem Drall C®w und der Winkelgeschwin-

digkeit ﬁ = rw/s bei der Fihrungsbewegung ist.
Bei Fithrung auf einem Breitenkreis ist § =g, f = =0, ¢ = 0. Hier gibt es eine
Losung mit & = const und & = 0. Aus 7w = &s cos f§ findet man

o Y
~ Scosf (23)
Aus (14) folgt jetzt:

L,=o, L, = &2sin B, cos B, (AR - AT — CT) — &CRw cos B, .
Damit ergeben sich aus (15) mit (23) die Kréfte:

2
FN—_—Z;—[CR—%tanﬂo(AR—[—AI—CI)], Fp=o0. (24)

Mit 8, = o, d. h. bei Fithrung lings des Aquators folgt daraus wieder das Ergebnis (22). Die
Formel (24) fur F kann z. B. dazu verwendet werden, den optimalen Winkel §, fiir eine Koller-
mithle so zu bestimmen, daB ein maximaler Mahldruck erzeugt wird.

3.2 Schlitz in Aquatorrichtung

Es sei ein Schlitz in Richtung des Aquators (Abb. 3) angenommen, dessen Breite 4 den
Durchmesser 2¢ des Stiftes nur wenig {iberschreitet:

d =12 +e¢. (25)
Die Stiftmitte bewegt sich dann im Bereich
. &
— B0 < B <Po mit /3027 S (26)

Damit 148t sich die Berechnung vereinfachen, da man sich im Grenziibergang ¢ — o mit einer
Berticksichtigung der Glieder mit den in ¢ niedrigsten Potenzen begniigen kann.

Der Bewegungszustand kann in die Abschnitte: Rollen lings der Geraden (oben oder
unten) und Fihrung lings der Halbkreise vom Radius ¢ (fiir die Stiftmitte) an den Schlitz-
enden unterteilt werden. ¥iir die Fithrung langs der Geraden kann das Ergebnis (22) unmittel-
bar tibernommen werden. Die Umkehr der Bewegungsrichtung an den Schlitzenden bedarf
jedoch einer genaueren Untersuchung (s. Abb. 4).

Abb. 3. Fthrung des Stiftes in einem Schlitz Abb. 4. Umlenken am Schlitzende

Unter der Annahme reinen Rollens bewegt sich die Stiftmitte in jedem Augenblick mit der

Geschwindigkeit v = 7w. Da andererseits v = — eg gilt, hat man
. Y v e &
Q= ——, p=——| wdt, & =&y ——sing, =-—1CoSQ. (27)
€ € N S
Wenn nun in erster Naherung w = w, = const angenommen wird, dann wird
0 20 . ?w? . o : ., rw 5 720? 7w
& =-—cos—1*%, &= ———sin~—1¢, f=——sin—1¢, f=——cos—1F. (28)
S € SE &€ S e S€ &
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Beriicksichtigt man weiterhin nur die Glieder mit der niedrigsten Potenz in ¢, dann folgt aus
(14)

2

Ly~ Ak, L, ~ Bf (29)
und aus (15)
72? ., Tw r@ 2w?(B —4) . rw 0

FN:—ES?(AsmLE—t—}—BcoszTi), FR:TSIHTtCOSTt’ (30)
Wegen Fy > o wird die Fiihrungskurve nie verlassen. Die Reibungskraft I hat wechselndes
Vorzeichen und ergibt fiir den gesamten Umkehrvorgang den Mittelwert Null. Reines Rollen
vorausgesetzt wird der Stift also die Umlenkkurve mit der gleichen Geschwindigkeit verlassen,
mit der er eingetreten ist. Jetzt bleibt zu priifen, unter welchen Bedingungen die Annahme
reinen Rollens zutrifft. Man erhdlt aus (30)

Fp (4 — B)sing cos ¢

E= Asin?¢ 4+ Beos?yp (31)

Diese Funktion hat in dem hier interessierenden Bereich Nullstellen fiir ¢ = 0, — zw/2, — @.
Dazwischen liegen zwei Extremwerte bei

A— B
cos 29 = 4
von der Grofle
Fpr A—B
R — . 2
(FN )extr. 2VAB (32)

Danach ergibt sich als Bewegungszustand fiir
4 — 5 [<wu: Rollen,
|

Um die Annahme eines konstanten Wertes fiir w zu iiberpriifen, soll die Schwankung Aw

wihrend des Umlenkvorganges ausgerechnet werden. Mit (7/3), (3/3) und (30/2) findet man

Qy v rof A— B

. v, ; 7w, p
o= - _ __F — ———sin—fcos—1¢.
CR CR™ R s?g CR £ £

3
> u: partielles Gleiten. (33)

Die Integration ergibt fiir die maximale Schwankung

e

27wy

. 2 A-—-B
Aw:fwdtzywo

42 CR 7

also

Adw v \*4— B
- (%)% (54
Da im allgemeinen » s ist, wird dieser Wert auerordentlich klein. Fiir ein wirklich ausge-
fithrtes Modell betrug # == 0,02z s und (4 — B)/C® = 0,25, so daB dafiir dwjw = 2,5 - 107% er-
halten wird. Die Annahme w = w, erscheint damit gerechtfertigt. Es bereitet jedoch keine
grundsitzlichen Schwierigkeiten, in einem weiteren Rechenschritt auch die Verdnderlichkeit

von o mit zu beriicksichtigen.

3.3 Schlitz in Meridianrichtung

Ganz entsprechend zu dem in Kap. 3.2 gezeigten Vorgehen kann das Bewegungsverhalten
auch ftir einen in Meridianrichtung erstreckten Schlitz berechnet werden. Die rechnerische
Durchfiihrung wird nur dadurch umstandlicher, weil die ,,Breitenkoordinate® g, fiir den Mittel-
punkt des Umkehr-Halbkreises beriicksichtigt werden muB. Die Bewegung in diesem Halb-
kreis kann mit

&€ 7w & . v
¢, a:oco——-;-cosTt, 5=‘60+'S—Sln“8—t (35)

Ing. Avch. Bd. 43, H. 23 (1974) 13



152 K. Magnus: Beitrige zur Kinetik des Kurvenkreisels

berechnet werden. Man erhilt damit sowie mit der Abkiirzung rw/e = p die Kraftkomponenten

72w? {[A cos? B, + (44 4 CI)sin? B] cos? y + B cos fy sinp + % B sin f sin 'q)} ,

Fy= s (s cos By + 7 sin B, sin p) (36)
72?2 [A cos? By + (44 + CI) sin? f, — B cos ] siny cosp

s (s cos f, + 7 sin B, sin )

Fp=

Die Erfiillung der Rollbedingung F /F,, < u hidngt jetzt nicht nur von den Trigheitsmomen-
ten, sondern auch von f, ab. Sie kann in konkreten Fillen mit (36) leicht kontrolliert werden.
Eine allgemeine Diskussion fiihrt zu sehr uniibersichtlichen Ausdriicken und soll hier nicht
durchgefiihrt werden. Fiir f, = o, also Umkehren am Aquator, geht (36) in (30) iiber, nur
sind 4 und B dabei vertauscht.

3.4 Fithrung in einer go®-Ecke

An diesem Beispiel (Abb. 5) 148t sich der Ubergang vom Rollen zum Gleiten, der Gleit-
zustand sowie die Auswirkung der bei innerem Durchlaufen einer Ecke moglichen St6Be gut
iibersehen.

Abb. 5. Abrollen in einer Ecke

Die Ecke sei so gelegt, daB fiir die Stiftmitte beim Rollen ldngs des horizontalen Schenkels
f = o gilt. Fiir die Geschwindigkeit in dieser ersten Phase gilt

. v b
&y =y, pr=o0. (37)

Bei Anlaufen der Ecke erfolgt ein StoB (Phase 2) derart, daB &, = o wird. Wegen der kurzen
Zeit des StoBes brauchen nur die Beschleunigungen beriicksichtigt zu werden, so daBl aus (14)

L, = A&, L, = Bf (38)

erhalten wird. Beriicksichtigt man nun, da8 der Sto§ in Horizontalrichtung wegen der Dre-
hung des Stiftes zugleich mit einem ReibungsstoB nach oben verbunden ist, dann folgt, da
wiahrend des StoBes ¢ = 7/2 gesetzt werden mufl. Damit folgt aus (16)
pr i
Fy =22, ro="28,

s S

Die Integration iiber die StoBzeit A¢ = ¢, — ¢, ergibt

Ay Arw,

fFthzé(okz—-dl)=—-—= , fFRdtzg(ﬂ;—ﬁ;):

Bp,
ot

(39)

s s2

Wihrend des StoBes gleitet der Stift an der Fithrungskurve, so daB Fp = £ uFy gilt. Man
erhdlt dann ‘

J Fpdt = ul|f Fydt
und damit aus (39) mit (37)

. . uArw,
&y = 0, fs = Bso- (40)

Ing. Avch. Bd. 43, H. 2[3 (1974)
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Der ReibungsstoB fiihrt zu einer Verringerung Aw der Drehgeschwindigkeit, die aus
CRow = — rF,
durch Integration und mit (39) und (40) zu

Aw r\* 4
P b (41)
berechnet werden kann. Auch dieser Wert wird im allgemeinen — wie auch (34) — klein sein.

Fiir die Drehgeschwindigkeit nach dem StoB hat man w, = w, — dw.
Unmittelbar nach dem Stof wird als dritte Bewegungsphase im allgemeinen ein Gleiten

stattfinden. Wenn namlich 52 nach (40) kleiner als die Rollgeschwindigkeit
Ie

ﬂ‘zr =0 (42)

s

ist, dann muB das System durch die Reibungskrifte so lange beschleunigt werden (,3' > 0), bis
ein Rollen des Stiftes méglich ist. Zur Berechnung dieser Gleitphase soll § << 1, also cos f = 1
und sin § =~  angenommen werden. Man erhilt dann mit ¢ ==a/2, ¢’ =0 und K=~ —1/u aus
(20) die Differentialgleichung

Bf — uCTayf = 0. (43)
Sie hat unter der Voraussetzung eines konstanten Wertes fiir w — diese Annahme 148t sich wie
zuvor auch zahlenmiBig tiberpriifen — in der dritten Bewegungsphase die Ldsung

53 132 e’ (44)
mit der Zeitkonstanten
B
T, = #CRe, * (45)

Das Anwachsen der Winkelgeschwindigkeit ﬁ3 dauert an, bis ﬂ3 BZ, nach (42) geworden ist.
Das ist nach der Zeit

2 B B
t3~T1§ﬁ—'=— e

2

uCrw, " o, (46)

der Fall. Fiir ¢ > {; rollt der Stift dann mit der Geschwindigkeit

‘é 7 v
= — Wy — D
4 s 37 2

weiter. Insgesamt kann also der Bewegungsvorgang in die vier Phasen: i. Rollen, 2. Stol},
3. Gleiten, 4. Rollen zerlegt werden. Der Verlauf von & und g hierfiir ist in Abb. 6 skizziert.

a
7
Z
J 4 ¢
T e
Vi
| [
&
P i £
1 Zf‘g

Abb. 6. Verlauf der Winkelgeschwindigkeiten & und /3 beim Abrollen in einer Ecke

Wenn 32 nach (40) groBer als ﬂ;, nach (42) ist, wenn also udw, > Bw, gilt, dann geht die

Bewegung ohne Gleitphase vom StoB direkt in die Rollphase tiber (f; = 0). Der Wert §, nach
(40) wird dann wihrend der StoBphase nicht erreicht, weil die Reibungskraft F, nach Errei-

chen des Wertes § = B., Kleiner als der Maximalwert uly, bleibt.

Ing. Avch. Bd. 43, H. 2{3 (1974) 13



154 K. Magnus: Beitrige zur Kinetik des Kurvenkreisels

Der withrend der Gleitphase zuriickgelegte Winkelweg §,; 148t sich aus (44) durch Integration
gewinnen:

p= f Bodt = T fy (475 — 1),

woraus nach Einsetzen von (45) und (46)

4

Blts) = < grgy (B — pAwy) (47)

erhalten wird. Wegen 7/s <€ 1 wird auch dieser Wert klein bleiben, so dal die Annahme f§ <1
gerechtfertigt erscheint.

Fir den Fall, da8 die Fithrung lings der go®-Ecke mit der Bewegung in Meridianrichtung
beginnt, werden vollig entsprechende Ergebnisse erhalten, nur sind 4 und B einerseits, « und
B andererseits zu vertauschen.

3.5 Fithrung um eine go°-Ecke

Bei Umlaufen einer Ecke (Abb. 7) bleibt die Bahn des Stiftmittelpunktes knickfrei, sofern
der Kontakt zwischen Stift und Fithrungskurve nicht abreiit. Es ist jedoch méglich, daB der
Stift von der Fithrungskurve abhebt, so daB der Kreisel dann eine freie Eigenbewegung (Nuta-

|
|
!
I
!
I
|
[
|
I
!

Abb. 7. Abrollen um eine Ecke Abb. 8. Nutationsellipse der Stiftmitte bei freier Bewegung
tion) mit F, = F, = o ausfithrt. Fiir eine derartige Bewegung folgt aus (3) und (7) zunichst
® = @, = const und mit § << 1 aus (14)

A& + CRof =0, Bf — CFwk =o0. (48)

Diese linearen Bewegungsgleichungen haben die Losung
& = a,sin oyt B =PBo+ P4 (coswyt — 1) (49)

mit f, = /s, der Nutationsfrequenz
CR,
Oy = (50)
VaB

7 = 1/;’4. (51)

Die Losung (49) bedeutet, daB die Stiftmitte eine Ellipse mit den Halbachsen sa, und sf,
(ADbb. 8) beschreibt. Ein Ablosen des Stiftes von der Fithrungskurve unmittelbar nach Er-
reichen der Ecke ist nur dann moglich, wenn fiir den lokalen Kriimmungsradius der Nutations-
ellipse im oberen Scheitelpunkt

und dem Amplitudenverhiltnis

(soq)?
9 = B4 >
also
ol r
B o = Po (52)

Ing. Avch. Bd. 43, H. 2[3 (1974)
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gilt. Nun gilt ftir die Winkelgeschwindigkeit im oberen Scheitelpunkt

. y
Kpax = OCAO)N = '—s 5

woraus wegen (50)

Vas

CR

14
&y = ?
folgt. Unter Beriicksichtigung von (51) findet man damit aus (52) die von o unabhingige Ab-
I8sebedingung.

B> CR, (53)

Es sei — ohne die Rechnung hier im einzelnen durchzufithren — bemerkt, daB fiir den Fall,
daB die Fiithrungsbewegung in Meridianrichtung beginnt, anstelle von (53)

4>Cc*® (54)

erhalten wird. Fiir Ecken mit beliebiger Anlaufrichtung ¢, und in beliebiger Breite £, erhilt
man erheblich kompliziertere, von g,, f; und den Trigheitsmomenten abhingige Ablosebedin-
gungen. Die Ergebnisse (53) und (54) sind Verallgemeinerungen der fiir den einzelnen starren
Korper bekannten Tatsache, daB ein Ablosen nur fiir Kreisel mit gestrecktem Trigheitsellipsoid
moglich ist.

Bei einer Bewegung mit Ablésung beschreibt die Stiftmitte die in Abb. g skizzierte Bahn.
Insgesamt erhilt man fiinf Bewegungsphasen: 1. Rollen, 2. freie Nutation, 3. Stof}, 4. Gleiten,
5. Rollen. Jede dieser Phasen kann in der zuvor gezeigten Weise quantitativ berechnet wer-

den. Der Verlauf von & und ﬂ ist in Abb. 10 skizziert.

2

Abb. 9. Bahn der Stiftmitte bei teilweisem Ablésen  Abb. 10. Verlauf der Winkelgeschwindigkeiten & und ﬂ
von der Fihrungskurve beim Abrollen um eine Ecke mit Abldsung

Es sei hier noch eine Betrachtung zur StoBphase 3 angefiihrt. Sie unterscheidet sich von
dem in Kap. 3.4 betrachteten Sto dadurch, daB das Auftreffen des Stiftes auf die Fithrungs-
kurve schrig erfolgt. Man erhilt aus (49)

&g = 400y COS Wyty = — @y /05 — BE, By = — B 0y Sin oyt = — wNﬁ:fo .
Mit (30) und (51) sowie B, = 7/s folgt daraus
. 7w CR \2 . rw CR
0‘32“‘"-8_ lﬂ(lr—AB> s ,83':_7—_3?' (55)
Durch den StoB wird &, = o; daraus folgt
. Yo A 2
fFthZ—-A(x'g:—s—— —B—(AB—CR)
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In Meridianrichtung wird

Ba = 53 + AB
mit
. - y2240} A R
B AB = —MfFNdi_ —— |/ g dB—C")
erhalten. Mit (55) hat man daher
. A .
m=—é%kR+uV§MB—CM] (56)

Da die Rollgeschwindigkeit der Stiftmitte durch slf} = 7w gegeben ist, gilt fiir den Bewegungs-
zustand nach dem Stof3:

< B voriibergehendes Gleiten,

A
CE — (4B - C®
a5 ){>B:mmH (57)

SchlieBlich soll noch untersucht werden, was bei einer Bewegung ohne Ablésen geschieht. Nach
dem zuvor Gesagten ist das fiir einen ,,abgeplatteten’ Kreisel — im verallgemeinerten Sinne
— der Fall. Die Bahn der Stiftmitte setzt sich jetzt aus zwei, durch einen Viertelkreis verbun-
denen Geraden zusammen. Fiir den Viertelkreisbogen gilt

& = &, COS wt ; B = — 6, sin wt. (58)
Mit den aus (15) folgenden Werten
L, = A& + CRof, » = BB — CRoi (59)

erhdlt man dann wegen ¢ = — wt aus (16)
Fy="2(CR+ dsintot + Beostwt), Fy ="2(B — A)sinwtcoswt.  (60)

Als Rollbedingung ergibt sich daraus

Fg
Fy

(B — A4) sin wt cos wt
T | CR 4 4sin?wi + B cos?wt <p-

(61)

Der Vergleich mit dem bei einer Fithrung auf dem kleinen Halbkreis an einem Schlitzende gel-
tenden Wert (31) zeigt, daB ein Gleiten im Schlitz leichter erfolgen kann als bei Umlaufen einer
Ecke. Tatsichlich erhdlt man fiir (61) einen Extremwert

(FR) B B—4 (62)
FyJext.” 2YAB + CR(4 + B)
bei dem durch
A — B
COS Z(p = m (63)

gekennzeichneten Wert von ¢. Zur Veranschaulichung des Ergebnisses sei erwihnt, daB fiir
das bereits erwihnte Kurvenkreiselmodell die Zahlenwerte

F

Gleichung (32): (F—R) =016z,
N /extr.
F

Gleichung (62): (F’i) = 0,085
N /Jextr.

erhalten werden. Da y = 0,3 angenommen werden kann (PVC-Stift auf Aluminium), ist in
beiden Fallen kein Gleiten zu erwarten.
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