T 54 ’ Mechanik starrer Korper

11'1'1§33) ist A die Koeffizientenmatrix von (1). Mit (1), (11) und (12) lautet die optimale Stellfunktion nun end-
gultig

uopt(t) = — BT . : (14)
]_)er Vektor g in (14) stellt die Verstarkung des optimalen Reglers dar. Er besitzt die Komponenten §, = 7,5+ 7:4;
1=1,...,4, wobei die Funktionen r;;; ¢t = 1,...,4; j = 2, 4 Elemente von R(z) sind. Setzt man eine hin-

reichend grofBe Regelzeit 7' voraus, dann 18t sich (13) algebraisieren, da R zeitunabhingig wird. In diesem
Fall besteht zwischen den Gewichtsfaktoren y,; und den Verstirkungsfaktoren Bi;v=1,...,4der Zusammen-

hang
m=p Vs =P Bz +2) — 2 (B1fs + B Ba) 5
veo=pF—28(1+pB), Yu=p0i— 285+ 2B fs+ B f) - (15)
Zur Durchfithrung einer vollstindigen Synthese miissen nach Vorgabe von ¥ die Faktoren f;; 7 =1,...,4,
aus (15) berechnet werden. Es ergeben sich dabei im allgemeinen zunidchst mehrdeutige Losungen. Mit diesen
mehrdeutigen Losungen geht man in die charakteristische Gleichung des geschlossenen Regelkreises

A4+(132+/34)}~3+(1+181+/33)}~2+ﬁz}~+ﬂ1=0 (16)

und iiberpriift diese auf stabile Eigenwerte. Daraus 148t sich dann eine eindeutige Losung fiir die Faktoren §;;
1=1,..., 4 festlegen. Setzt man schlieBlich die berechneten §,;7 =1, ..., 4 in (14) ein und geht damit in
die Zustandsdifferentialgleichung, so ergibt sich die vollstindige Losung des Optimierungsproblems wieder
durch Integration von (1).
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Zur Theorie der Keltischen Wackelsteine

Ein besonders reizvolles Beispiel fiir ein nichtholonomes System bilden die Keltischen Wackelsteine (,,celts ).
Die Stabilitét dieser verallgemeinerten Spielkreisel hingt nicht nur von der Drehgeschwindigkeit, sondern auch
vom Drehsinn ab. Im klassischen Schrifttum (Ubersicht s. [1]) ist dieser Effekt nur fiic den Fall des reinen
Rollens der Steine auf der Unterlage theoretisch behandelt worden. Versuche zeigen jedoch, daf stets auch
zumindest partiell ein Gleiten stattfindet. Damit ist die beim Spielkreisel ausfiihrlich untersuchte Frage des
Reibungsansatzes auch fiir die Wackelsteine von entscheidender Bedeutung. Nachdem die Theorie der Spiel-
kreisel von COoNTENSOU durch einen hybriden Reibungsansatz (Uberlagerung von Bohrreibung und Couroms-
scher Gleitreibung) vereinheitlicht werden konnte, lag es nahe, diesen Ansatz auch in die Theorie der Wackel-
steine einzufiihren.

Annahmen: Der Wackelstein W (Bild 1) sei starr, konvex und ohne Kanten; er soll die starre, ebene,
horizontale Unterlage E im Gleichgewichtsfall im Punkte P, beriihren. Die Vertikale durch P, und den Schwer-
punkt S sei Haupttragheitsachse des Steines (3-Achse). Die Achsen 1 und 2 werden parallel zu den Haupt-
kriimmungsrichtungen der Kérperoberfliche im Punkte Py gewihlt. Die Hauptkrimmungsradien 7, und r,
seien verschieden groB. Das Wesentliche fiir den Wackelsteineffekt ist die Tatsache, dafl die 1- und 2-Achsen
nicht zugleich auch Haupttrigheitsachsen sein diirfen. Wackelsteine besitzen also stets eine Unsymmetrie,
entweder in der duleren Form oder in der Massenverteilung.

Fiir die Berechnung stehen zur Verfiigung: der Drallsatz, der Impulssatz, eine aus der Form des Steines
folgende geometrische Gleichung und eine Beziehung fiir die zwischen Stein und Unterlage ausgeiibte Reibungs-
kraft F®. Fiir diese in der Ebene E liegende Kraft wird nach dem Vorbild von CoNTENSOU der quasiviskose,
aus einer Uberlagerung von Bohr- und Gleitreibung resultierende Ansatz

F?:——kvf

gewihlt. Darin ist vF die absolute Geschwindigkeit desjenigen korperfesten Punktes, der gerade mit dem momen-
tanen Berithrungspunkt P zusammenfillt. Bei hinreichend grofier Drehgeschwindigkeit gibt der Ansatz einen
guten Mittelwert fiir die in der Beriihrungsfliche libertragenen Couromsschen Reibungskrifte.
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Bild 1. Wackelstein W auf horizontaler Ebene E
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Bild 2. Stabilitdtsdiagramm in der A, w-Ebene p
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Die Ausgangsgleichungen haben unter den zuvor genannten Voraussetzungen eine partikulire Losung, die
einer Drehung um die vertikal stehende Hauptachse 3 mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit e, entspricht.
Die Stabilitét dieser Drehung 148t sich durch Untersuchen der Nachbarbewegungen nach bekannten Methoden
bestimmen. Man wird dabei auf ein System von sechster Ordnung gefiihrt, das zwar fiir Grenzfille geldst und
diskutiert werden kann, das jedoch wegen der Vielzahl der eingehenden Parameter keine allgemeinen Aussagen
zuléiBt. Durch numerische Auswertung (Bild 2) kann jedoch gezeigt werden, daB der charakteristische Wackel-
steineffekt fast unabhiingig von der GroBe des Reibungsbeiwertes k auftritt. Interessanterweise ergibt aber der
Grenziibergang k& — 0 nicht die gleichen Ergebnisse, wie sie aus einer Betrachtung des reibungsfreien Falles
(k= 0) bekannt gind. Man hat also auch hier wieder ein System, bei dem sich die von Z1EGLER [2] beschriebenen
sopureneffekte bemerkbar machen. Auch kleinste Reibungskrifte miissen demnach beriicksichtigt werden,
weil durch ihre Vernachlissigung die qualitative Struktur des beschreibenden Gleichungssystems in unzuldssi-
ger Weise verdndert wiirde.
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Stabilitit und Instabilitéit bei linearen, zeitinvarianten,
dynamischen Systemen

Lineare, zeitinvariante, dynamische Systeme endlicher Ordnung » lassen sich im Zustandsraum duarch =-
dimensionale Vektorgleichungen beschreiben: im (zeit-) kontinuierlichen Fall durch

x(t) = A xlt), 2(0) =2, (1)
im (zeit-) diskreten Fall durch
zk+1)=Azk), =z0)=uzx. (2)
In dieser Schreibweise sind z. B. die mechanischen Systeme mit f Freiheitsgraden enthalten, die sich durch
Mi+Pz4+Qz=0 (3)
(M = MT > 0) beschreiben lassen, wenn mann = 2 f,
z o ! E
z N—M1Q, —MP

setzt.
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