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Reibungseffekte in der Kinetik der Kreisel

K. MAGNUS

Institut B fiir Mechanik
Technische Universitdt Miinchen

Reibungskrédfte k&nnen sich in sehr verschiedenartiger
Weise auf das Verhalten von Kreiseln und Kreiselgeriiten
auswirken. Da diese Auswirkungen auch technisch wichtig
und interessant sind, gibt es zahlreiche Untersuchungen
zu diesem Thema. Die hierzu veréffentlichte Literatur ist
beinahe uniibersehbar geworden. Jedoch lassen sich viele
Reibungseffekte von einigen Grundph#nomenen ableiten,
tdber die hier an Hand einfacher Beispiele berichtet wer-
den soll,

1. Auswirkungen von Reibungskriften bei 2-Rahmen-

Kreiseln

Abb. 1: Zwei-Rahmen Kreisel mit Schwerefesselung
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1.1 Reibung in den Rahmenlagern. Fiir einen kardanisch ge-

lagerten Kreisel nach Abb. 1 sei zun#chst M3 z 0 angenom-
men. Die Auswirkung von Reibungsmomenten um die 71- und die
2-Achsen hidngt nun nicht nur von der Bewegungsform des
Kreisels, sondern auch von der Art der Fesselungen ab.
Setzt man

R

S g+ MR ()

My, = - 2

M1 = —c1a + M

mit den Fesselungsbeiwerten ey und c, sowie den Rei-
bungsmomenten MR an, dann 14BRt sich zejigen, daB fiir gsehr
allgemeine Reilbungsgesetze, fir die lediglich

sgn M1R = -ggn & ; sgn M,” = -sgn ] (2)
gefordert zu werden braucht, das in der folgenden Tabelle
zusammengestellte Ergebnis gilt (s. [1], Kap.11.2):

statische Fesselung

stabil instabil gemischt

Cq¢Cqy > o CqrCy < 0 €4Sy < O

Nutationen stabil stabil instabil
Prédzessionen stabil instabil instabil

Es ist bekannt [2], daB ein hiervon abweichendes Verhalten
becbachtet werden kann, wenn bei Vorhandensein ideal
Coulombscher Reibung zusitzlich noch ein keonstantes Mo~
ment MO um eine der Rahmenachsen wirksam ist:

My = MO - rysgna; M,=-r, sgn B . (3)

In diesem Fall sind - trotz des Vorhandenseins von Rei-
bungskriften - ungedimpfte Nutationsbewegungen kleiner
Amplituden moglich, bei denen & und g ihre Vorzeichen
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nicht &ndern. Daher ist die Nutationsbewequng von einer
monotonen Abwanderung des Kreisels um beide Rahmenachsen
iiberlagert, obwohl das Zusatzmoment Mo nur um die 1-Ach-
se wirksam ist. Derartige Bewegungsformen k&nnen bei Lage~
kreiseln auftreten, die in rotierenden Bezugssystemen -
z.B. auf der Erde - verwendet werden, sofern die kinemati-
sche Auswanderung durch ein stindig wirkendes einseiti-
ges Moment ausgeglichen wird, Es 148t sich sogar zeigen,
daB die Nutationen als selbsterregte Schwingungen ange-
facht werden kdnnen, wenn anstelle der ideal Coulombschen
Reibung nach (3) eine realistischere Reibungskennlinie mit
fallendem Bereich berficksichtigt wird. Dieser Effekt ist
vollkommen analog zu der Selbsterregung des Froudeschen
Pendels.

1.2 Reibung im Rotorlager. Bei Lagekreiseln mit auslau-~

fendem Rotor kann man eine merkwiirdige Erscheinung beo-
bachten, die treffend als Kreiselkollaps bezeichnet wird:
der AuBenrahmen beginnt einige Zeit nach dem Abschalten
des Antriebs sehr pl&tzlich eine meist rasche Drehbewe-
gung, die sogar zur Beschddigung des Gerites filhren kann,
Eine Erkldrung dieses Effekts kann unter Berficksichtigung
der Reibung in den Rotorlagern gegeben werden. Das vom
auslaufenden Rotor auf den Innenrahmen #ibertragene Rei-

bungsmoment M R hat bei einem um den Winkel g geneig-

ten Innenrahmeg eine Komponente M1 = M3Rsin3 in Rich-
tung der Achse des AuBenrahmens. Dieses Moment filhrt bei
B >0 (B < 0) =zu einer Pridzessionsbewequng des Innenrah-
mens mit § > O (B < O). Dadurch wird in jedem Fall die
vorhandene Schriglage des Innenrahmens vergrdfert, so daB
nach einiger Zeit der fast immer vorhandene Anschlag er-
reicht wird. Dann aber bewirkt der Anprepdruck ein Mo~
ment M, um die Achse des Innenrahmens, das zu einer

schnellen Prdzession um die Achse des AuBenrahmens fiithrt.
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An diesem Effekt dndert sich gualitativ nichts, wenn zu-
sdtzlich auch noch Reibungsmiomente in den Rahmenlagern an-
genommen werden (s. [1], Kap.11.3).

Umgekehrt beobachtet man bei hochlaufendem Rotor ein Prd-
zedieren des Innenrahmens zur Normallage hin, da in die-
sem Fall M3

selkollaps kann nicht auftreten. Das Hereinprdzedieren

das umgekehrte Vorzeichen besitzt. Ein Krei-~

des Innenrahmens bei hochlaufendem Rotor ist jedoch hdu-
fig von angefachten und wieder abklingenden Nutations-
schwingungen begleitet. Diese Selbsterregung l3dRt sich er-
kliren, wenn man beachtet, daf der Drall

R

3 = Cly + asing) (4)

M=Cu

auch von der Bewegung der beiden Rahmen, also von den Nu-~
tationsbewegungen abhingt. Wegen der bekannten Abhingig-
keit zwischen o und £ wird infolge der Nutationen bei
hochlaufendem Rotor stets Energie vom Rotor auf die Rah-
menbewegunyg dbertragen. Sie kann, wie Schmid [3] gezeigt
hat, in bestimmten Bereichen H1 < H < H2 zu einem An-
fachen der Nutationsschwingungen fiihren. In Abb. 2 ist
der Verlauf der Gr&fen «, 8, %, 5 flir einen derartigen
Fall aufgetragen.
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Abb., 2: Verlauf von Kardanwinkeln und Drall beim Hoch-
laufen eines kardanisch gelagerten Kreisels
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1.3 5Stérungen des Momentengleichgewichtes zwischen

Rotorantrieb und Reibung. Nur bei ruhendem Rahmen

sind beil der normalen Betriebsdrehzahl Antriebs- und Rei-
bungs-Momente fiir den Rotor im Gleichgewicht. Da der An-

trieb jedoch von der Relativdrehung Y des Rotors gegen-
iiber dem Innenrahmen abhsngt, erhdlt man bei schwingendem

Rahmen wegen (4) ein Differenzmoment um die Rotorachse

My = -kay = kasing , {5)

da sich m§ nur sehr langsam dndert, also wihrend einer
Nutationsperiode praktisch konstant bleibt. Dieses Moment
ergibt eine Komponente in Richtung der Achse des Innenrah-

mens

M, = -M,sing = -kasin®s . (6)

Setzt man filir o wund g die fiir Nutationsbewegungen gel-
tenden Funktionen ein und integriert die Momente M1 und
M3 iiber eine Periode der Nutation, dann stellt man fest,
dafl sle sich nicht aufheben. Es gilt vielmehr fiir den Mit-
telwert 'ﬁs < 0 , so daB der Rotor bei schwingendem Rah~
men stets gebremst wird. bDas Vorzeichen des Mittelwertes
'ﬁ1 entspricht dem des Winkels B ; daraus folgt, daB

- Hhnlich wie zuvor beim Kreiselkollaps beschrieben -

eine einmal vorhandene Schriglage des Innenrahmens ver-—

grdBert wird.

Wenn man Reibungsmomente um alle drei Achsen eines karda-
nisch gelagerten Kreisels berilicksichtigt, dann k&nnen noch
weitere Erscheinungen, z.B, zeitweiliges Blockieren der
Rahmen, auftreten.

2, Reibung im Rahmenlager eines 1-Rahmen-Kreisels,

Béi EKreiseln mit eingeschrinkter Bewegungsmdglichkeit,
von denen der t-Rahmen-Kreisel den einfachsten Fall dar-
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stellt, kdnnen die Prizessionsdriicke in den Lagern zu ei-
ner Linearisierung Coulombscher Reibungskrifte fiihren.
Dieser Effekt 1#pt sich wie folgt erkliren: Wenn ¢ die
Drehgeschwindigkeit des Rahmens ist, dann sind die normal
gerichteten Lagerkrifte FN dem Kreiselmoment H pro-
portional; andererseits sind die an der Rahmenachse an-
greifenden tangentialen Reibungskrifte FR zur Normal-
kraft FN = Ha/a proportional. Wenn nun r der Radius
des Lagerzapfens und a der Abstand der beiden Rahmenla-
ger ist, dann erhdlt man auf diese Weise ein Reibungsmo-
ment fiir die Rahmenachse

MR = —2rFR = _oppEV = - % o . (7)

3. Reibungseffekte bei spitzengelagerten Kreiseln.

Obwohl Spitzenlagerungen nur noch selten bei Kreiselgeri-
ten verwendet werden, sind die dabei auftretenden Rei-
bungseffekte insbesondere am Beispiel des Spielkreisels
h&ufig untersucht worden. Die Theorie dieser Erscheinun-
gen konnte vor allem durch einen Reibungsansatz veon
Contensou [4] vereinheitlicht werden. An zwei Beispielen
sollen Ergebnisse einer derartigen Theorie betrachtet

werden.

3.1 Der Spielkreisel. Zwischen der "Spitze" des Kreisels
und der Unterlage, auf der er sich bewegt, ist eine Kon-

taktfldche vorhanden, die bei abgerundeter Spitze als ni-
herungsweise kreisfdrmiqg betrachtet werden kann. Inte-
griert man nun die an den Flichenelementen angreifenden
Coulombschen Reibungskrédfte {iber die gesamte Kontaktfli-
che, so erhdlt man eine mittlere Reibungskraft, fiir die

bei hinreichend schneller Drehung des Kreisels

FR=IGFR2‘.‘,—ka (8)
A

geschrieben werden kann. Die Drehbewegung verwandelt dem-
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nach die Coulombschen Gleitreibungskrifte in eine gquasi-
viskose Reibung. Mit dem Ansatz (8) l&B8t sich eine line-
are Theorie fiir die Stabilitit von Spielkreiseln ver-
schiedener Form aufstellen, deren wesentliches Ergebnis

das in Abb. 3 gezeigte Stabilitidtsdiagramm ist. Uber dem

Verhiltnis C/A (C ist das Haupttrigheitsmoment fir die

symmetrieachse, A das flir eine Querachse durch den Schwer-

punkt) ist das Verh31ltnis h/r (h ist die Hohe des

Schwerpunktes {ber der Unterlage, T der Radius der als

Kugelkalotte angenommenen Spitze) aufgetragen.

b

4 2

0§

Abb. 3: Stabilit#dtsdiagramm fiir Spielkreisel

Durch die Grenzkurven
h/r = A/C

h/r = 1 (horizontale Gerade) und
{Hyperbel) wird die Ebene in vier Bereiche ein-
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geteilt, fiir die das folgende Stabilit#tsverhalten gilt:

I: Instabilitét,

Ir: Stabilitdt nur fir hinreichend schnell drehende
Kreisel,

ITr: Stabilitit,

Iv: Stabilitdt nur fiir hinreichend langsam drehende
Kreisel.

Das Diagramm erklirt u.a. das merkwiirdige Verhalten des
bekannten Stehauf-Kreisels (tippe~top), der aus einer
statisch stabilen Lage nach dem Andrehen um die Vertikal—
achse umkippt (Bereich IV), um schlieflich in einer um
180° gekippten statisch instabilen Lage "auf dem Kopf™"
stabil weiterzudrehen (Bereich IT).

3.2 Die Wackelsteine. LiBt man die beim Spielkreigel iib~

liche Annahme der rotationssymmetrischen Form fiir den Kir-
per fallen, dann kénnen weitere Effekte auftreten: sie
sind an "keltischen Wackelsteinen" ("celts"), die auf ei-
ner horizontalen Ebene liegend angedreht werden, beobach-
tet und beschrieben worden. Bemerkenswert ist dabei vor
allem, daB8 die Stabilitidt der brehbewegung um die Verti-
kalachse vom Drehsinn abhingen kann: es gibt rechtsdre-
hend stabile, linksdrehend instabile Steine - und umge-—
kehrt.

Der Wackelsteineffekt kann auftreten, wenn

der Kdrper drei voneinander versachiedene Haupttrdg-
heitsmomente besitzt,

in der Umgebung des Beriihrungspunktes mit der Unter-
lage verschiedene Hauptkrimmungsrichtungen des Kor-
pers vorhanden sind,

die Hauptkriimmungsrichtungen nicht parallel zu den
Haupttrégheitsachsen durch den Schwerpunkt sind,
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die bei nichtdrehendem Kérper - alsc im Gleichge-
wichtsfall - wvertikale Achse durch Beriihrungspunkt
und Schwerpunkt zugleich auch Hauptachse ist,

stabil

links 0 rechts w,

Abb. 4: Stabilit&tsdiagramm fiir Wackelsteine

Ein typisches Stabilitidtsdiagramm in einer h,mO—Ebene
zeigt Abb. 4 (h ist die Schwerpunktsh&he, ©y die Winkel-
geschwindigkeit um die Vertikale). Bemerkenswert ist da-
bei die Tatsache, daB der Verlauf der Stabilititsqrenz-
kurve nicht vom Reibungsbeiwert k nach (8) abhingt,
solange k > O angenommen wird. Setzt man dagegen veon
vornherein k = 0 , so erhdlt man als Grenzkurve die
durch den gestrichelt skizzierten Ast ergdnzte Parabel;
Ingtabilit&dt ist dann nur im Bereich zwischen den Para-
beldsten vorhanden, so daB der Unterschied im Stabili-
tdtsverhalten bei Rechts-~ und Links-Drehung fortfdllt.
Der Grenziibergang k + 0 erweist sich in diesem Fall
als unstetig ~ ein Ergebnis, das vom grundsitzlichen

Standpunkt aus interessiert, weil es ein Beispiel fiir
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die spiter (Abs. 5) zu besprechenden "Spureneffekte" dar-—
stellt. =

4. Reibungseffekte beim Kurvenkreisel,

Als Kurvenkreisel wird im klassischen Kreiselschrifttum
ein Spielkreisel bezeichnet, dessen verlingerte Achse

an einer materiell angefijhrten Kurve abrollt. Die dabhei
auftretenden Kreiselmomente pressen die Achse gegen die
Kurve, so daf die Achse fast beliebigen Kriimmungen der
Fihrungskarve zu folgen vermag. Man kann derartige Krei-
sel auch technisch verwenden, woven die altbekannte Kol-—
lermihle ein Beispiel gibt. Neuerdings wurden von
Mansour und Pavlov [5] weltere interessante Vorschlige
flir eine Nutzung des Kurvenkreiseleffektes verdffent-
licht. Daher besteht ein gewisses Interesse an einer er-
weiterten Theorie [6], bei der vor allem die folgenden

Fragen zu kldren sind:

GrdBe der normal zur Fithrungskurve wirkenden An-—
pregkraft FN in Abhdngigkeit wvon der Kurvenform

und von den Kreiselparametern,

EinfluB von Zusatzmassen, die bei der Fiihrungsbe~

wequng mitgenommen werden miissen,

Diskussion der fiir den Rollzustand notwendigen Be-

dingung FR < U FN R

Feststellen der Bereiche, in denen ein Gleiten

zwischen Kurve und Achse auftritt (FR = qu FN),

Feststellen der Bereiche, in denen sich die Achse

von der Fiihrungskurve 18st (FN = 0).

Fiir einige spezielle Fiihrungskurven sind die Bewegungen
ausgerechnet und insbesondere die Kriterien fiir das Auf-
treten einer Gleitphase oder einer Bewegungsphase mit
freier Nutation untersucht worden. Dabei stellt sich be-

merkenswerterweise heraus, daB diese Kriterien nicht won
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der Drehgeschwindigkeit des Rotors, also auch nicht von
der Geschwindigkeit der Fiihrungshkewegung abhingen. Bei Be-
wegungsphasen mit freier Nutation treten stets auch StHge
auf, die sich ebenfalls mit den angegebenen Gleichungen

berechnen lassen.

Als Beispiel sei die Bewegung bei Umlaufen einer 90°-

Ecke erwdhnt: hier kann sich die Bewegung aus den folgen-
den fliinf Phasen zusammensetzen: Rollen bis zur Ecke, freie
Nutation nach Abl&sen an der Ecke, StoB bei Wiederauf-
treffen auf die Fllhrungskurve, Gleiten mit anwachsender
Flihrungsgeschwindigkeit, Rollen. Jedoch erfolgt die Bewe-
gung bei Kreiseln mit stark abgeplattetem Rotor und gerin-
gen Zusatzmassen auch chne Abl&sen, StoBR und Gleiten, so
daB der Rollzustand nicht verlassen wird. Roll-, Gleit-—
und Abl&se-Bedingungen lassen sich explizit angeben.

5. Reibungseffekte bei allgemeinen Kreiselsystemen.

Bei der Ubertragung der zuvor beschriebenen Effekte auf
allgemeinere Kreiselsysteme ist besondere Vorsicht gebo-
ten, da in Systemen hdherer Ordnung noch vielfiltigere Er-
scheinungen méglich sind, als in den bisher betrachteten
einfacheren Féllen. Einige allgemein giiltige Aussagen

iber die Auswirkungen von Dimpfungs- oder Reibungskriften
sind bisher nur filir lineare Systeme bekannt geworden.

Hier lassen sich aus der Struktur der Bewegungsgleichun-
gen oder aus den Eigenschaften der drei guadratischen For-
men: kinetische Energie, Dissipationsfunktion und Krifte-
potential gewisse Eigenschaften fiir die Bewegungen des
betrachteten Systems, insbesondere auch fiir ihre Stabili-
tdt ableiten (s. z.B. [1], Kap.5.2). Bei der Anwendung
dieser Ergebnisse auf Probleme der Satellitentechnik hat

sich nun herausgestellt, daB8 unter den extremen Bedingun-
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gen des Weltraums die nach Cetaev erforderliche positive
Definitheit der Dissipationsfunktion nicht immer gegeben
ist. Vielmehr interessiert daher auch der Fall semidefi-
niter Dissipationsfunktionen. Praktisch bedeutet dies,
das im System gewisse Freiheitsgrade vorhanden sind, in
denen keinerlei Dimpfung wirksam ist. Dennoch kann die
Gesamtbewegung des Systems asymptotisch stabil sein.
Kriterien hierzu wurden von Miiller [7] angegeben; er
konnte zeigen, daB die Dampfung "durchdringend"® ist,
wenn die Bewequngsgleichungen des Systems eine Steuer-
barkeitsbedingung im Sinne der Kontrolltheorie erfijlien.
So wie bei der vollstindigen Steuerbarkeit eines Systems
das Durchdringen der Steuerimpulse zu allen Freiheits-
graden verlangt wird, so muB auch die "durchdringende"
Dampfung auf alle Freiheitsgrade des Systems einwirken

¥

k&nnen.

Auf einen gerade auch fir Reibungskrifte wichtigen Zu-
sammenhang hat Ziegler [8] hingewiesen: es ist bei Sta-
bilitdtsuntersuchungen unter bestimmten Umstinden not-
wendig, auch noch so kleine Reibungskrifte, also "Spu~
reneffekte" zu beriicksichtigen, Diese Aussage erscheint
plausibel, wenn man an die Prandtlsche Grenzschichttheo-
rie von Flilssigkeitsbewegungen mit kleiner Reibung denkt.
Durch Vernachlissigung von Reibungskriften kénnen die Be-
wegungsgleichungen bei Systemen h8herer Ordnung in unzu-.
lissiger Weise vereinfacht werden. Als Beispiel hierzuy
wurde bereits bei der Beschreibung des Wackelsteineffek-
tes (Abschn. 3.2) erwdhnt, daB das Vernachldssigen einer
auch noch so kleinen Reibungskraft zu falschen Ergebnis-

sen filihrt.

Offenbar héngt die Frage, ob Spureneffekte berficksich-
tigt werden miissen oder nicht mit der Problematik des

fiir die theoretischen Untersuchungen verwendeten Ersatz-
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modells zusammen. Ziegler empfiehlt, nur "zulissige Mo-
delle" zu verwenden. Sie sind dadurch gekennzeichnet, das
die gualitativen Strukturen der Bewegungsgleichungen, d.h.
die Eigenschaften der dort eingehenden Matrizen, filir Er- !
satzmodell und vollstéindiges System libereinstimmen.

Fiir nichtlineare Systeme héherer Ordnung, die gerade bei
Vorhandensein von Coulombschen Reibungskridften besonders
interessieren, sind bisher nur wenige Untersuchungen be-
kannt geworden. Formalski [9] gelang es, einige allgemei-
ne Aussagen ilber notwendige Bedingungen f{ir die Stabili-
tit der Gleichgewichtsgzustidnde zu machen. Dabei bediente
er sich der Methoden der Kontrolltheorie, indem er die
ihrem Betrage nach konstanten, aber im Vorzeichen wech-
zelnden Coulombschen Reibungskrdfte in gleicher Weise
behandelte, wie dies fiir die Steuergr&fen eines Zwei-
punkt-Reglers iiblicherweise geschieht. Auf diese Weise
gelang auch eine Abschitzung der fiir die Gleichgewichts-
zustinde geltenden Einzugsgebiete, die in engem Zusam-
menhang mit den Bereichen der Steuerbarkeit eines Regel-
systems stehen.



