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Selbsterregte Reibungsschwingungen des Kardankreisels

K. Magnus

Institut B fiir Mechanik

Technische Universitdt Minchen

Ubersicht 4

Mit Hiife der Ljapunovschen Methode 2. Art und einer Analyse des Phasenpor-
trite werden drei Lrgebnisse iiber die Auswirkungen von Relbungsmomenten auf
die Bewegungen eines kardanisch gelagerten Kreisels abgeleitet. Diese Lrgeb~
nisse betpeffen 1) die Stabilitit der Nutatiomsschwingungen bei beliebiger
Reibungskennlinie, 2) die Stabiiitat der Bewegungen statisch stablil gefessel-
ter Kardankreisel und 3) die Entstehung von selbsterregten Nutatiensschwingun-

gen als Folge von Reibungskennlinien mit riickldufigem Teilbereich.
Summary

By Ljapuncv'’s second method and phase-plane analysis some results are obtained
on the motions of a double gimbdl gyro under the influence of frictional
torques. The results refer te 1) the stability of nutational motions for ar-—
bitrary frictional characteristics, 2) the stability of motion of statically
stable gyros and 3) the existence of selfexcited nutational vibrations for

frictional torgues with paritial decreasing characteristics.

1. Einfihrendes

Die Auswirkungen von Reibungskrdften in den Rahmenlagern eines kardanisch ge-
lagerten Kreisels auf dessen Bewegungsverhalten ist von zahlreichen Autoren
untersucht worden. Es ist bekannt (s. z.B. [1]), daB Nutationsschwingungen in
jedem Falle gedidmpft werden, Prizessionsschwingungen jedoch nur bel statisch
stabiler Fesselung des Kreisels geddmpft, bel statisch instabiler Fesselung
aber aufgeschaukelt werden. Dieses Ergebnis Ist bisber flir idealisierte
Coulombsche Reibung sowie fir viskose Ddmpfung bel Vorhandensein linearer
oder linearisierter Fesselungen abgeleitet worden. In den Abschnitten 2 und 3

soll gezeigt werden, daB weltgehende Verallgemeinerungen méglich sind. Wenn
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auBer den Coulombschen Reibungsmomenten auch noch keonstante Zusatzmomenta iy
die Rahmenachsen auftreten, wie dies z.B. hei Filhren oder Stiitzen von Kreig
gerdten geschieht, dann sind trotz der Anwesenheit von Reibung ungedimpfte

Restschwingungen mdgiich (Butenin [2]); sie kénnen bel geeigneter Auftragung 

in einer "Phasenebene" als Grenzzykel dargestellt werden. Bei idealer Coulomh=
scher Relbung ist das Innere des Grenzzykels ein indifferentes Gebiet, d.h.
weder Anfachungs- noch Dampfungs-Gebiet. Geht man jedoch zu realistischeren
Reibungsgesetzen iber (im folgenden kurz 'reale Coulemb-Reibung" genannt)},
dann sind selbsterregte Schwingungen méglich, die vdllig analog zu den bekann—;
ten Reibungsschwingungen des Froudeschen Pendels (s. z.B. [3]) entstehen und :
berechnet werden kénnen. Das soll im Abschnitt L gezeligt werden. Wie bei dem
Froudeschen Pendel ist die Existenz eines rickldufigen Teiles der Reibungs-
kennlinie notwendige Voraussetzung filr das Entstehen selbsterregter Reibungs-

schwingungen am Kardankreisel.

Bel den folgenden Untersuchungen wird vorausgesetzt, dall der Rotor selbst mit
konstanter Winkelgeschwindigkeit uml&uft, dafB also der Drall T = ﬁé kon-

stant ist. Weiterhin werden die bekannten, fir kleine Auslenkungen o und 8
der Kardanrahmen aus der Normlage linearisierten Krelselgleichungen zugrunde-

gelegt:

=3
=4
+
—
e
It
=

_(1)

Darin sind A wund B die effektiven, bei 4, 1 1in erster Ndherung kon-

stanten Trdgheitsmomente, Ml" und M2 die entsprechenden ZuBeren Momente be-

ziglich der duBeren und inneren Rahmenachse. Fiir den momentenfreien Fall

M, =M, =0 hat (1) die L8sung

o = & cos w,.t ,

(23

é ¢2sin w,. T

mit der Nutationsfrequenz

{(3) W, =

In einer &,é—Ebene aufgetragen, ergibt die Ldsung (2) Ellipsen, die durch
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L) V(&,é) = A a2 + B B? = const
beschrieben werden.

2, Beliebige Reibungsmomente in den Rahmenachsen

Wir wollen nun

(5) M, = Rl(a) 3 My o= RQ(B)
annehmen und dabei von den Reibungsfunktionen R lediglich voraussetzen, dal
ihre Vorzeichen stets den Voprzeichen der entsprechenden Winkelgeschwindigkei-

ten entgegengesetzt sind:
(6) Sgn Rl(&) = - sgn o ;  Sgn RQ(é) = - sgn é .

Die Reibung soll also stets der Bewegung entgegenwirken. Unabhdngig von der
sonstigen Gestalt der Funktiomen Rl(&) und RQ(é) 138t sich nun leicht‘zei—
gen, daB Nutationen des Kreisels stets asymptotisch stabil im Sinne Ljapuncvs
sind. Hierzu verwenden wir dieé positiv definite quadratische Form V(&,é)
nach (4) als Ljapunovsche Testfunktion. Ihre totale Ableitung nach der Zelt

av

=2 Ca+BBE)

geht mit (1) und (5) lber in:

av _ . . . . ]
7) el Q[a R (@) + B R, (B)] <O .
Wegen (6) ist dieser Ausdruck stets negativ, so daB nach einem der Ljapunov-
Sitze die asymptotische Stabilitdt beziiglich der Winkelgeschwindigkeiten nach-
gewiesen ist. Das Klingt zwar plausibel, ist aber keineswegs selbstverstdnd-
lich, da ja z.B. auch riickldufige Telle der Reibungskennlinien zugelassen

sind ~ sofern nur (6) nicht verletzt wird.

In geometrischer Deutung besagt das Ergebnis, daB beliebige Ldsungskurven von
(1) mit (5) unabhingig von der Art der Reibungsfunktionen in einer o ,R-Ebene
nur so verlaufen kdnnen, daB sie die durch (2) definierten Ellipsen hei wech-

selndem t nur von auBen nach innen durchdringen kénnen. Die Bewegung ist
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stets geddmpfit.

3. Beliebige Reibungs- und Fessel-Momente

Das in Abschnitt 2 angewendete Verfzhren kann auch auf den Fall Ubertragen
werden, daB auBer den Reibungs~ auch Fesselmcmente Fl(a) und FQ(B) wirksam .

sind. Die Bewegungsgleichungen kénnen dann in der Form

™e
1

AW+ L R (a) + F,(«) ,
(8) t 1

BB -L

2.
1

R,(B) + £ (8)

geschrieben werden. Wenn Fl(O) = FQ(O) = 0 gilt und die Fesselfunktionen ei-

ne statisch stabile Fesselung an die Gleichgewichtslage o, = BO = 0 kenn-

zeichnen, dann ist
(9) sgn Fl(a) = - sgn o und sgn FQ(B) = - sgn B .

. Damit folgt

o T
fFl(a)da - fFl(a)&dt <0,
(10) 3 o
B t .
{FQ(B)dB = _O/'FZ(B)Bdt <0

»

Als Ljapunovsche Testfunktion wird jetzt der positiv definite Ausdruck
‘ o B
— *2 a2 _ _
(11) V=aa2 +BR zofFl(oc)da 2_([?2(6)@3

verwendet. Daraus erhdlt man unter Beriicksichtigung von (8) und (10)

dv_ [c . - -]

It - 2| Rl(a) + B RQ(B) < 0.

Damit ist gezeigt, daf die Lésungen von (8) beziiglich @ und é stets asymp-
totisch stabil sind, sofern die Reibungsmomente der Bewegungsrichtung entge-
gengesetzt sind und die Fesseimomente einer statisch stabilen Fesselung ent-
sprechen. AuBer den Bedingungen (6) und (9) brauchen die Funktionen R und F

jedoch keinen weiteren Bedingungen zu gentiigen.

Eine Ubertragung des hier verwendeten Verfahrens sur Stabilitdtsbestimmung
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auf Kreisel mit statisch instabilen oder gemischten Fesselfunktionen ist nicht
gelungen, weil dafiir keine geeigneten Ljapunov-Funktionen V gefunden werden

konnten.

4. Uberlagerung von konstanten Filihrungsmomenten und Reibungsmomenten

Wenn auBer beliebigen Reibungsmomenten noch konstante Flihrungs- oder Stitz-

Momente MlO und M2O vorhanden sind, dann hat man die Bewegungsgleichun-

gen:

=
=
.
[
w™e
It

10

BB -La=M+ RQ(B)

M.+ R.(a) ,
(12) 1

@ .

Aus ihnen findet man zundchst die Gleichgewichfslésungen @ = &o’ B = Bo mit
konstanten Winkelgeschwindigkeiten als Ldsung des im allgemeinen nichtlinea-

ren Systems algebraischer Gleichungen

LB-R(a) =M, ,
(13) ] 1 ] 10
’ - L (1‘— R2(B) - MQO

Die Ldsung kann bei bekannten Reibungsfunktionen grafisch geschehen, indem

man die Funktionen

[ _ l °
A = Z[Mlo + Rl(a)] .
(1) . .

*]

—

[

p—
i

- f[MQO + Ry(B)]

in einer a,B-Ebene auftrégt und die Schnittpunkte der erhaltenen Kurven be-
stimmt. In Bild 1 ist ein Beisplel dleser Art skizziert. Da é*(&) fir alle
Werte von g und &*(é) flir alle Werte von R definiert ist, gibt es stets

mindestens einen Schnittpunkt &O, éo beider Kurven. Je nach der GrdBe von

M10 und MQO und dem Verlauf der Reibungskennlinien sind aber auch mehrere
Schnittpunkte - also Gleichgewichtshewegungen &o’ éo - mbéglich, (s. z.B.
Bild 2).
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Bild 1 Auffinden des Gleichgewichtszustandes

a,, B, aus den Kurven A7 (a) und &*(é).

g

'Bild 2 Sonderfall mit drei Gleichgewichtszustinden.
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4.1 Die Selbsterregungsbedingung

'

Selbsterregung tritt auf, wenn sich eine Gleichgewichtsldsung &o’ éo als

instabil erweist. Das kann aus den fir die Umgebung der Gleichgewichtsldsun-

gen linearisierten Bewegungsgleichungen (12) festgestellt werden. Mit
(15) @ =a +x

und Taylor-Entwicklung der Reibungsfunktionen

dR

R (8) = R(3) + (=) x + ...
da
dR
RQ(é) = RZ(éo) +(—TEJO Vot e
ag

erhdlt man aus (12) unter Beriicksichtigung der Gleichgewichtshedingung als 1li-

nearisiertes Gleichungssystem fiir die Nachbarbewegung

. de
Ax+Ly—(—.—-—)Ox:O,
dg
(18) ¢ . dR2
B Vi Lx - (—:——-)O y = 0]
dg
Aus der charakteristischen Gleichung
dR2 de de dR2
(17) A eAB = MA(—=) o+ B |+ |12+ () (=) | =0
dB do do dB
erkennt man, daB stets Selbsterregung fir
dR2 de
(18) A(—T—JO + B(—T—JO > 0
dp dao

vorhanden ist. Wegen A > 0 , B > 0 bedeutet dies, daB mindestens eine der
beiden Reibungskennlinien im Gleichgewichtspunkt &o’ éo rickldufig sein
muzB, so daB steigender Winkelgeschwindigkeit ein verringertes Reibungsmoment
entspricht. Genau dies aber ist die Anfachungsbedingung fiir das bekannte
Froudesche Pendel. Die Bedingung (18) ist demgegeniiber allgemeiner, well zwel

Reibungskennlinien ins Spiel kommen.
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4.2 Die Gleichung des Phasenportrdts

Das dynamische Verhalten des Systems kann aus dem Verlauf der-Zustandskunv
in der &,E—Ebene abgelesen werden, die einen reduzierten Zustandsraum bil@
Die Zustandskurven werden durch Integration der Gleichung des Phasenportrii:

erhalten. Hierfiir erhdlt man aus (12) sowie unter Berlicksichtigung ven (14i

. A[L& t Myt Rg(é)]

é&: =

a& . .
B[—LB + MlO + Rl(B)}
(19)
o b I.* L ] .
= ——-um—A(?* a.) = f{a, B)
B(B - B)

Singul&re Punkte in der &,é—Ebene sind die durch (13) gekennzeichneten
Gleichgewichtsbewegungen. Der Charakter der singulidren Punkte kann aus den
Betrachtungen des Abschnitts %.1 erkannt werden. Bei Frfiillung der Anfangs-
bedingung (18) liegt ein instabiler Strudelpunkt vor. Man kann zeigen, daB inzf
diesem Fall stets auch mindestens ein Crenzzyklus vorhanden sein muB. Das Sy— .
stem ist nd@mlich stabil im GroBen, da bei groBen Werten von & und é , un-
abhdngig von den als konstant angenommenen Momenten M und M

10 20
die Reibungskrdfte dominieren. Man kann dann das in Abschnitt 2 erhaltene Er-

s Stets
gebnis sinngemdB Ubertragen.

Aus (19) kann das Feld der Ricﬁtungselemente konstrulert, und daraus ein
Uberblick iiber die Struktur des Phasenportrits gewonnen werden. Man erkennt,
daB die Kurve &*(é) nach (14) in der &,é—Ebene Isokline flr Richtungselemen-
te mit dé/d& = 0 1ist; alle Phasenkurven durchschneiden diese Tsckline hori-
zontal. Umgekehrt ist é*(&) Isokline mit dé/d& + « 3 sie wird demnach von
allen Phasenkurven vertikal geschnitten. Der sonstige Veriauf der Richtungs-
elemente - und damit der Phasenkurven - kann aus (19) qualitativ abgeschitzt

oder mit Hiife bekannter Methoden auch quantitativ konstruiert werden.
4.3 Beispiele
Die Zahl der mdglichen Bewegungsformen ist auBerordentlich grof. Deshalb sol-

len hier nur einige typische Fille herausgegriffen und anhand ihres Phasen-

portrits erliutert werden.

Fir die Anwendung auf kardanisch gelagerte Lagekreisel hat der Fall RQ:s 0
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ein gewisses Interesse, well man sich bemilht, die Reibung um die innere Rah-
menachse so gering wie mdglich zu machen. Mit -R2 = 0 14Bt sich das entste-
hende Phasenportrdt noch einigermalen anschaulich interpretieren. Bild 3 zeigt

ein Beispiel dafiir.

ax(p) ]

Bild 3 Phasenportrdt fiir die Bewegungen eines Kardan-
kreisels mit reibungsfreier innerer Rahmenachse.

Wegen (14) erhdlt man jetzt als Isokline fiir die horizontalen Richtungsele-
mente die vertikale Gerade &* = - M2O/L = &o . Far B*(&) ist eine wegen
MlO verschobene und reale Coulomb-Kennlinie mit riickldufigen Teilbereichen
angenommen worden. Das Phasenportrit zeigt einen instabilen Strudelpunkt 1
im Innern eines Anfachungsbereiches, der von einem stablilen Grenzzyklus be-
pandet wird. Der Teil 3 - 2 des Grenzzyklus wird durch eine Strecke der ver-
tikalen Geraden gebildet, die den Sprung der Reibungskennlinie beil & =0
kennzeichnet. Den Rest des Grenzzyklus bildet die vom Punkte 2 ausgehende und
im Punkte 3 endende Phasenkurve. Das AuBere des Grenzzyklus ist Dampfungsge-
biet; zwei Phasenkurven darin sind skizziert worden. Bild # zeigt die Ver-
inderung von Gleichgewichtspunkt und Grenzzyklus bel Variation von MQQ bzw.

o, - 7Zu den Gleichgewlchtswerten (ao)l, (ao)z, (OLO)3 gehdren dle Grenzzyklen
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i, 2, 3 . Bei weiterer VergrdBerung von MQO zleht sich der Grenzzyklus
schlieBlich zu einem Punkt zusammen, so daf das Anfachungsgebiet verschwindet .

Der zu (c'xo)L+ gehdrende singuldre Punkt Ist ein stabiler Strudelpunkt.

1B

/
/

F?'-.---_---_--.---.._---__--.s!

—
-]
—

/
3

\

3

Bild 4 Ver#nderung des Grenzzykels mit der GroBe des
konstanten Momentes MQO um die innere Rahmen-
achse.

Einen Interessanten, aber bereits bekannten Sonderfall (s. z.B. [l], 5.354/55
oderp [2]) erhdlt man, wenn eine ideale Coulombsche Reibungskennlénie ange-
nommen wird. Dann ergibt sich das Phasenportrdt von Bild 5 . Alle darin auf-
tretenden Phasenkurven sind KreisbSgen, die fiir die linke Halbebene den Punkt
1, flir die rechte Halbebene den Punkt 3 als Mittelpunkt haben. Als Grenzzy-
klus ergibt sich der durch den Punkt 2 laufende Kreis um 1 . Er ist durch

die Besonderheit ausgezeichnet, daB nur die von aufien kommenden Phasenkurven
in ihm enden, widhrend das Innere des Kreises ein Indifferenzgebiet ist, in
dem die Phasenkurven selbst Kreise um 1, alsc kenzentrisch zum Grenzzyklus
sind. Man erkennt unmittelbar, daB das vertikale Stick der Kurve é*I&) einem
Gleitzustand entspricht, bei dem der Bildpunkt entlang der Grenze zwischen
rechter und linker Halbebene in den Punkt 2 hereingleitet. Die Phasenkurven

kénnen von beiden Seiten in die Gleitzone einminden. Jede dieser Phasenkurven
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ldauft so unmittelbar in den Grenzzyklus ein. Tir den hier betrachteten Sonder-
fall kdnnen die Bewegungsgleichungen (16) bereichsweise exakt integriert wer-

den.

ip

a*(p]

Bild 5 Phasenportrit fir den Senderfall idealer Coulomb-
Reibung um die duBere und verschwindender Reibung
um die innere Rahmenachse.

In den Bildern 6 und 7 sind drel Fdlle skizziert worden, die bei Vorhanden-

sein von realer Coulomb-Reibung in beiden Rahmenachsen méglich sind. Je nach
der GrdéBe der Momente MlO und MQO , die fiir die Parallelverschiebung der
Reibungskennlinien verantwortlich sind, und je nach der Form dieser Kennli-
nien gibt es Grenzzyklen der verschiedensten Formen. In Bild 6a liegt ein
Grenzzyklus vor, der den instabilen Strudelpunkt 1 umschlieBt und aus zZwei
Gleitgeraden, sowie den von den Eckpunkten 2 und 3 ausgehenden Phasenkurven
gebildet wird. Einfacher noch ist der in Bild 6b skizzierte Fall: Hier ist
nur eine Gleitgerade vorhanden. Wegen der Grdfie von Mg » das im vorlie-
genden Fall negativ ist, liegen Verh8ltnisse vor, die denen von Bild 3

dhneln.
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—— — TR ——
- T —

a b

Bild 6 Grenzzyklen fiir den Fall realer Coulomb-Reibung
um beide Rahmenachsen.

Tn Biid 7 ist ein Grenzzyklus fiir den Sonderfall skizzienrt worden, daB sich
die Xurven &*qé) und ﬁfﬁi) in drei Punkten schneiden. Man ﬁberzeugt sich
leicht anhand der Richtungselemente, daB die Punkte 1 und 2 instabile Strudel-
punkte sind. Der dazwischen liegende Punkt 3 bildet einen ausgearteten Sattel-
punkt. Der Grenzzyklus enthilt im vorliegenden Fall drei Gleitgeraden und drei,
von den Endpunkten 4, 5 und 6 ausgehende Teile von Phasenkurven. Wenn die wvon
4 und 6 ausgehenden Phasenkurven "vor" dem Schnittpunkt 3 auf der Ordinate en-
den, dann zerfdllt der gezeichnete Crenzzyklus in zwei unabhédngige Teilzyklen
um die Strudelpunkte 1 und 2, wihrend der Sattelpunkt 3 auBerhalb dieser Zy-
klen verbleibt. Eine nihere Untersuchung der hierbei mdglichen Spezialfille

dirfte nur akademisches Interesse finden.

Bei den hier angenommenen Reibungskennlinien kann Ubrigens der Fall eintreten,
daB der Schnittpunkt der Kurven &*Qé) und @*@Q) in den HNullpunkt

éé :(éo = 0 fallt. Dann schneiden sich beide Kurven in den Sprung-Geraden
der Relbungskennlinien. In diesem Fall tritt keine Selbsterregung auf, der
singuldre Schnittpunkt wird vielmehr zu einem stabilen Knotenpunkt. Die Be-

wegung der Rahmen hdrt auch dann vollstindig auf, wenn gewisse Zusatzmomente
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MlO und M, vorhanden sind. Sie dlirfen jedoch auf keinen Fall die moglichen

GréBtwerte “der Reibungsmomente iiberschreiten.

Bild 7 Sonderfall eines stabilen Grenzzyklus, der zwel
instabile Strudelpunkte 1 und 2 sowie den Sattel-
punkt 3 einschliefBt.

|

Bild 8 Grenzzyklus fiir viskose Reibung um die innere
und reale Coulomb-Reibung um die &uBere Rahmen-
achse.
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Als letztes Beispiel ist in Bild 8 ein Fall skizziert, bei dem das Reibunng
moment um die innere Rahmenachse geschwindigkeitsproportional (viskos) und
M20 = 0 angenommen wurde. Die Kurve &*(é) artet dabel in eine durch den
Nullpunkt laufende Gerade aus. Der Gleichgewichtspunkt 1 wird zum instabilen
Strudelpunkt, wenn die Anfachungsbedingung (18) erfiillt ist. Das AnfachungSge~a¥

biet wird von einem stabilen Grenzzyklus einpgeschlossen.

5. Zusammenfassung

Unter der Voraussetzung, daB der Drall eines kardanisch gelagerten Rotors kon~
stant bleibt, wurden die kleinen Schwingungen des Systems bel relbungsbehaf-
teter Lagerung filir die Rahmenachsen untersucht. Fiir einen sonst momentenfres-—
en Kreisel 138t sich zeigen, daB Nutationsschwingungen stets geddmpft verlau-
fen, unabhingig davon, welchen speziellen Verlauf die Reibungskennlinien be-
sitzen, Es muB lediglich vorausgesetzt werden, daB die Reibungskrédfte den Be-
wegungsgeschwindigkeiten entgegengerichtet sind. Dieses Ergebnis 136t sich

auch noch auf den Fall statisch stabil gefesselter Rahmen erweitern.

Wenn auBer den Reibungsmomenten weitere Zusatzmomente um die Rahmenachsen wip-
ken, dann koénnen selbsterregte Nutationsbewegungen entstehen. Voraussetzung
daffir ist das Vorhandensein eines riicklédufigen Astes der Reibungskennlinie.
Die Bedingung fiir Selbsterregung wurde abgeleitet (Gl. 18). Das Verhalten des
Systems kann aus einem Phasenportrdt abgelesen werden, das sich in einer re-
duzierten Zustandsebene konstruieren 158t. Singuldre Punkte kennzeichnen
Gleichgewichtszustdnde, Grenzzyklen geben die Existenz von stationdren Schwin-
gungen endliicher Amplitude an. Das Innere des Grenzzykius (oder der Crenzzy-
klen} ist ~ von einem Sonderfall abgesehen - Anfachungsgebiet, das AuBere
stets Ddmpfungsgebiet. Aus der Vielzahl der mdglichen Fille wurden einige
typische heraﬁsgegriffen und die zugehdrigen Phasenportrits konstruiert und

diskutiert.
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