
Ingenieur-Archiv 45 (1976) S. 209-- z16 
�9 Springer-Verlag ~976 

Zur Theorie  yon MehrkOrpersystemen 
mit  drehzahlgeregelten Rotoren* 

Von K. Magnus 

Ubersicht : Es wird gezeigt, dab die bekannte Routhsche Methode znr Elimination yon zyklischen Koordinaten 
dann erheblich vereinfacht werden kann, wenn die in einem System vorhandenen Rotoren durch eine Rege- 
lung auf konstanter relativer Drehzahl gehalten werden. 13ewegungSgleichungen, ihre Vereinfachung Ifir den 
Fall schneller Rotoren sowie zweckm~iBige Verfahren zur Aufstellung linearer Gleichungen werden besprochen 
und am Beispiel einer Drei-Kreisel-Flattform demonstriert. 

Summary: The wellknown 1Routh-procedure for eliminating ignorable (cyclic) coordinates can be simplified 
considerably if the rotors, installed in a multi-body-system, are kept on constant relative rotational velocity 
by control. The general equations of motion, their simplifications in the case of fast running rotors and a suitable 
way for deriving linear equations are discussed. As an example a three-gyro-platform is considered. 

1. Aufgabenstellung 

Bei seinen klassischen Arbeiten zur Theorie der Systeme starrer K6rper hat  Routh [1] ein 
Verfahren angegeben, mit dem sich die Zahl der beschreibenden Koordinaten durch Elimina- 
tion der zyklischen Koordinaten reduzieren l~Bt. In den mit HiKe der Routhschen Funktion 
abzuleitenden Bewegungsgleichungen nach Kelvin und Tait treten nur noch die nichtzyklischen 
Koordinaten auf. Diese Gleichungen vom Typ der Lagrangeschen Gleichungen zweiter Art 
haben sich als ganz besonders geeignet erwiesen, wenn in Systemen mit schnellau!enden Roto- 
ren, also in Kreiselsystemen, die gyroskopischen Kr~ifte dominieren. Dann kann man sich viel- 
fach darauf beschr~tnken, die ,,verktirzte Routhsche Funkt ion" zu verwenden, in der alle linear 
yon den nichtzyklischen Koordinaten abh~ingigen Glieder zusammengefaBt werden (s. z. B. 
Merkin [2]). Auf diesem Wege gelangt man auch bei komplizierten Systemen unmittelbar zu 
den in der Kreiseltlieorie als ,,Technische Kreiselgleichungen" bekannt gewordenen N~herun- 

gen. 
In  der vorliegenden Arbeit soll gezeigt werden, dab man in einem technisch durcliaus interes- 

sierenden Sonderfall dutch eine viel einfachere Prozedur zum gleichen Ergebnis kommen 
kann. Wenn die im System vorkommenden Rotoren durch eine Regelung auf konstanter 
Drehzahl relativ zum Rotorgeh~use gehatten werden, dann sind die Drehwinkel um die Rotor- 
achsen zwar keine zyklischen Koordinaten mehr, man kann aber dennoch ein dem Routhschen 
Vorgehen durchaus analoges, sogar einfacheres Verfahren verwenden. Es 1/iBt sich zeigen, dab 
bereits die kinetische Energie des Systems so formuliert werden kann, dab Bewegungsgleichun- 
gen vom Typ der yon Kelvin und Tait alogeleiteten erhalten werden. Die Einfiihrung der Routh- 
schen Funkt ion eriibrigt sich dabei. 

Weiterhin soll gezeigt werden, dab auf dem angedeuteten Wege auch die N~herungsglei- 
chungen fiir Systeme mit dominierenden gyroskopischen Kr/iften sowie die linearisierten Be- 
wegungsgleichungen flit ,,Kleine Schwingungen" unmittelbar gewonnen werden k6nnen, ohne 
dab zuvor die nichtlinearen Gleichungen ausgerechnet werden miissen. Man kann dieses Vor- 
gehen auch als eine Verallgemeinerung der yon F6ppl [3] angegebenen und seither in der 
Kreiseltheorie Mlgemein verwendeten Methode betrachten. 

Am Beispiel einer Drei-Kreisel-Plattform soil das Verfahren demonstriert werden. 

* Heinz Neuber znm 7 o. Geburtstag gewidmet. 
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2. M o d i f i k a t i o n  d e s  K e l v i n - T a i t - V e r f a h r e n s  b e i  V o r h a n d e n s e i n  
v o n  d r e h z a h l g e r e g e l t e n  R o t o r e n  

Bei der Behandlung voI! Kreiselsystemen hat es sich als zweckm~13ig erwiesen, im Ausdruck 
fiir die kinetische Energie T den Anteil der Rotoren abzuspalten: 

T -~ qlTA~l + { o j T A R e o .  (I) 

Darin ist q der n-Vektor der nicht-zyMischen Geschwindigkeiten, A ist die n • n-Massenmatrix 
des Systems ftir die nichtzyklischen Koordinaten und A R die m • m-Diagonalmatrix der 
TrRgheitsmomente C~ bezfiglich der Symmetrieachsen ffir die m i m  System vorhandenen 
Rotoren. Der m-Vektor to der absoluten Winkelgeschwilldigkeiten beztiglich der Rotorachsell 
setzt sich aus dem Vektor ~o der entsprechenden relativen Winkelgeschwindigkeiten sowie aus 
Ffihrungsanteilen zusammen: 

o~ = ~ + B 4 .  (2) 

Darin hat die Matrix B die Dimension m • n; ihre Elemente B4j silld gleich den Richtungs- 
cosinus zwischen der Symmetrieachse des/-ten Rotors und der Riehtung derjenigen verallge- 
meinerten Geschwindigkeit qi' die Ffihrungsdrehung f~r den/-ten Rotor ist: 

B4, = Lcos f f '4~)]~ �9 (3)  

Die ffir die folgenden Untersuchungen wichtige Matrix B ist daher zugleich Strukturmatrix -- 
weil sie den topologischen Aufbau des Systems wiederspiegelt -- und Einbaumatrix -- well 
die r~umliche Orientierung der Rotorachsen im System daraus abzulesen ist. 

Bei antriebs- und reibungslos laufenden Rotorell sind die 94 zyklische Koordinaten, durch 
deren Elimination man wie folgt zu den Kelvin-Taitschen Bewegungsgleichungen geftihrt 
wird. Die zu dell 94 geh6renden konstanten zyklischen Impulse P4 kSnnen zu einem Impuls- 
vektor p zusammengefai3t werden; es gilt 

' "OT 8T 
_ [Aa~o]r = pr  = const. (4) a~ - 0o, 

Damit wird die Routhsche Funktion R gebildet 

1 m 3. / R -:  T - pT~ = ~ (tA( 1 + pTBq l ~ pT(AR)=I p ,  

~ ' ~ ' - - - - ~  / (5) 
Ro ---- R 2 + R1 - -  

d a n n  werden mit den gyroskopischen KrRften 

L Uq d t ~ a q ] J  = ' 
(6)  

aus dem LagPangeschen Ansatz die Kelvin-Tait-Gleichungen in der Form 

a (0R2 / aR,_ 07  + (r~7 (7) d7 ~ /  aq , 

erhalten. Darin ist Q der Vektor der verallgemeinerten Kr~tfte. Eine N~herung ftir Systeme 
mit dominierenden gyrosk0pischen Kr~ften erh~lt man aus (7) durch Vernachl~ssigung der 
linken Seite, also Nullsetzen der rechten Seite. 

Sind nun die Rotoren mit einem geregelten Antrieb versehen, durch den die relativen 
Winkelgeschwindigkeiten 94 konstant gehalten werden, dann l~t~t sich die beschriebene Pro- 
zedur nicht durchffihren, weil die 94 nicht mehr zyklisch sind. Es mtii3ten ]a die die Regelung 
bewirkenden, yon den ~v 4 abh~ngigen Kr~fte in den Q4 berficksichtigt werden. Dennoeh kSnnen 
v611ig analoge Bewegungsgleichungen abgeleitet werden, wenn anstelle der zyklischen Impulse 
P4 die je tz t  als konstant vorausgesetzten Winkelgeschwindigkeiten ~v 4 oder die zugeordnetell 
Drehimpulse L i = C~ 4 verwendet werdeI1. Die genauere Funktion der Regelung ist dabei 
v611ig ohne EinfluB, sie wird hier als ideal funktionierend vorausgesetzt. 
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Mit dem Vektor L des konstanten Relativdralls 

L = AR~v = const. (8) 

kani1 man mit (2) den Ausdruck (1) ftir die kinetische Energie wie folgt umformen : 

T=-VqT(  A + BTAR B)  (~ + L T B q  + v  

~-- " ~ ' " (9) 
= T~ + r~ + To 

Wie zuvor die Routhsche Funktion R nach (5) ist nunmehr T selbst in drei Anteile T2, T~ und 
T o aufgespalten, die quadratisch, linear bzw. unabMngig yon q sind. Da T o auBerdem auch 
nicht yon q abh~ngt, hat  man als Bewegungsgleichungen 

d7 ~ -- ~ (r2 "@ T1) = " (10) 

Ausgerechnet und transponiert erh~lt man daraus: 

A*(~ + GAq + G~4 = Q  (11) 
mit 

A *  = A + B r A R B  , (12) 

~(A*~) _1 [0~*q)]~  (13) 
G A - -  oq  ~ k ~q J ' 

O(BTL) [O(BTL) ] T __ G T (14) 
GR - -  ~q L aq j = " 

Bei der Ableitung y o n  (11) wurde der meist vortiegende Fall angenommen, dab A* Und BTL 
nicht explizit yon der Zeit abhiingen. Die Massenmatrix A* wird aus A erhalten, indem man 
die Anteile der Rotortfiigheitsmomente C i hinzuftigt, also das System mit eingefrorenen Roto- 
ren betrachtet. Dieses physikalisch einleuchtende Ergebnis ist bereits ffiiher bei Untersuchun- 
gen am Kardankreisel gefunden worden [4]. Die als ideal angenommene Drehzahlregelung 
wirkt sich so aus, als ob die Rotoren -- ohne Verlust ihres Relativdralls -- im System arretiert 
wiiren. Die gyroskopische Matrix GR i s t  schiefsymmetrisch; GR gibt die Kreiselkritfte in- 
folge der Rotoren wieder, w~ihrend GA durch die Coriolisanteile des sonstigen Systems entsteht. 
In Systemen mit schnellaufenden Rotoren sind die Kfitfte GRq meist erheblich grSBer als 
die Corioliskr~ifte GAq, so dab man diese oft vernachl~issigen kann. Bei der Untersuchung der 
Pr/izessionsbewegungen kann man auBerdem die Beschleunigungsglieder fortlassen, so dab 
dann al s Gieichung einer technischen N~iherungstheorie 

-= ( ~ L Oq J J 4 = 9 (15) 

verwendet werden kann. Damit ist ein Rezept gewonnen, das vollkommen dem bekannten 
Vorgehen tiber die Kelvin-Tait-Gleichungen entspricht. Man hat lediglich anstelle der verkiirz- 
ten Routhschen Funktion R 1 = p r B ;  1 jetzt die verkiirzte kinetische Energie T1 = LTBcl  = 
= (ITBTL in die Lagrangeschen Gleichungen einzusetzen oder aber (i5) unmittelbar zu ver- 
wenden. 

3. Lineare Niiherungen 

Obwohl die linke Seite der in (11) angegebenen Bewegungsgleichung 'linear ill q und q ist, 
h~ngen im allgemeinen A, B und GR selbst noch yon q, G A auBerdem von q ab. Ferner ksnnen 
die veraUgemeinerten Kr~fte ~ in nichtlinearer Weise von q und q abh~ngen. Die Bewegungs- 
gleichungen sind daher bereits bei relativ einfachen Systemen so kompliziert, dab exakte 
LSsungen kaum, numerische oder analytische N~iherungen oft nur mit groBem Aufwafld 
gewonnen werden kSnnen. Deshalb haben lineare Niiherungen 'z. t3. fiir die Bestimlhung~der 
Eigenwerte und der Eigenvektoren nach wie .vor gro13e~ Bedeutung. Es w~re allerdings Ilicht 
zweckmABig, wollte man den LinearisierungsprozeB erst an den Bewegungsgleichungen selbst 

Ing. Arch. Bd. 45, H. 4 (1976) 16$ 
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vornehmen. Vielmehr 1/iBt sich das Rechenverfahren so einrichten, dab man mi t  weniger Auf- 
wand zu den gewtinschten Gleichungen gelangt. Vorbilder Itir diese Art yon Linearisierungs- 
prozessen sind bekannt:  auBer der bereits eingangs erw~ihnten Methode yon F6ppl [3] haben 
Roberson und Likins [5] ein Verfahren angegeben, das far Bewegungsgleichungen vom Euler- 
schen Typ geeignet ist. Hier sollen demgegeniiber die in Abschnitt 2 untersuchten Gleichungen 
vom Lagrange-Typ als Ausgangspunkt verwendet werden. 

In sehr vielen in der Praxis realisierten F/illen weichen die Symmetrieachsen der Rotoren 
nur wenig yon bestimmten Normrichtungen ab, die in einem meist fahrzeugfesten Bezugs- 
system (Schiff, Flugzeug, Ranmflugk6rper) definiert sind. Das gilt zum ]3eispiel ftir die meisten 
MeBkreisel, fiir viele Plat t formtype n sowie Itir Drallr/ider oder Stellkreisel zur Lageregelung. 
In diesen F~illen kann man neben dem Iahrzeugfesten Bezugssystem 1, 2, 3 fiir jeden der 
Rotoren ein weiteres, ebenfalls fahrzeugfestes System 1 i, 2 i, 3 i verwenden, dessert 3r mit 
der normalen Arbeitsrichtung der Rotor-Symmetrieachse zusammenf/illt. Die Abweichungen 
der Rotorachse yon der Normrichtung kSnnen durch zwei Winkel 0q, fli beschrieben werden, 
die zum Beispiel als Kardanwinkel definiert werden. Bei Wendekreiseln wtirde bereits einer 
dieser Winkel zur Beschreibung der Rotorachslage im Bezugssystem ausreichen. 

Wenn m Rotoren vorhanden sind, dann kann der Bewegungszustand des Systems durch den 
n-Vektor 

= [ql . . . . .  qn--2m, 0r fl" . . . . .  dm,  flm]T (16) 

beschrieben werden. Die Matrix B yon (2) mit den Elementen (3) l~igt sich nun aufspalten 

B = B o + B~ mit B o = const . ,  B A = BA(o:, fi) . (17) 

Darin wird die Normstellung der Rotoren, also die Richtung der 3i-Achsen durch die konstante 
Matrix B o beschrieben, w/ihrend in BA die Abweichungen yon der Normstellung ausgedfiickt 
werden. Wenn ~i und/5~ ill tiblicher Weise als Kardanwinkel definiert werden, dann sind die 

Winkelgeschwindigkeiten dr i u n d / ~ i  zugleich auch Ffihrungsgeschwindigkeiten ffir den /-ten 
Rotor. Man erh~ilt deshalb fi~r die zugeordneten Elemente (3) der Matrix B 

J~ 
cos (&i, 3 i) = sin/3 i ~ / 5  i wegen ~ (@ 3i) = 2 -- f l '  

cos (fli, 3 i) = o wegen <): (~,, 3 r -- = 
2 

In einem System m i t m  Rotoren von je zwei Freiheitsgraden der Rotorachsen gegentiber dem 
Bezugssystem hat dann B die allgemeine Gestalt: 

- Ifll  o . . . . . . . . . . .  7 
' - I [c~ I - - f12" ~  . . . . . . .  " -- ---- I (18) 

Die Elemente der ersten n -- 2m Spalten bestimmen die Struktur des Systems und damit  
zugleich den konstanten Anteil Bo; sie kSnnen abet auch Anteile der Abweichungs-Matrix BA 
enthalten. In der rechten Teilmatrix yon (18) (Spalten n -- 2m + i bis n) ist eine Schfiigspalte 
mit den fli, die Nachbarspalte mit Nullen besetzt; die anderen Stellen bleiben unbesetzt, weil 
die ~ hier nicht Fiihrungsdrehungen far die 3i-Achsen sind. Bei der numerischen Ausrechnung 
muB bier natiirlich jeweils ,,Null" eingesetzt werden. 

Bei t3eschr~inkung auf lineare Glieder in den Bewegungsgleichungen (11) geniigt es, in BA 
nur die linear yon ei, fli abh/ingigen Glieder zu berficksichtigen. Da auBerdem der Coriolisanteil 
GAq in (11) quadratisch in den q ist, erh~ilt man als linearisierte Bewegungsgleichungen: 

(Ao+BToARBo) 4 + (  '~eq [ oq j - -  ~ -  o 4 - -  ~-q or/---- Qo.  (19) 

Ing. Arch. Bd. 45, H. 4 (I976) 
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Die hier vorkommenden, durch den Index ,,Null" gekennzeichneten Gr5Ben entstehen aus den 
nicht indizierten Ausdriicken durch Nullsetzen der qi bzw. (/~. Fiir N~iherungen im Sinne der 
Pr~izessionstheorie kann noch das Beschleunigungsglied vernachl~issigt werden. Die Zul~issig- 
keit einer derartigen N~iherung muB jedoeh in jedem Fall gesondert gepriift werden, da ein 
Dominieren der gyroskopischen Anteile allein hierfiir nicht ausreicht; es mug vielmehr noch 
det GR = o gefordert werden und es diirfen keine Mehrfachwurzeln auftreten (s. z .B.  [2], 
w 

In Sonderf/illen kann es notwendig sein, die Linearisierung nicht fiir alle, sondern nur ffir 
einige der Koordinaten q~ durchzuftihren. Ein Beispiel hierzu wird im Abschnitt 4 behandelt 
werden. 

Aus (19) ist zu erkennen, daB zur Aufstellung der Pr~izessionsgleichungen lediglich der 
Anteil B,~ der Struktur- und Einbau-Matrix sowie die verallgemeinerten Kr~ifte O bestimmt 
werden miissen. Wenn die vollst~indigen Gleichungen ben6tigt werden, dann sind zus~itzlich 
auch noch A und B o und daraus A *  ~ A o + BTARBo auszurechnen. 

4. Beispiel: Eine Drei-Kreisel-Plattform 

Es sollen die Bewegungsgleichungen ffir die in Abb. 1 skizzierte, allseitig drehbar gelagerte 
Plattform diskutiert werden, auf der sich drei rahmengelagerte Lagekreisel befinden. Die not- 
wendigen Momentengeber, Abgriffe, Fesselungen und Beschleunigungsmesser sind hier fort- 
gelassen worden. Die vorhandenen Achsen werden yon 1 bis 11 durchnummeriert, wobei 1, 2, 3 
die Achsen des plattformfesten Referenzsystems sein sollen. Es liegt ein 9-K6rper-System mit 
3 Rotoren vor, das 8 Freiheitsgrade besitzt, wenn man die Drehungen der Rotoren um die 
Achsen 6, 8 und 11 nicht mitz~ihlt. Hierfiir sollen vielmehr konstante relative Drehgeschwin- 
digkeiten %, 9s, 9n, also ideal arbeitende Drehzahlregelungen vorausgesetzt werden. Nit  den 
Winkelgeschwindigkeitskomponenten Ql, f2~, K2 a der Plattform wird der 13ewegungszustand 
des Systems durch 

E~I, ~ ,  Q~, &, &, ~,, ~, ~1o~ (20) 
beschrieben, wobei die Indizes sinngem~tB die jeweiligen Achsen bezeichnen. Die Fiihrungs- 
drehungen ftir die Rotorachsen 6, 8, 11 k6nnen aus der in Abb. 2 skizzierten Baumstruktur des 

i 

Abb. 1. Drei-Kreisel-Plattform 

Abb. 2. Strukturschema Ii~r die Plaitform yon Abb. 1 

Ing. Arch. Bd. 45, H. 4 (1976) 
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Systems entnommen werdem Daraus ergibt sich die Besetzung der B-'Matrix. Wenn -- aus 
einem sp/iter zu erkl~irenden Grund -- zun~ichst auch die in den e und/3 quadratischen Glieder 
mit beriicksichtigt werden, dann hat  man 

I 1 0 O 0 O J 

B o ~ -~  - - 1  " o o o - -  o - -  - -  , 

o 1 o o o 

B~ = ~ ( ~  + ~ )  /3~ ~ /3~ o . 

( ~  +/3~o) /310 ~ o  o OC9 

(21) 

Die h ie r  durch Striche gekennzeichneten, strukturell unbesetzten Stellen sind fur die Aus- 
rechnung jeweils durch ,,Null" zu besetzen. Die einfache Form fiir B o ist auf die Tatsache zu- 
riickzufiihren, daB die Rotorachsen parallel zu den Bezugsachsen 1 bzw. 2 angenommen werden. 
Fiir das Weitere sei angenommen, dab die Rotoren bezi~glich der 6, 8, 11-Achsen symmetrisch 
sind ulld dab alle Hauptachsen yon Rotoren, Rahmen u n d  Geh~usen in der Normalstellung 
zu den Bezugsachsen 1, 2, 3 parallel sind. Tr/igheitsmomente Jr werden durch die den ]eweiligen 
Achsen entsprechenden Indizes gekennzeichnet, die Deviationsmomente der Plattform beziig- 
lich des 1, 2, 3LBezugssystems seien Jle, Jl~, J~.  Die Tr/igheitsmomente J i  sollen jeweils auch 
die Anteile aller zwangsl~ufig mitdrehenden TeilkSrper enthalten, wobei diese in den Normal- 
lager; aflgenommen werden. So enthiilt Z. B. J~ zugleich auch Anteile von dell beiden um die 
Achsen 5 bzw. 7 drehenden Rotorget~/iuse sowie von den um 6 bzw. 8 drehenden Rotoren. Die 
Tr~igheitsmoinente :C a, C s, C n der Rotoren um ihre Symmetrieachsen sind in den J i  nicht ent- 
halten. Damit  erh~lt man mit (21) und 

L=AR, = 
o Cl, '~:tl Lc, .~ IJ  L,, 

aus dem Ausdruck flit' die kinetische Energie die Massenmatrix: 

A = 

I 

A J ~  Yl~ o o o 

A~ J~ J ~  A o o 

A~ J ~  J~ o J~ - y ~  
o A o A o o 
o o y~ o y~ o 

o o - A  o o A 
o o J 9  o o o 

J10 O O O O O 
m 

m 

o ffl0 

o o 

J9 o 

o o 

o o 

o o 

J9 o 

o Jlo 

(23) 

mi t  (21) die zus/itzliche Massenmatrix (bis zu Gliedern erster Ordnung) : 

BTARB 

- J o + J ~  o o J d ~ - J s / 3 ~  o o o 

o J ~  o o o o J ~ o  
0 0 0 0 0 0 0 

J g ~  - J ~  o o o o o o 
O'  0 0 0 0 0 0 

O O 0 O '  O 0 0 

Jl1~10 o o o o o o 

o o o o o o o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

(24) 

Ing. Arch. Bd. 45, H. 4 (1976) 



K. Magnus: Zur Theorie yon 1Vfehrk6rpersystemen mit drehzahlgeregelfen Rotoren 215 

aus (13) die Matrix der CorioliskrMte (bis zu Gliedern erster Ordnnng): 

o 

o 
o 
o 

G A = _ j 6 ~  4 

J8;4 
o 
o 

o o o J ~  -J~6,~ o 
0 0 0 0 0 0 

Q 0 0 0 0 0 

o o o J , &  - J s &  o 

o o - J 0 n ~  o o o 

o o J s &  o o o 

o o o o' o o 

- J ~  0 o o o - J ~ n 2  
L �9 

and aus (14) die gyroskopische Matrix (bis zu Giiedern erster Ordnung) : 

o 

o 
o 

GR= (L6 -- Ls) % 
g~fl5 

- -  Lsfl7 

L l i  

o 

m 

o 

o 

o i2.~) 
O 

o 

JnX22 
o .] 

m 

o o ( L  8 - -  L6)  o~ 4 - - L 6 f l  5 L s f l  ~ - - L  n o 

o o o Lo  L8 - - L I I ~ 9  - -L l1~1o  

o o L s - -  L~ o o o L n 

o L 8 - -  L s o L 6 L s o o 

- - L  6 o - - L  6 o o o o 

- -L  s o - -L s o o o o 
galcX 9 o o o o o Lal  

Ll l f l l  0 - - L l l  o 0 0 - - L l x  0 - -  

�9 , (26)  

Nit diesen Matrizen k6nnen nun die 8 Bewegungsgleichungen (11) ffir. die in Abb. 1 .skizzierte 
Plattform leicht angeschrieben werden. Das soil bier nicht in allgemeiner Form geschehen. 
Jedoch sollen, da in (24), (25), (26) Glieder his zur ersten Ordnung in cq fi mitgenommen w u >  
den, also in den Bewegungsgleichungen (11) aueh Glieder zweiter Ordnung auftreten, Obe> 
legungen zur gegenseitigen Absch/~tzung der vorkommenden Glieder ffir den Fall schnellaulen, 
der Rotoren angestellt werden. Bei diesen Rotoren sind die Drallkomponenten L~, Ls, Lfi so 
groB, dab -- wie die Erfahrung zeigt -- bei Absch/itzungen tier mit L multiplizierten Gliecler 
auch quadratische Glieder beriicksichtigt werden mtissen, wenn die gyroskopischen Effekte  
hinreichend genau erfaBt werden sollen. Das ist insbesondere dann der Fall, wenn die Winkel-. 
geschwindigkeiten s i des Bezugssystems als Ffihrungsbewegungen ffir die Rotoren nicht als 
beliebig klein im Sinne einer Theorie kleiner Schwingungen angenommen werden k6nnen. 
Dann kann zwar beztiglich der ~ und fl, nicht aber bezfiglich der s linearisiert werden. Um das 
zu erm6glichen, sind bei der vorausgegangenen Durchrechnuag auch quadratische Anteile 
mitgezogen worden. 

Wenn nun eine Linearisierung beztiglich der e und fl vorgenommen wird, dann stellt man 

zun/ichst lest, dab zu allen aus G~i /yon  (11) folgen Gliedern vom Typ Jr)& bzw. Jf2fi ent- 

sprechende Gl ide r  aus GRi / vom Typ Ls  bzw. L/J gefunden werden. Da nun bei schnelien 
Rotoren stets L >~ Jr2 gilt und auBerdem alle weiteren in GA~ vorkommenden Glieder qtm-~ 
dratisch beztiglich c~, fl sind, kann das Coriolisglied GAq in (11) fortgelassen werden. Wenn 
man nun -- im Sinne des oben Gesagten -- die Qi als Ffihrungsdrehungen betrachtet und in 
den Gleichungen ffir die Rahmensysteme auf die rechten Seiten bringt, dann ergeben sich fiir 
die am die Itinf Rahmenachsen drehbaren Teilsysteme die folgenden in ~ und fl linearen 
Bewegungsgleichungen : 

4 : J ~ s  + L~5 + Lsfi7 + (Le -- Ls) D~a~ + JnD~5 - J s ~ ,  ~ Q, - J S 4  - (L6-  Ls) D3, ] 

5: Ld~ - z.o~ + s  = O~ - L~O. - z ~ &  , 

7: A~; z.~a~ - z.~&~, = Q, + J,  f4  + L~&,  

9 : J 9 s  + L ~ l O  -~- LllO20~ 9 + J l l ~ 2 f l l o  = Q9 - J g ~  - L l 1 0 1 ,  

10:  Jlo~lO - -  Ll1~r "4- Lll~92fllO = Q18 - J~oD~ + L n t 2 . .  ] 
(27) 
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Die einzelnen Glieder dieser Gleichungen kgnnen anschaulich gedeutet  werden: 

o die Beschleunigungsglieder vom Typ  J ~  bzw. Jf i  brauchen nut  be i  der Untersuchung 
yon Nutat ions-  oder schnellen Pendel-Schwingungen berticksichtigt zu werden. Bei der Be- 
rechnung der wichtigeren Pr~zisionsbewegungen kgnnen sie fortgelassen werden; 

o die Glieder vom Typ  L& bzw. L/~ kennzeichnen die Kreiselwirkung der Rotoren;  meist 
sind dies die dominierenden Anteile; 

�9 Glieder vom Typ  LS)a bzw. LD/3 sind Ausdruck einer gyroskopischen Fesselung, die 
dutch die Fi ihmngsdrehung ,Q hervorgerufen wird. Die Fesselung ist statisch stabil  (instabil), 
wenn die Drehrichtungen fiir Rotor  und Fiihrungsdrehung gleich (verschieden) sind. Darin 
k o m m t  die Tendenz zum gleichsinnigen Parallelismus zum Ausdruck. Glieder dieses Typs  
haben entscheidenden EinfluB zum Beispiel bei der Bereclmung des Kurvenflugverhal tens  yon 
Kreiselhorizonten oder Stellkreiseln; sie spielen auch bei Satelliten mit  Drallr~dern eine groge 
Rolte; 

o die Glieder yore Typ  J~ /~  geben den EinfluB yon Anderungen der Ftihrungsgeschwindig- 
keiten an. Dieser EinfluB ist im allgemeinen gering; 

auch die Glieder vom Typ  JY) auf den rechten Seiten sind yon Fiihrungs-Beschleuni- 
gungen (-Verz~hgerungen) abh~ingig. Sie miissen i m  Zusammenhang mit  den auf den linken 

Seiten stehenden Gliedern vom Typ  Jb; bzw. J~" gesehen werden; 

sehr wichtig sind wieder die Glieder vom T y p  LX). Sie geben die infolge der Fiihrungs- 
drehungen entstehenden Kreiselkdifte wieder, die hier als Stgrungen zu betrachten sind. 

Bemerkenswert  ist, dab alle drei Komponen ten  ~Qi der Ftihrungsdrehung in jede der fiinf 
Gleichungen yon (27) eingehen. Das Gesamtsys tem der P la t t form ist also s tark  verkoppelt .  
Wenn dagegen die D i als Zeitfunktionen vorgegeben sind und keine Rtickwirkung der Rotoren 
auf die P la t t form stat tf indet ,  dann zerf~illt das Gleichungssystem (27) in die voneinander 
unabh~ngigen Teilsysteme 4, 5, 7 sowie 9, lo. 

In  v61Iig analoger Weise, wie es hier ftir das Beispiel einer P la t t form gezeigt wurde, lassen 
sich auch die Gleichungen fiir Satelliten oder Raumflugkgrper  mit  schwenkbar  eingebauten 
Draildidern in zielstrebiger Weise aufstellen. Dabei  kgnnen freilich bei der Beurteilung von 
Vernachl~ssig'angen andere Gesichtspunkte als die hier beschriebenen mal3gebend sein. 
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