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K. MagNUs

Kreiselmechanik

Es wird ein Uberblick iiber KErgebnisse der Kreiseltheoric gegehen, die meist im Zusammenhang mit der Unter-
suchung technischer Probleme der Raumfahrt, der Kreiselgeritetechnik oder der Rotordynamik erarbeitet worden
sind. Einfliisse von Zusatzmassen, Dimpfung und Nachgiebigkeit von Teilsystemen werden behandelt und es
werden Ansitze einer Theorie von Kreiselsystemen mit drehzahlgeregelten Rotoren angegehen.

1. Einfiihrendes

Unter dem Begriff Kreiselmechanik faft man iiblicherweise die Probleme der Drehbewegungen starrer Kérper
zusammen. Klassische Beispiele hierfiir sind die bekannten Fille von Eurer und LaaraNGE (kriftefreier unsymme-
trischer bzw. schwerer symmetrischer Kreisel). Ausgehend davon haben in der Folgezeit vorwiegend Mathematiker
die Bewegungsgleichungen der Kreisel unter den verschiedensten Nebenbedingungen und zusitzlichen Annahmen
zu l6sen versucht. Einen viel beachteten Hohepunkt dieser Bemiihungen bildet zweifellos die Dissertation der
Kowarrwskaia, weil dort das Instrumentarinm der elliptischen Funktionen virtuos zur Lasung eines Sonderfalles
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(spezieller symmetrischer Kreisel mit exzentrischer Schwerpunktslage) eingesetzt und dabei zugleich weiterent-
wickelt wurde. Wenngleich hier ein brillantes Beispiel in angewandter Mathematik und Mechanik prisentiert
wurde, so haben doch Physiker und Ingenieure kaum davon Notiz genommen, da weder ein phinomenologisch
hesonders interessantes noch ein technisch verwertbares Ergebnis erkennbar war. Dennoch haben die klassischen
Arbeiten wesentlich dazu beigetragen, Methoden zur Behandlung auch technisch interessierender Probleme zu
entwickeln.

Kreiselmechanische Aufgaben spielen heute bei allen Maschinen und Geréten eine Rolle, die drehende Teile
enthalten. Sondergebiete sind auBer der hochentwickelten Kreiselgeritetechnik die Rotordynamik und in den letzten
Jahrzehnten vor allem die Satellitentechnik. Gerade aktuelle Probleme der Raumfahrt haben zu einem Anfleben
des Interesses auch an den von den Klassikern behandelten Fragen gefiihrt. Gleichzeitig erwies es sich aber als
notwendig, weit iber den Rahmen klassischer Ergebnisse hinauszugehen, um aktuelle Probleme 16sen zu kénnen.

Verallgemeinerungen sind in vielfacher Hinsicht vorgenommen worden. So hat man bei der Untersnchung der
Drehhewegungen starrer Korper die folgenden Erweiterungen beriicksichtigt:

— innere und/oder duflere Zusatzmassen,

— innere und/oder duflere Dimpfungen,

— elastische Teilsysteme, z. B. angebaute Antennen,

— Hohlrdume, die ganz oder teilweise mit idealem oder viskosem Fluid gefiillt sind,

— spezielle Momentenfunktionen, wie sie bei selbsterregten Kreiseln oder hei Ranmfahrzeugen durch den Schwere-
gradienten hervorgerufen werden,

— Regelvorrichtungen, die entweder zu aktiver Dimpfung oder zu Lagercgelungen, meist aber fiir Optimiernngs-
probleme eingesetzt werden.

Uber einige der dabei erhaltenen Ergebnisse soll berichtet werden. Dabei muB auf das Zitieren aller einschli-
gigen Versffentlichungen verzichtet werden, weil es hier vor allem darauf ankommt, einen Uberblick iiber mogliche
Verhaltensformen von Kreiseln und Kreiselsystemen zu geben.

Um die Zusammenhédnge besser sichtbar werden zu lassen, soll — soweit moglich — eine einheitliche Dar-
stellung gewiihlt werden. Bei Stabilitdtsproblemen hat sich dafiir das Formdreieck, eine geometrisch durchsichtige
Darstellung fiir Korper beliebiger Massenverteilungen, bewahrt. Seine Konstruktion sei kurz erliutert (Bild 1):
Man denke sich die Zahlwerte fiir die Haupttrigheitsmomente 4, B, C eines starren Kérpers auf den Achsen
1, 2, 3 eines kartesischen Dreibeins aufgetragen. Sie bilden die Koordinaten eines im ersten Oktanten des Koordina-
tensystems gelegenen Punktes P, der als Bildpunkt des Kérpers angesehen werden kann, weil er in eindeutiger
Weise sein Trigheitsellipsoid kennzeichnet. Da jedoch selten die absoluten GréBen der Tragheitsmomente, sondern
im allgemeinen nur ihre Verhiltnisse interessieren, kann die dreidimensionale Mannigfaltigkeit der Bildpunkte
auf eine zweidimensionale reduziert werden. Hierzu wird der Durchstofpunkt der Verbindungslinie von P zum
Koordinatenursprung mit der durch 4 + B -+ C =1 definierten Ebene bestimmt. Wegen der bekannten Rela-
tionen zwischen den Haupttrigheitsmomenten eines starren Korpers (4 + B = C, ...) liegen dann die Bildpunkte
realer Korper stets in dem in Bild 1 schattierten gleichseitigen Dreieck, das als Formdreieck bezeichnet wird.

=0
Bild 1. Konstruktion des Formdrelecks Bild 2. Das Formdreieck

Eckpunkte des Formdreiecks (Bild 2) entsprechen stabférmigen Korpern; sie sind durch 4 = 0 oder B = 0
oder ¢ = 0 gekennzeichnet. Bildpunkte auf den Dreieckseiten entsprechen scheibenférmigen Kérpern (4 + B == C,
B4 C = A, C + A = B). Punkte auf den Mittelsenkrechten stehen fiir Kirper, bei denen jeweils zwei Haupt-
triigheitsmomente gleich grof sind (symmetrische Kreisel). Der Mittelpunkt wird fiir Kérper mit kugelformigem
Triigheitsellipsoid erhalten (4 = B = C). Den sechs, durch die Mittelsenkrechten abgeteilten Teildreiecken sind
jeweils eindeutige GroBenbeziehungen, z. B. wie eingetragen 4 > C > B, zugeordnet. Demnach kénnen die Be-
reiche der beziiglich jeder der drei Hauptachsen gestreckten oder abgeplatteten Korper unmittelbar erkannt werden:
so ist beziiglich der 3-Achse, zu der das Haupttrigheitsmoment C gehirt, der untere, einfach schraffierte Bereich der
Ort aller gestreckten, der obere, doppelt schraffierte Bereich der Ort aller abgeplatteten Kérper; die Achse 3 hildet
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dann die ,,Jange* bzw. die ,,kurze'* Achse des Kreisels. Ist dagegen € mittleres Haupttrigheitsmoment, dann liegen
die zugehérigen Bildpunkte in den beiden nicht schattierten Teildreiecken.

2, Verallgemeinernngen klassischer Fille

Der momentenfreie starre Kérper mit drei Freiheitsgraden der Drehung (EvLER-Kreisel) kann um alle drei Haupt-
achsen stationidre Drehbewegungen ausfiithren. Sie sind stabil, wenn sie um die Achsen des groBten oder kleinsten
Haupttragheitsmomentes erfolgen ; Drehungen um die mittlere Hauptachse sind instabil. Dieses klassische Ergebnis
ist in Bild 3a im Formdreieck fiir den Fall dargestellt, dafi der Korper stationdr um die 3-Achse dreht. Fiir Korper,
deren Bildpunkte in die beiden schraffierten Dreiecke fallen, ist die Drehung instabil, weil sie um die ,,mittlere
Achse crfolgt.

Eine erste Verallgemeinerung dieses Ergebnisses zeigt Bild 3b. Hier ist viskose d&uflere Ddmpfung beriicksich-
tigt worden, wie sie etwa bei einem in viskosem Fluid drehenden Kérper vorliegt. Die instabilen Bereiche werden mit
wachsender Stirke der Dimpfung kleiner. Auf diese Weise kénnen Kérper mit nicht zu starker Unsymmetrie be-
ziiglich der 3-Achse auch dann stabil rotieren, wenn die Drehachse mittlere Hauptachse ist. Dieses Ergebnis ist eine
Art Abfallprodukt von Untersuchungen, die zur Klirung des Verhaltens schnellaufender Zenbrlfugen durchgefiihrt
worden sind.

a) b)

Bild 3. Der BULER-Kreisel; a) ohne ..., b) mit fuBerer ... , ¢) mit innerer NDimpfung. Tnstabilititshereiche sind schraffiert

Ein villig anderes Ergebnis wird bei Vorhandensein',,innerer Dimpfungen‘* erhalten (Bild 3 ¢). Hier wird der
instabile Bereich gréfer als im ungedimpften Fall: stabile Drehungen sind nur noch um die Achse des grofiten
Haupttragheitsmomentes, d. h. um die kurze Achse méglich. Dieser Sachverhalt wurde zuerst experimentell durch
Beohachtung des Verhaltens der ersten kiinstlichen Satelliten entdeckt: die nach dem Start um die lange Achse
drallstahilisierten Satelliten fingen an zu taumeln und drehten nach einigen Tagen stabil um die kurze Achse.
Eine einleuchtende Erkliarung fiir dieses Verhalten wurde zunichst durch die heuristische ,,energy-sink““-Hypothese
gegeben: wegen innerer Energiedissipation kann die kinetische Energie nur abnehmen. Da aber der Drall wegen
des Fehlens duBlerer Momente konstant bleibt, strebt der Kreisel schlieilich dem stationéren Bewegungszustand
zu, bei dem die Energie den kleinsten mdglichen Wert annimmt. Das aber ist die Drehung um die kurze Achse,
weil hier die zur Erreichung des konstanten Dralls L erforderliche Drehgeschwindigkeit e am kleinsten wird,
also anch die kinetische Energie 7' = - L™ den kleinsten Wert annimmt.

Uber die Ursache der Encrgiedissipation durch innere Dimpfung ist viel diskutiert worden. Bei den ersten
Satelliten war sie zweifellos in der Tatsache zu sehen, dafB sich die diinnen Antennen bei den Taumelbewegungen
verformten und damit Werkstoffdampfung wirksam wurde. Es sind aber vielerlei andere Mdglichkeiten denkbar
und zum Teil auch durchgerechnet worden. Thnen allen ist gemeinsam, daf das Grundkonzept der klassischen
Kreiseltheorie, die Annahme eines ,,einzelnen starren Korpers, verlassen werden muf. Es miissen vielmehr stets
irgendwelche inneren oder #uBeren Zusatzmassen vorhanden sein, die sich relativ zum Hauptkorper bewegen
kinnen. Dabei kénnen Fessel- und/oder Dampfungs-Krifte zwischen Haupt- und Zusatz-Kérper wirken. Einige
mégliche Konfigurationen sind in Bild 4 skizziert worden. Der mit kérperfester Achse im Kreisel liegende symme-
trische Rotor sowie ein vollkommen mit homogenem Fluid gefiillter Hohlraum im Kreisel sind dadurch gekenn-

@ Bild 4. Deispiele fiir starre Kirper it Zusatzmassen
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zeichnet, daB die Trigheitsmomente des Gesamtsystems nicht von der Stellung der inneren Massen abhiingen.
Bei einem im oder am Kdrper drehbar gelagerten Stab sowie bei relativ zum Kdrper bewegten Zusatzmassen inner-
halb oder auBerhalb des Korpers ist das nicht der Fall. Dennoch kann als gemeinsames Ergebnis der Analyse
vieler verschiedener Varianten der in Bild 4 skizzierten Fille festgestellt werden, daf fiir den Fall, daf die Zusatz-
massen klein gegeniiber der Masse des Hauptkérpers sind, eine vorhandene innere Dampfung zu dem in Bild 3¢
dargestellten Stabilitatsverhalten fithrt. Bei groBeren Zusatzmassen kann es zu weiteren Einschrinkungen fiir die
Stabilititsbereiche kommen, wofiir spater zwei Beispiele ndher betrachtet werden sollen.

Die hisher hetrachteten Fille bezogen sich ausnahmslos auf den kriftefreien Fall, bei dem die dufieren Mo-
mente vernachliissigbar klein sind. Fiir den ,,schweren Kreisel** entsteht das duflere Moment durch eine Abweichung
des Schwerpunktes vom Fixpunkt, um den der Kreisel frei drehbar gelagert ist. Allgemeinere, d. h. fiir beliebige
Anfangsbedingungen giiltige, explizite Losungen sind aber nur unter zusitzlichen Voraussetzungen gefunden wor-
den. So haben LacraNGE und KowaALEwskasA bei ihren klassischen Untersuchungen Einschrénkungen sowohl
beziiglich der Form des Tragheitsellipsoides (4 = B) als auch beziiglich der Lage des Schwerpunktes (S auf einer
Hauptachse) eingefiihrt. STAUDE hingegen, der eine beliehige Form fiir das Trigheitsellipsoid zulie, mubBte emp-
findliche Einschriankungen heziiglich der Anfangsbedingungen fordern. Dennoch hat gerade der StaubpEsche Fall
in den letzten Jahren ein durchaus praktisches Interesse gewonnen, weil sich herausstellte, dafl bestimmte Zentri-
fugentypen angenéhert einem STaupE-Kreisel entsprechen.

Bild 5. Der STAUDE-Kreisel ohne Dimpfung; a) statisch stabile ...,
h) statisch instabile Tesselung

Der klassische STaupE-Kreisel bildet eine Art Kombination der Fdlle von EULER und LAGRANGE. Sein Stabili-
titsverhalten wurde in einer ebenfalls schon als klassisch zu bezeichnenden Arbeit von GrRaMMEL geklart. Diese
Ergebnisse lassen sich anschaulich im Formdreieck (Bild 5) darstellen. Dabei wird ein dimensionsloser, von der
Fesselungsstirke und der Drehgeschwindigkeit £ abhingiger Beiwert

¢ — mgs
k= cQ2 M

als Parameter eingefiihrt. Uber die STaAuDE/GraMMELschen Ergebnisse hinausgehend, wurde neben der Schwere-
fesselung (mgs) auch noch eine bei Zentrifugen vorhandene elastische Fesselung (c) beriicksichtigt. Im dampfungs-
freien Fall d = 0 werden die instabilen Bereiche bei statisch stabiler Fesselung (£ >> 0, Bild 5a) kleiner, bei statisch
instahiler Fesselung (k > 0, Bild 5b) groBer als im Fall des astatischen Kreisels (Bild 3a). Sie sind weiterhin durch
Geraden begrenzt, jedoch tritt fiir k <0 ein zusétzlicher instabiler Bereich auf, der die Anwendung gestreckter
Rotoren stark einschrinkt. Die folgenden bemerkenswerten Feststellungen kdnnen aus den Diagrammen abgelesen
werden:
1. Fin statisch stabiler, um die Achse des kleinsten Haupttrigkeitsmomentes drehender Rotor, hei dem man globale

Stabilitdt crwarten wiirde, kann in bestimmten Drehzahlbereichen instabil werden;
2. cin statisch instabiler, um die mittlere Hauptachse drehender Rotor, bei dem man globale Instabilitdt erwarten

wiirde, kann in bestimmten Drehzahlbereichen dennoch stabil rotieren.

Fiir Zentrifugen ist der dimpfungsfreie Fall uninteressant. Deshalb untersuchten ScHIEHLEN und WEBER [1]
die Verinderung der Stabilititsbereiche infolge duflerer Dampfung. Zwei der dahei erhaltenen Ergebnisse sind in
Bild 6 dargestellt. Der Vergleich mit dem in Bild 5 wiedergegebenen Fall d = 0 zeigt, daf} die Didmpfung bei statisch
stahiler Fesselung stabilisierend wirkt — kleine Unsymmetrien werden unschidlich gemacht — wihrend die
instabilen Bereiche bei k < 0 vergréfert werden. Dieses Ergebnis kann als cine Verallgemeinerung des schon vom
LaarangE-Kreisel mit Dimpfung bekannten Verhaltens angesehen werden.

k=024

Rild 6. Der STAUDE-Kreisel mit iiuBerer Diimpfung; a) statisch stabile ...,
h) statisch instabile Fesselung
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Anforderungen der Kreiselgeritetechnik haben dazu gefiihrt, dafl auch Einzelkdrper mit dufleren Zusatz-
massen genauer untersucht worden sind. Die rahmengelagerten Kreisel mit zwei oder drei Freiheitsgraden sind
Beispiele dafiir. Auch hier haben sich interessante Verallgemeinerungen klassischer Fille ergeben:

1. Dic Drallachse eines astatisch gelagerten Kardankreisels kann bei schwingendem Kreisel, also z. B. bei Vor-
handensein von Nutationsschwingungen, ihre Richtung im Raum #dndern (,,kinetische Drift*, s. [2] Kap. 4.4).

2. Fiir Stabilitit eines kardanisch gelagerten Kreiselpendels mul} nicht nur die klassische Stabilitdtsbedingung des
LacraNGE-Kreisels modifiziert werden, sondern es ist noch eine weitere Bedingung hinzuznfiigen, die den Be-
wegungszustand des Rahmensystems einschrinkt {[2], Kap. 4.3).

3. Bei einem kardanisch gelagerten Kreisel mit unsymmetrischem Rotor kénnen je nach den Massenverhaltnissen
der Rahmen Abweichungen vom Verhalten des EvLeR-Kreisels auftreten: Es koénnen die Drehbewegungen um
alle drei Hauptachsen stabil sein, oder es konnen stationdre Drehungen um zwei Hauptachsen instabil werden
(2], Kap. 4.5).

3. Gyrostaten

Der in Bild 4 skizzierte Kérper mit einem symmetrischen Rotor im Innern wird nach KerLvin als Gyrostat be-
zeichnet. Das Interesse an Theorie und Phénomenologie der Gyrostaten ist in den letzten Jahrzehnten stark ge-
wachsen, da viele Satelliten zum Zwecke der Lageregelung mit Rotoren versehen werden, also Gyrostaten bilden.
Aus den zahlreichen neunerlichen Verdffentlichungen iiher Gyrostaten sollen hier nur einige, vom kreiseltechnischen
Standpunkt besonders interessierende, aufgefiihrt werden: es soll der Einflul der Rotordrehgeschwindigkeit o2
behandelt und damit die Moglichkeit einer Stabilisierung untersucht werden, und es soll der Energictransfer von
der Achse des kleinsten zur Achse des grofiten Haupttrigheitsmomentes am Beispiel eines Gyrostaten mit frei
drehbarem, aber relativ zum Gehiuse viskos gebremsten Rotor gezeigt werden.

Wesentliche Ergehnisse auf dem Gebict der Gyrostatentheorie sind in der Monographie [3] von Rosrrson,
WrLLEMS und WITTENBURG zusammengestellt worden. Fiir den Fall eines Gyrostaten mit konstanter Rotordrehzahl
hat insbesondere WirTENBURG [4] eine fast erschipfende Darstellung der analytisch geldsten Fille gegeben. Kr hat
durch Ausrechnen der Polkurven und Auftragen auf dem Energieellipsoid gezeigt, wie sich das Verhalten des
Gyrostaten im gesamten Bereich von w®, vom festgeklemmten Rotor (w® = 0) bis zum Gyrostaten mit domi-
nierendem Rotordrall (w® — oo) #ndert. Eine noch elegantere, auch auf Gyrostaten mit nicht konstanter Rotor-
drehzahl anwendbare Darstellung desselben Ubergangs hat H. H. MULLER [5] gegeben; das soll hier gezeigt werden.

Bei einem momentenfreien Gyrostaten bleibt nach dem Drallsatz, unabhingig von eventuellen Relativbewe-
gungen des Rotors, der Vektor L des Gesamtdralls nach GréBe und Richtung konstant. Sein Endpunkt beschreibt
deshalb bei Drehbewegungen des Gyrostaten auf einer mit dem Hiillkérper fest verbunden gedachten Kugel vom
Radius L, der ,,Drallkugel®, eine Drall-Polkurve, deren Verlauf, véllig analog zu den bekannten Drehgeschwindig-
keits-Polkurven auf dem Energie-Ellipsoid, das grundsitzliche Verhalten der Gyrostaten erkennen lift (Bild 7a).
In den Bildern 7b, 8 und 9 wird gezeigt, wie sich die Polkurven im Bereich 0 < w® < co verindern und welche
stationiren Drehbewegungen méglich sind. Bild 7b gilt fiir den Gyrostaten mit festgeklemmtem Rotor — also fiir
cinen starren Einzelkorper. Es gibt sechs Durchstofpunkte der Hauptachsen durch die Drallkugel; sie entsprechen

Bild 7. Polkurven auf der Drallkugel eines momentenfreicn Giyro-
staten. a} Entstehung der Drall-Polkurven, b) Kurven fiir festge-
klemmten Rotor

o)

w?=39

Bild 8. Polkurven auf der Drallkugel Bild 9. Polkurven auf der Drallkngel
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chensovielen moglichen stationdren Drehbewegungen des Gyrostaten, namlich Drchungen uni dic drei Hauptachsen
mit jeweils verschiedenem Drehsinn. Die DurchstoBpunkte bilden singuldre Punkte des Polkurvenfeldes; vier von
ihnen sind stabile Wirbelpunkte (durch Ringe gekennzeichnet), zwei sind instabile Sattelpunkte (durch Krenze
gekennzeichnet), In dem hier dargestellten Fall eines Gyrostaten mit einer zur 1-Achse parallelen Rotorachse
behalten die Durchstofipunkte der 1-Achse ihren Ort auf der Drallkugel unverdndert bei. Die anderen Punkte
wandern jedoch in Abh#éngigkeit von der Rotordrehgeschwindigkeit. Es zeigt sich, dall Wirbelpunkte und Sattel-
punkte bei anwachsendem w® zweimal aufeinander zulaufen; je ein Wirbelpunkt und ein Sattelpunkt verschinelzen
dabei und heben sich gegenseitig auf. Die Zahl der mdéglichen stationdren Drehbewegungen wird auf diese Weise
von 6 bei kleinem w? iiber 4 auf 2 bei dominierendem Rotordrall verringert. Dieser Ubergang kann aus dem Kurven-
verlauf der Polkurven und insbesondere aus dem Verlauf der durch die Sattelpunkte laufenden Separatrizen in
den Bildern 8a, b und 9a, b im einzelnen verfolgt werden. In Bild 8b ist der Grenzfall skizziert, bei dem gerade
zwei Sattel- und cin Wirbelpunkt zusammenfallen. Ubrig bleibt ein Sattelpunkt, der jedoch fiir ¥ > 28 (die Zahlen
sind dimensionslose Bezugsgroen) durch Verschmelzen mit zwei Wirbelpunkten wieder zu einem Wirbelpunkt wird,
Fiir w® — oo geht das Polkurvenbild in das bekannte Bild fiir cinen einzelnen symmetrischen Rotor iiber. Der
Hiullkérper hat dann praktisch keinen Einflul mehr.

Die Stabilisicrungsmdglichkeiten fiir einen Gyrostaten lassen sich in dem fiir einen Ersatzkorper konstruierten
Formdreieck darstellen (Bild 10). Der Ersatzkorper entspricht dem Gyrostaten mit eingefrorenem Rotor, wobei
jedoch das Rotortragheitsmoment beziiglich der Rotordrehachse fiir diese Achse abgezogen wird. Man kann zeigen,
daf} bei Variation des Verhiltnisses L%/L (Rotordrall zu Gesamtdrall) fiir Drehungen des Gyrostaten um die zur
Rotorachse parallele Hauptachse (,,dual-spin-satellites’) jeder Punkt des Formdreiecks in einen stabilen oder auch
in einen instabilen Bereich gelegt werden kann, Also kann die Achse permanenter Drehungen des Gyrostaten auch
bei sonst beliebiger Massenverteilung durch gecignete Wahl des Drallverhiltnisses stabilisiert werden.

Die bisherigen Uberlegungen gelten fiir Gyrostaten mit verschiedenem, aber konstantem o, Fiir Anwen-
dungen bei Satelliten interessiert jedoch auch der Fall veranderlicher Rotordrehgeschwindigkeit. Insbesondere liBt
sich damit der Ubergang der Drehenergie zur Achse des groBten Haupttragheitsmomentes in allen Binzelheiten
verfolgen. M. H. MULLER [5] hat hicrzu cindrucksvolle Versuche durchgefithet und viollige Ubereinstimmung mit
theorctischen Krgebnissen erhalten. Zwei seiner Ergebnisse sind in den Bildern 11 und 12 skizziert: es sind die
Uberginge des Drallvektors von den stationdren Drehungen um die 2- bzw. 1-Achse (mittlere bzw. lange Achse)
anf die 3-Achse (knrze Achse) als Drallpolkarven auf der Drallkugel dargestellt. Wegen der Abwesenheit iinfierer
Momente bleibt der Gesamtdrall auch bei gebremstem Rotor konstant; die Energie dagegen nimmt ab. Deshalb
wiire cine Darstellung dieser Uberginge auf dem Encrgieellipsoid nicht moglich, weil (ll(‘hCh im Verlauf der Bewe-
gung schrumpft.

Bild 10. Stabilitiitsdiagrumme fiir Gyrostaten bei verschiedenen Werten von LZ/1,

| Z
7
3
A<B<l A<B<C
Bild 11, Ubergang der Drehbewegung von der 2- auf die Bild 12. Ubergang der Drehbewegung von der 1- auf die
3-Achse fiir einen (yrostaten mit viskos gebremstem Rotor 3-Achse filr einen Gyrostaten mit viskos gebremstem Rotor

4, Raumflugkodrper

Bei Raketen, Satelliten, Raumsonden und Raumstationen sind beziiglich des Kreiselverhaltens zwet Fille zu
unterscheiden: Bei drallstabilisierten Kérpern, deren Eigendrehung grol gegeniiber der Drehgeschwindigkeit des
Bahnumlaufs ist, kann in guter Nidherung wie bei kriftefreien Kreiseln gerechnet werden. Dagegen muf bei den
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viel verwendeten erdorientierten Satelliten stets das vom Schweregradienten herrithrende Motuent heriicksichtigt
werden. Es verschwindet nur bei Kérpern mit kugelfsrmigem Trigheitsellipsoid.

Rotierende Raumstationen mit hinreichend groBem Drall, der z. B. zur Simulation eines kiinstlichen Schwere-
feldes vorgeschlagen worden ist, sind vielfach untersucht worden. Bei dem bereits erfolgreich geflogenem Skylab
ist auch eine Variante mit Eigendrall durchgerechnet worden, bei der aus konstruktiven Griinden die Eigendrehung £
gerade um die mittlere Hauptachse erfolgen sollte (Bild 13). Zur Stabilisierung wurden deshalb zwei Zusatez-
massen m an langen, elastischen Auslegern parallel zur kurzen Hauptachse angebracht. Sie waren so dimensioniert,
dal} die Achse der Eigendrehung bei starr angenommenen Auslegern Achse des groBten Hauptirigheitsmomentes
ist. Bs ist demmach zu erwarten, daf bei kleinen Drehgeschwindigkeiten £2, fiir die die Nutationsfrequenzen deutlich
unter den elastischen Eigenfrequenzen der Ausleger bleiben, Stabilitdt vorhanden ist. Andererseits haben die Zusatz-
massen bei sehr groBem £2, also schnellen Nutationsschwingungen, nur geringen EinfluB auf das Kreiselverhalten,
s0 daf dann Instabilitdt zu erwarten ist. Die Stabilititsgrenze hingt demmnach von der Elastizitit der Ausleger,
von £ und natiirlich von der Massenverteilung des Gesamtsystems ab. Theoretische Ergebnisse hierzu sind u. a.
von SEuezER, PATEL und SCHWEITZER [6] sowie von LouMEIER [7] angegeben worden. Thr wesentliches Ergebnis
ist in Bild 14 im Formdreieck dargestellt worden. Zugleich zeigt Bild 14 die von LouMEIER behandelte Raumstation
nit elastischen Auslegern. Bei quasistarren Systemen mit Energiedissipation wére Stabilitdt bei Drehungen um
die kurze Achse des Gesamtsystems, also fiir Bildpunkte in den oberen beiden Teildreiecken des Formdreieeks, zu
crwarten. Infolge der elastischen Nachgiebigkeit wird dieser Bereich jedoch so eingeschrinkt, wic es Bild 14 zeigt.
Die neue Stabilititsgrenze ist eine vom rechten oberen Eckpunkt ausgehende Gerade, deren Neigung von £ und
der Eigenfrequenz » der Massen m an den Auslegern von der Linge ¢ abhingt. Als Stabilitdtsbedingung wird

Q2 J— B
;> 141
Vi (2 2ma?
erhalten. Daraus folgt, daB nachgicbige Satelliten beziiglich der Achse des Eigendralls hinreichend stark abge-
plattet sein miissen.

(2)

%"i\% AN
2= LA
=N

) ) S

Bild 14. line rotierende, elastische Raumstation
und ihr Stabilititsdiagramm
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a)

Bild 15, Stabilititsdiagramm fiir erdoriestierte Rawmstationen. a) starr, ohue Dimplung, b) starr, mit innerer Dimpluu,
¢) elastisch, mit innerer Damplung

Auch fiir erdorientierte Raumstationen lassen sich Einschrankungen der Stabilitiatsberciche sowohl dureh
Encrgiedissipation wie auch durch elastische Nachgiebigkeit feststellen. Hierzu zeigt Bild 15 Beispiele: Der einzelne
starre Korper (Bild 15a) kann seine Orientierung zum Anzichungszentrum stabil beibehalten, wenn seine lange
Achse zum Anzichungszentrum (Erdmittelpunkt), seine kurze Achse senkrecht zur Bahnebene und die wittlere
Achse tangential zur Bahn zeigt. Dieser Oricntierung, dic z. B. auch von dem natiirlichen Erdsatelliten, dem Mond,
cingchalten wird, entspricht der durch das linke untere Teildreieck gekennzeichnete Bereich (Lacrance-Bereich).
In diesem Bereich ist der Korper sowohl statisch infolge der Fesselung durch das Moment des Schweregradienten
wic auch kinetisch stabil. Es existiert jedoch noch ein schmaler Stabilitdtsbereich im nmittleren rechten Teildreieck
(DrLE-Bereich), fiir den diec Stabilitdt gyroskopischen Charakter besitzt: der hicer statisch instabile Korper wird
infolge der durch dic Unilaufdrehung bewirkten Kreisclkrafte stabilisiert. Entsprechend dem Stabilititsgesetz von
TaHoMsON-T'AIT-CHETAEY geht diese Stabilitit verloren, wenn Energiedissipation durch innere Danmipfung vorhanden
ist (Bild 15 b). SchlieBlich wird der Stabilititshercich weiter eingeschrinkt, wenn clastisch nachgiebige Teilsysteme
vorhanden sind. Das ist am Beispiel von zwei elastisch mitcinander verbundenen Teilsystemen von Poep 8] aus-
fithrlich antersucht worden. Er hat das in Bild 15¢ skizzierte Stabilitdtsdiagramm angegeben. Die ncue. obere
Grenze des Stabilitdtsbereiches hingt von der Nachgiebigkeit der elastischen Teile ab. Demnach verbieten flexible
Teilsystenie die Verwendung von Raumflugkérpern mit fast kugelformigem Trigheitsellipsoid. Giinstig sind viel-
mehr Korper mit starker Streckung in Richtung zum Anzichungszentruni.

5. Kreiselsysteme

Gyrostaten sind besonders cinfache Zwei-Korper-Systeme. Kardanisch gelagerte Kreisel mit voller Drelifreiheit
sind bereits Drei-Koérper-Systeme, bei denen ein reprisentierender ,,lrsatzkdrper’ schon nicht mehr allgemein
definiert werden kann. Reale Systeme, wie sie bei Satelliten oder in der Kreiselgerdtetechnik viel verwendet werden,
sind noch erheblich komplizierter aufgebaut. Als Beispiele seien Raumflugkorper mit kardangelagerten Regler-
Kreiseln oder die fiir Navigationszwecke verwendeten Trigheitsplattformen oder Zentrifugen-Systeme genannt.
Bei genauerer Berechnung des Bewegungsverhaltens derartiger Systeme miissen vielfach dieselben Einfliisse betiiek-
sichtigt werden, von denen zuvor berichtet wurde, vor allem Dampfungs- und Verformungs-Effekte. Hinzu kommen
vielfach noch kinematische Zwangsbedingungen, die sich z. B. aus der topologischen Struktur ergeben. So haben die
Anforderungen der technischen Praxis zu einer Prazisierung und Erweiterung der klassischen Theorien fiir Kreisel-
systeme gefiithrt, die in zahlreichen Verdffentlichungen dokumentiert wurde. Bewegungsgleichungen vom La-
oraNGEschen Typ, bei denen von Energieausdriicken Gebrauch gemacht wird, sind dabei fast ebenso hdufig ver-
wendet worden, wie solche vom EuLer-NEwToNschen Typ, die auf Inmpuls- und Drallsatz basicren. Wichtiges Zicl
bei der Entwicklung der Untersuchungsmethoden war in jedem Fall eine Formulierung, die das Ausrechnen der
Losungen auf modernen Rechenanlagen erleichtert. Meist sind dabei Darstellungen in Matrizenform verwendet
worden.

Uher eine tiir praktische Anwendungen wichtige Erweiterung des von Keivin-Tarr und RouTH angegebenen
Algorithmus soll hier noch berichtet werden. Sie betrifft die Beriicksichtigung von Systenmen mit drehzahlgeregelten
Kreiseln. Unter der Voraussetzung, dall die Regelung ideal arbeitet, 1la8t sich dic Theorie ndmlich erheblich cin-
facher als im klassischen Fall formulieren. Man geht dabei am besten von cinemt Ausdruck fiir die kinetische Energie

T =2 §"Ms + + o Tro 3)

2

aus, bei dem der Encrgieanteil der Rotoren abgespalten wird. T, ist dabei die Diagonalmatrix der Rotortrigheits-
momente,

w =g + Bq )
ist der aus den Drehgeschwindigkeitskomponenten der Rotoren gebildete Spaltenvektor. Er kann aus dem Vektor ¢
der Relativgeschwindigkeiten und dem Fithrungsanteil Bg zusammengesetzt werden, wobei die Matrix B zugleich
von der allgemeinen Struktur des Systems, wie auch von den Einbaurichtungen der Rotorachsen abhéngt. Bei nicht
geregelten Rotoren und Momentengleichgewicht beziiglich der Rotorachsen sind die ¢; zyklische Koordinaten.
Sie kénnen nach KeLvIN-Tarr durch Einfiithren der Rournschen Funktion

R=1—r"¢ , (5)
climiniert werden, wobei p; die zu ¢, gehérenden zyklischen lmpulse sind. Als Ergebnis werden die nur noch fiir
die nichtzyklischen Koordinaten q geltenden bekannten KeLviN-Tartschen Bewegungsgleichungen erhalten.

Wenn die Rotoren durch eine ideal arbeitende Regelung auf konstanter Relativdrehzahl gehalten werden,
dann hat ¢ konstante Komponenten. Das wird erreicht durch Antriebsmomente um die Rotorachsen, deren GroBe



T 64 Hauptvortrige

i cinzelnen garnicht bekannt zu sein braucht. Obwohl daher die Energie der Rotoren verdndert wird, kann man
dennoch wie bei konservativen Systemen rechnen. Die ideale Regelung wirkt sich namlich so aus, als seien die
Rotoren — bel Erhaltung ihres Relativdralls — in ihren Gehéusen eingefroren. Sie konnen einfach als Zusatzmassen
zum Gehéduse hinzugeschlagen werden. Diese physikalisch einleuchtende Tatsache 1aBt sich unter Beriicksichtigung
der Gleichungen fiir die Bewegung um die Rotorachsen und Elimination der Antriebsmomente nachpriifen.

Mit ¢ = const a8t sich jetzt der Energieausdruck (3) mit (4) nach Einfithrung des konstanten ,, Drallvektors*

L =Ipp Y
in die Form
T = q*Mq + L*Bi + - L'I; 'L

T = 7, + 1, ++ T,
mit der Massenmatrix
M =M -+ B"I,B (8)

fiberfiihren. Sie enthalt die Anteile der wegen der Regelung eingefroren zu denkenden Rotoren. Jetzb zerfillt bereits
die kinetische Energie 7' selbst — und nicht erst die Rournsche Funktion B — in drei Anteile, dic quadratisch,
linear bzw. unabhéngig beziiglich der nichtzyklischen Koordinaten g sind. Deshalb erhilt man jetzt ohne weitere
Unmiformung durch Anwendung des bekannten LasraNcrschen Formalismus Bewegungsgleichungen, die vollig
analog zu den klassischen Gleichungen von KELvIN und Tarr sind:

d fod,\ ol, " ”
Bl et Btk _F!
& ( aq) og — ¢ the ©)
mit den verallgemeinerten duBBeren Kriften @ sowie den gyroskopischen Kriften
. By  [o(B*H1"Y .
]1‘(', == == ¢-— - — {q .
&Y { oq oq /] (10)

Im Gegensatz zu den KELVIN-Tarr-Gleichungen treten in (9) keine Krifte infolge der sogenannten kinctischen
Iesselungen auf, da dic Elewmente von £, von den ¢ unabhiingig sind. Nach Ausrechnung der linken Seite kann (9)

auch in die Form

gebracht werden, wobei neben den Beschleunigungskriften noch Krifte Gy vom Cortorts-Typ mit
(Mg 1 [o(Mq)T*
G — f_(_’,\,-l), _ [__(_ f)] (12)
oq 2| oq

auftreten, die vom Rotordrall unabhingig sind.

Tn der Theorie von Kreiselsystemen spielen die fiir schnelle Kreisel oder dominierende gyroskopische Krifte
geltenden Niherungen eine besondere Rolle. So kann man als Niherungsgleichungen ciner Prizessionstheorie, dic
vor allem zur Berechnung langsamer Prizessionsbewegungen geeignet ist, die folgenden, verkiirzten Bewegungs-
gleichungen verwenden:

im Fall ¢ zyklisch:

d (R, OB, . . s : .

*("; (—6_("—) ———8?1* = Q mit I{l = p Bq s (l-;)
im Fall ¢ = const:

d (o1 0T, . .

i) U g T — LTBq . A

dt(m‘,) by — @ wiv Ty =LDy (1)

Wenn jedoch schnelle Nutationsschwingungen ausgerechuet werden sollen, dann konnen Naherungsgleichungen aus
dem Kriftegleichgewicht von Kreisel- und Beschleunigungskraften abgeleitet werden.

Ohne auf Einzelheiten einzugehen, soll noch erwihnt werden, daB in den letzten Jahren cinige bemerkenswerte
Lirgebnisse zu Fragen der Stabilitdt von Kreiselsystemen crarbeitet worden sind. Zum Beispiel sind Hacrnory [8]
Umkelirungen fur die klassischen Stabilitatssitze von LacraNce-Dixicuner und Rourn gelungen. Anstelle des
von Routh betrachteten kinetischen Potentials W(g) = V — T, mit der potentiellen Encrgie V' und dem von q
unabhingigen Teil Ty der kinetischen Energie hat er den von den zyklischen Impulsen unabhingigen Teil H, der
Hawmmron-Funktion als Testfunktion verwendet. Er konnte zeigen, dal die Existenz eines Maximuins von Hy(q)
hinreichend fiir die Instabilitit der Grundlésung eines gyroskopischen Systems ist. Dagegen ist dic Existenz eines
Minimums von H, weder notwendig noch hinreichend fiir die Stabilitdt der Losung. Hierfiir ist vielmehr nach
Rouri die Existenz eines Minimums von W(q} hinreichend.

Eine sehr vollstindige Zusammenstellung sowie Erweiterungen von Stabilitatssitzen fir lineare, gyroskopische
Systeme, bei denen auch Ddmpfungskrifte sowie nichtkonservative Lagekrifte vorkommen kénnen, sind von
P. (. MOLLER [9] gegeben worden. Er hat zugleich durch Ubertragen von Begriffen und Methoden der Regeltheorie
den Zusammenhang zwischen Regel- und Kreiselproblemen fiir die Kldrung von Stabilitdtsproblemen nutzbar
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gemacht. Auf diesem Wege konnten z. B. Probleme der aktiven Dampfung und der Optimierung von Kreisel-
systemen erfolgreich behandelt werden. Inshesondere hat sich die Einfithrung des Begriffes der »-durchdringenden
Déamplung als iiheraus niitzlich erwiesen. Man versteht darunter solche Dampfungskrifte, die auch dic Bewegungen
in den nicht unmittelbar gedimpften Freiheitsgraden beeinflussen kénnen.

Aktuelle Gebiete, auf denen zur Zeit gearbeitet wird und auf denen sicher auch weiterhin Forschungsarbeiten
lohnend erscheinen, sind:

Anpassung der analytischen Methoden an die numerischen Moglichkeiten modernen Rechenanlagen,
— Computereinsatz fiir ein zumindest teilweises Ableiten der Bewegungsgleichungen, besonders bei Vorliegen
komplizierter kinematischer Bedingungen,
— Untersuchung aktiver Kreiselsysteme mit geregelten Teilsystemet,
— Erforschung von Starrkdrper-Systemen mit kontinuierlichen, festen oder flissigen Teilsystemen,
— Beriicksichtigung nichtlinearer Effekte, insbesondere Ausweitung der fiir lineare Systeme erhaltenen Ergebnisse
auf nichtlineare.

Ganz allgemein soliten globale Ergebnisse gegeniiber den nur fiir Sonderfille geltenden punktuellen Ergeh-
nissen bevorzugt werden, damit der Einblick in das physikalische Verhalten komplizierter Systeme vertieft wird.
Als Beispicl dieser Art seien die globalen Stabilitatssdtze genannt, deren Brauchbarkeit auch zur Losung konkreter
Probleme in der letzten Zeit cindrueksvoll hestétigt werden konnte.
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Some Problems in the Magnetohydrodynamies of Liquid Metals

When electric currents are caused to flow in an electrically condacting fluid, eitlier by the external application
of time-periodie wagnetic fields or by the application of large electrie potential gradients at the houndary, the
associated Lorunz force is in general rotational and  fluid motion, which may be laminar or turbulent, is in general
established. Three prototype problems, on which some progress has been made over the last decade, are reviewed:
{i) the problem of the generation of rotation in a liquid metal by the application of a rotating magnetic field; (i) the
generation of cellular motion by the application of an alternating field of fixed direction; and (iii) the problem of
the generation of fluid motion by the injection of steady current at a point electrode on the fluid boundary. All
three problems are of importance in molten metal technology.

1. Introduetion

I would like first to thank the Organising Committee for inviting me to give this general lIecture. The title that was
propused to me was ‘Magnetohydrodynamics” but I felt that it would be hard to do justice to such a wide subject
in u single lecture, and I thought it more useful to select a fow special problems of some practical importatiee within
the field of liquid metal MHD and to give a brief review of progress on these problems.

It is usual to think of magnetohydrodynamics as a relatively young subject, and it has of course developed
enormously over the last 20 years under the stimulus of thermonuclear fusion research, and of parallel research
programmes in many centres on astrophysical and geophysical fluid dynamics. The problens that 1 propose to

~
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discuss are however much more mundane and were in fact known to metallurgists long before the word *magncto-
hydrodynamics’ was invented. Significant theoretical progress on these problems has been made only over the last
ten years or so, and much remains to be done in bridging the gap between viable mathematical models and the
practical realities of the situations considered.

Liquid metals such as molten aluminium or steel are good conductors of electricity and the electrie current
distribution j(x, t) can interact with the associated magnetic field distribution B(x, f) to give a LorenTz force
distribution F = j A B which may have very strong dynamic effects. In general, this force is rotational and it
therefore necessarily drives a rotational velocity field w(e, t) whose distribution is of course controlled by inertia
and viscous cffects. Let g be a velocity scale characterising w, and L a length scale characterising the geometry
of the container. Then the magnetic REyNoups number is defined by

R, = pgoLuy, (1)
where ¢ is the electric econductivity of the fluid and u, the permeability of free space. If B, << 1, then the velocity
field has only a weak perturbing effect on the magnetic field distribution, and this may be determined to good
approximation by neglecting the fluid motion, i.e. by treating the conductor as if it were solid.

The current § and field B are related by AMrer®’s law

”Oj =VAB, (2)
and if conditions are such that B (and so j) are known functions of position, then F is also known. Suppose that
the fluid is contained in a finite volume V with fixed rigid surface 8, and that F(x) is steady. Then, if u(x) is the
corresponding steady veloeity field and w = ¥ A u the corresponding vorticity distribution, we have, from the
Naviegr-STokES equation for incompressible steady flow,

—u/\w=-—-:)—V(p+é—guz)+F——vV/\w. (3)

The streamlines within V may be closed, or they may cover sarfaces (it is casy for example to imagine a situation
in which each streamline covers a member of a family of nested toroids). Suppose first that ¢ is u cloged streamline,
The line integral of (3) round C gives

SF-de=vfde-(V Aw). (4)
[8) C

It is evident from this that, no matter how small the viscosity of the fluid may be, it is viscous effects alone that
can limit the growth of circulation round €' when F is rotational.
More generally, if J is a closed surface entirely within V, on which @ - » = 0, we may casily deduee from (3)
that
Ju-FdS=vfu-(V Am)dS, (5)
J J

and if the left-hand side is non-zero it again follows that the kinetic energy of the motion generated is limited only
by viscous effects.

2, The rotating field problem

Fluid contained within a closed surface 8 can be set in rotation by the application of a rotating magnetic field
in the exterior region. This phenomenon was investigated by Braunsrck |1] (1932) with the object of devising
a method for the measurement of liquid conductivity. The sample, enclosed in a small eylindrical container, is
suspended with its axis vertical, and a rotating horizontal field is applied. When suitably calibrated, the rotation
of the cylinder about the vertical axis provides a measure of the liquid conductivity (OzELTON and Wirson |2{
1966). The advantage of this method, over the more direct conventional method of simply passing a direct current
through the sample, is that it avoids the need for contact between the liquid and inserted solid electrodes.

The rotating ficld can be regarded as the superposition of two uniform alternating fields out of phase and
at right angles. When the field frequency o is large (compared with (u,0L?)~1), it penctrates only a small distance
d == O(uyow)~1/* into the conductor (the skin effect). The associated LorENrz force F(e, t), which in general has
a mean component Fy(x) = (F(x, )} and a periodic component with frequency 2w, is then confined to this thin
magnetic boundary layer.

The situation is very easily described for the idealised situation in which the cylinder containing the liquid
is of eircular cross-section and of infinite length (figure 1). The magnetic field is best represented in terms of its
vector potential Ak, where K is the unit vector (0, 0, 1) parallel to the cylinder axis. 1f @ is the radius of the eylinder,
then the equations and boundary conditions determining 4 are simply

Aot = AV2A4 (r < a)
vid =0 (r > a) G
A~ Byrsin(0 —wt) as r-—> o0
[d] == [0d]or] == 0 across r =a,
where 4 = (uy0)~1 is the magnetic diffusivity of the fluid, and the solution, when wa?/d > 1, (MoFrFaTT [3] 1865), is
_ {Bo(r — a¥r) gin (0 — wi) (r > a) -
2U2 By§ e~ k-l sin (0 — oot + k(a — r) +a/d)  (r < a)



Hauptvortrige T 67

77} B

N
-4 -
Fig. 1. The velovity distribution inside a eylinder generaled by au exter- Fig, 2. Radial strueture of radial and azimuthal components of
mally applicd magnetic field rotating at high frequency the most unstable disturbance of the rotating tlow (R1enagnsos

17] 1974)

where 0 = (w/24)71/2, exhibiting the expected boundary layer structure. ¥From this solution, B and j and hence
F = j A B (in r <C a) may be readily calculated. The rate of production of vorticity is given by

R

r -
VoA /1(,1113

o 2 - 7)o I‘-' . (S)
The periodic ingredient vanishes for this idealised geometry. DAHLBERG (1972) has shown that this result remuins
true even if the frequency o is low and a boundary layer approach is not applicable.
The velocity field satisfying (3) in this situation is very simple; its streamlines are circular, and the radial
distribution is given by
o(r) — Qr — a ¢~ Hr-NRY )

where
£ = Bghlpovade . (10)

Tnside the boundary layer, the fluid rotates rigidly with angular velocity £2. Note that when v is small, £ is large,
since viscosity is the only mechanism limiting the angular acceleration of the fluid.

The analysis as described here neglects the effect of the fluid motion on the field. If the applied field is very
strong (so that £ as given by (10) becomes of the same order as w) this neglect is no longer justified. In the limit
of an infinitely strong field, it is clear that (again except in boundary layers which are now of the HARTMANN
layer type) the fluid effectively acquires rigidity because of the infinite tension in the field lines, and field and fluid
then rotate with the same angular velocity w. This situation has been investigated by AvumanNy [4] (1976), who
also considers effects associated with applied rotating fields of more complicated structure.

The low-frequency weak-field situation was studied by Smrrn [5] (1964) and by DanLsere |6) (1972); the
resulting velocity field, analogous to (9), but now valid for wa?/A < 1, is given by

v(r) = Q,(r — r3ja?), (11)
where
1, == a® Bio/[16ulov . (12)
Note that
((ilr (ro(r)) = £2,(2r — 4r3[a¥) , (13)

so that the circulation is a decreasing function of r in the outer region 0.707 < rfa <. 1. The flow is thercfore po-
tentially unstable in this outer region. The stability of the profile (11) has been investigated by Ricwanpson (1]
{(1973). Defining a 'TayLor number

T, = aQi}?, (L4)
where 8; = 0.293a represents the radial extent of the unstable region, RicHARDSON's criterion for instability (oh-
tained numerically) is

7, > 1T =3344, (15)
and the length of the unstable cell in the z-direction under critical conditions is 0.476a. The radial and azimuthal
perturbations have radial structures given by the functions F(r), G(r) reproduced in figure 2. Note the expected
concentration of the disturbance in the unstable region, the maximum for G(r) occurring almost precisely at the

centre of this region. The disturbance does of course penetrate weakly into the stable region r < 0.707a, but vor-
tices here must clearly be regarded as ‘driven’ rather than spontancous.

5%
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"The profile (9) may likewise be expected to be unstable if the relevant T'avror nuwmber
T == af263h?

exceeds a value of order 103. This speculation (MorraTT [3] 1965) Las not yet been subjected to analytical or numeri-
cal verification.

There are three principal industrial applications of the centrifuging action of a rotating magnetic field:
(i) as a straightforward centrifuge for liquid sodium (or other liquid metal) to remove gas bubbles or other contami-
nants (HAYES et al. [8] 1971); (ii) as a large scale stirrer in the metal casting process (KarusTa [9] 1969); and (iif)
as a generator of turbulence to accelerate mixing in metallurgical reactions. The scale of these operations is such
that the flows generated are almost inevitably turbulent, and laminar theories can at best provide only a qualitative
indication of the results to be expected. An experiment under fully turbulent conditions has been carried out by
Rosinson [10] (1973), using a constant-temperature hot-film anemometer to measure both mean and fluctuating
components V(r) and v(r) of the azimuthal velocity. A semi-empirical description of the turbulence was devised
by Laxssox [10] (1973), and shows the right qualitative trends, although the difference between predicted and
measured values of ¥ and v range up to about 409,

3. Tnduetion furnace problems

Similar semi-empirical methods have been adopted by Tararors and Bvans [11] (1976) in a study of the velocities
generated in the melt of an induction furnace. Similar caleulations have been carried out by Hovaxins [12] (1972).
The principle is illustrated in fignre 3. An alternating current in the external coils induces a vertical component
of magnetic field which diffuses into the melt. The primary purpose is to heat the melt by joule dissipation, and
this purpose is of course helped by convection currents driven by buoyaney forces and by the Lorenyz force. The
latter is predominantly radial and is maximal near the centre of the systemn, as indicated in the figure, and o two-cell
axisymmetric flow is generated. The upper free surface is generally perturbed, an cffcet that can be a lmiting
factor in the operation of such furnaces.

A simpler prototype problem has been studied by Snxeyp [13] (1971). Again the fluid domain is idealised
by the infinite cylindrical geometry, to which an alternating transverse field is applied. At high frequeneies, the
skin effect again allows a simple analysis, The LoruNTz force is radially inwards and is greatest at the points of the
cylinder where its tangents are parallel to the applied field. This generates a flow with a four-cell structure as
illustrated in figure 4. Again the result (4) holds on each closed streamline C.

It is difficult to carry out any analysis (other than computational) for any geometry other than the simple
cylinder as described above. In some circumstances however, a local analysis is possible and illuminating. In parti-
cular, if the rigid boundaries of the fluid domain have any sharp corners (as they do have in a typical induction
furnace) then a local analysis near the corner is indicated. Suppose for example that the fluid is bounded by plane
walls 6 = 4 « (figure 5). Then in the notation of §2, the general solution of V24 = 0 in the external region for
which 4 =0on § = {- « is

A = Cr? cos p(0 — ) e, Pp=——-<>0, (16)
2(m — «)
| Jree 5/1//‘/2150

o l ™~ © F
(o2 ¥8 H -{ O
o l u 1 oerermal

- ;
o Y

- - . — —
o i o 8, cos wt ) cos wt

> |t ~— o %
o ! - O

—_— ——p

[ ‘ “— ©
o ™ , 1 o
o - ] 4 o

H- ' - 3
o] ! T o

f crucible
Yig. 3. Sketch of the induction furnace configurativn, as Trig. 4. The idealised model of SNEYD [13] (1971); the LorenTz torce distribution
studied by TARAPORE & EVANS [11] (1976) near the circumference of the cylinder drives a flow with a four-cell structure
By(x ) cos wt
/ e
- ///’/
fiad < riid
By (x}cos et

¥ig. 5. Symmetric and asymmetric configurations for

al) symmefric &) antisymmetric high frequency field near a sharp corner
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or

A = Cr?sin p(0 — z) e, p = i < 0. (17

X — 7T

Fquation (16) gives field lines (4 = const.) that are symmetrically disposed with respect to the wedge bisector,
while (17) gives the antisymmetric configuration. In either case, the equation 84 /8¢ = 1724 may be readily solved
in the fluid domain coupled with the condition that the tangential component of B be continuous across § = + «.
We again have a skin effect except in the immediate neighbourhood (r 55 (A/w)!/?) of the vertex. Outside this region
the rate of production of vorticity ¥ A F may be calculated; we find

1
U AF = —[OPp (p — 1) a2, (18)
¢
where § = (21/w)!/? as hefore, and y is a coordinate normal to the houndary into the flnid. In the symmetric case
given by (16),

3x —
9 - 3 = v — 7 n

=0 acc.as «x=—_. 19
T *=73 (19)

Vorticity production apparently increases as the corner is approached if o < #/3, a singularity being thwarted
only in the small excluded region r < (A/m)1/2 .
In the antisymmetric case,
3 — 4
2p - 3 = i <0 forall (20)
T —

and in this case vorticity production inevitably increases as the corner is approached for all values of a.

4. The weld-pool problem

A closely related class of problem is that in which a steady current is injected into a volunie of conducting fluid by
prescription of the electrostatic potential distribution @ over its boundary. Again neglecting the weak perturhing
offect of the fluid motion, the current field is then simply given by

j=—dVp (210
and if this current is the only source of magnetic field, BB is determined by
V-B=0, VAB=uj=—puoVy. (22)

"The prototype situation, which has been studied by ZuicuLrv (1960) and SHERCLIFF (1970), is that in which
current i injected from a point electrode into a half-spacc of conducting fluid (figure 6). This can be regarded as
a primitive model of what happens in the neighbourhood of the contact both in the arc welding process, and in the
arc furnace in which a container of liquid metal is heated by just this method, viz. the injection of a large steady
current at a point on its surface. In this latter context, uniform heating of the melt depends critically on the con-
veetion currents induced, and for this reason again the dynamics of the system have to be considered.

In the problem as formulated by SHERCLIFF, in spherical polar coordinates (r, 0, @) the current is given by

J = (J[2ns*, 0, 0) (23)
and, by AMPERE’s law, the field B is then purely azimuthal and has the form
B = (0, 0, uyJ sin 0/27r (1 + cos 0)). (24)
Hencee
F =jAB = (0, — uy/2 (sin 0)/4a?> (1 -} cos 0),0), (25)
and
UgJ?  sind 26
= b A I 6
VAR (0’ 0, 27274 (1 4 cos 0)) (20)

6=0

bl
IE\

A

=

1
]
I

Fig. 6. Current injection into a half-space, as analysed by SHERCLIFF [15] (1970)
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Note that Fy < 0 for all § < z/2, and the magnitude of Fy decreases as § decreases from 7/2 to 0. The force field
therefore drives a jet-type motion along the axis of symmetry, the fiuid being drawn in laterally by a ‘pinch effect’
which is naturally strongest near to the current source.

The fluid particles that pass very near the source singularity acquire a very large vorticity (due to the r-4
dependence in (26)). SHERCIIFF showed, on the basis of an inviscid analysis that if the flow ‘upstream’ is irrotational,
then the flow ‘downstream’ is necessarily singular on the axis of symmetry. As pointed out by Sozou (1971), viscous
effects must be included if a well-behaved solution is to be found ; this may be seen again from equation (1): although
the streamlines are not closed (the flow domain being infinite) the result (1) still holds on any streamline ¢ provided
the pressure is uniform and the velocity zero at infinity; a steady state satisfying these conditions is therefore not
possible unless viscous effeets are taken into account.

Dimensional analysis led Sozov to seck a similarity solution to the problem in which the Srokus stream fune-
tion is given hy

v = vrg(p, K), I (27)
where y = cos 0 and
K = pT3fo. (28)

This form of solution is suggested by the fact that there is no natural length-scale in the problem, and K is the sole
dimensionless parameter that can be constructed. The situation is closely analogous to the classical round jet pro-
blem, for which a flow is generated by the application of a point force (or equivalently a point source of momentum)
on a plane boundary. In the present context, the force is distributed rather than concentrated at a point, but its
radial dependence (~ r~3) is just such as to be in possible equilibrinm with hoth the inertia foree pu. Ju and the
viscous force g2 when u o< 771, 1.e. when vy is given hy (27).

There is however a difficulty in pursuing this analogy that does not appear to have been fully appreciated.
For, on the one hand, a streamfunction of the form (27) is associated with a definite flux of momentum F, in the
direction of the axis of symmetry (see, for example, BarcurrLor 1967, § 4.6). If g(u, k) is known, then integration
of the associated momentum flnx over any hemisphere r = R, 0 < /2, gives a definite relationship of the form

Fy = 2np1*G(K) (29)

for some function @, and this value of F, must be interpreted as the equivalent point force at » = 0 which will
generate a jet flow having the same momentum flux as the flow given by (27).

On the other hand, we can easily calculate the total force imparted to the fluid in the region r, < r < R on
the hasis of (25), viz.

R a2

~ * J2 )
F, = —-/ [ Fosin 0 2702 sin 0 dr df = ’l%n} log (—R-) , (30)
fo 0

Ty

which diverges logarithmically as R/ry — co. Unless this divergence iz compensated by similar divergence in the
suction exerted by the plane 0 = =/2 as I — oo, this implies an unbounded flux of momentum in the fluid as
r —» 00. Sozovu did in fact find, by integration of the non-linear ordinary differential equation for g(u, K), that singu-
larities appeared on the axis u = 1 for large values of K (>> 300). The above argument raises questions concerning
the physical realisability of solutions of the form (27) for any value of K.

The most reasonable way to resolve this sort of difficulty is of course to return to the problem of a finite fluid
domain, and at the same time to replace the point electrode by an electrode of finite size. A step in this direction
has heen taken by Sozou & Prckering (1976) who consider the effect of the force distribution (25) within a hemisphe-
rical container r < R, § </ m/2, and obtain steady streamline patterns by integrating the nonlinear equation for the
stream-function y(r, 0) numerically. There is still however in this situation a difficulty in the overall momentum

balance. The force ﬁo given by (30) becomes infinite as r, — 0 for fixed R, and this infinite volume force imparted
to the fluid must be imparted (by momentum conservation) to the boundaries containing the fluid. The only point
of the boundary at which this infinity can reasonably be accounted for is the point electrode itself; at this point,
the boundary must exert an infinite suction, a situation that would inevitably lead to local cavitation, and inter-
mittency in the resulting current passed to the lignid. Sozou & PickERING actually suppose that the surface 0 = /2
is a free surface (as is appropriate in the technological applications mentioned above); but the assumption of a point
sotirce of current on the boundary must then inevitably lead to a singularity in the surface deformation at this
point also. (This may equally be appreciated in terms of the infinite magnetie pressure at the origin.)

The alternative way to try to resolve the diffieulty is to accept that where the velocity is large, negleet of its
effect on the magnetic field distribution may no longer be tenable. Allowance for field convection and diffusion
introduces one new physical parameter into the problem, viz. the magnetic diffusivity . We now have the very
curious situation of a problem defined in terms of three dimensional parameters (uo/e)Y/? J, v and 1 all having the
same dimensions (length)? (time)~!, from which we still cannot construct a natural length-scale. The current lines
must therefore still be radial, so that instead of (23) we can have only

§ = ((7/27r%) J(0), 0, 0) 31)
for some function f(0) satisfying

af
f“;‘(ﬂ) sinfdfd=1. (32)
0
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An easy caleulation now leads to the appropriate modification of (30) viz

nf2
7 J2
P, — s log (?)[}(9) cos 0 sin 0 d6 . (33)
0
0

2n

The only way that f‘o can remain finite as Rfr, — oo is if
nj2
S cosOsinfdh = 0. (34)
0

This can he satisfied (in conjunction with (32)) only if f(0) is negative for some values of ) in the range 0 < ) < z7/2.
For example, the function

f(6) =6cos 0 — 4 (35)
satisfies both (32) and (34). Indications of reversed current flow have in fact been found in numerical computation
incorpofating induction (or ‘field sweeping’) effects by Sozou & Excrisu (1972), but the extent and intensity of
the reversed current does not appear sufficient for satisfaction of the condition (34). The possibility of current re-

versal was also noted by SHERcCLIFF [15].

It must be concluded that, in spite of the conceptual simplicity of the idealised problem as posed by SHER-
OLIFF, the solutions that have so far been proposed have internal inconsistencies that have yet to be fully resolved.
It should perhaps be noted, moreover, that even if the laminar problem were fully understood, the flow is very
likely to he unstable when K exceeds some critical value, and a turbnlent state is then the most likely ontcome.
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ZAMM 58, T 72 - T 85 (1978)

K. NIcKEL
Intervall-Mathematik

Eines der wesentlichen Ziele der Intervall-Mathematik ist es, allgemeine Mengen durch I'ntervalle einzuschrinken.
Die betrachteten Mengen sind dabei i. a. nicht explizit bekannt, es handelt sich meistens um Lisungsmengen von:
Fixpunktgleichungen, Differentialgleichungen, Integralgleichungen, .... Es werden Intervalle verwendet, weil cs
sich dabel um eine besonders einfach beschreibbare, 2-parametrige Schar von speziellen Mengen handelt. Bei dieser
Beschiftigung treten die verschiedensten Probleme auf aus: Arithmetik, Analysis, Topologie, Algebra, Numerik,
ete.; ihre Gesamtheit ist in der Intervall-Mathematik enthalten. Der Vortrag berichtet iiber einige dieser Entwick-
Iungen.

Die Intervall-Mathematik existiert seit iiber 10 Jahren. Bisher ist sie jedoch immer noch ein ,,Veilchen, das
im Verborgenen bliiht‘‘. Zum Beispiel gibt es bis heute nur zwei Biicher iiber dieses Gebiet; die Biicher von R. E.
MoorE (1966) und (1969) und ALereLDp und HEerzBERGER (1974). Die Methoden und Ergebnisse der Intervall-
Mathematik sind bis jetzt nur in ganz wenige andere Biicher eingedrungen, man vgl. etwa HENRICT (1974). Bis jetzt
fanden — neben vielen lokalen Tagungen (meistens in Oberwolfach) — zwei internationale Kongresse statt, nimlich
1968 in Oxford (siehe die Proceedings von HANSEN (1969)) und 1975 in Karlsruhe (siehe die Proceedings von NICKEL
(1975a)).

Ic)h bin dem Vorstand der GAMM und der ortlichen Tagungsleitung auBerordentlich dankbar dafiir, daB ich
hier in Xopenhagen die Moglichkeit habe, erstmalig vor der GAMM einen zusammenfassenden Bericht iiber diese
neue Disziplin zu geben. Selbstverstdndlich ist es nicht mdglich, innerhalb von einer Stunde den Inhalt von iiber
zehnjihriger Arbeit von vielen Mathematikern und von iiber 700 Publikationen vollstindig darzustellen (eine
Literaturiibersicht wurde von BrerBauM (1976) erstellt). Ich werde theoretische Aspekte weitgehend vernach-
lissigen und mich — entsprechend der Zielsetzung der GAMM — hauptséchlich auf Aspekte der Anwendungen
und der Numerik beschrinken.

Vor fast genau 200 Jahren, am 30. April 1777, wurde CarL Frigpricr (Gavuss geboren, einer der groften Mathe-
matiker und Angewandten Mathematiker. Es scheint mir daher angemessen, die Methoden und Ergebnisse der
Intervall-Mathematik auch an mathematischen Problemen zu erliutern, mit denen sich schon Gauss befafBte.

I. Grundlagen

1. Reelle Intervalle

Uber Jahrhunderte hinweg galten bei Mathematikern die ,imagindren‘ und die ,,komplexen* Zahlen nicht als
wirkliche ,,Zahlen*. Erst mit Gavss und der ,,Gavssschen Zahlenebene* wurden die komplexen Zahlen voll aner-
kannt. Ich mochte den Aufbau der reellen Intervalle und der reellen Intervall-Funktionen in Analogie zur Gavuss-
schen Zahlenehene und znm Aufbau der Funktionentheorie bringen und damit (hoffentlich) verdentlichen.

Komplexe Zahlen Reelle Intervalle

c I(R)
Darstellung
p=a 4y, (7] = [z, 2] :={veR|z<w <},
we=u 4 w. [yl =1ly, y}.
Basis
1, | 1,[—1, +1]

Halbordnung(en)
[x] <[yl &= Ty,

WSS USTAVEY lslylezsyrzsy,

(komponentenweise). [*] & [¥] Sy=w AE <y (siehe Bild 1).

Arithmetik
bhekannt, I | % [.”/i s e 7 ylaelel,ywelyl .
Die arithmetischen Operationen sind
Erweiterungen
aus dem Reellen. Sie werden durch endlich viele reelle Verkniipfungen erzeugt, sind also programmierbar.

C ist ein Korper. IR) ist kein Korper, keine additive oder
multiplikative Gruppe, es gilt nicht das
Distributivgesetz.
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Eine rationale Funktion

F:CC | F IRy - IR
ist unbeschrinkt definierbar, solange
0 -~ Nenner . | 0 ¢ [Nenner] .
Sie ist eine Erweiterung der zugehorigen reellen rationalen Funktion f: R — R, d. h.
Fla+¢.0) = f(z). | Fla, 2] = f(x) .
Metrik
w, 2]? := (u — 2)* + (v — y)* | [[2], [y]l := max (jz — yl, |z — ¥I)

damit lassen sich Stetigkeit, Konvergenz, ete. definieren, und es 1a8t sich Analysis treiben.

Eine rationale Tunktion

F:C-C | F: [(R) - I(R)
ist
holomorpk, d. h. inklusionsisoton, d. h.
beliebig oft differenzierbar. [x] € [yl = Flz) = Fiy].
Man betrachtet daher die Menge aller
holomorphen Funktionen. | inklusionsisotonen Funktionen.

Die graphische Darstellung ciner intervallwertigen Funktion # mit recllem Argument (F: B - I(R)) Ist
ein Funktions-,,Schlauch* (siehe Bild 2). Eine Funktion F: [(R) —~ I(R) 1afit sich (wie im Komplexen) nicht
mehr so einfach graphisch interpretieren.

Von reellen Intervallen kann man iibergehen zu Intervall-Vektoren und Intervall-Matrizen; sowie allgemeiner
zu Intervallen iiber halbgeordneten Riumen. Beispicle dafiir sind Funktionsintervalle (siehe Bild 3) und Intervalle
von Operatoren. Die Intervallrechnung iiber Verhidnden liefert ohne weitere Voranssetzungen allgemeine TFix-
Tntervall-Sitze, man vgl. etwa NIcKEL (1975D).

[x] [y]
[x]< [y] - 4
X7
[x] £ [y] =
ly]
[x]
[x] € (ly] ——T&—— Bild 1. Ordnungsrelationen hei Intervallen
Lyl
lr £x)
—v(t)
—urt)
\\
X '
Bild 2. Darstellung einer Intervall-Funktion 7: @ - [(F) Bild 3. Funktionsintervall [x] = [g_:(t), z{f)) mit 2 Reprisentanten u, » ¢ [r]

I. 2. Anwendungen

1.2.1. Sehranken
Ka sei 1" inklusionsisotone Intervallorweiterung zu {. Dann gilt fiir die Bildmenge der Funktion { aufl dew Tntervall
{2]:

{{z) |z e [2]} S Fla] .
Durch bloBes ,,Ausrechnen’ von Flx] erhilt man also Schranken fiir den Bildbereich. Ohne weitere Informationen
(v. B. Lrpscarrz-Konstante o. i.) 1dBt sich dieses Problem ,,rein reell nicht 16sen.
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1.2.2. Numerische Quadratur

Zu einer gegebenen integrierbaren Funktion f: [a, b] — R soll

\ .
xoi= ff(t) dt

cinschliellich Schranken niherungsweise bestimmt werden.
Man zerlegt [a, b] durch

a =ty <t < .. tp:=0b, by i=t; —t;_y fir i=11)n.

Ist dann F cine inklusionsisotone Tntervall-irweiterung zu f, dann gilt
n
x € [x] := X h ]
i=1

(Approximation durch Riemannsche Unter- und Obersummen).
Ist F zusitzlich noch stetig, dann ergibt sich fiir max (k) — 0 sogar Konvergenz; allerdings nur lineare
i=1{I)n
Konvergenz. Die Bedeutung dieser Formel liegt trotz dieses Nachteils darin, dafl keinerlei weitcren Informationen
(wie etwa LipscHTTZ-Schranken, Ableitungs-Schranken, Holomorphie-Aussagen, ...) erforderlich sind. Selbstver-
stindlich gibt es auch aufwendigere Verfahren von beliebig hoher Ordnung. In diesem Falle sind jedoch hihere An-

forderungen an die Funktion f(t) zu stellen.

1.2.3. LipscHrrz-Bedingung

Gibt es zar Ableitung f* der Funktion f:[a, b| — R eine inklusionsisotone Intervall-Erweiternng ¥': l[a, b| —» I(R),
dann geniigt f der Intervall-Lipschitz-Bedingung

fx) — flyye [m] (x —y) firalle =z ,y¢€(a b]. ()
Das Lrescurrz-Intervall [m] ist dabei berechenbar durch [m] := F'[a, b].

1.2.4. Intervall-NEwron-Verfahren

Die Funktion f € C[a, b] besitze eine Nullstelle Z € [a, b] und geniige ciner Intervall-Lipscurrz-Bedingung (1) mit
[m] 0. Dann ist das Intervall-NeEwroN-Verfahren

lr"rﬂ_l = [a! b] ’ l
&, € w1 beliebig, y=0,1, ..
|, 1] t= &0 o (@, — [(x,)/|m]) l
stets konvergent gegen Z, d. h. es gilt (im Sinne der Intervall-Metrik)
relx,] —2, X, — T .
Bild 4 veranschaulicht diese Formeln, die Funktion f(x) und damit die Nullstelle & ist nach (1) ,,cingefangen®
in dem schraffierten Bereich (der nur oberhalb der x-Achse gezeichnet ist).
Man beachte, daf in jedem Schritt gleichzeitig reelle Gréfien z,, f(x,) nnd Intervalle [x,], [m] benutzt wer-
den, Dies ist typisch fir die meisten Intervall-Verfahren.
Ein entsprechender reeller Satz existiert ohne zuséitzliche Annahmen bekanntlich nicht! Allein wegen dieses
spektakuldren Satzes ,,lohnt* sich die Erfindung der Intervall-Arithmetik und -Analysis.
Zur ,,Geschichte’* dieses Verfahrens vergleiche man etwa R. E. MoorE (1966) oder (1969) (wo die globale

Konvergenz noch nicht bekannt war) und NIckEL (1968), (1969). Man kann, wie iiblich, unter passenden Voraus-
setzungen an f und/oder passender Abénderung des Verfahrens iiherlineare hzw. quadratische Konvergenz nach-

= a | X X
i

[‘\’(7]" 'T[/I/b]/

Xy € [xp] beliehig ,
V=

Lyl =[XV]/7("'P’f(XV)/f’”])

Bild 4. Intervall-NEWTON-Verfahren
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weisen. In den vergangenen Jahren wurden vicle Variationen dazu angegeben, man vergleiche etwa Krawczyk
(1969) sowie ALEFELD und HERZBERGER (1974). Weiter laft sich — im Gegensatz zum Reellen — auch der Fall
0 ¢ {m] behandeln (siche Krawczyk (1969) und andere) und damit sogar eine Methode zur Berechnung aller
Nullstellen von f in dem Intervall {a, 8] erzeugen, siehc BarTH (19724).

Bei der Ubertragung auf (nichtlineare) Gleichungssysteme geht i. a. die Eigenschaft der globalen Konvergenz
verloren (cine hinreichende Bedingung dafiir wurde von ALEFELD und HERZBERGER (1970) angegeben). Jedoch
hleiben LésungseinschlieBung und lokale (iiberlineare und/oder quadratische) Konvergenz erhalten. Man vergleiche
dazu NI1crErn (1971), ALEFELD und HERZBERGER (1974).

1. 3. Gerundete reelle Infervalle
1.3.1. Zahlenlinge

Bekanntlich war Gauss ein sehr eifriger, dabei aber cin sehr sorgfiltiger Rechner. Von ihm stammt der Ausspruch,
dafBl man die Giite cines menschlichen Rechners daran feststellen kénne, wieviele iiberfliissige Schutzstellen er wih-
rend der Rechnung mitfiihre. Die Verwendung der elektronischen Rechenautomaten hat die Frage nach der Genauig-
keit einer Rechnung erheblich’ veréndert. Wir sind gezwungen, mit fester Wortlinge, also fester Ziffernzahl unserer
Ergebnisse zu rechnen und koénnen wihrend des Ablaufs der Rechnung die Anzahl der Schutzstellen nicht an
die praktischen Gegebenheiten anpassen. Man versucht diese Schwierigkeit zu iiberwinden, indem man ,,hinreichend
viele' Schutzstellen mitfiihrt, aber was ist ,,hinreichend viele** ? Die Benutzung der gerundeten Intervall-Arithmetik
hilft uns bei dieser Schwierigkeit. Dabei werden reelle Zahlen zu (kleinen) Intervallen aus Maschinenzahlen ver-
grobert, diese Intervalle nach den Gesetzen der Intervall-Arithmetik miteinander verkniipft und die Ergebnisse
wieder nach aullen gerundet. Das Ergebnis ist ,,exakt®, d. h. es enthilt den wahren (im allgemeinen unbekannten)
Wert. In ungiinstigen Fillen, wenn eine Akkumulierung von Rundungsfchlern anftritt, kénnen allerdings dic er-
zielten Sehranken recht pessimistisch sein.

Es lassen sich hinreichende Bedingungen dafiir angeben, wann die Intervall-Abbildung optimal ist (dafiir
wurde der Terminus ,,schrankentren’ geprigt). Es kann jedoch nicht erwartet werden, daf§ diese Bedingungen fiir
jede Funktion erfiilllt wird. Beispiele fiir beide Verhaltensweisen, d. h. Schrankentreue und ,,Nieht-Optimalitit
werden im folgenden wiederholt angegehen werden.

Es sei [ die ,,Zahlenldnge™, d. h. die Anzahl der Ziffern der Mantisse des Computers (gleichzeitig sei dafiir
gesorgt, dal} die Schranken des Exponenten fiir I — oo ,,passend‘ gegen co gehen). Dann wird fiir das folgende
angenommen, dafl jeder reellen Zahl x eine ,,zugehdrige’ reell gerundete I-ziffrige Zahl #(I) und ein gerundetes
Tntervall [Z(1)] zugeordnet wird. Weiter soll gelten, dafi:

x, a1y e [#(1)], Hm &) =, lim [#()] — « (2)
>0

(=00
ist. Bei der arithmetischen Verkniipfung von Intervallen auf dem Computer werde stets ,,nach auBien gerundet
und fiir die Resultate der Verkniipfung gelte wieder (2). Ist dann f(x) eine rationale Funktion, fl(fc(l)) die zugehorige
reelle Computerapproximation und F,[%(l)] eine entsprechende Computer-Tntervall-Approximation, dann gilt
durch Rekursion fir alle x
f(x), FED) € ﬁ,[%(m. und llim F20)] = f(x) .

Auf diese Weise lassen sich etwa die Verfahren der Nummer 2 auf den Computer iibertragen, ohne daf die Schran-
ken-Eigenschaft verloren geht. Anflerdem werden die Ergebnisse fiir [ — oo ,,beliebig genau‘’.

1.3.2. Tntervall-Programmier-Sprachen

Nchon sehr frith wurden die oben geschilderten Ideen ciner gerundeten Tntervall-Arithmetik durch die Definition
ciner allgemeinen Computersprache realisiert. Es ist dies die Erweiterung von ALGOL 60 zu Triplex-ALGOL 60,
siche WIPPERMANN et al. (1968). Es wurden mehrere Compiler erstellt, davon allein 3 in Karlsruhe (WIPPERMANN
(1967), BROCKHATUS et al. (1969), RoraMATER (1974)). Eine Sprache Interval-FORTRAN ist in Vorbereitung (Madi-
son/Wisc., USA) e¢in UNIVAC 1108-Compiler in Erprobung (B6uMER und Jackson (1977)).

Der grolle Vorteil dieser Sprachen ist, dafl die Beriicksichtigung der Rundungsfehler vollauntomatisch
durch den Computer vorgenommen wird und keinerlei Anstrengung durch den menschlichen Benutzer erfordert!
Zwei cinfache Beispiele werden in 3.5. und 6.1 angegeben.

1.3.3. Logik der Programmicrung

Eine weitere wichtige Anwendung der Intervall-Mathematik finden wir in der Toogik der Programmicrung.
Ein wesentlicher Bestandteil jedes Programms sind Entscheidungen, die zu Verzweigungen des Programms fiihren,
Theoretisch geniigt es dabei, sich auf eine Ja-Nein-Entscheidung zu beschrinken. Dieses entspricht ciner zweiwerti-
gen Logik (tertium non datur). Bei der praktischen Berechnung jedoch sind Fehlentscheidungen zu befiirchten.
Sie kommen von den unvermeidlichen (Daten-, Rundungs-, ...) Fehlern. Um garantierte Entscheidungen treffen
zu kémnen, ist daher eine dreiwertige Logik erforderlich (wahr, falsch, unbestimmbar). Schreibt man Programme
in dieser Art, so kann man garantieren, dafl trotz der unvermeidlichen Ungenauigkeiten genau diejenigen Wege
im Strukturdiagramm durchlaufen werden, die theoretisch gewiinscht werden. Man vergleiche dazu Bild 5.

Ein krasses, wenn auch konstruiertes, Beispiel ist in Bild 6 wiedergegeben. Der dort definierte Funktionswert
hat theoretisch den Wert 0. Bei endlicher Zahlenldnge innerhalb des Computers erhilt man, falls hei der Division
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Zu berechnen: z := {1 falls 1 —(1/3)-3 >0,

0 sonst,
Theorie: 1—-(13):83=0%0
__ . = |e=0]
Theorie Pragis Gerundetes Rechnen (abgerundet):
| | 1—(1/3)-3=1—(0.33..3)-3
I Berechne - =1-099..9
Bereclhne z \ l Berechne x , —0.00..01% 0
z=0 : }.," >0 z = 0ist - _ml?,,, x>0 ist = 7}7—77] \
(e ) " garantiert (. Sl )‘;ﬁi}antiert Intervall- Rechnung (gerundet):
| 1 —(1/3)-3=1-7003..3, 03...34}-3
unentscheidbar =1--[09..9, 1.0..02]
ob 2 <0 oder x>0 =[—0.0...02, -} 0.0..01] = 0
ﬂ = |z =0
Bild 5. Logische Entscheidungen Bitd 6. Numerische Konvergenz

abgerundet wird, stets den Wert 1, und zwar fiir beliebige Ziffernanzahlen innerhalb der Maschine! Verwendet man
dagegen fiir die Zwischenergebnisse Intervall-Arithmetik (obwohl das Ergebnis eine ganze Zahl sein soll), so erhilt
man stets das richtige Ergebnis 0(!).

Es ist maoglich, dieses Ergebnis zu einer Methode und zu einer Theorie zu verallgemeinern. In Untersuchungen
von BrerBaum (1975) wurde gezeigt, dafl jedes numerische endliche Programm unter Benutzung der Intervall-
Arithmetik derart umgeschrieben werden kann, daB es ,,numerisch konvergiert'*. Damit soll ausgedriickt werden,
daB asymptotisch mit steigender Ziffernlinge das gesuchte Ergebnis schlieflich beliebig genaun approximiert wird
gemif folgender

Definition (numerische Konvergenz): Das theoretische Ergebnis eines numerischen Algorithmus sei .
Der praktisch erzielte reelle baw. Intervall-Wert sei () bzw. [#({)]. Der Algorithmus heiit dann numerisch konver-
gent, wenn
lim#(l) =z bzw. lim[Z()] = Z.
{—>o0 I»>c0

Die Tntervall-Version ciner rationalen Funktion ist offenbar numerisch konvergent.

1.34. Abbrech-Kriterien

Die meisten (theoretischen) numerischen Verfahren fiilhren auf eine unendliche Iteration. Es ist oft nicht einfach
zu entscheiden, an welcher Stelle diese Iteration abzubrechen ist. Die Verwendung der gerundeten Intervall-
Rechnung fiihrt zu einem universell giiltigen und leicht programmierbaren Abbrechkriterium:

Es sei & 1= lim =, zu berechnen.
P> 00

Man bechmmz (gerundete) Intervalle [%,(1)] so, dap % € %, (l)], hm [a: 0] = [x,] mit x, € [2,], [#, 1] E [} und
lim [x,) = Z ist. Dann ist n = n(l) mit

& @] S [EO] fic y=00)n—1,  [Fa@] E ED)
ein oplimaler Abbrechindex, und es gilt numerische Konvergenz, d.h.

Jim [ ()] = &

Man vergleiche dazu NICKEL (1975 ¢).
Die entsprechenden Sitze fiir reelle Abbrechkriterien sind viel speziellerer Art und hei weitem nicht so uni-

versal.

1.3.5. Beispiel: Numerische Differentiation

Zu Recht wird die numerische Differentiation einer Funktion f(f) als schwierig angesehen, die man am besten ver-
meidet. Mit Hilfe der gerundeten Intervall-Arithmetik, dem oben definierten Abbrechkriterium und der Theorie
der numerischen Konvergenz lassen sich jedoch beliebig genane, numerisch stabile Algorithmen angeben. Der unten
in Triplex-ALGOL 60 geschriebene Algorithmus benutzt die einfachste Methode der vorwirts genommenen Diffe-
renzenquotienten zur Berechnung von z := f'(0). Ist f(¢) stabil bei t = 0 und wird die zugehorige Intervall-Niherung

F,: 10,11 => I(R) mit I Ziffern berechnet, dann wird danach die Tntervall-EinschlieBung # ¢ [#()] mit 22 /2 Ziffern
bestimmt.

Numeriscehe Differentiation

Gegeben: e C?0, 1], [u] mit f(t) € 2[u] fir 0 < ¢t < 1. Die Funktion f(t) soll durch eine triplex procedure f
abrufbar sein. et seabinll dubbihon

Ergebnis: Der Aufrof des Unterprogramms f prime (f, u) erzeugt ein optimales Intervall, das f'(0) enthilt.

Methode: Vorwirtsgenommener Differenzenquotient.
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Yrogramm:
triplex procedure f prime (f, «):

value u;
triplex u;
triplex procedure f;

begin real h;
o 7t{‘i_p]0,x th, @, xold, O,
hi=1;
10 = {(0);
wi= (1) = f0) = u;
label: b i=: BJ2;
if A = 0 then goto fin;
th 1= COn—lI)—B—S(ﬂ_(’Z h, h);
wold o= @
a s intset (wold, (f(h) — fO)th - th ¢ w);
il «w £ wold then goto lubel;
fin: [ prime 1~ w
end;

Zu diesem Program wird ein Unterprogramm intset (z, y) benétigt, das den Durchschnitt & n y zweier
Intervalle 2 und y mit gemeinsamen Punkten liefert. Eine moégliche Realisicrung ist:

triplex procedure intsct {(«, y);

value @, ¥;

triplex w, ”;

l@*rcul t, b, ¢, d;

¢ = inf (x);
d = inf (y);

@:—if¢>dthenc else d;
¢ 1= sup ();
d := sup (y);

b:=1if ¢ > d then d else ¢;
intset := compose (a, (@ + b)/2, b)
end;
1. Anwendungen
1I. 4. Lincare Gleichungssysteme
11.4.1. Reclle Gleichungssysteme
Das Systemt werde geschrieben in der Gestalt
Aw =
Der Einfachheit halber sei A = (ay) eine n X n-Matrix mit det (4) £ 0, weiter sei b = (by).
Die eindeutig bestimmte Losung sei . Das Gausssche Eliminations-Verfahren ist eine stiickweise (wegen der

Pivotsuche) rationale Funktion in den Daten ay; und b, Mit Hilfe der gerundeten Intervall-Arithmetik ist damit
ein zugehoriges Intervall-Gauss-Verfahren sofort moglich. Auf einer I-ziffrigen Rechenmaschine laute das Resultat

[2(1)] = ([=e(D)s 2e(D)])-

Eigenschaften des Intervall-Gauf-Eliminations-Verfahrens:

a)  ZelxD)] (Fehler-Einschrankung) , (3)
b)  lim [Z()] =% (numerische Konvergenz) . (4)
I+

¢) Die Suche nach einem grofiten Pivot (Spalten-, Zeilen-, totale Pivot-Suche) ist hier tiberfliissig, im Gegen-
satz zum Reellen. Es geniigt, wenn die Null nicht in dem (Intervall-) Pivot enthalten ist! (WonawisEs (1975))
d) Der Rechenaufwand (Anzahl der benétigten Operationen) ist genau gleich grofl wie im Reellen.
Nachteile des Intervall-Gauf -Eliminations-Verfahrens:
a) Es sei (I) = (%x(7)) das reelle Computerergebnis des reellen Gauvss-Verfahrens,
&)~ &1t = max [E() - &
E=1(1)n
uned
span [#()] :== max (Z(l) — ze(l)) -
E=1(1)n

Dann zeigt die experimentelle Erfahrung nach Wonawisks (1975) ein Verhalten wie
span [HO)IIF0) — F| 2 100, )
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Bild 7. Experimentelie Ergebnisse des Butervall-GAuss- Bliminations- 13ild 5. Experimentelle Ergebnisse des Lutervall-¢iAvss-Eliminations-Ver-
Verfahrens: Feher- Uberseliitzung durch die Schranken, naclh Wong- fahrens: Bereiche Numerischer Stabilitit, und Lostabilitit, nach WoNa-
WISES (1975) wisks (1975) fiir Rechenanlage X8,

Dieses Verhalten ist unabhingig von der Konditionszahl cond {41) und von der Ziffernanzahl { (siche Bild T)! Die
Ursache fiir dieses ungiinstige Verhalten liegt darin, dal 1(R) kein Korper ist. Das Verhalten (5) wurde von Wone-
wisEs auch theoretisch begriindet, dabei wurde die WiLkinsoNsche Theorie beniitzt.

b) Bei gréBeren Konditionszahlen cond (4) und gréBeren Gleichungssystemen ist i. a. kein Pivot-Element
mehr auffindbar, das die 0 nicht enthilt. Das Verfahren bricht dann zusammen (,,numerisch singuldr in Bild 8
nach WoncwisEs). Auch dieses unerfreuliche Verhalten it sich theoretisch vorhersagen und quantitativ bestiiti-
gen (siche Wonewrses (1975)).

Zur Angabe besserer Schranken wurden in den letzten zehn Jahren viele verschiedene Verfahren angegeben.
Alle sind Iterationsverfahren und besitzen die gewiinschten Eigenschaften (3) und (4), d. h. sie liefern numerisch
konvergente Schranken. In allen Féllen ist eine Naherungsherechnung der Tnversen erforderlich (N. B.: Tm Reellen
gilt dies als ein Kunstfehler!). Man vergleiche ctwa Hansen (1965) und HANSEN-Smire (1967). Das nach den nume-
rischen Erfahrungen wohl erfolgreichste Verfahren ist das von Krawczyxk (1969). Im nédchsten Bild 9 sind typische
Erfahrungen aus numerischen Experimenten von WoNGWwISES aufgezeichnet. Das pessimistische Verhalten nach
Gleichung (5) ist jetzt verschwunden. Im Durchschnitt sind etwa zwel lterationsschritte erforderlich, das bedeutet
etwa G-mal mehr Rechenoperationen als im Reellen. Als Ausgleich fiir diesen gréfieren Rechenanfwand erhilt

A spanfx]/ %k X
Lz
07 -
00}
. n Bild 9. Kxperimentelle Lrgebnisse des KRAWCZYKschen
077 L 1 L 1 L : L ! I : » Verfahrens: Fehler-Uberschitzung durelh die Schranken,

% 0 1% 20 24 30 35 40 %5 S0 nach WONGWISES (1975)
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man dafiir jedoch das KErgebnis: die vben beschriebenen Nachleile sind vollstindig verschwunden. Damit kann man
das Problem der Lisungen cines reellen Gleichungssystems mit Lilfe intervall-arithinetischer Verfahren als voll-
standig gelost betrachten.

11.4.2. ITntervall-Gleichungssysteme
Gauss hat viele Jahre seines Lebens der Geodisie gewidiet, sowoll theoretisch als auch praktisch. Bei der Land-
messerei kommt man ganz automatisch auf lineare Gleichungssysteme. Nun sind die MeBwerte jedoch niemals ganz
exakt (zu Gauss’ Zeiten mafl man Winkel, heute bevorzugt man Streckenmessungen). Wollen wir daher garan-
ticrte Krgebnisse, so miissen wir die bei den Messungen gemachten Fehler absehitzen und anschlieBend Intervali-
Gleichungssysteme 16sen. Das sind Gleichungssysteme, bei denen die Koeffizienten reelle Intervalle sind. Leh be-
nutze die Schreibweise

{41 e = 1b] mit 4] = ([aw, @) , 6] = (B> bi)) - (6)
Dic Menge aller Losunygen des Gleichungssystems (6) ist
(B} i= {w e R | Adw == b, A e [A},be U]} .

Brste Sitze tiber {Z} stammen von OrrrLi-Pracur (1964), Orrris (1965) und Oprrii-Pracur-WiLkinson (1965).

Wic schon einfache Beispiele zeigen, ist diese Losungsmenge {Z} i. a. kein Intervall und nur recht kompliziert
zu beschreiben. Man vergleiche dazu etwa das Beispicl von Barru-Nupine (1974) vom néchisten Bild 10. Man ist
daher an moglichst einfach zu beschreibenden Schranken interessiert, namlich an der ,,Intervall-Hiille” oder ,,opti-
malen Intervall- Elnschheﬁung“ [Z] := [inf {Z}, sup {Z}], man vergleiche dazu das Bild von Bawrru-Nuping.
Schon einfache Beispiele zeigen, daBl die Intervall-Version des Gaussschen Ehnnnatlom Verfahrens diese Intervall-
Hiille [£] i. a. nicht liefert. Eine hinreichende Bedingung glbt der folgende

Satz (BARTH-BEECK-NUDING): Jede Matrix 4 € [A] sei eine M-Matrix. Es gelte [b] =0 oder |6} < 0 oder
0 e Vbl Dann liefert das Intervall-Gawf-Verfakren ohne Pivotisieruny die Intervall-Hqille |7 des Systems (6).

Bild 10. Lésungsinenge {z\} und vptimate IntervalleinschlicBunyg 11\] fidr dus System

2, 41 L»z,u), , (l*‘u,u)
(l.-l,'-' EXT) A (R

nivch BARTH-NUDING (1974)

(Man vergleiche Bartu-Nubing (1974), BeECk (1974)). M-Matrizen spiclen eine groBie Rolle in den Anwen-
dungen, z. B. bei der Diskretisierung von Randwertproblemen. Sehr viele praktisch vorkommende Intervall-Glei-
chungssysteme besitzen jedoch (leider) keine M-Intervall-Matrizen. In diesen Féllen kann jedoch immer noch das
Tterationsverfahren angewendet werden. Es gelten die beiden folgenden Sitze iiber die Losung eines linearen Inter-
vall-Gleichungssystems in der iterativen Gestalt

o = [Mlx | |rl. (7)

NSatz (0. Mayer): Das Intervall-lterationsverfahren

fay l] = lM] [J-v] + Lr] %)
konvergiert fiir ecinen beliebigen Intervall-Anfangsvektor [ixy] genau dann gegen die eindentiy bestimmte Lisung |yj] des
Nystems

= 1M]ly} + i), ")

wenn der Spektralradius o(J{LM )|) < 1 4st.

Dabei ist [[M]] die reelle Matrix mit dem Komponenten max ([mgz], [mil), siche O. MAYER (1968). Man beachte,
dal} (9) cin System ist, dessen Losung ein Intervall-Vektor sein soll. Im Gegensatz dazu licfert der folgende Satz
von Bawrn (19721) die Tntervall-Hiille der Lisungsmenge fiir das System (7).

Satz (Barra): Bssei [M) -~ | M, M| = 0 und L'(M) . Dann konvergiert das nteroall-Herationsoerfaliven (8)
gegen die 1 nlerwll Hille des Systems (7).

Das allgemeine Probleni, die Intervall-Hiille des linearen Intervall-Gleichungssystems (6) oder (7) mit ertrig-
lichem Rechenaufwand zu bestimmien, wenn keine weiteren Informationen gegeben sind, ist bis heute noch ungelgst!
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11. 5. Approximation

Die von Gauss entwickelte Methode der kleinsten (Defekt-) Quadrate bestand ihre Feuertaufe im Jahre 1801 mit
der spektakuliren Wiederentdeckung des verloren gegangenen Asteroiden Ceres. Die Ceres war nur iiber einen
kleinen Bereich ihrer Wanderung beobachtet worden und verschwand dann hinter der Sonnc. Es galt, aus diesen
wenigen Mefwerten die Konstanten ihrer KepLer-Ellipse und damit ihre Bahn zu bestimmen. In den vergangenen
fast zwei Jahrhunderten wurde die Approximationstheorie sehr stark weiterentwickelt und ist heute ein unentbehr-
liches Hilfsmittel der Mathematik.

Geht man statt von Me werten von Mellintervallen aus, (siche Bild 11), dann kann man im Rahmen der
Intervall-Mathematik eine Intervall-Approximationsaufgabe stellen:

Gegeben seien n Meflintervalle. Gegeben sei weiterhin eine GesetzmaBigkeit fiir die gesuchte Funktion x(t)
(etwa die Schar aller KepLER-Ellipsen, -Parabeln und -Hyperbeln). Gesucht sind dann entweder Schranken
fiir die Parameter der Losungsfamilie oder aber ein garantierter Losungsstreifen (siehe Bild 12). Als durchaus
(erwiinschtes) Nebenergebnis kann dabei moglicherweise eine Verbesserung der MeBintervalle erzielt werden
(siehe Bild 12)!

1,\'(/) l

verbesserung

1x(()

AN

\2{

v

Bild 12, Gurandierfes Funkiionsintervall mib Verbesscrung von MeBwerten

4 4 oot ¢
gegeben: MeBintervalie [y; ] firi=1(1)n,

Geselz xttaf.. &),
gewidnscht:x (b, aB,..,d)ELy ] firi=1(1)n.

gesucht: tntweder Schranken fire,f3,...,d,
oder Schranken firx (1) firalle . Bild 1. Lotervall-Approximation

Die bisher aufgestellten reellen Approximationsmethoden sind i. a. offensichtlich nicht geeignet, dieses Pro-
blem der Intervall-Approximation zu lésen. In den letzten Jahren wurden spezielle Intervall-Approximations-
Methoden entwickelt. Im Gegensatz zum ,,Reellen‘ sind wir jedoch noch weit von der vollstdndigen Lésung dieses
Problems entfernt.

11. 6. Differentialgleichungen

11.6.1. Beispicl: Das mathematische Pendel
Ein grofler Teil der Angewandten Mathematik besteht in der Lisung von Differentialgleichungen aus Mechanik,
Physik, Chemie, Biologie, Volkswirtschaft, usf. Tch méchte die Anwendung der Intervall-Mathematik bei der

Lésung von Differentialgleichungen an einigen Beispielen erliutern: Beim mathematischen Pendel ist die Losung
wohlbekannt und 148t sich durch elliptische Funktionen und Integrale darstellen (siche Bild 13). Die darin auftre-

Schwingungsdaver T

/e

res Y f—L
‘ 3 Vi-sin? g pzsmc

@ << FS T = o < Bild 13, Mathematisches Pendel
L g
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i)

a2 )
. g ! )
I (s1n gy /2) ‘.:—/ R . o e ! “ b
¢ VT — sin? /2 sin® ¢ 0 0.250000 000 000 ... 1.000 000 00VVVO ...
) 1 0.500000000000 ... 0.625 000000000 ...
g i— cos @y/2; by 1= 1; 2 0.559016994374 ... 0.562 500000000 ...
T N b, i i 3 0.560755792957 .., 0.560758497 187 ...
ay 1= Ja, by byg1i= gy Hr v=0,1,.. 4 0.5607567145071 ...  0.560757145072 ...
L. .o £ = 0.56075714507 .
s gilt a, /¢, b, c und K (sin gp/2) = .— . € .
’ : 2-c K(J/15/4) = 280120608289 ...
Bitd 1. Gavssache Methode der geometrisch-arithmetisclicn Mittel Bild 15. Numerisches Beispiel fiir dic GAtsssche Methode der

gevmetrisch-arithmetischen Mittel

tenden beiden Konstanten ¢ (Lénge des Pendelarms) und g (Gravitationsbheschleunigung) sind jedoch nicht exakt
hekannt, sondern gemessen. Im giinstigsten Fall lassen sie sich in Intervalle einschachteln. Die Auswirkung dieser
Ungenauigkeit etwa auf die Schwingungsdauer 148t sich sofort durch elementare Intervallarithmetik berechnen.
Man kann zeigen, dall man damit die optimalen Schranken erhalt.

Das in der Schwingungsdauer auftretende elliptische Integral erster Gattung lifit sich nicht geschlossen durch
clementare Funktionen darstellen, muf3 also durch ein passendes nunierisches Verfahren berechnet werden. Die
wohl giinstigste Methode dafiir ist die Gausssche Methode der geometrisch-arithmetischen Mittel (siche Bild 14).
Diese Methode ist global quadratisch konvergent und liefert simultan untere und obere Schranken fiir den Wert des
clliptischen lntegrals, man vergleiche das Zahlenbeispiel in Bild 15. Es ist jedoch zu beachten, duB diese Methode
keine Kontraktion darstellt; durch Rundungsfehler kann daher das Ergebnis ,,abwandern®. Eine Rechnung mit
Hilfe der gerundeten Intervall-Arithmetik verhindert diese Abwandcrung zuverldssig. Auflerdem erhilt man noch
gratis die Information, wann die Iteration am zweckmiBligsten abzubrechen ist, ndmlich dann, wenn infolge der
Rundungsfeller keine Verhesserung mehr stattfindet. Ein mégliches Programm in der modernen Programniier-
sprache Triplex-ALGOL 60 ist im folgenden dargestelit.

Gausssches Verfahren der geometrisch-arithmetischen Mittel

Gegeben: 0 e < brell,
af2

dt

Gesucht:  ({u, 0) : o S
Va? sin? ¢ - b2 cos®(

0
Methode:  Mita’ = Ja b b :— (@ + 0))2 gilt G(a, b) = C(a’, b'). Man iteriert, bis a’ —= b’ — ¢ ist.
Programm:
triplex procedure gauss {«, b);
" valueu, b;real a, b;

l)cgﬁ triplex ta, b, v, «, y, gneu;

w = compose (@, @, @);
¢ i compase (b, by b);
gneu == compose (¢, wu, b);
vurrke: b t= i o — vy
Ty e yuen;

w ooyl (fe 0 1)
v (le o} t0))2;
gnen = compose (inf (u), (inf (n) 4 sup (2))/2, sup (v));
il span (gnew) - span (y) then goto marke;
ganss oo 2 arctan (g
ond

1L.6.2. Numerische Losung von Differentialgleichungen

Kines der einfachsten Probleme der Numerischen Mathematik ist dic niherungsweise Losung des Anfangswertpro-
blems hei cinem System von gewdhnlichen Differentialgleichungen (wuf Sonderprobleme soll nicht cingegangen
werden, wie ctwa auf steife Systeme, Schrittweitensteuerung L), Man wihlt cine Folge von ,,passenden'® Schritt-
weiten uned cine numerische Methode, wie etwa das RuNge-Kurra-Verfuhren. Die einzige Voraussetzung an dic
rechte Seite der Differentialgleichung ist dann, dafl diese Funktion numerisch fiir jeden Punkt des Lésungsraums
herechenbar sein soll.

Wegen dieser (scheinbaren) Einfachheit wird oft iiberschen, dall das zugehérige Problem der Fehlerschran-
kenbestimmung auBlerordentlich schwierig ist! Zwar sind die zugrundeliegenden theoretischen Sitze aus der Theorie
der Differential-Un-Gleichungen schon seit langem bekannt (man vgl. etwa das Buch von W. WarLter (1970)).
lhre praktische Realisierung ist jedoch so kompliziert, daB bis heute praktisch noch keine ,,reellen’* Algorithmen
zur Fehlererfassung bei Differentialgleichungen existieren. Seltsamerweise werden Intervall-Mathematiker schr
oft vorwurfsvoll gefragt, warum die Intervall-Mathematik nicht in der Lage wiire, ,,einfache’* Algorithmen zur
Lisung dieses Problems zur Verfiigung zu stellen. Gelegentlich wird dies sogar als cin ,,Beweis‘* dafiir angesehen,
dal} dic Intervall-Numerik nicht in der Lage sei, die wesentlichen Grundprobleme zu ldsen.

6 ZAMM, Bd. DS, 1L 6
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Dabei ist cine einfache Schrankenerfassung schr leicht moglich: Man benutzt dic Moglichkeit der numerischen
Quadratur nach Kapitel 2.2. Damit 1a6t sich sofort das Verfahren von Precarp-Lanpsrdr als Intervall-Verfahren
formulieren. Es ist wichtig darauf hinzuweisen, dal} die einfachste Version dieses Verfahrens garantierte Schranken
liefert, ohne dal fiir die rechte Seite der Differentialgleichung mehr als die Existenz einer inklusionsisotonen
Intervallerweiterung vorausgesetzt wird! Allerdings ist mit dieser Linfachheit nur lineare Konvergenz verkniipft.
-~ Dasselbe gilt fiir ein entsprechendes Intervall-KuLER-CAucHY-Verfahren.

Mit hoherem Aufwand lassen sich belichig genaue Intervall-Algorithmen angeben. Ein besonders spektaku-
liires Verfahren ist das von Marcowrrz (1975). Spatestens nach dem Erscheinen dieser Arbeit sind die oben erwihi-
ten Vorwiirfe gegenstandslos geworden. In seiner Arbeit hat Herr MarcowrTz seinen Algorithmus auf das Problem
des Wiedereintritts cines Raumflugkorpers in die Atmosphire angewandt. Dieses Problem ist nicht ,,ausgesucht™
derart, daB dic Ergebnisse moglichst giinstig werden. Fachleute sehen vielmehr an den Vorzeichen der Funktional-
matrizen, dal} die rechte Seite der Differentialgleichung nicht quasi-isoton ist. Damit sind ungiinstige Fehlerver-
hiltnissc zu erwarten. Tatsdchlich sind die berechneten Fehlerschranken jedoch auBerordentlich glinstig. Uber
weite Bereiche der Zeitvariablen hinweg ergeben sie sogar eine Verbesserung der urspriinglich berechneten recllen
Niaherungswerte. Auch ein Vergleich der Rechenzeiten zeigt, dali die Schrankenberechnung nur einen Bruchteil
der Berechnung der Naherungslosung kostet. (Allerdings ist dieser Sachverhalt darauf zuriickzufithren, dall es sich
hicr um ein Steuerungsproblem handelt).

s mub jedoch ausdriicklich darauf hingewiesen werden, dal} das von Marcowirz behandelte Problen in dem
Sinne vereinfacht ist, dal} die physikalischen Daten durch reelle Zahlen ersetzt wurden. Dic berechneten Fehler-
schranken geben also allein den Einflullh der Rundungsfehler wieder. Man ist datuit sicher, daB bei einer noch-
maligen Durehrechnung mit Datenintervallen jede Aufblahung der Feblerschranken auf die Eingangsdaten
zuriickzufithren ist und nicht ctwa auf eine unzweckmaBig gewihlte Intervall-Methode. (Meines Wissens ist aller-
dings diese nochmalige Nachrechnung bisher noch nicht erfolgt.)

Damit kann das Problem der Erfassung der Rundungsfehler bei der Berechnung von Anfangswertaufgahen
hei Systemen gewohnlichior reeler Differentinlgleichungen im Prinzip als erledigt gelton.

11.6.3. Intervall-Differential-Gleichungen

Ahnlich wie bei linearen Gleichungssystetien ist wuch hier der Ubergang von recllen Daten za (groflicu) Daten-Tnter-
vallen nicht einfach und bringt spezielle Problee. Lm niichsten Bild 16 ist unter a) schematiseh die Menge der
Losungen {2} eines Anfangswert-Problens skizziert. Diese Menge ist im allgemeinen so komplex, daB sie sich nicht.
auf einfache Weise beschreiben lifit. Die cinfachste Einschrankung gescliieht dureh cin Tntervall [Z], die ,,Intervall-
Hiille* oder ,,optimale-Intervall-Einschrankung, Im allgemeinen ist — genauso wie bei linearen Gleichungssyste-
men — auch diese Intervall-Hiille [Z] nur schwer bestimmbar. Die Methode der Wahl ist dann ein Tterationsver-
fahren. Tn speziellen Fillen 146t sich jedoch dic Tntervall-Hiille [Z] a priori angeben, nédmlich dann, wenn die beiden
Intervallschranken inf [#] und sup [Z] Elemente der Losungsmenge {z} sind und sich a priori angeben lassen, siehe
die Skizze in Bild 16b). Dies gilt etwa unter den Voraussetzungen des folgenden allgemecinen Satzes:

Satz: Zu losen sei das System von Intervall-Anfangswertproblemen

&(0) € [f(t, 2(t))), x(0) € [«x] -
Dabei set [« etn Intervallvekior:; in dene Funldions- Intervall-Vektor |[] = |f, f] seten die beiden Schrankenfunktionen.
fu il [ stetig und quasiisoton. Man bestiinmt w(t) als Minimalintegral von ¥ = [(t, &), £(0) —= & und &(t) als Marimal-

inbegral von &' == f(t, x), ©(0) = «. Dann gilt [iir dic Lésungsmenge
w(t), 2(t) € {&(1)) < la(t), @] -

I8 ist nun auficrordentlich erfreulich, dall dieser giinstige Sachverhalt sich auch bei sehr vielen anderen Pro-
blemen nachweisen ldfit, ndmlich bei elliptischen, parabolischen, hyperbolischen partiellen Differentialgicichungen
ctwa aus der Grenzschichttheorie, bei VoLTERRAschen Integralgleichungen der Biologic und so fort. Die Intervall-
Hitlle it sich, kurz gesagt, sicher dann a priori angeben, wenn die bekannten Voraussetzungen aus der Theorie der
Differential- und Integral-Un-Gleichungen erfiillt sind derart, daf} die beiden Schrankenprobleme ,,von mono-
toner Art“ (d. h. invers-isoton) sind. — Sind diese Voraussetzungen jedoch nicht zu befriedigen, dann kann man bei
ciner sehr grofien Kliasse von Problemen immer noch mit dem Iterationsverfahren vermége der eingangs geschilder-
ten Fix-Intervall-Gleichungen trotzdem noch zur Intervail-Hiille [#] gelangen.

a)

G

@

Lild 16, Losungsshicnge {7} und lutervalihitlle (]
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I1H. Aushlick
HL 7. Anwendbarkeit der Intervall-Mathematik

Zuriickblickend auf die angegebenen Beispiele lafit sich jetzt die Frage beantworten: |, Ln welchen Bereichen der
Angewandten Mathematik helfen uns die Begriffe und Methoden der Intervall-Mathematik 2

1. Die Intervall-Mathematik hilft uns, Fehler unter Kontrolle zu halten. ,, Fehler sind dabei: Daten-Fehler,
Darstellungs-Fehler, Rundungs-Fehler, Abbrech-Fehler, Verfahrens-Fehler, ... . Alle diese verschiedenen Fehler-
typen sind jetzt durch eine einheitliche Methode erfalibar geworden.

2. Die Logik der Programmstruktur wird gesichert oder sogar iiberhaupt erst in Ordnung gebraeht.
Das geschicht mit Hilfe einer dreiwertigen Logik mit den logischen Werten: (garantiert) richtig, (garanticrt)
falsch, unentscheidbar ob richtig oder falsch.

3. Probleme der Angewandten Mathematik haben fiir gewéhnlich nicht nur eine einzige Losung, sondern cine
gunze Losungsmenge (verursacht durch Datenungenauigkeiten, Mehrdeutigkeiten, Steuerungsparameter ete.). Dic
genaue Gestalt dieser Lésungsmenge ist meist (wenn iiberhaupt) nur aullerordentlich schwierig zu bestimmen. Dic
Intervall-Mathematik liefert uns in vielen Féllen auf einfache Weise (oft optimale) Schranken fiir die Losungsmenge.

4. Die Intervall-Mathematik liefert uns viele neue numerische Verfahren, die nicht unbedingt ,,aus dem
Reellen™ ableithar sind. Bei bekannten Verfahren wird hiufig das Verhalten cinfacher und/oder durchsichtiger
(Beispicle: Intervall-Nuwron-Verfahren, Intervall-Einzelschritt-Gesamtschritt-Verfahren).

HL 8. Vorurteile

Seit Bestchen der Intervall-Mathematik gibt es zwei Vorurteile. Sie wurden von Mathematikern erfunden, die
einmal schlechte Erfahrungen mit den Auwendungen der Intervall-Mathematik gemacht haben, oder die glaubten,
sie. gemacht zu haben. In der Zwischenzeit wurden diese Vorurteile dann ohne jede Priifung weitergegeben vom
[nstitutsleiter an den Assistenten und dic Studenten. Es handelt sich um die beiden folgenden angeblichen ,, Fak-
tent:

1. Die Fehlerschranken, die von der Intervall- M athematik gelicfert werden, sind inmcr viel zu pessimistiseh !
Die numerische lrfuhrung von Dutzenden von Mathematikern an hunderten von Problemen zeigte, dald diese Be-
hauptung falsch ist. In der iiberwicgenden Zahl der Fille liefert: die Intervall-Mathematik sehr |, giinstige Sehran-
ken, sehr hiulig sind sie sogar optimal.

In cinigen Fillen treten jedoch tatsichlich pessimistische Tehlerschranken auf, dic Anwendung des (Gauss-
schen Bliminationsverfahrens auf lineare Gleichungssysteme bei nicht-speziellen Matrizen ist ein besonders ckli-
tantes (und unangenchmes) Beispiel dafir. Simtliche derartigen bisher bekannt gewordenen 1ille lassen sich jedoch
als eine ,,naive’ Anwendung der Intervall-Mathematik deuten. Tn allen diesen Fillen gibt es ,angepalite™ Methoden,
die zu ,,optimalen’ Fehlerschranken fiithren. Selbstverstandlich gibt es viele Intervall-Probleme, fiir die bis heute
eine ,,angepalite’ Losungsmethode noch fehlt, wie etwa das Problem der Lésung von linearen Gleichungssystemen
mit Intervall-Matrizen. In all diesen Fillen gibt es jedoch auch keine einfache ,,reelle® Losungsmethode.

2. Alle géngigen Intervallmethoden sind viel zu zeitaufwendig. Auch diese Behauptung wird nicht durch dic
Krfahrung bestatigt. Insbesondere ist sie falsch fiir Intervall-Tterationsmethoden, die als Erweiterung einer reetlen
Iterationsmethode entstanden sind. Der Rechenaufwand pro Iterationsschritt diirfte hierbei i. a. nicht groBer scin
als im Reellen. Da man erheblich mehr iiber den Fehler weil}, kann man im allgemeinen an einer friiheren und giin-
stigeren Stelle die Lteration abbrechen. Erfahrungsgemifl laufen deshalb lterations-Inteevall-Methoden im allge-
meinen sogar schneller (1) als die entsprechenden reellen Iterationen.

Dieses zweite Vorurteil kommt vermutlich daher, dal bis heute bei fast allen Rechenmaschinen die arith-
metischen Intervalloperationen noch nicht hardwaremifig verwirklicht sind und daher durch Softwarc simuliert
werden wiissen. Je nachdem, wie ungiinstig die verdrahteten arithmetischen Operationen des Computers sind,
laufen die (simulierten) Intervalloperationen bis zu mehrere Hundert mal langsamer als die entsprechenden recllen
Operationen. Dieser Nachteil hat jedoch iiberhaupt nichts mit der Intervall-Mathematik zu tun, sondern uur mit
der Tatsache, daB unsere heutigen Computer an die Intervall-Arvithmetik denkbar schlecht angepalt sind.

LBrlauben Sie mir daher an dieser Stelle einen

Aufruf an die Computerhersteller: ‘

Bitte sorgen Sie bei allen Neuentwicklungen von Computern dafiir, dall die Intervalloperationen hardwaremilig
ohne Zeitverlust durchgefithrt werden konnen. Die Kosten dafiir liegen bei den heutigen Preisen fiir Rechenwerke
unter 19, der Gesamtsumme eines GroBrechners. Bitte stellen Sie dem Benutzer weiterhin eine passende Program-
wiersprache zur Verfiigung, wie etwa Triplex-AL.GOL 60 oder Interval-FORTRAN oder dergleichen. — Dic Kosten
der nachtriglichen Umriistung eines Computers sowohl hardwaremilig als auch softwarenmiiBig sind — nach
unseren Erfahrungen in Karlsruhe — aullerordentlich hoch. Nachdem nunmehr die theoretischen Grundlagen vor-
handen sind, bereitet es jedoch bei der Neuplanung eines Computers und des zugehérigen Systems nur geringfiigige
Mehrkosten, die Intervall-Arithmetik von Anfang an mit einzubeziehen.

Trotz meiner Beteuerungen iiber die Vorteile der Intervall-Mathematik und der Intervall-Analysis wird es
sicherlich noch genug ,,ungliubige Thomasse* geben. Thnen schlage ich einen Test vor. Meine Vermutung ist:
Niemand von Ihnen kann die beiden oben angegebenen Programme (numerische Differentiation und elliptisches
Integral) im ,,Reellen’’ einfacher programmieren, als dies geschehen ist. Voraussetzung ist natiirlich, daB eine der
gingigen Programmiersprachen benutzt wird (wie ALGOL, SIMULA, FORTRAN, ...}, daB die gleiche Methode
verwendet wird (vorwirtsgenommener Differenzenquotient bzw. Methode der geometrisch-arithmetischen Mittel)
und daly als Ergebnis garantierte Fehlerschranken erzeugt werden.

G*
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111. 9. Erweiterungen

In meinen Vortrag habe ich an einigen speziellen ausgewihlten Beispielen aus den Anwendungen gezeigt, wic uns
die Intervall-Mathematik bei typischen Anwendungsproblemen helfen kann. Das ist nicht weiter verwunderlich,
denn die Intervall-Arithmetik und die Intervall-Analysis wurden urspriinglich genau zu diesen Zweck konzipiert.
Sehr viel iberraschender jedoch ist, daf} die Intervall-Mathematik sich heute immer mehr in Bereiche der ,,reinen‘’
Mathematik hineinfrit. In den letzten Jahren ist der abstrakte, nichtnumerische Teil der Intervall-Mathematik
immer gtirker in den Vordergrund getreten. Es handelt sich hier um den auch sonst in der Mathematik iiblichen
Prozefl der Vereinheitlichung und Abstrahicrung.

Zwei Beispiele dazu:

1. Es gibt zwei Darstellungsmdiglichkeiten fir Intervalle, entweder in einem halbgeordneten Raum oder in
einem metrischen Raum. Im Zweidimensionalen, also etwa auf der Gaussschen Zahlenebene (mit komponenten-
weiser Ordnungsrelation und der iiblichen Metrik), werden diese beiden Intervall-Darstellungen zu Rechtecken bzw.
Kreisen. Welche algebraischen Eigenschaften sind nun diesen beiden Darstellungsformen (und anderen) gemeinsam ?
Von Orro MAYER (1968) und W. Hann (1971) wurde zur Beantwortung dieser Frage der quasilineare Raum cinge-
fiihrt. Ks handelt sich dabei um einen linearen Raum, in dem jedoch das Distributivgesetz der Multiplikation mit
Konstanten aus dem Grundkérper abgeschwicht ist. Man kann zeigen, daf} die Radume der beiden oben angegcebenen
Intervall-Darstellungen durch Rechtecke und Kreise solche quasilinearen Riéume sind. Weiter gilt in beiden noch
die Kiirzungsregel der Addition.

Es scheint so zu sein, als ob die Struktur eines quasilinearen Raumes mit Kiirzungsregel (zumindest) eine
adiiquate algebraische Darstellung der Menge von Intervallen ist. Aus diesem Grunde werden solche Rinme nun-
mehr ,,Intervall-Riume** genannt. Einen ausgezeichneten Uberblick iiber dieses und viele andere Ergebnisse der
Intervall-Algebra findet man in dem Artikel von RaTscHEK (1975).

Inshesondere gilt die erfreuliche Tatsache, dall die (passend definierten) Intervalle iiber einem Intervall-
Raum selbst wieder einen Intervall-Raum bilden. Man kann auf diese Weise rekursiv aufsteigen. Diese Schachtelung
von Intervall-Ridumen ist nicht nur theoretiseh interessant, sondern — wie jedoch nicht gezeigt werden soll —
auch wichtig fiir dic Praxis.

2. In ciner soeben fertiggestelllen aber noch unveroffentlichten Arbeit hat Herr K.-U. Jaun (1977) dic von
Herrn Kuava entwickelten Ideen einer dreiwertigen Logik auf die Intervall-Analysis und Intervall-Topologie an-
gewandt. Die sehr grofle Anzahl neuer Ergebnisse kann hier noch nicht einmal referiert werden. Es scheint jedoch
s0 zu sein, dal} dic Beputzung der dreiwertigen Logik einen vereinheitlichenden Faktor darstellt. Durch die An-
wendung der y,iiblichen®, d. h. in der Analysis und Topologie gebrauchlichen Denkschemata wird man dann nimlich
zwangsliufig auf den Begriff des Intervall-Raoms und des quasilinearen Raums gefiithrt. Die Begriffe der Stetigkeit,
Differenzierbarkeit, Integrierbarkeit von Intervall-Funktionen lassen sich jetzt ebenso folgerichtig mit Hilfe ciner
dreiwertigen Logik einfithren und viele andere Ergebnisse mehr. Ein kleiner ,,Leckerbissen® ist die Tatsache, daB
die beiden oben angegebenen Darstellungen eines Intervalls mit Hilfe einer Halbordnung oder mit Hilfe einer Metrik
(zumindest im eindimensionalen Recllen) nichts anderes als wwei zucinander duale Darstellungen desselben Sach-
verhaltes sind, Dureh die Jannschen Uberlegungen wird die reelle Avithmetik und Analysis isomorph und isone-
trisch cingebettet in die Intervall-Arithmetik und -Analysis.

In den letzten Jahren hat es sich weiter gezeigt, dafl die Verbandstheorie cine wesentliche Rolle fir die
Intervall-A nalysis spiclt. Allein unter der V()l‘dllh'ﬁd[.llll},, der Inklusionsisotonic — sogar ither viel allgemeineren
Réiumen, etwa iiber bedingt vollstindigen Verbinden - lassen sich 1\])un|\tsal ze in grober Allgemeinheit und
mit gmlnl Fruchtbarkeit formulieren.

Lin sebr aligemeiner (allerdings nie htl\m)\i!ul\tyvvl) Fixpunktsatz st etwa der von KNasrves-Parskr: Kine
irklusivwsisotone Intervall-Funktion, die ein Lntervall in sich abbildet, besitzt (mindestens) cinen Fiaepunkt. Fs lassen
sich auch in sehr allgemeiner Weise konstruktive Fixintervall-Sdtze angeben, dic auf dem Lterationsverfahren ba-
sicren. Ks gibt sehr allgemeine hinrcichende Bedingungen, unter denen das Intervall-1terationsverfahren nicht nur
gegen ein Fixintervall, sondern sogar gegen cinen Fixpunkt konvergiert, der dann der einzige Fixpunkt der gege-
benen Yunktion ist. Diese Fixintervallsatze sind zum Teil Realisicrungen oder Erweiterungen von bekannten reellen
Fixpunktsitzen, zum Teil sind sie jedoch unabhéngig vom Reellen. Man vergleiche dazu etwa Nrckst (19750).

Ein besonders schones Beispiel dafiir, dal} fir Intervall-Funktionen manche Aussagen cinfacher, klarer und
durchsichtiger werden als im Reellen, ist ein Satz von WISSKIRCHEN (1975): Fiir cin beliebiges nichllineares Glei-
chungssystend, das nur aus inklusions-isotonen Funktionen bestehen soll, ist (bel gleichen Anfangswerten) das Einzel-
sehrittver fahren stets besser konvergent als das Gesamtschrittverfahren. Beide Verfahren konvergieren, selbst unter dem
Kinflup von Rundunysfehlern, zu demselben ndwert.

Bei der Intervall-Mathematik haben wir es nicht mit einein Gegensatz zur ,,iblichen™ Mathematik zu tun,
es handelt sich vielmehr um eine Erweiterung. Heute sieht es noch gelegentlich so aus, als ob die Intervall-Mathe-
matik etwas ,,anderes wire’ als die ,,iibliche’” Mathematik. Es ist meine Vermutung, dafi dieser Gegensatz in 10
oder 20 Jahren verschwunden sein wird und dall dann die Definitionen, Methoden und Ergebnisse der Intervall-
Mathematik in die ,,iiblichen** Bereiche der Mathematik integriert und von ihnen absorbiert sein werden, namlich
von: Funktionalanalysis, Logik, Numerischer Mathematik, sowie selbstverstandlich auch von den Anwendungen
der Mathematik.

In den letzten 2!/, Jahrtausenden haben wir uns daran gewdhnt, der Mathematik die folgenden Attribute
zuzuordnen:
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Sauberkeit der Methode,
Sicherheit des Urteils,

lixaktheit der logischen Schliisse,
Garantic der Krgebnisse.

Es muB} zugegeben werden, dall wir diese Attribute sowohl der heutigen Angewandten Mathematik als auch
der heutigen Numerischen Mathematik oft nicht zuweisen kdnnen. Die Intervall-Mathematik gibt sie uns
wieder zuriick, znsammen mit einer durchans erwiinsehten dsthetischen Komponente.
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ZAMM 58, T 86 - T 05 (1978)
. WERNER

Neuere Entwicklungen auf dem Gebiete der nichtlinearen Splinefunktionen

Nach einer einleitenden Diskusgion der Verallgemeinerung des Splinekonzepts und Definition des Begriffes reguliirer
Spline werden Anwendungen auf die Interpolation, Approximation, Anfangswertprobleme hei gewshnlichen Diffe-
rentialgleichungen und numerische Integration betrachtet. Neben Verfahren und theoretischen Uberlegungen wird
eine Fehleranalyse skizziert. Beispiele zeigen die Giite der Verfahren im Vergleich zu Standard-Methoden der
praktischen Mathematik.

Finleitung

In diesem Vortrag soll der Begriff ,,Spline’ allgemeiner gefait werden als es sonst in der Mehrzahl der Publikationen
itblich ist. Als Spline werde eine Funktion bezeichnet, die stiickweise ans mehrparametrischen (in der Regel durch
geschlossene Darstellungen gegebenen) Funktionen zusammengesetzt ist. An den Ubergangsstellen, auch Knolen
genannt, sind die Bestandteile glati von gegebener Ordnung k mitcinander verheftet.

Meist dienen Splines dazn, eine anders schlecht zu handhabende Funktion gut anzunihern, etwa zam Zwecke
der leichteren Berechnung in einem Computer. Dabei soll mit maglichst wenigen Operationen cine spezifizierte
Genauigkeit erreicht werden.

Ublicherweise hestechen die geschlossenen Darstellungen in jedem einzelnen Teilintervall ans Hnearen Kombi-
nationen gewisser Basisfunktionen, die ihrerseits Polynome, rationale Funktionen, Exponentialfunktionen oder
dhnliches sein diirfen, wobei aber nur die linearen Faktoren als Parameter gedndert werden.

Es sollen hier anch nichtlineare Abhdngigkeiten zugelassen werden. Ziel dieses Vorgehens ist, unter geschickter
Ausnutzung bekannter Eigenschaften der anzunidhernden Funktion oder der sie definierenden Gleichungen, Diffe-
rentialgleichungen oder Funktionalgleichungen mit wenigen Parametern zu gufen Approvimationen zu kommen.

Dabei darf die Ermittlung der Werte der Parameter und auch die Auswertung der Funktionen, die den Spline
darstellen, natiirlich nicht den Gewinn wettmachen, den man durch die Verringerung der Parameteranzahl erzielt
hat.

Es sollen nehen den zugrunde liegenden Konzepten und theoretischen Resultaten praktische Verfahren
skizziert und Anwendungen beschrichen werden. Wir werden dementsprechend die Aufgaben der

Interpolation — Approximation — Numerischen Integration — Anfangswertprobleme
sowic die zugehorigen Fehlerabschitzungen und ihre asymptotischen Entwicklungen streifen.

Die einzelnen Bausteine findet man in den Arbeiten von ARNDT, BAUMEISTER, BrAa®ss, MEbER, MicrLna,
RuNGE, ScuaABacK, SCHOMBERG, SPATH und dem Referenten.

Pefinitionen und Hilfssiitze

Betrachtet werden sollen Funktionen in einemy Tntervall 7 = {x_, x,]. Gegeben scien ferner Zerlegungen dieses
Intervalls, charakterisiert durch ihre Knoten:

o =2y Ly < oo Ly << Xy = 2y .
Das j-te Teilintervall I; = {x;_4, %] habe die Linge
hy = a; —x;_1, sei h = maxh.

Es werden Funktionenfamilien betrachtet, dic in I; wenigstens k-mal, in der Regel & -+ 2-mal stetig differen-
zierbar sind,

Fye C¥)) .

Kin nichtlinearer Spline hestcht dann aus ciner Funktion w(x) € C¥(I), deren Restriktionen auf I, fiir j =1,
oy m 72U F; gehiren.

Typische Beispiele sind

. . . [
»spezielle rationale Funktionen® p(x) -+ o (ScHABACK, ARNDT, WERNER, SCHOMBERG),
xr —a

»spezielle Exponentialfunktionen‘ p(x) 4 ¢ - e,
»regulire Splinefunktionen® p(z) 4 #(x, ¢, d) (i. w. SCHABACK).

Dabei ist p(x) jeweils ein Polynom vom Grade & — 1. Es werden allgemeiner auch Splines der Form

v
p(x) -+ a (1 + %) y fest oder variahel, also Parameter,

betrachtet.
Die bei der Bearbeitung der ersteren Beispicle gemachten Erfahrungen fiihrten zur Abstraktion gewisser
Eigenschaften, die in der Definition des regnldren Splines ihren Ausdruck gefunden haben.
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Definition: Eine Klasse von Splines heilit reguldr und glait, wenn die Restriktionen auf jedes Teilintervall I,
dic Torm
pilay - tla, ey d)  mit ke T

hegitzen und die Tunktionen von .7, in eindeutiger Weise durch die Ableitungen £-ter Ordnung,
¢ = l(“("l”j’ 1, G, d) ’ d = t(k)<:lj'j, C, d)

parametrisiert werden kénnen.

In den meisten Fillen wird vorausgesetzt, daff die Funktionen #; héhere Ableitungen nach @ besitzen, und
diese Ableitungen seien dann stetig differenzierbare Funktionen von ¢, d.

Allgemeiner werden spéter solche Funktionen hetrachtet, bei denen die Funktionswerte und ihre Ableitungen
in einem Knoten gerade als Parameter zur Repriasentation des Splinestiickes der anschlieflenden Teilintervalle
henutzt werden kénnen.

Beschriankt man sich auf die Betrachtung reguldrer Splinefonktionen, so zerfillt die Bereehnung eines Splines,
d. h. die Bestimmung der Parameter, in zwei Teilprobleme, nimlich erstens die Festlegung der k-ten Ableitung
in den Knoten, also eine nichtlineare Aufgabe, und zweitens die Berechnung der polynomialen Anteile. Dies ist eine
mit Methoden der linearen Algebra zu bewiltigende lineare Aufgabe.

Bei der Aufstellung der Bestimmungsgleichungen fiir dic Parameter leitet man zuniichst mit Hilfe geeigneter
Formalismen aus den Bestimmungsgleichungen solehe Gleichungen ab, die nur noch die k-ten Ableitungen ent-
halten. Ublicherweise versucht man, mit Hilfe der Differenzenquotienten die polynomialen Bestandteile zn annul-
lieren. .

Teh mécehte dies an dem Beispiel der Enterpolation kurz erliutern. Dabei werden folgende Bezeichnungen
und Hilfssiitze verwendet.

Dic Differenzenquotienten werden in der Form (WERNER-SeRARACK |27]) geschrichen

. ’I(,(;l'j -1 )_»‘— Il{('lr?)

i oy

Ay ) und

1)
) . " o . , | , . . (
A gy vy i) = Ay Rpnga) AN X, e ) v Tt w1
In der iblichen Weise erhédlt man , konfluente’* Differenzenquotienten, wenn Stiitzstellen x; znsammenfallen.
So ist. heispielsweise
Ay, 5.00) o — ' (wy)
12l A T £y .
laeg, gy g o= e T (2)
e ¥
EKigenschaften der Differenzenquotienten sind an der zitierten Stelle zusammengetragen, vgl. anch Poro-
victo [14]. Explizit erwihnt sei

ilfssatz 1: Sei u(x) € CF F2, und M, bezeichne die k-te Ableitung D¥u(x;). Dann gill
] i g

i M - M . .
AE(Xgy gy v s By s Ty ee s Ty} U = b Mo T YR omit Ro- O, — N L R A e =H I 3]
— j— . mamma’ (]C |- l)' '
J

k2
Der Beweis ergibt sich, indem man das Interpolationspolynom p betrachtet, welches in 2y, und 2, mit u(a)
bis zur i-ten bzw. (j — 1)-ten Ableitung iibereinstimmt, so dafl D}(p(x) — w(x)) = O(lay — 2 [F1 2= gilt, I — 0, .., k.
Fiir p(x) rechnet man die Formel elementar aus.
Unmittelhare Konsequenzen sind beispielsweise die Formeln
A%y, g ) u A+ p A2y @y, 2 40) u = A5, Ty 54q) © (4)
mit A = khif(hy F k1), p= hj1/(hy 4+ hjiq), sowie
Ay, g, 2j1) w + A1ty x) w = (W' (j41) — @' ()[R .
Dic Formel (4) 1a6t sich auf hohere Differenzenquotienten iibertragen und gestattet es, einen heliebigen £-ten

Differenzenquotienten, iiber Knoten als Stiitzstellen genommen, als eine konvexe Kombination solcher konfluenter
Differenzenquotienten zu schreiben, die nur je zwei benachbarte Knoten benutzen.

Hilfssatz 2: Set u(x) € CHx_, x,]. Dann g¢ili

N-k
AR (g e s ) wlX) = ‘20 e M2y o, 250 (5)
j=
mit ¢; >0, Ye; =1 (eine konvexe Linearkombination) und
Z(X) = {Zo, ey ZN} = {Q?jn, ere oy gy Xt dy vee > Ljog 1y vee s Tjp—15 oor 5 g1y Ljpy eeny 'ler} ,
— N —
t-mal k-mal k-mal F-mal
wenn. x;j, t-mal und xj, j-mal als konfluentes Argument aufiritt.
Die Koeffizienten c; lassen sich wieder mit Hilfe der by darstellen.
Der Beweis ist fiir &k = 1 eine triviale Identitét:
71
Tig1— Xy .\
A 2) u = Y ——— ANy, wi41) w (6)

i=j Tp — Xy

Fiir & >> | wird cin Induktionsheweis gefiihrt.
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Mit X = (aj,, ..., x;;), dem Stiitzstellenvektor des Differenzenquotienten, assoziieren wir als T(X) die Anzahl
N + 1 der Elemente der Menge Z(X). Die Zahl L(X) wird Liinge von X genannt.,

Der Beweis wird durch Induktion nach L gefithrt. Tst L(X) — k |- 1, so besteht die rechts stehende Summe
nir aus dem gegebenen Differenzenquotienten selbst, es treten nur zwei benachbarte Stitzstellen in Z auf.

Ist IL(X) >k 4 1, so miissen in Z zumindest drei verschiedene Stiitzstellen vorkommen. Fiir 1 X)L,
sei die Behauptung bereits hewiesen.

Betrachte X mit L(X) = L,. Dann kann man schreiben

A 2 .
A gy Ty e s X)) = Mg, @, 25) A2 @, oy 75, )

= A gy g0 wy) - AR L) A e Ay, g, @) - A2 L) (7)
nach (4), sofern a;, < a;, < xy, gilt, falls aj, = 2y
1 9 s ) z’ 9 .9
A 5 ) = 2 Pl ) - 7 ) Rl 5, 2) - A ) 8)

Tm ersten Fall ist dabei Formel (4) angewendet mit Tdentifikation der Punkte durch
Fi—1 = T, » Xy 7= Xy Lty = Ty

im zweiten Fall mit

Tj+1 = T Xy == Xj, 7= T Vj-1 =72,

ecin zwischen z;, und aj, liegender Knoten, verwendet worden.
Im zweiten Fall erhdlt man fiir die Koeffizienten
Lo A ET

Au’ :("jlv' - xjo ' “ &J - TJn
heide sind wie im ersten Fall positiv und ihre Summe ist gleich 1.

Tn beiden Fillen ist also /1%(X) u als konvexe Summe zweier k-ter Differenzenquotienten ausgedriickt worden,
deren Stittzstellen die Linge L, — 1 zugeordnet bekommen, denn ihre Z-Mengen gehen aus Z(X) durch Weglassen
des crsten oder letzten Elementes hervor. Die Induktionsvoraussetzung ist also anwendbar. Der Beweis folgt ans
der Tatsache, dafl eine konvexe Summe konvexer Summen wieder cine konvexe Summe ist.

Interpolation mit reguliren Spline-Funktionen

Das Interpolationsproblem (ARNDT [1], ScHABACK [17, 18], WERNER [22]) besteht darin, einen Spline u(x) zu be-
stimmen, der gegebene Funktionswerte f(x;) an Knotenpunkten z; (! = 0, ..., m) und, da noch weitere & Bedin-
gungen frei sind, etwa aullerdem noch am linken und rechten Intervallendpunkt xz, und 2, vorgegebene Werte

fiir die Ableitungen annimmt,
Diu(x,) = i) fitr v == 1, ..., k,
Diu(xy) = fi(am) fiir § =1, ..., by

Um das vorher skizzierte Schema anzuwenden, versucht man, durch Bildung von Differenzenquotienten, die
nur die gegehenen Funktionswerte f(2;) und die gegebenen Ableitungen benutzen, die polynomialen Bestandteile
zu eliminieren. Die Anwendung eines k-ten Differenzenquotienten fithrt aber nur dann zur Annulliernng von py(t),
wenn die Stiitzstellen, iiber denen die Differenzenquotienten gebildet werden, alle zum Defmltlonsberex(h dieses
cinen Polynoms gehoren. Bei den vorliegenden Splines kénnen jedoch die Polynome p,(t) von Teilintervall zu Teil-
intervall verschieden sein. In dieser Situation hilft der Hilfssatz 2. Die Anwendung dieses Hllf«atyeq ergibt also
m 4+ 1 Gleichungen fir die k-ten Ableitungen der Funktion win den Stitzstellen x;, fir i — 0, . . Auf der rechten
Seite treten bekannte Werte auf.

Bedenkt man, daf fiir hinreichend kleine Absténde die k-ten Differenzenquotienten von f bis auf den Faktor £!
k-te Ableitungen sind, so ist es natiirlich, zu verlangen, dal bei einer durch Interpolation zu approximierenden
Tunktion f(x) die k-ten Ableitungen von f(z) im Wertebereich der k-ten Ableitungen der den Spline erzengenden
Familien F; liegen. Es ergibt dies eine fiir die Lisbarkeit des Interpolationsproblems notwendige Bedingung.

So bekommt man also die Interpolationsgleichungen

5 e Ntz g ) e, My gy My) o= Ay oy 0 0) f ()

wobei zwischen den z;j,, den Koeffizienten ¢;; wnd den k-ten Ableitungen M; = D*u(xy) die durch Hilfssatz 2

gegehenen Relationen bestehen.

Man kann die A*; ihrerseits wieder entwickeln, indem man die Differenzenquotienten bis auf ein Restglied
der Ordnung O(h?) durch lineare Kombinationen von Differentialquotienten ersetzt.

Diese Gleichungen bilden den Schliissel zu einer Existenzaussage, die sich bei Arnpr | L] findet. Fiir hinrcichend
kleine Tntervalle ist danach die oben fiir regnlire Splines aufgestellte Interpolationsaufgabe loshar, wenn dies fiir
polynomiale Splines (£ -}- 1)-ten Grades richtig ist. Man bekommt nach der Linearisicrung von (9) ant der linken
Seite cine invertierbare Matrix, rechts treten die k-ten Ableitnngen mit kleinen Waktoren aunf. Die Losung kann
iterativ gewonnen werden. Der Arbeitsaufwand ist vergleichbar mit dem fiir die Lasung mit einem polynomianlen
Spline bei der gleichen Aufgabe,

mit ky o+ k= k.
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Nachdem die k-ten Ableitungen ermittelt sind, kann man die niedrigeren Ableitungen von « konstruieren.
Tm linken Randpunkte ay sind die Ableitungen bis zur Ordnung 1.0 .fulfgrnnd der Vorgabe bekannt. Betrachtet man
sukzessiv k-te Differenzenquotienten mit dem Tunkt x, &y -+ 2, ky -+ 3, ... mal als Argument, so kann man die Ah-
leitungen der Ordnung &y - 1, ..., & — 1 gewinnen, die k-te 1\!)101‘(1111{1 im Punkte z, ist schon hekannt. So sind
zunichst fiir das Intmv(m [y .1"1] gonng(‘nd Daten zur Festlegung von u vorhanden. Die Ableitungen in 2, und der
gegebene Wert f(a,) bestimmen w in |a, a,], usw. Der Fehler zwischen « und einer k | 2-mal stetig differenzier-
baren Funktion f(x) ist von der Gréfienordnung %1 2. Es ist durch diese Konstruktion gleichzeitig dentlich gewor-
den, wie man die linearen Parameter, namhch die }\oefflmenton der Polynome py(x), finden kann, nachdem die
nichtlinear eingehenden k-ten Ahleitungen hekannt sind.

Zur Demonstration werde fiir den Fallk = 2 und dic speziellen rationalen Splines das System der Gleichungen

explizit angegebhen

MMy g MM (MG My VP = Ay g, g ) = A (10)
Man sicht diesen Gleichungen nicht auf den ersten Blick an, daf} sie sich bei Lincarisiecrang nur um Glieder 2, der
Graofienordnung 42 von den bekannten Relationen fiic die kubischen Splines

Iy My v b 2M) by (5 Mg+ 3 M) = d; | R, (n

h

unterscheiden.
Herr Scnasack machte 1969 die Beobachtung, daB die Gleichungen (10) aueh als Buonersche Gleichungen
des Optimierangsproblems

A .
- f,:, A (b 4 hypa) - A;:;) =omin it oz o= (M) P (12)
T-17 7

E(ony ver 47‘[1;/) e _‘: (

aufgefalit werden kinnen. Damit kann man gleichzeitig einen Existenzbeweis im GroBen fithren.

Herr ScraBack hat diesen Ansatz in einer weiteren Arbeit auf allgemeinere Klassen von reguliren Splines
ausgedehnt. Es gelingt ihm, sofern alle Funktionenfamilien F; gleich sind, auch fiir diesen Fall, einen Existenz-
heweis im GroBen zu fithren. Herr BAUMEISTER [5] hat in seiner Dissertation das zum ScHABACKschen Ansatz duale
Problem behandelt nnd auf diese Weise ehenfalls einen Existenzbeweis fiir die Tnterpolation mit reguliren Splines
erhatten.

Approximation mit reguliiren Splines

Man kann die in der Approximationstheorie iiblichen Techniken anwenden, um fiir regulire Splines als Klasse der
Approximationsfunktionen Existenz und Charakterisierung bester Approximationen im Sinne von TSCHEB YSCHEFF
zu einer gegebenen im Intervall I = [x_, ] stetigen Funktion f zu behandeln. Hier sollen nur einige Bemerkungen
zu diesem Thema gemacht werden, es sei auf die Arbeiten von Brarss und WERNER [7], MEDER [12], SCHOMBERG
(18], WERNER [20, 21}, WERNER und LoEB [26] verwiesen.

Die Frage der Existenz ist aufs engste mit dem Problem der Abschliefung der Familien regulirer Splines
bheziiglich gleichmiBiger Konvergenz in ahgeschlossenen Teilintervallen von (x_, x,) verkniipft. Wieder abstrahiert
man von den Erfahrungen mit der Approxnnatlon durch rationale Splines bzw. Exponentialsplines, um Eigen-
schaften zu formulieren, die in diesem Sinne eine Kompaktheit gleichmifig beschrinkter Funktionenfolgen garan-
tieren. Um eine allgemeine Theorie herleiten zu konnen, kann man axiomatisch fordern, dal die k-ten Ableitungen
der Approximationsfunktionen ihr Vorzeichen nicht wechseln. Das konnte als Steifheit bezeichnet werden. Man
kann dann zeigen, daf} beziiglich der punktweisen Konvergenz oder auch oben genannten gleichméBigen Konvergenz
diese Folgen kompakt sind und das geniigt, um die Existenztheoric der TscurByscHEFy-Approximation aufzu-
bauen.

Die Charakterisierung der Funktionen des Abschlusses und damit zusammenhéingend auch die Charakteri-
sierung der TSCHEBYSCHEFF-Approximierenden verlangt mehr Einblick in die Struktur der Funktionenklasse.

Von der Approximation mit rationalen Funktionen und Exponentialsummen weifl man, dafl Entartungen
auftreten kénnen, wenn nicht alle Parameter der Approximationsfamilie ausgenutzt werden und dies findet in der
Verringerung der zur Charakterisierung der hesten Approximation notwendigen Alternantenpunkte seinen Nieder-
schlag, Mit diesem Effekt hat man natiirlich auch bei Splines zu rechnen.

Bei den rationalen Splines, heispielsweise, hat man jedoch ein Phinomen, das dieser Reduktion an Alternanten-
punkten entgegenwirkt.

Entarten etwa im Grenziihergang die rechts und links von einem Knoten auftretenden speziellen rationalen

Funktionen a | bx |- 7~6 g m linearen Funktionen, so kann dies hei geecigneter Kopplung der Parameter so
vor sich gehen, dall die zweite Ableitung in dem Knoten gegen oo strebt, die ersten Ahlcmmgen einen Sprung
erleiden, die Funktion selbst stetig bleibt. Man kann leicht diskutieren, dies geschicht in den zitierten Arbeiten,
welche Moglichkeiten fiir solche Entartungen auftreten kinnen. Axiomatisch wird diesemi Verhalten bei reguliaren
splinefamilien duveh die ,,Steilhedt” Rechnung getragen. Je nachdeny, ob man mit festen oder variablen Knoten
arbeitet, kénnen mehr oder weniger starke Unstetigkeiten der k-ten und (A — 1)-ten Ableitungen bei Grenzpro-
zessen entstehen, dies ist in WERNER-Lorn | 26] genaner ausgefithrt, Bei der Ermittlung der zor Charakterisierung
der besten Approximation notwendigen Anzahl von Alternantenpunkten sind die Knoten mit einemn vom Verhalten
der Grenzfunktion abhingigen Gewicht zu heriicksichtigen.
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Anfangswerfprobleme gewihnlicher Differentialgleichungen und ihre Behandlung mit reguliiren Splines

Betrachtet werde die klassische Fragestellung:
Giegeben sei eine Differentialgleichung
y =[x, y), mit f(x, y) e CF 1A, O =T R, A O I (1:
cine Anfangshedingung
Y(w) = Yy
Gesucht ist eine Funktion y(x), die die Differentialgleichung 16st und durch den Punkt (x,, %,) € G geht.

Konstruiert werden soll ein Algorithmus, indem die Losung des Problems ersetzt wird durch einen Spline,
der dann natiirlich nur niherungsweise die Differentialgleichung erfiillen wird. Der Ansatz dieser Art geht bereits
zuriick auf Loscarzo und Tarsor [11], die mit kuhischen Splines arbeiten. Andererseits haben nichtlineare Ansétze
auch LamMBERT und SmAw [9, 10] verwendet, ohne jedoch glatte Losungen zu konstruieren. Der hier vorgelegte
Ansatz fiir regulire Splines wurde fiir den Spezialfall rationaler Splines in der Dissertation von Runae behandelt,
in der hier vorgetragenen allgemeinen Torm bereits in Arbeiten des Autors und in einer Verallgemeinerung, die
demnichst erscheinen wird, von ARNDT [2].

Wir werden @; = h - § - 2, als Knoten des zu konstrnicrenden Splines u(x) ansetzen und haben nur noch
cinen Algorithnius anzugehen, der Stiick um Stiick diesen Spline zu berechnen gestattet. Dureh den Anfangswert
mnd die Differentialgleichungen sind Funktionswert w(x)) und erste Ableitung im Punkte x, gegeben. Man kann
7. B. durch Ableitung der Differentialgleichung anch die zweite Ableitung von w(r) im Punkte 2, bestimmen. Wir
wollen, und daranf muB man sich ans Stabilititsgriinden hei dieser einfachen Methode heschrinken, welche wir
besehreiben, annchmen, dafl der Spline von der Ordnung & = 2 ist, also nur vier Parameter verwendet werden.

Durch die genannte Vorgabe im linken Endpunkt des Teilintervalls hat man also drei Bedingnngen und kann
den einen freien Paramcter so wihlen, dal} im rechten Randpunkte des Intervalls der Spline die Differentialgleichung
erfiillt.

Ist der Spline bis zn cinem Knoten 25 (j = 0) bereits konstruiert worden, so sind durch die Anfangswerte
oder die bereits bis dorthin fortgesctzte Niherungslisung die 0-te, 1-te und 2-te Ableitung in diesem Punkte vor-
handen, gegeben durch ihre linksseitigen Grenzwerte. Sie sollen aufgrund der Stetigkeitsforderungen mit den rechts-
seitigen iihereinstimmen.

w(ay, by = ule; — 0, k), w'ay, h) = w'(m — 0, h), w' (g By = w(w; — 0,h) . (14)

124
~

In fa;, ;41 ist also die Funktion «(x, k) so zu bestimmen, dal} gilt _
W (@i b) = (@00 w0, b)) (15)

Es werde angenommen, daf} diese Gleichung eine Lisung besitzt. In konkreten Fillen kann man dies genauer
diskutieren.

Auf diese Weise wird der Spline bis zum Punkte x;,; fortgesetzt und gleichzeitig werden die bendtigten
Anfangswerte fiir die Berechnung im néchsten Teilintervall ermittelt.

KEs leuchtet ein, dafl, da dieses Verfahren wie ein Hinschrittverfahren aussicht, man inshesondere leicht die
Schrittweite variieren kann.

Zwes Beobachtungen beziiglich der Ordnung dieses Verfahrens:

1. Unterscheidet man wie iiblich zwischen lokalen und globalen Fehlern eines Verfahrens und untersucht man die
Einschrittverfahren beziiglich ihrer Konvergenzordnung, so findet man bei Einschrittverfahren das Resultat,
daB beim Ubergang von lokalen zum globalen Fehler (je nachdem wie man die Definition gewihlt hat) die
Ordnung beziiglich der Schrittweite 2 um 1 erniedrigt wird.

Vergleicht man beispielsweise heim Euvrnerschen Polygonverfahren u; mit dem Wert y(¥;) der Lisung mit
dem Anfangswert y(x) = u,, 80 ist dieser lokale Fehler von der Ordnung O(h2).

Vergleicht man hingegen w«; (mit § - b == 2* — ;) und y(z*) bei festem x*, so verhilt sich bekanntlich die
Differenz wie O(h), denn eine h-Potenz wird durch das Aufsummieren von j (~ 1/h) Fehlertermen kompensiert.

2. Betrachtet man jetzt das auf die Splinefunktionen bauende Verfahren, so werden beim Start im Punkte x,
Funktionswert und 1. und 2. Ableitung exakt sein, die 3. Ableitung wird durch die am anderen Intervailend-
punkt x, gegebene Bedingung bestimmt, d. h. also, es ist sehr unwahrscheinlich, daf auch der Anfangswert der
3. Ableitung exakt ist. Man wird also erwarten, daB die Fehlerentwicklung mit dem Term c - A* beginnt, also
lokal zunéchst scheinbar sogar nur die Ordnung 3 hétte, so dall man global ein Verfahren quadratischer Ordnung
erwartet.

Es.ist jedoch natiirlich, dafl die zusédtzliche Bedingung in @, eine zusdtzliche Potenz von # zur Konver-
genzordnung beitrigt, das gibt lokal O(A*). Es ist allerdings nicht so plausibel, daf durch dieses Verfahren sogar
ein Verfahren 4. Ordnung entsteht.

Ohne auf die Einzelheiten des héchst technischen Beweises einzugehen, sei mitgeteilt, dal die entstehenden

Verfahren von 4. Ordnung sind. Um ein Gefiihl fiir die Konvergenzverhiltnisse zu gewinnen, wenden wir uns zu-

nichst dem lokalen Fehler zu, machen den Ansatz

u(w, b) = y(@) + wix, h)

und versuchen, den Fehler w als eine Funktion von 2 in eine Potenzreihe zu entwickeln. Ihre Koceffizienten werden
Funktionen des Parameters 4 sein nnd kénnen ihrerseits nach h-Potenzen entwickelt werden.
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Zur Vereinfachung der Schreibweise sei 2, = 0, und es gilt

(0, B) = (0, 1) = w"(0,h) = 0. (16)
Netzt man die Spline mit den bekannten Daten an, so kann man schreiben
’ 4 1 rre :1,3 rre " AY
ae, By = ule, yo Yo Yo, go A+ w0, R)) = g5 w0, B) 1 Rl (v, h) A y(o) (17)
2
w' (v, by = w'(x, b) + y'(x) = % w0, ) + R[ee™| (2, B) |- ¢ (x), (18)

das Tehlerglied 1a0t sich in Integralform schreiben

x
: x— )
R[w) (e, k) = /.(T - . w(t, h) dl .
n!
0
Als Bestimmungsgleichung fiir #077(0, 2) erhiilt man

y' (k) - w'(h, b) = f(h, y(h) 4- w(h, h)) . (19)
Beriicksichtigung der Differentialgleichung fithrt zu
w'(hy kY = f(h, y(B)) - ek, B) 4 S foy - | (20)

also gilt die Entwicklung

w0, Ry =g 4 b Y bR aeg b o mit g = 0 e == e YO, e s g0 )Y (21}
Lokal ist damit

wia, by = OhY) (22)
gezeigt,

Der allgemeine Beweis kann nun so fortschreiten, dafi man die Koeffizienten der Tavror-Entwicklung im
nichsten Punkte ermittelt. Man kann zwischen den Koeffizienten benachbarter Knoten eine Rekursionsformel
aunfstellen und an Hand dieses Schemas fiir die Vektoren der Koeffizienten sehen, daf} sie nicht anwachsen, sondern
heschrinkt bleiben. Lokale und globale Konvergenzordnung sind also gleich. Dies soll hier nicht ausgefiihrt werden.
(Vgl. WERNER [22, 24]).

Man hekommt neben dem gewiinschten Konvergenzresultat gleichzeitig einen guten Einblick in die Struktur
des Fehlers. Dies soll hier nur fiir den Spezialfall weiter verfolgt werden, da die rechte Seite der Differentialglei-
chung nicht von y abhiingt, d. h. dal man es mit der numerischen Integration einer Funktion zu tun hat.

Quadratur
bie Berechnung von
x
y(x) = [ f(t) dt (23)
i)
wird zuriickgefiihrt auf die Losung der Differentialgleichung
y'(x) = f(x)
mit. dem Anfangswert y(xg) = 0.
Prinzipiell gelten dann die bisherigen Entwicklungen, sie vereinfachen sich nur. Diese Vereinfachung werde

ausgenutzt, um in iibersichtlicher Form die oben begonnenen Fehlerabschatzungen fiir diesen Spezialfall zu Ende zu
fithren. Zunéchst hetrachten wir nur

w'(x, B) = (2, b)Y — yla) = u'(x, h) — f(x)

und bekommen dann den Fehler der Funktion selbst durch eine einfache Integration von w’'(x, k).

Nach Konstruktion ist wu(z, #) und damit auch w(x, ») zweimal stetig differenzierbar, in den einzelnen Teil-
intervallen zwischen den Knoten jedoch sogar viermal, fiir die folgenden Abschitzungen voraussetzungsgemil}
sogar fiinfmal.

Die Differenz w'(x, h) verschwindet in jedem Knoten. Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung liefert
deshalb in jedem (offenen) Teilintervall eine Nullstelle von w"’. AuBerdem verschwindet diese Ableitung aufgrund
der Vorgabe in ;. Dies la3t den Schlufl zu, daB} auch noch die niichste Ableitung w'"" in (%, ,) eine Nullstelle besitzt.
Bei der Ableitung wV(x, £) miissen wir davon ausgehen, dal sie bis auf eine Variation der Ordnung 0O(#) konstant.
und dnrchaus von Null verschieden sein wird. Durch Integration folgt daraus, dafl

w'"’" eine lineare Funktion bis auf O(A?) , w’ ein kubisches Polynom bis anf O(A?) ,
w'’ eine Parabel bis auf O(#3) , w ein Polynom 4. Grades bis auf O(A%)

ist. Man kann also zwischen einem Hauptierm und O-Term des Fehlers unterscheiden. Aufgrund der doppelten
Nullstelle von w, bei , und der einfachen bei z; gilt
R Q0" , b 111y, ,
0= Ay, x4y @y) 0" (@, B) = (@ ,),%,,?,‘f,,,,,(”" k) + O(h?) . (24)
Daraus folgt, daBl die Nullstelle von w'”’ bei zy -+ + & + O(k?) liegt, die Nullstelle von w” bei x, + 2 b + O(h3).
Der Vehlerverlanf ist auf der beigefiigten Skizze zu sehen.
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wix)

w'ix)

w'(x) \—/

o | Ao A

W("/)(,\') —

’ ‘ Fig. 1. Verhalten des Fehlers ar(x, ) == u(x, b} -- y(r) und sciner
Xu X Xp Xy Xu Ableitungen

Mit den in i, erhaltenen Werten fiir w' und seinen Ableitungen und der Stetigkeitsforderung an #’ und ',
- 1 . . . . g .
sowie dem Verschwinden von »’ in simtlichen Knoten kann man nun die Xonstruktion von ' fiir [x}, ;] fort-
sctzen.
Ohne die Rechnungen im einzelnen wiederholen zu miissen, sieht man sofort, dafl, bis auf die angegehenen
O-Terme, diese Aufgabe gelost wird, wenn man die obigen Polynome von

w, w'"’, wlV als gerade, w', w'"’ als ungerade

Funktion auf [— & -+ a,, #,] und dann als periodische Funktionen der Periode 2k fortsetzt. Das Ergebnis fiir das
Intervall [x,, x,] ist skizziert. Bemerkenswert ist, daf} w’”’ zwar in den Knoten unstetig ist, das Integral {iber eine
Periode aber bis auf O(k?) verschwindet.

Der Hauptterm des Fehlers schaukelt sich also nicht auf, sondern bleibt beschrinkt, eine Eigenschaft, wie man
sie auch bei stabilen Zwei-Schritt-Verfahren beobachtet. Die O-Terme zeigen hingegen das von den Einschrittver-
fahren her bekannte Wachstum. Al diese Uberlegungen zusammenfassend sieht man also, dal man ein Verfahren
vierter Ordnung vor sich hat.

Will man sich die Existenz asymptotischer Entwicklungen des Fehlers zunutze machen, um Extrapolations-
techniken zur Verbesserung der Genauigkeit anzuwenden, so folgt aus den vorangegangenen Untersuchungen, daf
man nur geradzahlige Punkte x(Z’J’) = my + 2jh verwenden sollte, denn dann ist gewihrleistet, dal die vom Haupt-

2

Es sei nur erwihnt, daB bei der numerischen Quadratur und allgemeiner der Integration von Anfangswert-
problemen die Ordnung erhéht werden kann, indem man etwa ,,Blockverfahren® anwendet, d. h. die Splines nicht
nur in einem Intervall, sondern gleichzeitig fiir mehrere Intervalle definiert und dann auch auf héhere Ableitungen
hei der Berechnung zuriickgreift. Es ergeben sich die iiblichen Stabilitdtsprobleme und es gibt Verfahren, in denen
man Stabilitdt bekommt und andere, in denen sie verlorengeht (ARNDT [2]).

Zur numerischen Quadratur wird man in der Regel nicht ein so kompliziertes Verfahren verwenden, wenn man
mit klassischen Verfahren, die auf polynomialen Ansitzen und Extrapolationsverfahren beruhen (RoMBERG-Inte-
gration), das Gleiche erreichen kann. Immerhin erscheint mir doch bemerkenswert, dafl das Verfahren gegeniiber
dicsen Methoden in gewissen Fillen iiberlegen ist. Beispiele zeigen die Uberlegenheit bei solchen Funktionen, die in
der Nihe des Integrationsintervalls singnlir werden, vor allem dann, wenn die Singularitdt von hoher Ordnung ist.
Die Splines gestatten es nimlich, einen Ansatz zu machen, der dieser Singularitit Rechnung trigt oder, sofern die
Ordnung der Singnlaritiit nicht leicht a priori zu bestimmen ist, deren Ordnung als zusétzlichen Parameter zn
crmitteln.

1is bestehen fiir den Fall der numerischen Quadratur enge Beziehungen zu den von Wouyrack vorgeschlagenen
rationalen Ansiitzen. In unserem Ansatz wird nur dariir gesorgt, dall einmal die Ableitungen von f(x, ) nur in
(¥y %) nicht aber beim Integrieren benitigt werden und andererseits die erhaltene Stammfunktion stiickweise
analytisch gegeben und sogar durchweg zweimal stetig differenzierbar ist. Beispiele, fiir die ein Vergleich der ver-
schiedenen Verfahren durchgefithrt wird, findet man in WERNER und Wu yrack [28].

Kines sei heransgegriffen. Zn berechnen sei

h . . .
term und O-Term stammenden Fehler fiir xq;(h), 3:4j(—>, . pgleichgerichtet’ sind.

Y - L1
dr == 100
/(l,l ) 4
h
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Verglichen werden 'Prapezregel, Simpson-Verfalren und Spline-Verfahren mit festem « = — 2 und schlicBlich mit
variablem .

Zum Vergleich sind Zahlen untereinandergestellt, zu deren Berechnung die gleiche Anzahl & von Funktions-
werten benutzt wurde.

k 9 17 33

Trapezregel 162,230 118,76507 105,050905
Simpson-Regel 124,377 104,276 60 100,479518
Spline, & = — 2 99,908 99,9894 1 99,999 136
Spline, x frei 99,959 99,904 38 99,9994068

Eine Anwendung

is soll die Lage der Singularitidt der Losungen von Anfangswertproblemen von Differentialgleichungen bestimmt
werden, bei denen die rechte Seite f(x, ) ein Polynom in x und y ist. Fiir den Spezialfall der Riccatischen Diffe-
rentialgleichungen (f(x, y) quadratisch in y) weifl man, daf}, von gewissen Ausnahmen abgesehen, mit Polen 1. Ord-
nung zu rechnen ist.

Bei allgemeineren Polynomen setzt man zweckmiBig mit algebraischen Singularitdten (oder allgemeiner als
Exponentialfunktionen geschriebenen Singularitidten) versehene Splinefunktioneu an.

Soll das vorherbeschriebene Verfahren verwendet werden, so arbeitet man die Anfangswerte u,, uy, vy dirckt
in den Ansatz ein und kann ctwa folgende Funktionenklassen benutzen:

1. Exponent o fest

x#0,1,2:
, z\* x [)7,
w(r) == u; | wjez |- ouj [(I | bi—) — 1 - b, zJ a-(n — ]);
v— 0
‘- 2oy 1A ) - )3
uiw) = wy oz o by o llog_,(l | b,-) b,J’ (20)
o =1

wlo) — wy |owjz |- b3 Kl - —;) log(l | [;)-— [;J
i i j

: {0 — 2)-uj
mit z ==~y und by = N
Uj
Der Wert o == 2 fiihrt zu quadratischen Polynomen, es sind nicht genug freie Parameter zur Erfilllung von
vier Bedingungen vorhanden. Deshall ist dicser Fall anszuschlicBen.

2.« varinhel, also selbst Parameter

A /; (), i:
u(ry = u; ) el i B . i 26
) p ) Nt ’( | (xj—1)- ".i) ] =
v )
, : : uj
w(ey == ;4o bylog (1| b wobei by .. — "
J J

Iiir den Fall, dafd die Nenner )" baw, «f verschwinden, mull man im Programm des Algorithinus gecignete
Vorkchrungen treffen. Man kann beispiclsweise in einem Peilintervall auf kabische Splines umschalten,

Liie dicse Klassen von Splinefunktiouen kann nan die Bedingungen fiir die Losbarkeit der Gleichung (13)
zur Bestimmung des vierten Parameters vollstindig iiberschen. In WERNER und Zwick |29 ist dies fiir dieQuadratur
im Linzelnen ansgefithrt.

Kiner der Falle sei herausgegriffen. Fiir die Klusse mit variablen « ist der Kxponent ans

’
w1 k) = f(@j41)
zu bestimmen. Berechnet man die linksstehende Ablettung aus Formel (26), ersetzt z durch b, so findet man

’

J

DO ffe 0N ke (27)
(o) =0 " e

Uj

U

Man verifiziert leicht, daB der Wertebereich der linksstehenden Funktion das Intervall |1, co) ist. In der Regel
liegt A; in diesem Bereich. Nur wenn f{x) verschwindet oder »”'(2, k) in [2y, 2;, ;] das Vorzeichen wechselt, kann A,
kleiner als 1 ausfallen. Zu dieser direkt aus den bekannten Werten zu berechnenden Gréfie mufl man v ermitteln.
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Um den Definitionsbercich in ¢in zusammenhangendes Intervall zu verwandeln, setst man

S 1
2o ¥ — Ll — -
S

(71-:—'1—)1 mit ¢ =20 L fin 1 <2340
e — 1 ¢ - =
Y log 0,13
og 2 sLe . “ v —
2 (1 — éi,()Zﬂ - ) tiir z > 3,45

verwenden, die nach zwel, drei Iterationen auf zehnstellige Genauigkeit gebracht werden kénnen. Euntsprechende
Ansitze erhdlt man auch fir den Fall fester Exponenten .
Mit den hier definierten Funktionenklassen sollen zwei Anfangswertprobleme behandelt werden. Die Null-

£— 4 " . . . .
stellen von (1 |- ~—J) werden als Schitzungen fiir die Polstellen benutzt. Es ist nur cine Auswahl von Punkten

aufgefithrt. i

Loy =11y, y0) =1
Tabelle der Schitzwerte fir die Lage des Poles
(Schrittweite b = 0,125)

@ o= -- 09 1.0 --1.1

0,000 0,735930 0,759675 0,783422
0,250 (,766229 0,782012 0797797
0,500 0,778045 0,785257 0,792479
0,625 0,78374% 0,785 396 0,786985

Bei der Schrittweite £ - 0,031 25 bekommt man an der Stelle
& == 0,75 dic Schitzung 0,785398 19, der exakle Wert wiire
/4 = 0,78539816.

Bemerkenswert ist, dall bei zu groBem Betrag des Exponenten die Lage des Poles iiherschatzt und bei
zu kleinem Exponenten unterschitzt wird, daBl ein monotones Verhalten dieser Werte (insbesondere auch, wenn
man noch mehr Punkte und kleinere Schrittweiten verwendet) unverkennbar ist, so dall man eine Einschlictiung
des gesuchten Wertes bekommt, dies wird auch durch das folgende Beispiel demonstriert.

2.9 =yt 42 yh y(0) = L.
Tabelle der Schiatzwerte fiic die Lage des Poles
(Schrittweite & = 0,03125)

&
& —0,1 —0,2 —0,333333 —1,0

0,000 0,280 854 0,293 697 0,310821 0,396 460

0,0625 0,285900 0,295909 0,309 254 0,375973

0,125 0,290847 0,298 048 0,307 650 0,355 668

0,1875 0,295441 0,299837 0,305703 0,335078

0,250 0,299 501 0,300 960 0,302917 0,312849

Beiogx = — 0,2 = — —;—(!) und & = 0,2890625 mit Ak = 0,0078125 wird der

Pol zu 0,30104 geschiitzt.

SchluBbemerkung

Die wesentlichen Vorteile der Splinefunktionen treten hervor, wenn Anfangswutplobluno bei Differentialglei-
chungen mit retardierten Argumenten zu lésen sind, wie.sie beispielsweise in der Regeltcchmk und den Blm\l\son-
schaften auftreten. Die Splineldsung kann wihrend der Konstrukt on der Losung stiickweise analytisch gespeichert
und bei den weiteren Berechnungen mit beliebigem Argument aufgerufen werden.

Dariiberhinans haben diese Ausfiihrungen versucht zu motivieren, dal es sich bei der Behandlung nicht-
linearer Probleme lohnt, dariiber nachzudenken, ob nicht durch Einsatz nichtlinearer Splines gute Lésungen mit
okonomischem Rechenaufwand erzielt werden kdnnen.
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Zusatz bei der Korrektur:

ien Verbesserungsvorsehlag von Herrn H. ArNbT aufgreifend, kann man den Beweis von Hilfssatz 2 verkiivzen,

indem man dic Zeilen 7 bis 19 auf Scite T S8 in folgender Weise abandert:
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Die beiden Koeffizienten A und g sind positiv und ihre Swnmne ist gleich 1.



