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K. MAGNUS 

Kreiselmechanik 

Es wird ein l%erblick iiber Ergebniswc dcr Krcisclthcoric gegehcn, die meist i t i i  Ziisnintncwhnng n i i t  clrr I J n k r -  
suchung technischer Probleine der Raumfahrt, der Kreiselgeratctcchnik oder der Rotordynnmik critrt)eitetl wordcw 
sind. Einflusse von Zusatzmassen, Danipfung und Nachgiebigkeit von Teilsystemen werden I-~ehandclt, und es 
werden Ansatze einer Theorie von Kreiselsywtenien n i t  drehzahlgeregelten Rotoren angegehen. 

1 .  Einfiihrendes 

Tinter den) Regriff Kreiselmechanik fa fit inan iiblicherweise die Probleine der Drehbewcgringcn stnrrcr Kiirpcr 
zusammen. Klassische Beispiele hierfiir sind die bekannten Fa11e von EULER und LAGRANGE (kriiftefreier uiisyrninr~- 
trischer bzw. schwerer symmetrischer Kreisel). Ausgehend davon haben in der Folgezeit vorwiegend Mathcinatiker 
die BewegungsgIeichrrngen der Kreisel unter den verschiedensten Ncbenbedingungen tind zusiitzlic3hen Annnhnicn 
zu h e n  versocht. Einen vie1 beachteten Hohepunkt dieser Beiniihungen bildet zweifellos die Dissertation der 
KoWAT,EWSKA.l A ,  weil dort das Tnstrrimentariii ni tler elliptischen Frinktionen virtiios zrir TAiisling cines SonrhfnlI(xw 
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(spezicller symnietrischer Kreisel mit exzentrischer Schwerpunktslage) eingesetzt und dabei zugleich iveitererit- 
wickelt wirrde. Wenngleich hier ein brillantes Beispiel in angewandter Matheniatik und Mechanik prasentiert 
wirde, so habcn doch Physiker und Ingenieure kaum davon Notiz genoninieri, da weder ein phanonienologisch 
hesondcrs intercssantes noch ein technisch verwertbares Ergcbnis erkennhar war. Dennoch haben die klassischhcvi 
Arhciten wesentlich dazii beigetragen, Methoden zur Brhandliing auch technisch interessiercndcr T'rohlctrw Z I I  

cntwirkeln. 
Kreiselniechanische Aufgaben spielen heirte bei allen Masehinen und Geraten eine Rolle, die drchende l'eile 

enthalten. Sondergebiete sind aui3er der hochentwickelten Kreiselgeratetechnik die Rotordynaniik und  in den Ietzten 
Jahrzehuten vor allem die Satellitentechnik. Gernde aktuelle Problenie der Raunifahrt hahen zii einerir Aiiflthhen 
des Interesses auch an den von den Klassikern behandelten Fragcn gefiihrt. Gleichzeitig crwirs es sich abet. als 
notwendig, weit uber den Rahmen klassischer Ergebnisse hinauszugehen, u m  aktuclle Probleme lSsen zu konnen. 

Verallgemeinerungen sind in vielfacher Hinsicht vorgenommen wordcn. So hat man hci der Untersnchung dcr 
nrchhewegungen starrer Korper die folgenden Erweiterungen heriicksicht,igt: 
- innere undloder 6uBere Zusatzmassen, 
- innere irnd/oder aul3ere Diimpfungen, 
- elastische Teilsysteme, z. B. angebaute Antennen, 
- Hohlraume, die ganz oder teilweise mit idealem oder viskoseiii Fluid gefullt sind, 
- spezielle Momentenfunktionen, wie sie bei selbsterregten Kreiseln oder hei Raiimfahrzeugcn dnrch den Schwere- 
gradienten hervorgerufen werden, 
- Regelvorrichtungen, die entweder zu aktivcr I)drnpf ling oder zii Lngercgelungcn, rneist ahcr f iir Opti tnicriings- 
probleme eingesetzt werden. 

fZber einige der dabei erhaltenen Ergebnisse sol1 bcrichtet werden. Dabei mu13 auf d ~ s  Zitieren aller einschlg- 
gigen veroffentlichungen verzichtet werden, weil es hier vor allern rlaraiif ankommt, einrn l%erhlic-k iihcr mogliche 
Verhaltensformen von Kreiseln und Kreiselsystemen zu geben. 

Um die Zusammenhange besser sichtbar werden zii lassen, so11 - soweit moglich - eine einheitliche 1)ar- 
stellung gewahlt werden. Bei Stabilitiitsproblemen hat sich dafiir das Formdreieck, eine geometrisch durchsichtige 
Darstellung fur Korper beliebiger Massenverteilungen, bewiihrt. Seine Konstruktion sei kurz erlautert (Bild 1) : 
Man denke sich die Zahlwerte fur die Haupttriigheitsmomente A ,  B, C eines starren Korpers auf den Achsen 
1 , 2 , 3  eines kartesischen Dreibeins aufgetragen. Sie bilden die Koordinaten eines irn ersten Oktanten des Koordina- 
tensystems gelegenen Punktes P, der als Bildpunkt des Korpers angesehen werden kann, weil er in eindeutiger 
Weise sein Tragheitsellipsoid kennzeichnet. Da jedoch selten die absoluten GroBen der Tragheitsmoniente, sondern 
im allgemeinen nur ihre Verhliltnisse interessieren, kann die dreidiniensionale Mannigfaltigkeit der Bildpunktc 
auf eine zweidimensionale reduziert werden. Hierzu wird der Durchstoflpunkt der Verbindungslinie von P zum 
Koordinatenursprung mit der durch A + B + C = 1 definierten Ebene bestimmt. Wegen der bekannten Rela- 
tionen zwischen den Haupttragheitsmomenten eines starren Korpers ( A  + B 2 C,  ...) liegen dann die Bildpunkte 
realer Korper stets in dem in Bild 1 schattierten gleichseitigen Dreieck, das als Formdreieck bezeichnet wird. 

t 3  i r  
8-0 A=O 

Bild 1. Konstruktion des Formdrelrrks Bild 2. Das Formdreieck 

Eckpunkte des Formdreiecks (Bild 2) entsprechen stahforniigcn Kijrpcrn; sie sind (lurch A = 0 oder B = 0 
oder C = 0 gekennzeichnet. Bildpunkte arif den Dreieckseiten entsprechen scheihenforniigen Korpern ( A  + B 3 C,  
I? + C = A ,  C + A = B). Punkte auf den Mittelsenkrechten stehen fiir Korper, hei denen jeweils zwei Haupt- 
tragheitsnioniente gleich grol3 sind (symmetrische Kreisel). Der Mittelpunkt wird fiir Kiirper mit kugelfiirinigeni 
Tragheitsellipsoid erhalten ( A  = B = C). Den sechs, durch die Mittelsenkrechten abgeteilten Teildreiecken Rind 
jeweils eindeutige GroDenbeziehungen, Z. B. wie eingetragen A > C >- B, zugeordnet. Demnach konnen die Be- 
reiche der bezuglich jeder der drei Hauptachsen gestreckten oder abgeplatteten Korper unmittelbar erkannt werden : 
DO ist beziiglich der 3-Achse, zu der das Halpttrligheitsnioinent C gehiirt, der untere, einfach schraffierte Bereich der 
O r t  allcr gest>rec&ten, der obere, doppelt schraffierte ncrcich rier Ort aller ahgeplattcten Ktirpcr; die Achsc 3 hildet 
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dann die ,,lange" bzw. die ,,kurze" Achse des Kreisels. 1st dagegen C rriittleres Haupttragheitstnonlent, dann liegen 
die zugehorigcn Bildpunkte in den beiden nicht schattierten Teildreiecken. 

3. Vcrallgemcincriingcn klassischer Fill? 

Der nloiiientenfreie starre Korper mit drei Freiheitsgraden der Drehiing (EuI,ER-Kreisel) kann uni alle drei Haupt- 
achsen stationare Drehbewegungen ausfuhren. Sie sind stabil, wenn sie um die Achsen des griifiten oder kleinsten 
Haupttrkgheitsmomentes erfolgen ; Drehungen uni die mittlere Hauptachse sind instabil. Dieses klassische Ergehnis 
ist in Bild 3a im Fornidreieck fur den Fall dargestellt, daR der Korper stationar um die 3-Achse dreht. Fur Ktirper, 
deren Bildpunkte in die beiden schraffierten Dreiecke fallen, ist die Drehung instabil, well sie u m  die ,,iiiittlrrc? 
Achse" crfolgt. 

Eine erste Verallgemeinerung dieses Ergebnisses zeigt Bild 3 b. Hier ist viskose aul3ere Dampfung berucksich- 
t igt  worden, wie sie etwa bei einem in viskoseni Fluid drehenden Korper vorliegt. Die instabilen Bereiche werden init 
wachsender Starke der Dampfung kleiner. Auf diese Weise konnen Korper mit nicht zu starker Unsyriinictrie br- 
zuglich der 3-Achse auch dann stabil rotieren, wenn die Drehachse mittlere Hauptachse ist. Dieses Ergehnis ist cine 
Art Abfallprodukt von Untersuchungen, die zim Kliirring des Verhaltens schnellaufender Zentrifugen durchgefiihrt 
wordrn sind.  

Ein viillig anderrs Ergehnis wird bei Vorhandensein ,,innerer Dampfungen" crhalten ( R i l d  3 c). Hier wird der 
instabile Bereich groDer als im ungediimpften Fall: stabile Drehungen sind nur noch uiii die Achse des groDten 
Haupttragheitsmomentes, d. h. um die kurze Achse moglich. Dieser Sachverhalt wurde zuerst experimentdl durch 
Beohachtiing des Verhaltens der ersten kiinstlichen Satelliten entdeckt : die nach dem Start iiin die lange Avhst. 
tlrallstahilisierten Satellitcn fingcn an zii taiimeln rind drehten nach einigen Tagen stabil iini die kiirzc. Achse. 
Eine einlcuchtende Erklarung fiir dieses Verhalten wurde zunkchst durch die heuristische ,,energy-sink"-Hypothese 
gegeben : wegen innerer Energiedissipation kann die kinetische Energie nur ahnehmen. Da aber dcr Drall wegen 
dcs Fehlens auRerer Momente konstant bleibt, strebt der Kreisel schlieIjlich dem stationaren Bewegungszustand 
zu, bei dem die Energie den kleinsten moglichen Wert annimmt. Das aber ist die Drehung uni  die kurze Achse, 
weil h ier dic zur Erreichiing des konstanten Dralls L erforderliche Drehgeschwindigkeit w am klcinstvn wird, 
also mich (fir ltinetische Energie T' = + L T u  den kleinsten Wert anninimt. 

f h e r  die Ursache der Energiedissipation diirch innere Diirripfung ist vie1 diskutiert worden. 13ei dcn ersten 
Satelliten war sie zweifellos in der Tatsache ZII sehen, daB sich die diinnen Antennen bei den Taumelbeuegiingen 
verforrnten rind dainit Werkstoffdiimpfung wirksam wurde. Es sind aber vielerlei andere Miiglichkeiten denkbar 
und zutn Teil auch durchgerechnet worden. Ihnen allen ist gemeinsam, daR das Grundkonzept der klassischen 
Kreiselthcorie, die Annahnle eines ,,einzelnen starren Korpers", verlassen werden muB. Es mussen vielnicbhr stets 
irgendwelche inneren oder 6uReren Zusatzmassen vorhanden sein, die sich relativ zum Hauptkiirper bewegen 
lriinnen. Dabei konnen Fessel- und/oder Dampfungs-Krafte zwischen Haupt- und Zusatz-Korper wirkeii. Einige 
iniigliohe TConfigurationen sind in Bild 4 skizziert worden. Der mit korperfester Achse ini Kreisel liegende synime- 
trische Rotor sowie ein vollkonimen mit homogcnem Fluid gefiillter Hohlrauin im Kreisel sind dadurch gekcnn- 

RiId 4. Rrispielc fur  rtnrrr Tiiirper mit Zn-:it%ni:trscn 
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zeichnet, daO die Tragheitsmomente des Gesanitsystems nicht von der Stellung der inneren Massen abhbngen. 
Bei einem in1 oder am Korper drehbar gelagerten Stab sowie bei relativ zuni Korper bewegten Zusatzmassen inner- 
halh oder anfierhalh des Korpers ist das nicht der Fall. Dennoch kann als gemeinsames Ergebnis der Analyse 
vicxler verschirdener Variantcn c'ler in Bild 4 skizzierten Palle festgestellt wcrden, dafl fiir den Fall, dafl die Zusnt,z- 
inassen klein gegeniiber der Masse des Hauptkorpers sind, eine vorhandene innere Dampfung zu den1 in Bild 3 c  
clargestellten Stabilitiitsverhalten fuhrt. Bei groljeren Zusatzmassen kann es zu weiteren Einschr6nkungen fiir die 
Stabilitatshereiche kommen, wofiir spater zwei Beispiele naher betrachtet werden sollen. 

Die hisher bctrachteten Falle bezogen sich ausnahmslos auf den kraftefreien Fall, hci den1 die a i l  Beren Mo- 
nicnte vernachlassighar klein sind. Fur den ,,schweren Kreisel" entsteht das auljere Moment durch eine Ahweichung 
des Schwerpunktes voni Fixpunkt, uni den der Kreisel frei drehbar gelagert ist. Allgerneinere, d. h. fiir heliebige 
Anfangsbedingungen giiltige, explizite Losungen sind aber nur unter zuslitzlichen Voraussetzungen gefrinden wor- 
den. So hahen LAGRANGE und KOWALEWSKAJA bei ihren klassischen Untersuchungen Einschrankiingeri sowohl 
heziiglich der Form des Tragheitsellipsoides ( A  = B )  nls auch bezuglich der Lagc des Schwerpunktes ( S  nuf einer 
Hauptachse) eingefiihrt. STAUDE hingegen, der eine heliehige Form fur das Tragheitsellipsoid zulieW, iriuBte enip- 
findliche Einschrankungen heziiglich der Anfangshedingungen fordern. Dennoch hat gerade der STATTDEsChe Fall 
in dcn letzten Jahren ein durchaus praktisches Tnteresse gewonnen, weil sich herausstelltc, daB hestininite Zcntri- 
fiigcntypen angeniihert einem STAUDE-KreiStd entsprechen. 

Der klassische STAuDE-Kreisel bildet eine Art Kombination der Palle, von EULER und LAGRANOE. Sein Stabili- 
tatsverhalten wurde in einer ebenfalls schon als klassisch zu bezeichnenden Arbeit voii GRAMMEL gekliirt. Diesc 
Ergebnissc lassen sich anschaulich in1 Formdreieck (Bild 5) darstellen. Dahei wird ein dimensionsloser, von der 
F(wc1iingsstarke und dcr Thhgeschwindigkeit D ahhangiger Rciwert, 

als Parameter eingefuhrt. Uher die STAUDE/GRAMMELsChen Ergebnisse hinausgehend, wurde neben der Schwere- 
fesselung (mgs) auch noch eine bei Zentrifugen vorhandene elastische Fesselung (c) berucksichtigt. Im  dampfungs- 
freien Fall d = 0 werden die instahilen Bereiche bei statisch stabiler Fesselung ( k  > 0,  Bild 5a) kleiner, bei statisch 
instahiler Pesselung ( k  > 0, Bild 5b)  grofirr als in1 Fall des astatischen Kreisels (Bild 3%). Sie sind wciterhin diirch 
Geraden begrenzt, jedoch tritt fur k < 0 ein zusatzlicher instabiler Bereich auf, der die Anwendung gestreckter 
Rotoren stark einschrlnkt. Die folgenden heinerkenswerten Feststellungen konnen aus den Diagraminen abgelesen 
wcrden : 
I .  Ein stntisch stabiler, iim die Achse des kleinsten Haupttriigkeitsinoinentes drehendcr Rotor, h i  deni nian globale 

2. cin statisch instabiler, urn die mittlere Hauptachse drehender Rotor, bei dem inan globale Instahilitbt crwarten 

Fiir Zentrifngen ist der dampfungsfreie Fall uninteressant. Deshalh untersuchten SCHIEIILEN untl WEBE~L [11 
die Veranderung dcr Xtahilitatshereiclie infolge a11 flerer Dampfung. Zwei der dabei erhaltencn Ergebnisse sind i n  
Rild 6 dargestellt. Der Vergleich niit dein in Rild 5 wiedergegebenen Fall d = 0 zeigt, ds(S die Dan)pfung hei stat isvh 
stahiler Fesselung stabihierend wirkt - kleine Unsymnletrien werderl unschddlich gernaclit - wahrend ( l i t &  
instabilen Bereiche bei k < 0 vergrol3ert werden. Dieses Ergehnis kann als cine Verallgemeinerung dcs schon votn 
T,Ac:RANc:E-T(reisel niit Dlinipfring hekanntcn Verhnltens angeschcn werdrn. 

Stabilitat crwarten wiirde, kann in bestimmten Drehzahlbereichen instabil werden ; 

wiirde, kann in bestimmten Drehzahlbereichen dennoch stabil rotieren. 

k=@4 P -  42.5 
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Anforderungen der Kreiselgeratetechnik haben dazu gefiihrt, daR auch Einzelkorper mit aulJeren Zusatz- 
tiiassen genauer untersucht worden sind. Die rahniengelagerten Kreisel mit zwei oder drei Freiheitsgraden sind 
Ikispiele dafiir. Auch hier haben sich interessante Verallgemeinerungen klassischer Falle ergeben : 
1 .  I)ie Jhllachsc eines astatisch gelagcrtcn Kardankreisels kann bei schwingendem Kreisel, also z. B. h i  Vor- 

h:rnclensein von I\Tiitatiansschwin~iingen, ihre Richtung irn Ranni iindern (,,kinetische Drift", s. [2] Kep. 4.4). 
2. Piir Stahilitat eines kardanisch gelagerten Kreiselpendels mu13 nicht nur die klassische Sta~)ilitatsbedingung dcs 

I,A(:l~AN(:E-Kreisels niodifiziert werden, sondern es ist noch eirle weitcre Redingung hinznenfiigm, dic den Re- 
wegnngszustand des Rahmensystems einschrankt ([2], Kap. 4.3). 

3. Rci einem kardanisch gelagerten Kreisel rnit unsymmetrischeni Rotor kijnnen je nach den Massenverhaltnissen 
tler Rahnien Abweichungen vorn Verhalten des EuLER-Kreisels auftreten : Es konnen die Drehbewegungen iiin 
allc drci Hauptachsen stahil win, oder cs kiinnen stntioniire Thehangen urn zwei Hnuptachsen instahil werdcn 
(121, Kap. 4.6). 

3. Gyrostaten 
1)cr in Bild 4 skizzierte Korper mit eineni symmetrischen Rotor im Innern wird nach KEININ als Gyrostat be- 
zric~hnet. Das Interesse an Theorie und Phanomenologie der Gyrostaten ist in den letzten Jahrzehnten stark ge- 
wachsen, da viele Satelliten zum Zwecke der Lageregelung init Rotoren versehen werden, also Gyrostaten bilden. 
Ails den zahlreichen neuerlichen Verijffentlichnngeri iiher Gyrostaten sollen hier nur einige, voni kreiseltechnischen 
Standpunkt hesonders interessierende, aufgefiihrt wcrden : es soll der EinflulJ der Rotordrehgeschwindigkeit f lJR 

hehandelt und damit die Moglichkeit einer Stahilisieriing untersucht werden, und cs soll der Energietransfer von 
tier Arhse des kleinsten zur Achse des groRten Haupttragheitsmomentes am Beispiel eines Gyrostaten ni i t  frci 
dr(Jhbarern, aber relativ Zuni Gehause viskos gebremsten Rotor gezeigt werden. 

Wesentliehe Ergebnissc auf dcm Gebict der Gyrostatentheorie sind in drr Monographic [3] von ROBENSON, 
WILLEMS und WITTENBURG zusammengestellt worden. Fiir den Fall eines Gyrostaten mit konstanter Rotordrehzahl 
hat inshesondere WITTENBURG [4] eine fast erschopfende Darstellung der analytisch gelijsten Falle gegehen. Er hat 
durch Ausrechnen der Polkurven und Aiiftragen eiif dem Energieellipsoid gezeigt, wie sich clas Verhalten ties 
Gyrostaten im gesaniten Bereich von mR, voni festgeklemmten Rotor (cox = 0) bis zum Gyrostaten wit donii- 
nierendem Rotordrall (toR .-, co) andert. Eine noch elegantere, auch auf Gyrostaten niit nicht konstantvr Rotor- 
drehzahl anwendbare Darstellung desselben obergangs hat H. 13. MULLER 151 gegeben ; das soll hier gezeigt werden. 

Bei cinem momentenfreien Gyrostaten bleibt nach dem Drallsatz, unabhangig von eventiiellen Relativhewe- 
gungen des Rotors, der Vektor L des Gesamtdralls nach GroBe nnd Richtung konstant. Sein Endpunkt heschreiht 
deshalh hei Drehbewegungen des Gyrostaten auf einer mit dem Hullkijrper fest verbunden gedachten Kiigel voni 
Radius L, der ,,Drallkugel", eine Drall-Polkurve, deren Verlauf, vollig analog zu den bekannten Drehgeschwindig- 
keits-Polkurven aiif dem Energie-Ellipsoid, das grundsatzliche Verhalten der Gyrostaten erkennen la flt ( Bild 7 a). 
In den Bildern 7 b, 8 und 9 wird gezeigt, wie sich die Polkurven im Bereich 0 5 d < 00 verandern und wrlche 
stationaren Drehbewegungen moglich sind. Bild 7 b gilt fur den Gyrostaten init festgeklemnitem Rotor - also fdr 
cinen starren Einzelkorper. Es giht sechs Durchstoflpixnkte der Hauptachsen durch die Drallkugel ; sic entsprechen 

UJ R= 72 

I:ild t i .  Polkurvrn iiiif der Dmllkiigel 

I 

Bild 7. Pollturvcn auf der Drallkugcl einrs uiomentenfr&u Gyro- 
staten. a) Eiitstehung der Dmll-Polkiirven, b) Hurvcn fur Cc.stptS- 
ltlemmten Rotor 

I I 



ebeiisovieleri iiiiigiichun stationiiren Ihhbewegungeii des Gyrostaten, riatiilicli L)r~churigcii irni die dwi llairpt~aclise~r t 

init jcweils versehiedenem Drehsinn. Die DurchstoBpunkte bilden singulare Prinkte des ~l'ollrnrvcnfe~ldes : vier voii 
ihnen sind stabile Wirbelpunkte (durch Ringe gekennzeichnet), zwei sind instabile Sattelpunlitc (durc:h Kreitzc 
gelrennzeiclinet). I n  tletn hier dargestellten Fall eines Gyrostaten niit einer zur 1-Achse parallelen Rotorachse 
behalten die DurohstoQpunkte der 1-Achse ihren Ort auf der Drallkugel unverandert h i .  Die anderen Prinktc 
wandern jedoch in Abhangigkcit von der Rotordrehgeschwindigkeit. Es  zeigt sich, daIJ Wirhelpunkt,e iind Sattcl- 
pinkte bei anwachsendetn zweimal aufeinander zulaufen; je ein Wirbelpunkt rtrid ein Sattclpunkt verschtiielzell 
dabei und hcbeii sich gegenseitig arif. Die Zahl der niiiglichen stationiiren Drehbewegungen wird auf diesc \Vcisc 
von 6 bci kleineni w R  iiber 4 aiif 2 bei dominierendem Rotordrall verringert. Dieser uhergang kann aus deiii Kurv~!ti- 
vcrlairf der Polkurven und insbesondere a u s  den1 Verlauf der durch die Sattelponkte laufenden Scparittrizeii i t i  

den Bildern 8a, b und 9a,  b im einzelnen verfolgt werden. I n  Bild 8 b ist der Grenzfall skizziert, bei dcni  geriide 
zwei Ssttel- urid cin Wirhelpunkt zusainiiienfallen. h i g  bleibt ein Battelpunlct, der jedoch fur (o1l > 28 (die Zalilen 
sind diniensionslose BezugsgriiBen) ditrch Verschnielzen iiiit zwei Wirbelprinkten wieder zu einerit Wirboll)irnkt wirti. 
Yiir wl:  -+ cy) geht das Polkurvenbild in das bekannte .Bild fiir citicn einzelneri syniiitetrisclic~ri Rotor i i h .  1)cr 
Hullliiirpcr hat dann praktisch keinen EinfluW mehr. 

Die St,ahilisierungstniiglichkeiten fur einen Gyrostaten Iasscn sich in cleni fiir tinen Ersatzkiirpcr koristrir ici+,cti 
Icortiidreieck darstellcn (Bild 10). Der Ersatzkorper cntspricht den1 Gyrost,atcri n i i t  eingefrorencrii ltot,ov, wol)ci 
jedoch das Rotortragheitslrioiiierit beziiglich der Rotordrehachse fur diese Achse abgezogen Ivird. Marl kxritl zcigcii, 
dall bci Variation des VerliSltnisses LH/L (Rotordrall zu C:estLtiittlrall) fur Orehunger1 des Gyrostaten U I I I  tlic z i i r  
Rotorachsc parallelc Hauptachse (,,duel-syin-satellites") jeder Piiiikt, des Foriiidreieckx in eincn sttLl)ilen oder aricll 
in cincn instabilen Bereich gclcgt wurden kaiin. Also k;mn die Achsc por~ii:riienter Urehritigctl cles GyrostiLtcn ;~ t ic l l  
bci sonst beliebiger Massenverteilung durch gecignete Wahl des Ori~llverlialt~llisses stabilisiert wc:rdeii. 

Ilie hislierigen uherlegirngeii gelten fiir Gyrostaten init versehiedonem, abcr konstariterti d. Yiir Llii\\,cn- 
c1ringc:n I)ei Satelliten interessiert jedoch iLilcll tler Fall veriindcrliolicr Rotordrchgesc1iwinc~igkt:it. lnsbesoiidcrc liillt 
sicli daniit dcr Ul)erg:uig (lor I)rehencrgio zirr Aclise dcs griil)ton ~ i ~ t i ~ ) t , t ~ a ~ l t e i t ~ s i i ~ t ~ i t i ~ ~ i i t c s  in ;LIIcIl Eiitxcllicit~oti 
vc-i4olgcn. 11. 11. M i i i , i m i  [5J hat hicrzu c:idrucksvolle Vcrriciclio clirruhgcfiihrt rirttl vijlligc ~Jl,crcii,st,itiii,tit,i~ r i t i t  

theorctischen Ergebnisseii erhalten. Zwei seiner Ergebnisse sind in den Bildwn I 1  iuid 12 skizziert : 1's siiid die 
ubergange des Drallvektors von den stat>ionaren Drehungen uni die 2- hzw. I-Achse (niittlere hzw. Iiiiige ilclise) 
iiitf tlic 5-Achsc ( k i i ~ ~ c  Ac:hst.) :LIS i ~ r i i l l ~ ~ ~ ~ l l ~ i ~ r ~ ~ : i ~  i \ t i f  clcr l)ralll~ilg,rCl tla~gc~St,c~llt~. \Vc!gc.ti 111.r Al)\\vsctilti~it. iiitIIt!rt~ 
Rloii~citt~o l i l i : i ! ) t  t l t ~  Gc~saiiit~dr;tII i L ~ t ( ~ ~ l ~  t)(!i gchrctristcni Itot .or koiistaiit; t l i c  I~;ric~rg:ic* eliLgcpati t t i i i i i t t t ,  ~ I I .  I)c.sIi;iiI) 
wiiri! viiic I)iirst,cIIrriig cIicsc:r i h l ~ g i i l t g c  i i t t f  dciii Eiic:rKioullil)soitl Ii ic.I i t  tiiiigIicIi, wc,iI tlicws iiii V(!t.iitiif ciei- Il(:u.c*- 
grlllg sullrulllpft~. 

I' 

Ilild 11. Ubergaiig der Drehbewegiiiig vou der 2- auf dic 
3-AcIihc fur eineii Gyrostaten niit rislioa gehrenistem llotor 

Uiid 12. Ubergiiig dPr Urrhbewcgung von der I- i ~ u f  die 
3-dchse fi lr  eiiieii Gyrostaten niit viskos gcbremJteni Iiotor 

4. lltluniflugkoryar 

Uei ltaketeii, Satelliten, Rauinsonden rind Haunistationen Bind hezuglich ctcs 1~relt;elvcrhi~ltetis zwei Palle zit 
unterscheiden : Bei drallstabilisierten Korpern, dcren Eigcndrehung groIJ gcgrniiher ckr ~)r.ehgrscllwillriiglccit dcs 
hhnuinlaufs  ist, kanii in guter Naherung wie bei kraftefreien Kreiselri gerechnct wcrdcn. Uagegcii niu 1i bci dcn 



'I' a 

vie1 verwendeten erdorientierten Satelliten stcts das vonl Schweregradienttan hcrriihrendc Motiiunt hriicksiclitigt 
wcrdcn. Es verschwindet nur bei Korpern niit kugelfiirniigcrii 'l?rlighcitsellipsoid. 

feldes vorgeschlagen worden ist, sind vielfach untersucht worden. Bei den1 bereits erfolgreich gcflogcnctri Skylab 
ist auch eine Variante niit Eigendrall durchgerechnet worden, bei der a u s  konstruktiven Griinderi die Eigerrdtdliing S,, 
geracie u t i i  die iiiittlere Hauptaclise erfolgen sollte (Bild 13). Zur Stabilisierung wiirdeii tleslialb zwei Ziisatz- 
I I I ~ S S ~ I I  IIL an langen, elastischen Auslegern parallel zur kurzen Hau1jttLchse angebracht. Sic waren so ciitrrciisioiiicrt,, 
dab dic Achse der Eigendrehurig bei starr angenoninienen Auslegern Achse des grijWten Hau~ttrLglicitsiiioittc~ltc~ 
ist. Es ist dentriaoh zu erwarten, dalJ bei kleinen Drehgeschwindigkeiten SZ, fur die die Nutationsfreyuenzen deiitlich 
unter den elastischen Eigenfrequenzcn der Ausleger bleiben, Stabilitat vorhanden ist. Andererseits habcn dic Zosatz- 
itlassen bei schr groWeni SZ, also schncllen Nutationsschwingurigon, nur geririgcri Einflri I$ auf das Krcisclvcrli~~ltcr~, 
so dali dann lnstabilitat zu erwarten ist. Die Stabilitiitsgrenze liiingt deninach von der Elnstizitiit drr Aliislegcr, 
von 9 und natiirlich von der Massenvertcilung des Gesarritsysteiiis ah. Theoretische Ergehriisse hierzu sind 11. a .  
von SELTZER, I'ATEL und SCHWEITZER [S] sowie von LOHMEIER [7]  angegeben worden. Ihr wesentliahes Ergebnis 
ist irt RiId 14 irri Forrridreieck dargestellt worden. Zugleich zeigt Bild 14 die von LOHMEIEK. behandelte Hautnstatiori 
it l i t  t:lastischen Auslegern. Uei quasistarren Systenien niit Energiedissipation ware Stabilitiit bei Dreliuiigen 11111 

die liurze Achse des Cesaintsystcnis, also fiir Bildpunkte in den obcrcn beiden Teildreiecken dcs Forntdrciccks, zii 

crwartcn. lrifolge der elastisclien Nachgiebigkcit wird dieser Bereich jedoch so eingeschriinkt, wic es Bild 14 zeigt. 
Die neue Stabilitatsgrenze ist eirie voni rechten oberen Eckpiinkt ausgehende Gerade, deren Keigung voii D und 
der Eigenfrequenz Y der Massen m an den Auslegern von dcr Lange u abhangt. ills Stabilitatsbedingiirig wird 

Rotierende Raumstationen niit hinreichend groBenl Drall, der z. B. zur Siniulatiori cines ltiiristlicheri k S L ,I iwcrc- 

crhaltcri. Dareus folgt, dalJ nacligiebige Satellitell Leziiglich dcr Aclisu des Eigendralls liiiireicliciid stark abgc- 
plattet sein niussen. 

1,ild 14. llilie rotierende, elastisclir I~;iumat;\linrl 
uiid ihr StabilitUtadisgraniiii 
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l : i ~ i l i t i i l , i l i ~ i ~ r : i , i i i  t i 1  liir rnloriciilicrlc l l ~ i i ~ i ~ i ~ l : ~ l i ~ ~ ~ ~ e ~ i .  :I) dim, olliio I ) : i i i i p l i i i i ~ ,  11) hlarr, mil iilticrer ~ ~ I I I I ~ ~ ~ I ~ I I ~ ,  
11, itlit iiiiiercr Uiiiupluiig 

A i i ( ~ 1 i  fi ir  ortloricntierte Itariitlsti~tiotictt lass~ii sich ~iiischr6iikiingcri dcr Stit1~ilit~CtsI~~~rc:iolit: so\vohl t i i i r ~ ' t ~  
15ricrgieclissipatioii wic auch durch clastisclie Nachgiebigkcit fcststcllert. Hierzii zcigt Bild 15 Beispielc: L)cr ciiizc.lnc 
starre liiirper (Bild 15a) kann seine Orientierung Z u n i  Anziehiingszeritriiiii stabil beit)ehalten, wcnn seine la.ilgc 
Achse zuni Anzichutigszcntrurii (Erdoiitt,elpunkt), seiric liiirzc: Aohsc! senlirccht ziir Bnhneheric t i n c t  tiic iiiitt I(brc 
Achse t,itngcntiitl z i i r  Rithn zeigt. Uieser Oricntierung, die z. 13. itiich von dciii natiirlicheri Ercls;ttjclliton, dciii Moitt l ,  
oiiigchaltcn wird,  cntspricht der durch das linkc iinterc 'I'oiIt1rcirc:lt gckcnnzcioliiictt: h rc i c l i  ( 11Ault~Nc:E-13erei(.II). 
111 diescui I3oreich ist der Kiirper sowohl statisch iiifolge tler l~'esseliitig durcli das Moiiicnt tlcs Seli\vcro#r;ttlielrtcii 
\+ ic aiich kinetiscli stabil. Es existiert jcdoch noch cin schnialcr Stabi1itLtsl)ercicli iin niittlcreri rechtcii Teildreicck 
(Ihr,r-Hcreich), fiir den die Stahilit,at gyroskopischcn Charakter hesitzt : der hier st8atjisch instabilc Kiirper wird 
infolgc tlcr t l  ii r t h  d ic: Uii i Iii iifdrc~hiiiig hcwirl<tcn Kroiscl Iuiiftc st,al)il isiert~. 1Cntsprc:cllcntt t l c i i i  Std)il i tiitsgosotz v o n  
' I ' ~ I O M S O N - ' ~ ' A I T - ( : H ~ T A ~ V  gcht dicsc Stitliilitiit vc?rloren, wcnn Eriergic:~issi~~:ttiori d i i r c h  iiiriere L)ii iiipfiing vorliiindctt 
ist (13ild 15 1 ) ) .  Schlielilicli wird (lor Staliilit~at.shercich wciter ringeschriinkt, w v n n  clnst,isnh nidigithig(~ 'I'cilsystc.iiic: 
vorlinr~tlcn siiitl. Ihs  ist a111 Ihispicl voii zwci elii.stisoh ~i~itciniindcr vcrl)undcncn Tcilsystviiiori V O I I  I ' o t ~ i ~  18 I ;Liis- 

fiihrlicli iintcrsiiclit worden. E r  hat das i t1  Hild 15 c skizzicrtc St,aliilit~tsdictgriiiit~it arigcg:c.t)cw. IXc nciie. otwv.. 
Grenze dos Stahilit,atsbereiches hangt von der Nachgiehigkeit der elastischen Teile ab. Deninach verhict'en flex iblc 
'reilsysteiiie die Vcrwendung von RaunifliigkBrpern niit fast kugelfdrniigciir Trhgheitsellipsoicl. Giinstig sind vii.1- 
i i id i r  K ~ i r I w r  i i i i t  st'ilrlicr Strcckiing ii i  Richtiing ziiiii Arizicliiirigszctitriiiii. 

5. I( ribi sdsysbiw I i t  

(:yrost'atjcri siiiti t)csoritlcw cirifaclie Zwei-liijr~~cr-Sy~tciiic. l<~iidi~tiisclt gelagertc Krciscd iiiit vollvr I)i.(~Itfrc.ilit.it 
sirid bereits nrei-Korper-Systenie, bei denen ein reprasentierendcr ,,Ersatzkiirp,er" schon nicht nielir allgeiiicin 
dnfiriiert werden kann. Reale Systeine, wie sie bei Satelliten oder in der Kreiselgeratetechnili vie1 verwendet wertfrn, 
sind noch erheblich koinplizierter aufgehaut. Als Beispiele scien Raiiiiiflugl<Orper init knrdangelagertcn Rc.glr:r- 
lirciscdii oclcr die fiir Navigationszwcckc vcrwetideten TrLgheitsplattforiiicn odcr Zcntrifiigt.n-Syst,eiiit! gcnaiint. 
h i  gcti:iiier(~r tkrechnung des Bewcgungsverhaltetis derartiger Systcinc niiissen viclfnuh dieselhen Einfliissc bci-i ick- 
sicht>igt wertleri, von denen zuvor berichtet wurde, vor alleni Danzpfungs- und Verforiiiungs-Effelit,e. klinzri koiiiiiirti 

vic:lfiich noch kineiiiatische Zwangshedingungen, die sich z. B. nus cier topologischen Struktur ergebcn. So haheti die 
A nforderungen der technischen Praxis zu einer Prazisierung und Erweiterung der klassischen Theorien fiir Krciscl- 
systenie gefiihrt, die in zahlreichen Veroffentlichungen dokuriientiert wurde. Bc~~egungsgleichungeit voni L.4- 
GRANGEschcn Typ, bei denen von EnergieausdrLicken Gebrauch gemacht wird, si nd dabc~i fast ebenso lzaufig ver- 
wcridet worden, wie solche voni EuLER-NEwToNschen Typ, die auf 1 nip&- iind nrallsatz basicren. Wiahtigc:s Zicl 
l)ei der Entwicklung der Untersuchungsi~iethoden war in jedeiii Fall eine Pornirilieriing, d i e  tlas Arisrt:chncti cler 
Iijsiingcn :tiif iiioderneri Rechenanlagen erlcichtert. Meist sind dabei I)arstellrrrigeri in Mittrizenfortii vcrwciiclct 
M,ordelr. 

1Jht.r cine f u r  praktischc Anwendungen wichtige Erwciterring des von KELVIN -TAW u r i d  ~ t o l r T H  iLtigegeln.iicli 
.A Igorithiiiiis so11 hicr noch herichtet werden. Sie betrifft die Beriicl<sichtigutig VOII Syst,ciiieri ni i t  tlrch~i~lilgere~clt~cil 
Krcisctln. lintor clcr Voraiissetzung, dal! die Regclurig ided iirbeitet, 161Jt sicli tfic 'I'liwrii: nCii i l ic l i  crheblicli viii- 
facher als i i i i  klassischeii Fall forniulieren. Man geht daGei ani bestcn von citiciti Aiisdi~ricli fiir die kinetischc ICiicvgic! 

(3) 1 ' 2 '  1' = Q BIsq + f w'I,w 
aiis, h ! i  doi i i  dcr  Ericrgienntcii dcr Rotoren nhgcspalttcti wird. I , ,  ist th l ) t : i  die ~)i~igOIi"litiiitr'iS d(:r ltot,or.tr~ibrIi(.it,s- 
Illolllcllt,c., 

(4) 
ist tler RIIS den Drehgeschwindigkeitsko~iiporieriteii der Rotorcn gcbildeto Splterivektjor. Er l iariri  uiis t t c i i i  Vr:ktor $J 

der Relativgeschwindigkeiten iind den1 Fuhrungsanteil Rq zusanimengesctzt werden, wohei die Matrix B zugleich 
von der allgemeinen Struktur des Systems, wie auch von den Einbaurichtungcn der Rotorachsen abhangt. Bei nioht 
geregelten Rotoren und Momentengleichgewicht bezuglich der Rotorachsen sind die y t  zyklische Koordinaten. 
Sit: konnen nach KELVIN-TAIT durch Einfiihren der RouTHschen Fiinktiori 

( 5 )  
cliriiiriicrt werden, wobei p i  die zu vi gehdretiden zyklischen hipulse sintl. Als Ergebnis wcrderi dic i i i ir  noc.li fiir 
t l  ie nichtzyklischen Koordinaten q geltenden bekannten KELVIN-TAITschen Bewegungsgleichungen erhalten. 

Wcnn die Rotoren durch eine ideal arbeitende Regelung auf konstanter Relativdrehzahl gehalten werclen, 
d i ~ n n  hat 9; konstante Komponenten. Das wird erreicht durch Antriebsiiioiiiente iini die Rotorachsen, deren GrolJe 

cu = +! + UQ 

1i = 1' - rT,$ 



iiu cinzclncn garnicht bokanrit zu scirt braucht. Obwohl dalier die Kncrgic der Hotoren verandert uird, li;t1111 I l l i L I )  

dcrlrioch wic bei konservativcn Systerricn rechnen. Die ideale Regelung wirkt sich nairllich so *ills, als seiell (lie 
Rotoren - bei Erhaltung ihres Relativdralls - in ihren Gehausen eingefroren. Sie konrien einfacti als ZtIsat ztllassc'li 
Zuni Gehause hinzugeschlagen werden. Dicse physikalisch einleuchtende Tatsache lafit sich unter BerucksichtiglIilg 
dcr Gloichungen fiir die Bewegung urn die Rotorachsen und Elimination der Antriebsmomente nachprufen. 

Mit  + = const 1aBt sich jetzt der Energieausdruck (3) init (4) nach Einfiihrung des konstanten ,,Ura11vektor~" 

(6) I, = z,+ 

1' r f +"lQ 4- IJ"H4 + ;- L'q; 11, 

I f  I - Y2 4- 1', + 1'" 

ni = nfs + I J ~ ~ I J ~  

i n  die Forill 

(7)  -- - -- 
t i  i i  t tier Masscmniatrix 

( 8 )  
iit,erfiilirerl. Sic enthalt die Anteilo dcr wcgeri cler ncgdiing eingefroren zu derikendcii Rotoren. ,lctzt zcrfallt ])ereits 
die liinetischr Energie 1' selbst - und nicht erst die RourHsche Punktion I2 - in drci Ant&, die yuactrzttisch, 
linear }Jew. unabhangig beziiglich der riichteyklischen Koordinntcri q sind. Deshalb erhalt nian jetzt ohno weitere 
u11 Iforrrl ling durch An we tidung des bekannten LAGHANGESChen I~orrrialis ti I iis Ruweg iirigsglciclilingeii, d ic vGl1 ig 
:~rl:&)g ZIJ  deil klassischeti Gleichuiigen von KELVIN und TAIT sind: 

1 n i  C:(yytimtz zi i  den KELvrN-1'Arl'-Gleichurigen treten in (9) kcine Kriifte infolgr der sogenannten kiiictischen 
I~c~sst~iiiiigen i L l i f ,  diL t l i c  Elcliitbiltc: V O I ~  f I :  VOLI tlcii (/ iinnlJliiitigig siricl. N a ~ h  Aiisrccliiiiing tier Jitilieti Sctitcb 1,;iiiii 

; t i i c * l i  i i i  die b'oriii 

Mij 1 tihi[ -1- C,(i = 9 ( 1  1 )  
gebracht wcrdcn, wobei nebcn den Beschlcunigungskr~fteii iioch Krafte Gs(I voiii C O R I O L I S - ~ ~ ~ ~  Init 

i i ( iV f i / )  1 a(nf+) 
( I ? )  (is - . - - - - - 

c ' q  2 [ oq ] 
;rirfti.etcri, die voni 1totortlralI unal-,hiingig sincl. 

T n  der Theorie von Kreiselsysteinen spielen die fiir schnellc lireisel otler doniinierende gyroskopisctio Kr:Lftcl 
gdtonden Niihcrungen eine besondere Rolle. So kann man als Niiherungsgleichungen cincr Praeessioristlirorie, die 
vor  allem zur Bercchnung larigsairier Priizessionsbewegungen gccignet ist, die folgendcn, vthrkiirztcn Uewcgiiiigs- 
gleicliuiigcn vcrwcnden : 
iiri Fall cp zykl i sch :  

ll'(;iui jedocl i  schiicllc N iitatioiisMeliwiiigiiii~(,ii uiisgerocsliiitd w t ~ d e n  sollcn, h i t i  ki i t I t i (Bt1 N ~ i l i c ~ i . r i r i ~ s g l ~ ~ i c . I r i i i i ~ ( ~ i i  <tiis 

deiii Kr~ftegleichgewicht von Kreisel- und 13eschleur~ig11ngsl~raftei~ abgclcitet werden. 
Ohne auf  Eirizelheiten cinzugehen, sol1 noch erwkhnt werdcn, daR i n  den letzteri Jn1irt.11 (aitiigt; l~ctucrkc~iisuc~rtc 

Ihgcbriisst: zu l h g c n  dcr Stabilitat von ICrciselsystenieri crarbeitct worden siiid. Zuni Heispicl sind 1 1 , ~ t ~ ~ : o o t ~ ~  IS I 
U inkcliru tigcii f iir die klassisuhcii Stabilitiltasatzc voti L A U I ~ A N ( : E - ~ ~ I  c * i i i , w  I I  t i c 1  Ro UTII gt*lii r ig(bt  I .  .1 t i h t v l l t -  (1t.s 
von ROUTH betrachteten liiiietisclicri Potentials W ( q )  - V - 1'" i i i i t  der potentiellcii Energit: c' un(1 tlciii V O I I  q 
unabhangigen Teil T,, der kinetischen Energie hat er den von den zyklischen Itripulseii unabhbrigigcw TPII H,) dcr 
HAMILTON-Funktion als Testfunktion verwendet. Er konnte zeigen, da B die Existenz ekes Maxiiiiunis von H,,(q) 
hinreichend fiir die Instabilitiit der Grundlosung eines gyroskopischm Systems ist. Dagegen ist die Existtwz eines 
Minimunis von Hu weder notwendig noch hinreichend fiir die Stabilitat der T2jsiirig. llicrfiir ibt viclnic+r nach 
K ~ U T I I  die Existeriz etritns Mininiunis von W ( g )  hinrcichentl. 

tzct1 f u r  llllcarc, F J  I.OhkO])lhcht' 

Systeiiie, bei denen auch Dlimpfungskrafte sowie nichtkonservative Lagekrafte vorkoniiiien kijntieIi, mid I oii 
1'. C. MULLER [9] gegeben worden. Er hat zugleich durch ubertragen von Begriffen und Methoden der Regelthcorie 
den Zusanimenhang zwischen Regel- iind Kreiselproblenien fur die Klarung voli Stabilitatsproblcnicn nutzbar 

Eine sehr vollstandige Zusarntiieiistellung sowie Erweiterurigeri voii Stitbilitbt 
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gciiiaclit. Auf tliesetii Wage lionnten z. B. l’robleiiie der alitiverl L)iiiiipfung und dcr Opt,iliiieriing yo11 lireisel- 
systctrieii erfolgreich behandelt werden. lnsbesondere hn.t sich die Einfiihrung des Begriffes c1c.r ,,durchdriilgetltle*l 
Diiiliipfung” als uberaus nutzlich erwiesen. Man versteht daruiiter solche Dartii)furigskraftc, die :iiich die Btqwg,cllgcll 
in dcti riiclit ~irin~ittelbar gediinipften Freiheit’sgraden beeinflussen konnen. 

Aktucllc Gebiete, auf denen zur Zeit gearbeitet wird und auf denen sicher auch weiterhin F ~ r ~ c h i i n g s l ~ r ~ ) c i ~ , ~ l l  
loli~ieiid erscheinen, sind : 

-- C:otrii~iitereinsatx fur ein zuiiiindest teilweises Ahleiteri dcr Bcwcgringsglcichiirigeii, besonders bci \i’orJic.gcll 
lioiiiplizierter liinciiiatisclier Bedinguttgeri, 
- Untersuchung aktivcr Krsiselsysteme init geregelteri Teilsystemeii, 
- Erforschung von Starrkorper-Systenien niit kontinuierliclien, festen oder flussigeri Teilsysteiiirn, 
- Berucksichtigung nichtlinearer Effekte, insbesondere Ausweitung der fiir linesre Systenie crlialt~enen Ergol,rlissc: 
auf nichtlineare. 

Ganz allgetiiciri sollteii globale Ergebnisse gegenuber den nur fur Sonderfalle geltenden yunktuelleii &gel,- 
1 1  issw bevorzrigt werden, daniit der Einblick in das physikalischc Verhalten kornplizierter Systeme verticft wird. 
A l s  Ucispicl rlicscr Art seieri die globalen Stabilitatssatze genannt, deren Brarichbarlieit, aricli ztir IA6s[ing kol ikr (~ t~r  
l’roldciiic i t1  (lor lotztcii Zcit oiiidrucksvoll lmt&tJigt wcrdcn konntc. 

Arip:issuiig der analytischen Methoden an  die nunicrischen Miigliohkeitcii niodcriicii Kcchcnatilagert , 
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11. I<. MOBE’ATT 

S o m  Probleiiis in the Magnetohydrodynamics of Liquid Metals 

1. Introduction 
I ~ o ~ l 1 d  like first to  thank tlie Orgariisirig Coiiitiiittee for inviting iiie to  givcb this gciictriil lecture. Tho title tli;it, was 
1Jl’Ol)~)btd to 11ie was ‘Magiictoliydrociyti~~iiiics’ but I felt tli;Lt it \joiild I)c liard to (lo jristicr: to  srich i~ wide si ib j tbct  
I t 1  a si~iglc lecture, and I thouglit it iiioru useful to select a few spec1a1 problcuis of soiiic prwticd iuiportance witliiii 
the field of liquid metal MHD and to  give a brief review of progress on these problems. 

It is usual t o  think of magnetohydrodynamics as t i  relatively young subject, and i t  has of course developed 
cnorinously over the last 20 years under the stimulus of thernionuclear fusion research, and of parallel research 
prograinines in many centres on astrophysical and geophysic,zl fluid dynaniirs. Thc problctris that I propose to 
G ,mini, l;d. ~ a ,  u. (i 
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discuss are however much more mundane and were in fact known to metallurgists long before the word 'uiagn~tu- 
liytlrodyna tiiicd was invented. Significant theoretical progress on these problem has been made only over tllc hst 
tor1 ycars or so, and much remains to  be done in bridging the gap between viable iriathciriatical lrlodcls atld tile 
practical realities of the situations considered. 

Liquid nietals such as molten aluniiniurri or steel are good conductors of electricity and thc electric ctirrctlt 
distribution j(z, t )  can interact with tho associated magnetic field distribution R(a, t )  to give a LORENTZ force 
distribution F =j A B which may have very strong dynamic effects. I n  general, this force is rotational and it 
therefore necessarily drives a rotational velocity field U ( Z ,  t )  whose distribution is of coursc controlled by inertitt. 
and viscous effects. Let u0 be a velocity scale characterising u, :tnd L a Icngth scalc ohariictcrising thc geotiietry 
of tlie container. Thon the inagnetic ICBYNOLDS Iiiiiiibcr is defincxl 1)y 

12, = poLiLuO, (1)  
where u is thc electric conductivity of thc fluid and pu the permeability of free space. If H, < 1, tlieri thc velocity 
ficld has only i~ weak perturbing effect on the magnetic ficld distribution, and this may be clcteriiiined to gooti 
approxiiiiation by neglecting the fluid inotion, i.0. by treating the conductor as if i t  w o w  solid. 

The current j arid field B arc related hy AMPIBJG'S Inw 

and if conditions are such that U (and s o j )  are known functions of position, then P is also known. Suppose that 
the fluid is contained in a finite volume V with fixed rigid surface AS, and that P(x)  is steady. Then, if u(z )  is thrt  
corresponding steady velocity field arid w = 7 A u the corrcsponding vorticity distribution, we haw,  froiii t l i v  
NAVIER-STOKES equation for incompressible steady flow, 

The streanilincs witliin V uiay bc closed, or they iiiay covcr surfaccs (it is vnsy for cxaniplc to iin;rginc ii situiitioti 
in which each streamline covers a nieinber of a family of nested toroids). Supposc first that 0 is i~ closed strcanlliiie. 
The line integral of (3) round C gives 

(4) 

It is evident froin this that, no matter how siiiall tlie viscosity of the fluid may bc, it is viscous effccts uloiie th;Lt 
can limit the growth of circulation round C when P is rotational. 

More gcncrully, if J is a closed surface entirely within V ,  on which u - ti ~ 0, t+e iiti~y easily ctediwc. froiit (3) 
that 

SP. dlr: = v J d x -  (0 A w ) .  
L' u 

U - If' dry - V U (v A 6)) d 8  , (51 
J J 

and if the left-hand side is non-zero it again follows that the kinetic energy of the inotiori generated is litiiitcd orily 
by viscous effects. 

2. The rotating fiold problem 
Pluid contained within a closed surface S can be set in rotation by the application of a rotating tii;igrictic fieltl 
in the exterior region. This phenomenoli was investigated by BRAUNBECK (11 (1932) with tho object of devising 
a method for the ineasureinent of liquid conductivity. The sample, enclosed in a sniull cyliridrical containcr, is 
suspended with its axis vertical, and a rotating horizontal field is applied. When suitably calibrated, thc  rots <L t '  1 0 1 1  

of the cylinder about the vertical axis provides a measure of the liquid conductivity (OZELTON and WmwN 121 
1966). The advantage of this method, over the more direct conventional method of simply passing a direct crirrcnt 
through the sample, is that it avoids the need for contact between the liquid and inserted solid electrodes. 

The rotating ficld can be regarded as the superposition of two uniforin dternating fields out of phase.  rid 
at  right angles. When the field frequency w is large (conipared with (,uU,cL2)-l), i t  penctratcts orily ir sniall dist,iitir(~ 
b - O ( , U ~ ~ W ) - ~ ~ ~  into the conductor (the skin effect). The associated I,ORENTZ force F ( z ,  i!), which in g(wer:~I h;ih 

a uican component FO(a) = ( P ( z ,  t ) }  and a periodic coniponent with frequency 2w, is thcri confinctl to this t l i i t t  

magnetic boundary layer. 
The situation is very easily described for the idealised situation in which the cylinder containing the liqttid 

is of circular cross-section and of infinite length (figure 1). The magnetic field is best represented in tertiis of its 
vector potential A k ,  where k is the unit vector (0, 0, 1) parallel to the cylinder axis. If a is the riditis of the. vylitttlcr, 
then the equations and boundary conditions determining A are simply 

aAlat = A V ~ A  (r  < a) 
V2A = 0 ( r  > a )  
.1 IV Bur sin (0 - ot) :is r -. o;, 
IAJ  - LiiA/Drj = 0 iLcross r = u , 

(6) 

wherci  I= ( , U ~ C T ) - ~  is the niagrietic diffusivity of the fluid, and tho solution, whcn a,a2/i > I ,  (MOPFATT 131 IHGS), IS 
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' I ' I i I -  jwriodic iiigrctiiciit ~ i t ~ i i s l i e ~  for  this iciealised geoitietry. L)AHLBER(: (1972) has showii t hat t Ills resIiIt rt~iiiitii~s 
trite cvcw if the freqiiency c o  IS low and a boundary laycr approach is not apphcahle. 

'i'hc velocity field sntidyitig (3) in this situ:ttiori is very sitiiple; its streamlines arc circular, allti tlie ra(liit1 
di~ti.il)ittioii is givett by 

( $)) 
Lvlll*rl: 

S? & i y / p , , p f h ~ f l ~  . (10) 
I ttstde the boundary layer, the fluid rotates rigidly with angular velocity l1. Notc that  wlic~l v is stuall, $1 ib large, 
siiice viscosity is the only rnechanisrii liiiiiting thc angular acceleration of the fluid. 

Thc analysis as described here neglects the effect of the fluid Inotion on the field. If thc applied field is \ cxry 
strong (so that  9 as given by (10) beoomes of the same order as w )  this neglect is no loiigcr justified. In the I in i i t  

of a n  i i if ir i i tely strong field, i t  is clear that  (again except in boundary layers which are now of the H A i w M  i ~ b  
I:tycr type) the fluid effectively acquires rigidity bcuause of th r  in f in i t c  terisron in the field lines, and field and f l u i c l  
tllcrl rotate with the saiiie arigiilar velocity o. This situation has been investigated by ALEMANY 141 (1976), \ $ ~ K J  

:dso cwitsiders effects associated with applied rotating fields of niore coiiiplicatcd structure. 
'l'lic low-frcyueiicy weak-field bituatiori was studicd by S M I w r  15) (1964) and by DAHLIWW [Cil  (1973); t l i c b  

rc.sultiitg velocity field, analogous to (9)) b u t  now valid for o a z / A  < 1 ,  is given by 

ti(r) ~ I>(, - ( I  c: -L'(rt ))/a) , 

(13) 

SO th:tt the circulation is a decreasing furictiori of r in the outer region 0.707 < r/ic, < 1. The flow is tliercfore po- 
t,c:iitially uristablc in th is  outer region. Tlic stability of the profilc (1 l )  has bcen itivcstigatcd by LLi(:tr.titwoh 1 1 
(1973). Ihfiniiig a TAYLOR Iiiiinber 

T I  = aQfST/v2 , ( 1-i) 
wliert: 8, = 0 . 2 9 3 ~  represents the radial extent of the unstable region, RICHARDSON'S criterion for iristabilit,?; (01)- 
tained numerically) is 

(15) 
; h t l t l  t,llc Icwgth of the unstable cell in t'he z-direction under critical conditioiis is 0 . 4 7 6 ~ .  The rnc!ial m d  aziiiiiit h;11 
perturbations have radial structures givcn by the functions F ( r ) ,  G ( r )  reproduced in figure 2 .  Note the expected 
wncent,ration of the disturbance in the unstable region, t h e  maxiniuiii for G ( r )  occurring diiiost precisely a t  the 
centre of this region. The disturbance does of course penetrate weakly into the stahle region r 0.7070,, but w r -  
tiers hcrt: iiiust clearly be regarded as 'driven' rat'her t8han s1writ:tiieous. 

T, > 2'1, = 3344 ) 

5'  
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The profile (9) iuay likewise bc cxpcctetl to be uristable if the relevant !i’AYLolt iiiiiuber 

1’ : af2W/vz 
exceeds a valuc of order lo3. This speculation (MOPFATT [3] 1966) Iias not yet h e n  sulljccted to  atta1ytic:iT or Iit i i i ic ir i -  

cal verification. 
There are three principal industrial applications of the centrifuging action of a rotating niagnt.tic field. 

(i) as straightforward centrifuge for liquid sodium (or other liquid metal) to remove g,zs bubbles or other coiitanii- 
riatits (HAYES et a]. [ S ]  1971); (ii) as a large scale stirrer in the metal casting process (KANJSTA [9] 1969): and (iii) 

:LS i~ generator of turbulence to accelerate mixing in metallurgical reactions. The scale of tliesc operations is sric-11 
that the flows generated are alinost inevitably turbulent, and laminar theories can a t  best provide only :L qui~littttivc 
indication of the results to  be expected. An experiment under fully turbulent conditions has been carried out by 
ROBINSON [lo] (1973), using a constant-temperature hot-film aneinoineter to measure both mean and fluctuating 
cotiiponents V ( r )  and ~ ( r )  of the azimuthal velocity. A semi-empirical description of thc turbulcncc was devised 
by LAWSON 1101 (1973), and shows the right qualitative trcnds, although the difference between predicted aiicl 
nicasured values of V and v range up to about 40%. 

3. ltidnelion I’uni:wo ~~robleitls 
Siiiiiliw wiiii-c:iiipirical niethods have 1)coii :dopled L)y ‘I’A~~AUJJ{JC :ind EVANS 11 IJ (L!)76) i t i  ;I s l i i t ly  0 1  I IIP vtaloctt icts 
gcncnLtcd in the melt of an induction furnace. siiiiilar ca~culations Iitbvc been carried out 1))’ l l o i ) G i ( i N s  11 :!I (1!172). 
7‘he principle is illustrated in figiire 3. An altermting current in the external coils induccs i~ vcrticul cottipo~iciii 
of magnetic field which diffuses into the melt. The priniary purpose is to  heat the inelt by joule dis&p:itiwi, arid 
this piirpose is of coiirsc helped by convection currents driven by buoyancy forces and by the LO~ZNNW f o r w .  Tlw 
Iitttor is yredoininaritly radial nrtd is maximal near the centre of the systein, as indiciited in the figuw, ar id  :L t ito-ctdl 
axisynitiictric flow is generated. The upper free surface is generally perturbed, an vffcct t 1i:it cCit i  1 ~ :  a l i i i i i t  iiig 
factor in  tho operation of such f u r i i a c c ~  

A simpler prototype prohleiri has been studied by SN LCYD 113j (1971). Again the fluid dotiiain is idcdiscvl 
by the iiifinitc cylindrical geometry, to which an alternating transverse field is applied. At high frequwcic:s, tlic. 
skin effect again allows a simple analysis, The LORENTZ force is radially inwards and is greatest iLt the poiiits of the 
cylinder whcrc its taiigerits are parallel to  thc applied field. This generates a flow with :L four-cell strricturc as 
illustrated in figure 4. Again the result (4) holds on each closed streamline C. 

It is difficult to carry out any analysis (other than coaiputational) for any gcoiiietry otlicr than tho siiiil)lc 
cyliridcr as described above. In  some circuiiistances howcvcr, IL local analysis is possible and illuiiiinating. 1 1 1  1)ttrti- 
cular, if the rigid boundaries of the fluid doniaiii havc any sharp corners (as they do hi~vc i i i  ;L typical iiidiic+tioti 
furnace) then a local analysis near the corner is indicated. Suppose for example t h t  the fluid is l,ounded by plaiit. 
walls 0 = f a (figure 5) .  Then in the notation of 0 2, the general solution of V2A = 0 in the external region for 
which A = 0 on 0 = & O( is 

0 

0 

eexternal 
coils 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

Big. 3. Sketch of tile induetioil furnace configuration, us 
studied by TARAYOKE & EVANS [Ill (107G) 

___t 

E, mwwt 

___t 

( I ti) 

___) 

B, cos uf - 
Big. 4. Tile idealised llludel of SNEYD 1131 (1971); the LOl~h:Nrrx iurc ib  dislribuliuii 
near the circumference of the cylinder drives a flow with it four-cell htructurc 

n/ symmetric b) antisymiziric 
Vig. 5. Syiiimetrio aud a3ymnietric cuiifiguraliuua fur  
high frequency field uear a sliarp curuer 
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or 

(17) 
n 

a - 7c 
A = Crp sin p(0  - 3) eiol , p = ___ < O .  

Equation (16) gives field lines ( A  -= const.) that are symmetrically disposed with respect t o  the wedge lhector, 
while (17) gives the antisymmetric configuration. I n  either case, the equation aA/at = AVaA may be readily solved 
in the fluid domain coupled with the condition that the tangential coinponent of B be continuous across 0 = f a. 
We again have a skin effect except in the immediate neighbourhood ( r  & ( A / W ) ~ / ~ )  of the vertex. Outside this region 
thr rate of production of vorticity 7 A P may be calculated; we find 

(18) 
1 
0 7 A 11’ - - lC12p2 ( p  - 1)  2 Q - 3  e-Wd , 

where 6 = ( 2 A / ~ ) * / g  as hefore, and y is a coordinat,e normal to  the boiindary into the fluid. In the symmetric case 
givrn by (16), 

3a - n 7d 

n - - a  8 
2 p  3 = -  2 0  acc. as cy 2 -. 

Vorticity production apparently increases as the corner is approached if a < n/3, a singularity being thwarted 
only in the small excluded region r (A/m)*I2  . 

In  the antisymmetric case, 

and in tlhis casc vorticity production inevitably increases as the corner is approached for all values of a. 

4. The weld-pool problem 

A closcly related class of problem is that in which a steady current is injected into a volume of conducting fluid by 
prescription of the electrostatic potential distribution cp over its boundary. Again neglecting the weak pertiirhing 
ciffthct of the fluid niotinn, t<he current fieltl is then simply given by 

j = - n v ~  (21) 

V . B = O ,  V ~ R = p ~ j =  -,uoovp,. (22) 

ant1 if this cnrrent is the only source of magnetic fictltl, U is tictcrniind hy 

‘J’hc prototype situation, which has been studied by ZHIGUIXV (1960) and SHERCLIFB (1970), is that in which 
current is injected from a point electrode into a half-spacc of conducting fluid (figurc 6). This can be regarded as 
a primitive model of what happens in the neighbourhood of the contact both in the arc welding process, and in the 
arc furnace in which a container of liquid metal is heated by just this method, viz. the injection of a large steady 
current a t  a point on its surface. I n  this latter context, uniform heating of the melt depends critically on thc con- 
vcction currents induced, and for this reason again the dynamics of the system have to be considered. 

Jn  the problem as forniiilated by SHERCTJFF, in spherical polar coordinates ( r ,  0, p,) the current is givrn I)y 
f = ( J/2nrZ, 0, 0) (23) 

and, by AMPERE’S law, the field B is thcn purely nziiniithnl and has the form 
B = (0, 0, poJ sin Opnr (1 + cos 0)) . 
P 7 j A R = (0, - ,uvP (sin 0)/4n2rR (1  

Hrncc 

and 

tJ Fig. 0. Current injection into a Iinlf-spare, as nnalyscd by SIIRRCLIPF 1151 (1970) 
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Note that Fo < 0 for all 6 < n/2, and the magnitude of Fe decreases as 6 decreases from n/2 to 0. The force field 
therefore drives a jet-type motion along the axis of symmetry, the fluid being drawn in laterally 1)y a ‘pinvh effect’ 
which is naturally strongest near to the current source. 

The fluid particles that pass very near the source singularity acquire a very large vorticity (due to  the 1 - 4  

drpcndence in (26)). SHERCLIFF showed, on the basis of an inviscid analysis that if the flow ‘upstream’ is irrotational, 
then the flow ‘downstream’ is necessarily singular on the axis of symmetry. As pointed out hy Sozou (1971), viscous 
effccts must be included if a well-behaved solution is to be found; this may be seen again from cquation (1) : although 
the streamlines are not closed (the flow domain being infinite) the result (1) still holds on any strcamlinc C provideci 
the pressure is uniform and the velocity zero at  infinity; a steady state satisfying these conditions is thrrc.forc not 
possible unlcss viscous effects are talton into acconnt. 

I)imcnsionnl analysis led SOZOIJ to seek n similarity solrltion to the proltlm in w1iic.h the Sroliies st r(’;tnt f l l i r c a -  

tion is given hy 

where ,u = cos 8 and 
K = poJ2,/p2 . (28) 

This form of solution is suggested by the fact that there is no natural length-scale in the prohlcm, and K is thc solc 
dimensionless parameter that can be constructed. The situation is closely analogous to the classical roiintl jct pro- 
blem, for which a flow is generated by the application of a point force (or cquivalcntly a point source of monr~~ntiini) 
on a plane boundary. Tn the present context, the force is distributed rather than concentrated a t  a point,, bllt its 
radial depcnclence ( -  r3)  i s  just such as to bc in possihlc eqiiilihriiim with both thc incrtin forcc pit .  vvi and t h ~  
viscous force pV2u when u cc r - l ,  i.e. when y is given by (27). 

There is however a difficulty in pursuing this analogy that does not appear to  havc been fully npprccintrd. 
For, on the one hand, a streamfunction of the form (27) is associated with a definite flux of momentuni F, in  tht. 
direction of the axis of symmetry (see, for example, BATCHELOR 1967, 9 4.6). If g(p, k) is known, then integration 
of the associated momentum flux over any hemisphere r = R, 0 < n/2 ,  gives a definite relationship of thc form 

Po = 2np2G(K) (29) 
for some function G, and this value of F, must he interpreted as the equivalent point force at r = 0 which w i l l  
generate a jet flow having the same momentum flux as the flow given by (27). 

On the other hand, we can easily calculate the total force imparted to  the fluid in thc region r,, < r < I2 on 
the basis of (25), viz. 

(30) 

which diverges logarithmically as R/ro ---r co. Unless this divergence is conipensated by similar divergence in the 
suction exerted by the plane 8 = n/2 as R + 00, this implies an unhoundcd flux of momeiitiiin in the fluid as 
r 00. SOZOU did in fact find, hy integration of the non-linear ordinary differential equation for g(p, K ) ,  that singii- 
Iarities appeared on the axis p = 1 for large values of K (> 300). The above argument raises questions concerning 
the physical realisability of solutions of the form (27) for a n y  value of K.  

Thc most reasonable way to resolve this sort of difficulty is of course to  return to the problem of a finitc fliiid 
domain, and a t  the same time to replace the point electrode by an electrode of finite size. A step in this direction 
has been taken by Sozou & PICKERING (1976) who consider the effect of the force distribution (25) within a hemisphe- 
r icd  container r < R, 8 < n / 2 ,  and obtain steady streamline patterns by integrating the nonlinear equation for the 
stream-fiinction y ( r ,  6) numerically. There is still however in this situation a difficulty in thc overall nio~nentuni 
balance. The force Po given by (30) becomes infinite as ro + 0 for fixed R, and this infinite volume force imparted 
to the fluid must he imparted (by momentum conservation) to  the boundaries containing the fluid. The only point 
of the boundary a t  which this infinity can reasonably be accounted for is the point electrode itself; a t  this point, 
the hoiindary must exert an infinite suction, a situation that would inevitably lead to  local cavitation, and intrr- 
mittency in the resulting current passed to the liquid. Sozou & PICKERING actually suppose that the surface 0 = 7c/2 
is a free surface (as is appropriate in the technological applications mentioned above); but the assumption of a point 
source of current on the boundary must then inevitably lead to  a singularity in the surfacc defornintion a t  this 
point also. (This may equally hc appreciated in terms of the infinite magnetic prcssure a t  thc origin.) 

The alternative way to try to resolve the difficulty is to  accept that whcrc t h c  vtxlocity is large., ncglwt of its 
effect on thc inagnctic field distribution may no longer he tenahle. Allowance for field convection and tliffnsioii 
introduces one new physical parameter into the problem, viz. the magnetic diffusivity A. We now have the very 
curious situation of a problem defined in terms of t h r e e  dimensional parameters (,uo/e)1/2 J, Y and I all having the 
same dimensions (length)2 (time)-’, from which we still cannot construct a natnral length-scale. The current lincs 
n l n ~ t  thcrvfnre still he radial, so that instrad of (23) we can havr only 

(3  I ) 
for sontr fiinction / ( O )  satisfying 

A 

j -- ((.J/2nrz) /(0), O ,  0) 

j ’ f ( 8 )  sin 8 dB = 1 . nl2 
(32) 

0 
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An easy calculation now leads to the appropriate niodificatioii of (30) viz 
n12 

( 53) 

0 
A 

‘I‘hc only way that F0 can remain finite as R/ro 4 co is if 
n/ 2 

J f ( 0 )  cos 0 sin 8 d8 = 0 .  ( n l )  
0 

I’his can be satisfied (in conjunction with (32)) only if f ( 0 )  is  negat ive for sonic vnliir~ of 0 in the rnngr 0 < 0 .< ~ / 2 .  
For csamplr, the fiinction 

= 6 cos 8 - 4 (35) 
satisfies both (32) and (34). Indications of reversed current flow have in fact been found in numerical coinputation 
incorpofating induction (or ‘field sweeping’) effects by SOZOU & ENGLISH (1972), but the extent and intensity of 
the reversed current does not appear sufficient for satisfaction of the condition (34). The possibility of current re- 
versal was also noted by SHERCLIFF [15]. 

It m u s t  be concluded that, in spite of the conceptual simplicity of the idealised problem as posed by SIIER- 
CLIFF, the solutions that have so far been proposed have internal inconsistencies that have yet to  be fully resolved. 
It should perhaps be noted, moreover, that even if the laminar problem were fully understood, the flow is very 
likely t o  he iinstshlc when K exceeds some critical value, and IL tiirbiilent state is then the most likely oiitcomc.. 
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R. NTCRET, 

Intervall-Mathematik 

Eines der wesentlichen Ziele der Intervall-Mathematik ist es, allgemeine Nengen durch Intervnlle einzuschranken. 
Die betrachteten Mengen sind dabei i. a. nicht explizit bekannt, es handelt sich meistens um LdsungsmPngen von: 
I~ixpiinktgleichungen, Differentialgleichungen, Integralgleichungen, ... . Es werden IntervaEZe verwendrt, wcil es 
sich tlabei urn eine besonders einfach beschreibbare, 2-parametrige Schnr von speziellen Mengen handelt. Eei dieser 
Ueschaftigung treten die verschiedensten Probleme auf aus : Arithmetik, Analysis, Topologie, Algebra, Nnmerik, 
etc. ; ihre Gesamthcit ist in der Tntervall-Mathematik enthalten. Der Vortrag berichtet uber einige dieser EntwicIi- 
Iiingen. 

Die Intervall-Mnthematik existiert seit iiber 10 Jahren. Risher ist sie jedoch immrr noch ein ,,VeiI&en, &S 

~ I I I  Verborgenen bluht". Zum Beispiel gibt es bis heute nur zwei Bucher uber dieses Gebiet, die Rucher von R. E. 
MOORE (1966) und (1969) und ALEPELD und HERZBERGER (1974). D?e Methoden und Ergebnisse der lntervall- 
Mathematik sind bis jetzt nur in ganz wenige andere Bucher eingedrungen, man vgl. etwa HENRICr (1974). Bis jetzt 
fanden - neben vielen lokalen Tagungen (meistens in Oberwolfach) - zwei internationale Kongresse statt, namlich 
1968 in Oxford (siehe die Proceedings von HANSEN (1969)) und 1975 in Karlsruhe (siehe die Proceedings von NICKEL 
( 1  975 a)). 

lch bin dcm Vorstand der GAMM und der ortlichen Tagungsleitiing auBerordentlich dankbar dxfiir, dn13 ich 
hier in Kopenhagen die Moglichkeit habe, erstnialig vor der GAMM einen zusammenfassenden Bericht uber diesc 
neue Disziplin zu geben. Selbstverstandlich ist es nicht moglich, innerhalb von einer Stunde den Inhalt von iiher 
zehnjahriger Arbeit von vielen Mathematikern und von uber 700 Publikationen vollstandig darzustellen (eine 
Literaturiihersicht wurde von BIERBAUM (1976) erstellt). Ich werde theoretische Aspekte weitgehend vernach- 
Iassigcn und mich - entsprechend der Zielsetzung der GAMM - hauptsachlich auf Aspekte der AnwendungeiL 
und der Numerik beschranken. 

Vor fast genau 200 Jahren, arn 30. April 1777, wnrde CARL FRIEDRICH GAUSS geboren, einer der grooten Mathe- 
matiker und Angewandten Mathematiker. Es scheint mir daher angemessen, die Methoden und Ergebnissc der 
Intervall-Mathematik auch an mathematischen Problemen zii erlautern, mit dcnen sich schon GAUSS befn rite. 

I. Grundlagen 
1. Reelle Intervalla 

Ober Jahrhunderte hinweg galten bei Mathematikern die ,,imaginiiren" und die ,,komplexen" Zahlen nicht als 
wirkliche ,,Zahlen". Erst mit GAUSS und der ,,GAussschen Zahlenebene" wurden die komplexen Zahlen voll aner- 
lrannt. Ich miichte den Aufbau der reellen Intervalle und dcr reellen Intervall-Funktionen in Anxlogie zur GAUSS- 
when Xahlenrhene iind ziim Aiifbaii der Funktionentheorie bringen nnd dnmit (hoffcntlich) vrrdriitlichrn. 

Reel le  Tnte rvn l l r  I QW 
K o m p l e x e  Znhlen 
c 

1) n rs t cllii n g 
z = x f- i y ,  
111 = q.6 -/- iv . 

W s X H U ~ X A V ~ y  

(komponentenweise). 

A ri  t,h met i k 

I.r/ $/,//I : - { . r  +!/ 1 . I  E [.,.I, !/ F I , / / / )  . I / 
bckannt. 

I)io nrithmetiwhcii Operat ionen sintl 

IC r w t h  i t ( 3  r I I tI  g c 1 1  

aus dem Reellen. Sie werden durch endlich viele reelle Verkniipfungen erzeugt, sind also programin icr b n r .  
C ist ein Korper. O(R) ist kein Kcrper, keine additive oder 

multiplikative Griippe, es gilt nicht (1ixs 
J ~ i . ~ t r i h i r t i a g ~ s ~ t ~ .  
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Eine rationale Funktion 

0 # Ncnner . I 0 d [Nenncr] . 
Sie ist cine Erweiterung der eugehijrigen reellen rationalen Funktion f :  R ---f R, d. h. 

P(z + i * 0) = f(z) . I P[x,  21 = f ( x )  * 

Met I' i k 
Iw, 212 := (u - 2 ) s  + (v - y)Z I 

I 

I 

I[xlt b l l  := n1ax ( I ?  - - Yl,  1 %  - ,GI) 
daniit lassen sich Stetigkeit, Konvcrgenz, etc. definieren, nnd es liil3t sich Analysis  trrihrn. 

Zinc rationale Funktion 
P : c --+ c 

holonrorph, d. h. 
beliebig oft differenzierbar. 

holomorphen Fi ink t ion~n.  I inklusion sisotonen Fii72 ktionen. 

P : I(@) --a I (R)  
ist 

inklu,sion.sicoton, d. 11. 

PI G IvJ 3 Fly1 C Fly1 . 
Man betrachtet daher die lllenge aller 

Die graphische Darstellnng ciner intervallwertigen Funktion E' nlit recllcm Argninent (8': R -+ O(R)) 1st 
ein Funktions-,,Schlauch(' (siehe Bild 2). Eine Funktion F :  D(W) --+ l (R)  laflt sich (wie im Komplrxen) nicht 
mehr SO einfach graphisch interpretieren. 

Von reellen Intervallen kann man iibergehen zu Intervall-Vektoren und Intervall-Matrizen ; sowie allgemeiner 
zu Intervallcn iiber halbgeordneten Raumen. Beispicle dafiir sind Funktionsintervalle (siehe Bild 3) und Intervallc 
von Operatoren. Die Intervallrechnung iiber Verhiinden liefert ohne weitere Voranssetzungen allgrmeine Fix- 
Tntervall-Satze, inan vgl. etwa NICKEL (1975b). 

I X 

J. 2. Anwcnili~n~ctt 
1.2.1. Sr l i rnnkr i i  

ICq svi B iitl~liisioiisisot,~)Il~~ I ritc.l.vnlIt.l.wc,ilci.iriig Z I I  1. I)nnn gilt fiir dic Bildnicngo t l w  Piiiiktion 1 nuf ile~u Tntcrvnll 
[XI : 

{f(4 I 2 E [XI> c FPI * 

Dirsc.1~ bloBes ,,Ausrechnen" von F[x] erhiilt man also Schranken fiir den Bildbereich. Ohne weitere Informationen 
(x. TL T,TPscHrl.z-~~onstantc 0. 5.) IiiBt sirh diesea Prohlem ,,rein rcell" n ich  t 16sen. 



1.2.2. N u in e r i s c h e Q II a (1 r a t 1 1  r 

ZII vinrr gegehenen integrierhitren Funktion f :  111, + W sol1 
b 

.1' : = j" f ( t )  dt 
a 

cinschlieDlich Schranken naheriingsweisr hestinimt werden. 
Man zerlegt [a, h ]  dnrch 

n : - to < t ,  ./ ... < t ,  := b , h, := t ,  - t , - l  fiir i = l(1) 72 . 
1st d n n n  F rinc inkliisionsisotonr Tntc.rvall-~rwcitrriing zii f ,  dann gilt 

n 

2 = 1  
x E [XI := 2 h,F[a,] 

(Approximation durch RTEMANNsche Unter- und Ohersuminen). 
1st F ziisiitzlich noch stetig, dann ergibt sich fur max (h,) --* 0 sogar Konvcrgenz; nllcrdings niir lincnrc 

i = l ( I ) ? Z  
Konvergenz. Die Bedeutung dieser Forrnel liegt trotz dieses Nachteils darin, dafi keinerlei weitcren Inforiiiittioncn 
(wit. rtwa T,IPscHITZ-Schranken, Ableitungs-Schranken, Holomorphie-Aussagen, ...) erforderlich sind. Sclbstver- 
stiindlirh giht PS auch aufwendigere Verfahren von beliebig hoher Ordniing. In  dieseni Fallr sind jedorh hiihert. An- 
fordernngen an die Funktion f ( t )  zu stellen. 

1.2.3. L1 PSCHITZ - R e d j n g ii n g 
Giht es ziir Ableitung f' drr Funktion f : [a, h ]  -+ R eine :iiilrliisionsisotone Intervall-Erwciteriing F ' :  110, 61 --+ l ( R ) ,  
dann gcniigt f der Intwvall-Lipschitz-Bedingung 

( 1 )  f ( i )  - f(y) E [m] (x - y) fur alle x, y E [a, 61 . 
1)ns LTPscmTz-Interval1 [m] ist dabei be rechenba r  durch [m] := $"[a, b]. 

1.2.4. I n t e r  va l l  -NEWTON -Vcrf  a hren  
Die Funktion f E C[a, b] besitze einc Nullstellc 2 E [a ,  bl und gcniigc cinw ~ n t e r v n l ~ - ~ ~ T P s c r i r ~ z - ~ ~ ~ ~ i r ~ g i ~ r r ~  ( I )  irrit 
[ml 3 0. Dann ist das Intervall-NEWTON-Verfahren 

I 1' ~ 0, I ,  ... 
1 . r ~  : = ra, h i  , 
r p  E /.r,,] hrlichig , 

1 rv  I I I : IIl.yl n (sY - &.)/I 174 1) j 
stets konvergent gegen 5, d. h. es gilt (im Sinne der Intervall-Metrik) 

x v - + x .  
h A s E Ex,] --+ 2 ,  

13iltl 4 veranschaulicht diese Forrneln, die Punktion f ( i )  rind dainit die Nullstc4c~ 2 ist nach ( I  ) ,,c.in8c~fi~irgc.ir" 
in  tlcm schraffierten Bereich (dcr nur oherhalb der x-Achse gezeichnet ist). 

Man beachte, da13 in jcdem Schritt g le ichze i t ig  r e e k  GriiBm zv, f(x,,) i i n d  Intervnlle [ .v , ] ,  [m I hrniitzt wvr- 
dcn. Dies ist typisch fur die meisten Intervall-Verfahren. 

Ein entsprechender reeller Satz existiert ohne zusatzliche Annahinen bckanntlich nicht ! Allpin wtgm dicws 
sprktnkuliircn Sntzes ,,lohnt" sich die Erfindung der Intervall-Arithmetik und -Analysis. 

Xiir ,,Grschichte" dimes Verfahrens vergleiche man etwa R. E. MOORE (1866) otlcr (1869) (wn die. glo1)iilv 
Konvergenz noch nicht bekannt war) und NICKEL (1968), (1 969). Man lcann, wie iihlich, linter passenclcn Voriiris- 
srtzungcn an f nnd/odrr passender Ahandernng des Verfahrens ii herlinenre hzw. quadmtische Konvcrgriiz nach- 
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weiscn. I n  den vergangenen Jahren wurden viele Variationen dazu angegeben, man vergleiche etwa KRAWCZ Y u 
(1969) sowie ALEFELD und HERZBERGER (1974). Weiter la8t sich - im Gegensatz Zuni Reellen - aiich der 1";~ll 
0 E [ ~ n l  behandeln (siche KRAWCZYK (1969) und andere) und damit sogar Pine Method? ziir Bercchnung n l l e r  
Nullstellen von f in dem Interval1 [a, b]  erzeugen, siehc BARTH (1972n). 

Rci dcr Ubertragnng auf (nichtlineare) Gleichungssysteme geht i .  a. die Eigenschnft der glohnlcm T<onvergcnz 
vrrloren (cine hinreichende Bedingung dafiir wurde von ALEPELD iind HERZBERGER (1970) angegehvn). Jcdoch 
hleiben Lds,ngseinschlieBung und lokale (iiberlineare nnd/oder quadratische) Konvergenz erhalten. Man vcrgleiche 
dnzn NTcKEr, (1971), ALEBELD iind HERZBERGER (1974). 

1. 3. (ic!r.iindctr rwllc In1,twtiIlc 
1.3.1. X n h 1 on1 ii n gt: 

13t~k:~nnt.lic*11 war Q A r r s s  ein sehr eifriger, dahei aher cin sehr sorgfaltiger Rechner. Von i h m  stnmmt der Aiisspriich, 
dit f l  man die Giite cines menschlichen Rechners daran feststellen kiinne, wieviele iiberfliissige Schutzstelleri er w&h- 
rend der Rechnung mitfuhre. Die Verwendung der elektronischen Rechenautomaten hat die Frage nach der Genauig- 
keit einer Rechnirng erheblich' verandert. Wir sind gezwungen, rnit fester Wort'lange, also fester Ziffernzahl unserer 
Ergc,bnisse zu rechnen und konnen wahrend des Ahlaufs dcr Rechnung die Anzahl der Schutzstellen niclif .  
die praktischcn Gegehenheiten anpassen. Mwi versiicht diese Schwierigkeit zii iiherwinden, indem man ,,hinreic:hend 
vielc" Schutzstellen mitfiihrt, aher was ist ,,hinreichend viele" ? Die Benutznng der gerundeten IntervaZl-Arithm,etiL 
hilft iins hei dieser Schwierigkeit. Dahei werden reelle Zahlen zu  (kleinen) Iritervallen aus Maschinenzahlen ver- 
grijhert, diese Intervalle nach den Gesetzen tIer Intervall-Arithmetik niiteinander verkniipft und die Ergelbnissc 
wiedcr nach nullen gerundet. T h s  Ergehnis ist ,,cxakt", d. h. es cnthalt den wahren (im allgemcinen iinhekannt,cn) 
Wcrt. In ungunstigen Fallen, wenn eine Alrkumulierung von Rundungsfchlern miftritt, konnen allerdings die. er- 
zielten Schrnnlten recht pessimistisch sein. 

Es lasscn sich hinreichende Bedingungen dafiir angehen, wann die Intervall-Abbildung optimal ist (dafiir 
wiirde dcr Terminus ,,schrankentreu" gepragt). Es kann jedoch nicht erwartet werden, dafi diese Bedingungeii fiir 
jtde Pnnkt~ion erfiillt w id .  Beispiele fiir beide Verhaltensweisen, d. h. Schrankcntreuc iind ,,h'icht-Optimnlitfat" 
wcrden in1 folgcnden wiederholt angegehen werden. 

Es sei 1 die ,,ZahlenlLrige", d. h. die Anzahl der Ziffern der Mantisse des Computers (gleichzeitig sci dafiir 
gesorgt, daR die Schranken des Exponenten fiir I - co ,,passend" gegen co gehen). Dnnn wird fiir das folgmde 
angenornmen, daW jeder reellen Zahl x eine ,,zugehiirige" reell gerundete I-ziffrige Zahl Z ( I )  und ein gerundetes 
~lntcrvall [ X ( I ) l  zugeordnet wid .  Weiter sol1 gelten, dafi : 

n:, ? ( I )  E [.?(1)1 , l im ? ( 1 )  = ,r , liin [ ? ( l ) ]  - 7 ( 2 )  
1 fi*7 l+W 

ist. Hei dcr arithmetischen Verkniipfiing von Intervallen niif dern Coinpiitcr werde stcts ,,nach auOcn" g ~ ~ i i ~ i d e t  
irnd fiir die Resultate der Verkniipfring gelte wieder (2). 1st dnnn f ( z )  eine rationale Fnnktion, ft(Z(Z)) die zugehiirigc 
reelle Computerapproximation irnd $,[i%(Z)] eine entsprechende C/'omputer-Tntervall-Approximntion, dann gilt 
tlnrch Rekiirsion fiir alle x: 

f 2 ( ~ ( ~ ) )  E FJF(z)~ unr i  lim Flpiq)l = / ( ; I : )  , 
I - r w  

Ai i f  diesc Weise lasscn sich etwa die Verfahren dcr Nnrnmer 2 auf den Clomp~tcr iibertragen, ohnr ~ R K  dir Srhnlri- 
ltrn-.Eigenschaft vcrloren geht. Aiifierdem werden die Ergebnisse fiir I 3 o ,,heliehig genn~l". 

i 3 . 2 .  T n t c r  vn 1 1  - P r og  ra  ni n i  i e r  - 8 p r n  ch e n 
Schori sehr friih wiirden die o l m  geschilderten ldeen criner gerundctcn Tntervall-Aritliilletil~ tlrirch dic Definition 
ciner allgemcinen Conzputersprache realisiert. Es  ist dies die Erweiterung von ALGOL 60 zu Triplex-ALGOI, 60, 
siehe WIPPERMANN et al. (1968). Es wurden mehrere c~ornpi~er erstelk, davon allein 3 in Karlsriihe (WIPpERkrA" 
( I967), ~JROCKHAUS ct a1. (1969), ROTHMAIER (1974)). Eine Sprache Interval-FORTRAN ist i n  Vorhereitirng (hfarli- 
sc.)n/\.Visc., USA) cin lJNIVAC 1108-Compiler jn Erprohung (BOHMER iind JACKSON (1977)). 

Der grollle Vorteil dicser Sprachen ist, da8 die Beriicksichtigung der Rundnngsfehler v o l l n ~ r  to  111 n t i s c  h 
durch den Computer vorgenommen wird und keinerlei Anstrengung tlurch den menschlichen Ben iitzer crfordnrt, ! 
Xwci cinfnchr :Heispi& werden in 3.5. irnd 6.1 nngegehen. 

T.3.3. I,ogik tlcr I ' rogrnnim icririrg 

Einc wciterc wichtigc Anwendung der Trtt,ervnll-M:Ithematik fintlcn wir in dcr TIogik dcr Progra.~n 111 i c r  i i  rig. 
Ein wesentlicher Bestandteil jedcs Programms sind Entscheidungen, die 211 Verzweigungen ties Progrnninis fiihren. 
Theoretisclz genugt es dabei, sich auf eine Ja-Nein-Entscheidung zu beschdnken. Dieses entspricht cinrr zweiwerti- 
gen Logik (tcrtinm non datnr). Bei der praktischen Berechnung jedoch Bind Fehlentscheidungen zii befiirchten. 
Sic: Iroininen von den unvermeidlichen (Daten-, Rundnngs-, ...) Fehlern. Um gnrantierte Entscheidungcn treffen 
ZII kiinnon, ist dahcr eine dreiwertige Logik crforderlich (wahr, fnlsch, un1)cstitnmbar). Mclireibt man Progrnniinc: 
i n  t l  iesw Art, so knnn man garantieren, dafi trotz der unvermeidlichen Ungenanigkeiten gensu diejenigen Wego 
iin Striikt'rirdiagrantm durchlaiifen werden, die theoretisch gewiinscht werden. Man vergleiche dazu Bild 5. 

Ein  krasses, wenn anch konstruiertes, Beispiel ist in Bild 6 wiedergegeben. Der dort definierte Funktionswert 
hat, t'heoretisch den Wert 0. Rei endlicher Xahlenlange innerhalb des Computers erhalt man, falls hei der Division 
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l 'heorie Prcrxis 

~ .1 ~~ i Berechne x 1 
~ 1 

I Berechne z i 
I I 

xso -1 x > o  x 5 0 i s t  -1 x > ~ i s t  
- (  -%? )-. --+ 

garantiert - garanticrt ' - (  x? )-- ' 

uncntsiheidbar 
oh z 5 0 oder x > 0 

I 
1 

Bild 5. LogiscBc E~itschciili~ngc~i 

1 falls 1 - (1/3) . 3 > 0, 
0 sonst. 

Zu berechnen: x := 

Theorie : 1 - (1/3) * 3 = 0 $ 0 

+ / x = o i  
Gerundetes Rechnen (abgerundet) : 

1 - (1/3) * 3 = 1 - (0.33 ... 3) . 3 
= 1 - 0.99 ... 9 
= 0.00 ... 01 > 0 

=3 ; = I 1  
~~~ 

Infcrt~nll- Rechnvung (gerundet) : 
1 - (  1 / 3 ) * 3 = 1 - [ 0 . 3  ... 3, 0.3 ... 341.3 

= 1 - [0.9 ... 9, 1.0 ... 021 
= [- 0.0 ... 02, -1 0.0 ... 011 0 0 

3 I C E ]  = oi 
llilil 0. Numeriuehe Iionvergeriz 

ahgeruiidet wird, stets den Wert 1, und zwar fur beliebige Ziffernanxahlen innerhalb der Maschine ! Verwendet man 
dagegen fur die Zwischenergebnisse Intervall-Arithmetik (obwohl das Ergebnis eine ganze Zahl sein soll), so erhalt 
man stets das richtige Ergebnis O( !). 

Es ist moglich, dieses Ergebnis zu einer Methode und ZII einer Theorie zu verallgemeincrn. Tn Untersuchungm 
von RIBRBAUM (1975) wurde gezeigt, dab! jedes numerische endliehe Programm imtm Benutzung der Tntervall- 
Rrithmetik derart umgeschrieben werden kann, daR es ,,numerisch konvergiert". Damit soll ausgedruckt wcrden, 
daB asymptotisch rnit steigender Ziffernlange das gesuchte Ergebnis schlieljlich beliebig genau approximiert wird 
gemal3 folgender 

Def in i t i on  (numerische Konvergenz) : Das theoretische Ergebnis eines numerischen Algorithmiis sei x̂ . 
T)cr praktisch erzieltc reelle bzw. Intervall-Wert sei ; ( I )  bzw. [E(Z)] .  Der Algorithmus hciRt dnnn nnmerisch konver- 
gent, wenn 

lim Z(Z) = f bzw. lim [Z(Z)] = f . 
z+m I-PW 

l)io Ttitcrvall-Version cinrr rntionnlen Funktion ist offcnbar numcrisch konvergent. 

1.3.4. Abbrcch-Kr i t e r i en  
Die meisten (theorctischen) numerischen Verfahren fuhren niif eine iinendliche Iteration. Es ist oft nicht cinfach 
zu cntschcidcn, an wclcher Stelle diese Iteration abzubrechen ist. Die Verwendung der gerundeten Tntervdl- 
Rechnung fuhrt zu einem universell gultigen und leicht programmierbaren A b b r e c h kr i t e r i u m: 

E.9 sei 

Ma,n bentimml (gerundete) IntPrwiclZe L%,,(Z)] so, duj? 2 E [ZV(Z)], lim [?,,(Z)1 = [x,,] mit xv E [.r,,1, [.rv I 11 

:= Jim 2, xu berechnen. 
V + C O  

[.Y#,/ iind 
lim [x,] = x̂  ist. Dann i s t  n = n(Z) mit I + C o  

V + C O  

[%,-l(OI G [%)I fur y = O ( 1 )  n -- 1 9 I% d ) 1  9 [&lil)I 
ein opl imnler  Ahbreehindex,  und es gilt numerische Konvergenz, d.h. 

Iim [iT&,(Z)] = 2 . 
l + W  

Man vergleiche dazu NICKEL (1975~) .  

versal. 
.Die entsprechenden Satze fur reellc Abbrechkriterien sind vie1 speziellerer Art und hei wcxiteni nicht, so i i n i -  

1.3.5. 13 e isp ie l  : Nu meris  c he  D i f f e r e n t i a t i o n  
Zu Recht wird die numerische Differentiation einer Funktion f ( t )  als schwierig angesehen, die man am besten ver- 
meidet. Mit Hilfe der gerundeten Intervall-Arithnietik, dern oben definierten Abbrechkriterium und der Theorie 
der numerischen Konvergenz lassen sich jedoch beliebig genaue, numerisch stabile Algorithmen angeben. Der unten 
in Triplex-ALGOL 60 geschriebene Algorithmus benutzt die einfachste Methode der vorwarts genommenen Diffe- 
renzenquotienten zur Berechnung von 2 := f'(0). 1st f ( t )  stabil bei t = 0 und wird die zugehorige Intervall-Niiherung 
i?,: [0, 11 + I (R) mit I Ziffern berechnet, dnnn wird dannrh die Tntervall-Einschliehing ? E [ E ( l ) ]  mit Z/2 Ziffern 
hest'immt. 

N 11 m c r i s c h c I) iff e r e n t  i a t ion 
Gegeben: f E C2L0, 11, [u] mit f " ( t )  E 21243 fur 0 5 t 5 1. Die Funktion f ( t )  soll durch eine triplex procedure f 

Ergebnis : Der Aufruf des Unterprogramms f prime ( f ,  u) erzeugt ein optimales Intervall, das f ' (0) enthalt. 
Metho& : Vorwartsgenominener Differenzenqi~otient~. 

-~ 
abrufbar sein. 

~ 
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I' r og  r a  iii 111 : 
triplex procediire f priiiie ( f ,  u )  : _ _ _  

value u ;  
triplex u ;  
triplex procedure f ;  

- 
- .__ 

. .__- - 

hegin real h ;  
tr$csx th, .r, t o l d ,  /o;  
. 

h := I ;  
j o  :r= f ( 0 ) ;  
IL' := f ( 1 )  - f (0 )  - 'u; 

l i 1 I M ; l  : h : =- h/2;  
if h = 0 then goto fin; 
t h  := conipose (h, lL,  h ) ;  
.rY)ll.l :-~: ;c; 
:I. : itilsut (.cold, (I(//,) fo)/t'li .- I t i  ;.: ,/i); 

il' .L' /~ , tx)ltl  tlicii goto 1t1,l~~l; 

__ __ 

-- _ _ _ _  
f i l l :  / ptitiic :--- :L' 

e11d ; 
Zu dicsciri Prograiu w i d :  ein Unterprogramin intsct (2, y) Leniitigt, das den Uurchschnitt .c n y xwoier 

1 titcrvallc .r und y i r i i t  gemeiiisariieri l'unkten liefert. Einc inoglichc Rea l i s io rung  ist: 
triples j ~ r o ~ d t i ~ - c :  ititsct, (.r, y); ____ 

VtLlII(' ,r,  !/, _- - 
triplex .c, y; 
begin real t ~ ,  6, c ,  (1; 

c :- inf (.x); 
tl : - inf (y) ; 
(8 : - if c > d tlicii c else (1; 
t: := sup ( A ) ;  

d := sup (y); 
7, := if c > d then d elsu c ;  
intsct-= compose (a, (a + 6)/2, b)  

~- 
__ __ 

- _ _  __ 

_ _ -  

end; 

ir. ~ t l  w e I l a u 1 g ~ I l  
11.4. Liiioaro Cloichungssysteme 
11.4.1. l i ec l le  Glcicl iui igssyr; te i i~~;  

I j i is  Sjstlrstii wcrdc gcsuhriebcti i n  dcr Gestalt 

Uer Einfachheit halber sei A -= (alk) eine n x n-Matrix niit det ( A )  + 0, wciter sei b = (bk ) .  
Die eindeutig bevtininite Losung sei 2. Das GAusssche Eliminations-Verfahren ist eine stuukweise (wegen dcr 

Pivotsuehe) rationale Funktion in den Daten a i k  und b,. Mit Hilfe der gerundeten Intervall-Arithmetik ist dainit 
ein zugehoriges lntervall-GAUSS-Verfahren sofort niiiglich. Auf einer I-ziffrigen Rechenniaschine laute das ltcsnltat 

I~~ igonscha f  t en  rles Intervall-C:au~-I~litr~inationa-Verf~cl~rens: 
a )  T r €  [ $ ( I ) ]  ( ~ ' e h l e r - E i ~ ~ s c h r : ~ r i b u r ~ ~ )  , 

= 6 . 

[WI = ([?k(4> W)l) .  

b) lini [Z(L)j = 2 (riumerische Konvergenz) . (4) 
I - tW 

u) Die Suche iiach eineni grouten Pivot (Spttlten-, Zeilen-, totale Pivot-Suchc) ist hier uberflussig, iiii Gegen- 

d) Dor Rechenaufwand (Anzahl der benotigten Operationen) ist genau gleich groll wie ini Reelleu. 
slttz zuiii Rcellen. Es geniigt, wenn die Null nicht in dein (Intervall-) Pivot enthalten ist! (WONGWISES (1975)) 

Nach te i l e  des Intervall-Gaup-Elirninations-Verfahrens: 
a) Es sei z(I) = (&(Z)) das reelle Coniputerergebnis des reellen GAuss-Verfahrens, 

112(1) $ 1 1  := l 1 l i lX  I&$) - .&I 
L = l ( l )  12 

i i t l ( 1  
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.. t kiondifionsznhl 

f>l(%('h v(bl* l l : l ,~kl l  1st l l l l ~ l ~ ~ ~ l ~ ~ l ~ ~ ~  VOll dcr ~ ~ ~ l l d l ~ l ~ ~ l l S ~ ~ l , ~ l ~  CY>lltl  (, 1 )  l lllti VOll elor ~ l ~ f t ~ l ~ l l ~ ! , l l ~ i ~ ~ l ~  I (b l (%ll ( ,  I ! I l ( i  7 )  1 1)1(, 

Ursaahc firr dieses iuighiistige Verhalteri liegt dariri, clali I ( W )  keiii Kdrper ist. Ihs Vcrlialtcu ( 5 )  1% i i r t l ( *  voii  \\'OM;- 
wisEs :web theoretisch begriindet, dabei wurde die WiLKiNscmsche Theorie heriiitzt. 

I)) Bci griificrcn Konditionszahlen cond ( A )  und grolkren Uleichurigssystcriicri 1st i f  ;t. kci 11 l'ivot-Elcil1cnt 
riiclir tLuffindbar, das die 0 r i icht  enthblt. D t ~ s  Verfahrcn bricht dann zusaiiiiiien (,,nuiiierisch sirigiilk" III 1$11(1 8 
riacli WONCWIYEY). Arich dieses iirierfreulic.he Vcrhultcri liil.lt sich thcoretisch vorhersagen i l r d  clii:Lrltitittiv 1)cLstatl- 
gc'n (siche WONCW~SES (1975)). 

Ziir Atigahe Lesserer Schraiiktm M. iirtlen i n  dcii Ictztcii zehn Jalirwi vic~lc vcrscliiudciic Vcrfitlircil : t ~ i g o g c ~ l ) ~ ~ .  
11lle w i t 1  1tc.rutiorisverfahren und besitzeii die gewunschten Eigerisehttftcri (3) ririd (4), d. h. sic lieferii niiiiicriscli 

liorivcrgcnte Sclirciiilicn. In allcn Pdllcii ist cine Naherrmgssberuchririiig cler lrivcrscri crforticrlich (N. 15. .  I III 1Lcvllcn 
gilt dies : L ~ S  eiri liunstfehler !). Marl verglciclic ctwa HANSBN (1966) und HANSEN-SMITH ( I  n67). I)iw r i a c 4 i  d c r l  r i i i i i i ( ' -  

risulieri Erfahrurigen wohl erfolgreichste Verfahren ist das voii KILAWCZ Y K  (1969). 1111 iiauhsten Biltl9 siiid typiwlic' 
Erfahrungen atis numerischen Experiinenten von WONC WISES aufgezeichnet. Das pessiriiistivchc Verhalten nach 
Gltich ung (5 )  ist jctzt verschwiinden. In1 Durchschnitt Rind etwa zwei Iterationsschritte erforderlicli, dtts 1,edeutct 
c t w ; ~  6-ninl i i i  cli I' Rc~liurioltc~~tioileti d s  i i r i  1tc:c.llc~ri. Als Aiisglvich fiir diemi grii8ercri Keuhelialifwarrd crhblt 

'02 t A 
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11.5. Approximation 
Die VOII GAUSS entwickelte Methode der kleinsten (Uefekt-) Quadrate bestand ihre k'eucrtaufe iiii Jalire 1801 iiiit 
der spektakularen Wiederentdeckung des verloren gegangenen Asteroiden Ceres. Die Ceres war i i ~ r  itber t' '1 nei I 

kleinen Bereich ihrer Wanderung beobachtet worden und verschwand dann hinter des Soniic. Es galt., aus dicscn 
wenigen MeBwerten die Konstanten ihrer KEPLER-Ellipse und damit ihre Bahn zu bestimmen. I n  den vergangenen 
fast zwei Jahrhunderten wurde die Approximationstheorie sehr stark weiterentwickelt und ist heute ein uiientbehr- 
liches Hilfsmittel der Mathematik. 

Geht man statt von MelJwerten von MeWintervallen ILUS, (siche Bild l l ) ,  CliLiiri k i t r i i ~  n ~ i t i i  i i t t  ltaliittcrt tlcr 
lntervall-Mathematik eine I n  t erval l -A ppr  ox i n  ia t ionsauf  ga  be  stellen: 

Gegeben  seien n MeRintervalle. Gegeben  sei weiterhin eine GesetzmaRigkeit fur die gesuchte Funktion :c(t) 
(etwa die Schar aller KEPLER-Ellipsen, -Parabeln und -Hyperbeln). Gesu c h t sind dann entweder Schranken 
fiir die Parameter der Losungsfamilie oder aber ein g a r a n t i e r t e r  Losungsstreifen (siehe Bild 12). Als durchnus 
(erwunschtes) Nebenergebnis  kann dabei moglicherweise eine Verbesserung der Meaintervalle erzielt werden 
(siehe Bild 12) ! 

Die bisher aufgestellten reellen Approximationsniethoden sind i. a. offensichtlich nicht geeignet, dicscs Pro- 
blem der Intcrvall-Approximation zu losen. I n  den letzten Jahren wurden spezielle Intervall-Approximations- 
Methoden entwickelt. Irri Gegensatz zuin ,,Reellen" sind wir jedoch noch weit von der vollstandigen Liisurtg tlicws 
I'roblcitis crrtfcrrtt. 

11. 6. 1 ) i i~erra l i iJ~ le i~~u i igru  
1 I .6.1. 13 c: i "I' i o I : L ) ~ s  111 it t 11 r Ill:L L 1 h c* It c t ' c l l t  cl el 

.Eiii groller 'l'eil der Angewandteri Mathematik besteht in cler liisrritg voit I~iffere~~t~elgleicllllrlgell itus hledt;tiiil,, 
Physik, Chemie, Biologie, Volkswirtschaft, usf. Icli rniichte die Anwendung der lntervall-Matheniatik bei der 
Liisung von Differentialgleichungen an einigen Beispielen erlautern : Beim mathematischen Pendel ist dic Liisung 
wohlbekannt und I a B t  sich durch elliptische Funktionen tind lntegrale darstellen (siehe Bild 13). Uic ditrirt i t l t f t r t b -  

P h  wingungsdauer 7 ! 

Ilild 13. hlatliematisclies I'eiidrl 



?c Ka gilt a, f c, 6, \ c uiid h' (sin 9 , / 2 )  = ~ 

2 . C '  
c = 0.500757 14507 ... 
K ( m / 4 )  = 2.80120608280 ... 

tcrtr1c:ii ljeidcn Koristanten 1 (Liinge des Pendelarms) und g (Gravitationsheschleunigung) sind jcdoch riictit esakt 
hekannt, sondcrri ge inessen .  Irii giinstigsten Fall lassen sie sich in Intervalle einschachteln. Die Auswirkung dieser 
17ngenauigkeit etwa auf die Schwingungsdauer llil3t sich sofort durch elementare Intcrvallnrithnietik berechnen. 
Man knnn zeigen, daW man drtiriit die optimalen Schranken erhalt. 

1):~s in der Schwirigungsdauer auftretcnde elliptische Integral crster GtLtturig l a D t  sich nicht geschlosscn durcli 
c~leitient~nrc Funlitionen darstellcri, i i iu  13 also durch cin passendes niiuierischcs Verfahren bereChllCt werden. J)iu 
\vohl giirist,igste Methode dafiir ist die GAussschc: Methode der gcometrisoh-arit,hiiietische~i Mittel (siche Bild 11). 
1)it:sc ?ulethode ist global quadratisch konvergent und liefcrt siniultan iintere und obere Schranken fiir den Wcrt, (leu 
c4iptinchen Integrals, inan vergleiche da8 Zahlenbeispiel in Bild 15. Es ist jedoch zii beachten, daD diese Method0 
Iteinc Kontraktion darstellt ; (lurch Rundungsfehler kann daher das Ergebnis ,,abwandern". Eine Rechiiuiig iriit 
Hilfc der gerundeten Intervall-Arithmetik verhindert diese Abwandcrung euvcrlasnig. Au Berdeiii erliilt iiian noel1 
gratis die Information, wmri die lteratiori am zweckmalJigsten abeiibrechcri ist, naiiilich dann, wciiri irifolgc dcr 
Runtlringsfehler keine Verhesserung iriehr stattfindet. Ein iiiogliches Progranirii in der modernen Yrogrrtriiiiiier- 
sl)rLLclic Triplex-ALGOL 60 ist iin folgenden dargestellt. 

LTSS s c I1 c s  V c r f u  11 I'C: 11 d c  I' g c o  111 e t r i s  c h - ii I' i t 11 111 c t i s c 11 c I I  M it t e l  
C ~ , ~ . g c ! l i c ; i i :  O .:: rc -:< b reell . 

,--.- 
,\ll:t ~IIJdl':  

t'riylcx j)~'occ:d~ii*c gauss  (u, 6);  

Nit  (1' :: r c c  a 6, 6' :- (LC I- 6 ) / 2  gilt LT'(u, b )  = C'(u', 6'). h . 1 1  itcrierf,, ]~is 11' -7 b' : c ist.. 
I J I'O g I'iL 111 I l l  : 

value u,  b ;  real u, b ;  
I~cgiri triplex tu, tb,  1 7 ,  "c, y, yncit; 
. -  _ -  

~ _. 

' / I  ::= L'olrl~"'S1: ( ( I ,  LL, ( 6 ) ;  

( '  .'- 
!/111.'11 ;= C ~ O l l l I J l ~ S ~ "  ( 1 6 ,  ( L ,  b ) ;  

~ ' l J l l l ~ i ~ ~ S ~  (11, 11, f l ) ;  

111111.1i~:: It/. :== /c :  10 :-- ( 1 ;  
- ~. 

!/ : - !/li~'ll : 
I( : - S I I I ' I  ( f ~ / .  '.: f 6 ) ;  
17 : (Irr. 1 -  t 6 ) / 2 ;  
! / i i i ' i i  :- i : o t ~ i ~ ~ o s t ~  ( i r i f  ( / I , ) ,  ( i i i f  ( 1 6 )  4- SIIJJ ( v ) ) / z ,  s i i j i  ( u ) ) ;  
i f  S I I ; I I I  ( ! /IICII)  <. . S ~ I I  (y) tl1t:rl poto ~ ~ ~ r t r l i c ;  
g;LIISs : - ~ ~  2 :: ILI.I:t';LII ( I ) / y  

__  

1!11(1 : 
. 

I I.(;.?. N I I  I I t c I' i s 1: 1 1  c 1,Us II I I  g v o  11 1) i f f c  r c n  1. i ;L I g I c i c l i  II 11 g I' i t  

I',itic:s tlcr ciilfuclistcii 1'roI)lcitic tler Nuii1c:rischeri Mutlieiiiatik ist die riiihcrlirigswuise LGsuiig des Alif"uRs\~c~,I~t'0- 
I J I C I I I S  Ijci ciriciii Systctii vori gcwijlii~liolie~i I)iffcrentinlgleicliii~igcri ( t iuf  Sondcrproblenic soJ1 riioht cirigqy1igc:rl 
\\crctcn, wic: c:t,wa :iuf stcifc Systcuie, Schrittwcit~ctistciic!riirig ...). M ~ I I  wiililt cinc k'olgc VOII ,,pss(~m1(;1i" S.c:Ilritt- 
uxAr:rr i t r i r l  ciiic iiiiitici hi: Mct,liode, wic ct \w 11t~s R u ~ ~ : E - l ~ u ~ ~ , ~ - V c r f i t I i r c i i .  I)ic tririzigc V O ~ ; L I I S S U ~ , Z I I I I ~  ; L I I  rlic 
i w h t c  Soitc dcr .Uifforciiti;llgleichurig ist d i i i ~ r i ,  c h 1 3  diesc l!'uiikt,ior1 t i i i i i  twis(di f i i r  jctlcri l'llnkt dcs lAGsu~igs~~i~i~iis 
licrcchcnbar sein soll. 

Wegen dieser (scheinbareii) Eirifachlieit wird oft iilcrscheii, dall drts zugehijrigc I'roblclrl dcr Felilersellr;L11- 
Jiw hcsti i t t  I I I  iirig aul3erordentlich schwierig ist ! Zwar Bind die zugrundeliegenden thcoretischen Satze aus dcr Throrie 
t lvr IJifferential-Un-Gleictiungeii schon seit langein bekannt (inan vgl. etwa das Bucli von W. WALTEM ( l ! ~ ) ) .  
Lhrc priiktisclie Realisierung ist jcdoch so koiiipliziert, da13 bis heutc praktisch noch keirie ,,rcellcn" Algoritliuieri 
ziir Fehlcrerfassiing bei l~ifferetitial~leichungcri existieren. Seltsaqerwcinc wertleri Intervall-Matheniatjkcr sct11' 
oft vorwrirfsvoll gefragt, warurn die Int,ervall-Matheniatik nicht in der Lage ware, ,,einfache" Algorithuen zur 
Iihiing dieses Probleins zur Verf iigung zu stellen. Gclegentlich wird dies sogar als cin ,,Beweis" dafiir angesehen, 
dall die  1ritcr.vaIl-Niirricrik riirht i,u der Lage sei, die wesentlichen Grundprohlcrlic zit lijsen. 
li ZAJIN, Ud. GS. 11. 6 



Ihbei ist ciiw eiitfiiche ~Sehr.ariIrcttcrf~Lssiiri~ sjohr leiclit nioglicli: Man bciiritzt die Miiglit.lil;cit, tier I I I I I I I ~ I  

Qlittdratur riac.11 Kapitel 2.2.  Uaiii it laat sic11 sofort das Verfahreri vori ~ ' I C A H u - ~ a N n E L i i F  i~ls Ir i t crva l l -~ t~r f~LI ir~~t l  
fortiiulieren. Es jst wichtig dxrauf hirizuweiscii, tiall die eiiifachstc Versioii tlicses Verfahrens garxiitierte Sc.liranIicli 
licfert, o h n e  da8 fiir die rechtc Seitc tler T)ifferentialgleichulla nichr als die Existenz (3iner jiikliisiotisisotoric.ti 
Intervallerweiterring vorausgesetzt wird ! Allerdings ist mit dieser Einfachhcit nur lineare Kotivergt~nz vpr]<iilipft. 
- 

M i t  hijhereiii Aufwand lassen sieh beliebig gcnuua 1ntcrv:tll-Algorithrtieri aiigebeii. Eiil besotiders spcktttliti- 
Ibres Verfnhren ist das von MARCOWITZ (1'375). Spatestens nxch deni Erscheinen dieser Arbeit sind die oberi erwghti- 
ten Vorwiirfe gegcristandslos gewordcn. I n  seiner Arbeit hat  Herr MAXCOWITZ seinen Rlgorithnlus a r l f  dtts I'roblclii 
des Wicdereintritts cines Raumflugkorpers in die Atniosphare angewandt. Dieses Probleni jst nicht ,,ausgcsr~clit" 
dcrtirt, tlaII dic Ergebnisse nioglichst giinstig werden. FFchleute sehen vielniehr an  den Vorzcichcri ( k r  E'iiiilctioiial- 
iiiatrizen, dalJ die rechtc Seite der Uifferentialgleichung ni  c h t quasi-isoton ist. Darnit sintl irngiinstige Pehlerver- 
hiiltnissc zii erwarten. Tatsachlich sind die bereclineten Fehlerschranken jedoch a~tWerordentlich giinst,ig. Uhcr 
weitc Rweiche dcr Zcitvariablen hinweg e r g c h i  sie sogar eine V e r b  e s s e r u n g  der urspriinglich berechrietc~r~ rcwlleti 
N&herringswerte. Airch ein Vcrglcich der Rechenzciteii zeigt, dalS die Schrankcnberechnnng riiir eitien 13rrichteil 
tler Berechriung der Naherungsldsung Itostct. (Allcrdings ist dieser R:~c:liverhalt daraiif zuriiclizrifulirci1, dall c's sic11 
Iilcr. t i i i i  oin Stuuerriiigsprobleiii hantielt). 

I& n iu  I.) jedocli nusdriicklich dsrau f hirigcw ieset i werdcn, da 1.i das von MAKCOW~TZ bcha ndel te I'rol )Ic I I I I I I  ~ C ~ I I  I 

SIIIIIC verei~ifaclit ist, dal.) die physika1is~:hcii lh tc t i  drircli reelle Zahleii crsetzt wurdcti. L)lc 1)cmx-liiictcii I?cl l l~ . -  
scIirarilicri gchen also allein dert Eiriflrr II dcr It I I  n d  uiigsfehlcr wieder. M a n  ist daiiiit sicher, ( l i t  II bei t:iiicr t~ocli- 
iili~ligeii L)nrclircchriung niit L)atcnin t e r v a l l e n  jedc Aafbliihurig dcr I~etilerscliratr~licri i ~ i i f  dic EingaiigstI;L t 011 

zirriickzufiihreri ist und nicht c t w a  nuf eine unzwccslini$Uig gcwlitiltc J titc:rv~tlI-iMethocle. (Mcincs \Visscns ist dlcr- 
dlrigs diese nochindigc Nachrechnung bislier I i o c t i  t i i d i t  erfolgt.) 

I h r i i t  kann das Yroblcin der Erfassurig tior Ri~ridiingsfel~ler bci dcr 1~crcclir11iiig voti .\iifatigswcl.t;triffi;'l)~t1 
1it . i  Systc i~~(v i  g:c~wolitilic.lior rwlle~r Uif ' fu~~c:t~t i ;~ l~fe i~ l~ i i~ ig:c~t i  i t t i  L'ritiml) i~ls crlcdigt gvltwi. 

Dasselbe gilt fiir ein entsprechendes Interval l -EuL~n-~:Au~~~y-Vcrfahren.  



111. :Iusl)lic.li 
11 1.7. Biiweiidharkeit dur I~ilcrv;lll-l)la~lic!lautik 

%iiriic:~ctilic~leerit~ auf die angegebcnen Beispiele lalit sich jct>zt die b'l'i~ge kJ~:Lllt~WOl't~li: ,, tn welt.tic~ri ucrcic.ll(;lL (lCbr 
.A rigewiititlt en Mathen tatik helfen u ns die Begriffe und Methotien der Interval I-MiLthet I tat8ik ?" 

I .  Die l t i tervsll-Matherii~~tik hilft uns, r e  h le r  irnter Kotitrollc ZLI halt.eri. ,,Fohlcr" sirld daGci: l)itt,(,ti-I~~,iiic'r,  
I);irstcllirii~s-Pehlcr, Ritndi~ngs-Fehler, Abbrech-Pchler, Vcrfahre~is-Fclilcr, ... . :Zlle diese vcrsc:IiictIcllcli y c b ] l l t 2 ~ -  

typcbii sincl jetzt diirch eirie e in  he i t l i c l ie  M e t h o d e  erfalibar gcworden. 
2 .  Uie L o g i k  d e r  P r o g r a i r i i n s t r u k t u r  wird gesichert oder sogar iilierli:Liipt erst ill Ortltiiitig gt~l)i~:ic~lit. 

I h s  gcschicht niit Hilfe einer dreiwertigen Logik init den 1ogisclit:ri \4'ettcti : (garantiert) r i c' 11 t i g , (gitrttttt ic5r. t)  

f :ilscli,  i i r ie r i t schc idbar  ob richtig oder falsch. 
3. l'rohlciiic der Angewaudtcn Matheniatik halwi f u r  gewCihnlich tiicht IIII~ cirlc citizigc l,ijsiiiig, sotitlcrii t : i i ic:  

gairzc: LijsiiIigsiiictigt: (verurstlcht durch L)ateiiutigenauigkeite~l, nlclirdciltigkeiteli, Stcuerungs~araiiietci. ct,c.). Die 
geniiiic Ges td t  clieser. Liisungsiiienge ist nieist (wenn iiberhaupt) nur auWcrordentlicli schwicrjg zu bestitiiiii1~ri. Uic 
I iit,cr~~iill-Mntlieiiiatili liefert iins in vielen Pallen auf einfachc Wcisc (oft optiniale) Scl~rur~kele fiir ( t ie  LosurLgt,.ttlc,t,vc. 

4. Die lntervnll-Matheniatik liefert uns viele neue n u n i e r i s c h e  V e r f a l i r e n ,  die nicht unbcdingt ,,ails (I~III 
Licclleii" ableitbar sind. Bei bekannten Verfahren wird haufig das Verhalten einfacher und/oder tlureIisic.Iitiger 
( 12cispielc : I titcrvid-N EwwN-Verfahren, ~r i terva~l-Einze~scl i r i t t -~cs~i i i ts~~l i r i t t -~~crfal i rer i ) .  

111.8. Vururleilc 
Scit, Uestclieii der lnt,ervall-Matlteti~at~iIc gilh es zwci V v r  i i r tc i le .  Sic? wurclen VOII Mnthcmatiker~i t : t , f i i t i t l L b t i ,  (Lie 
ein iiiitl suhlcohtc Erfahruiigen niit den Aiiwendungen der Intcrva11-Matlietii~l~i~ geinacht haben, oder dic &ll1Jf C ~ I I ,  

sie gctii:~clit eir hiLberi. In der Zwischcnzeit wurderi diese Votwteile dann ohne jede Priifung wcitergegctJell V O I I I  

Iristit,rit~slciter i i t i  t)ctit'cii rind die Stodcntoti. Es 11i~11~1elt sicli iiiii die IJcideii folgerlderi artgcblichcli ,,Pal;- 
t c~ l i * '  : 

't!,, t l%r: voiL rler Itrtc!r..utrll-il.l atlwm(itiX' !lc'bic!/i>r.l trx:rtlcri, s i i d  i t t i t thcr ui1.l Z I L  IN 
/ ) i t -  iiiiitic:ris(.tic b;rfiihruiig V ~ i i  ~)ut~zc~ i i t~e i i  VtJ l i  Mat,liuiuittil;oi~ti i ~ 1 1  Iliiridei~tt:n voti t'rotik!nicii zcigtc, t l ; ~ I j  ((iost. [ic- 
I i : i i i I l t  I I I I ~  Iiilsc'h isl,. I ti tlcr iil~t:rwicgcttcleii Zit111 c l u i *  lG,li(; lidt.rl clic l i i t ~ t ~ r ~ i ~ l l - M i i t ~ I i c ~ i i i i t t ~ i l ~  sclii. ,,giiitst8igc.' S~~~II.;III- 
l c t ; i i ,  sc~lir liiiiiiig siiicl sic, SO~:I I*  optiuiitl. 

I I I ciii igw i I t 'd  Ici I 1,rct'or I jc:tloc:li tiit,siir*li I ic:h pcssi itiist,isclic Iccli lcxse:lii~:i I I l i t b i i  :I ii f, ( l ie  A n w c b t  idlit ig ( I ~ s s  ( I  .I 1 I SS- 

sc.Iicvi I~~iiiiiitiiit~ioiisvc~rfi~lIrciis i L L i f  lincure C1lciuliiitigssystciiit: Iwi ~iiol~t-s~~ezicllcll Matrizeii ist c i i t i  I,csoritIw.s c*I,I;t- 
t8iiiit'cs (ciiitl iiiiiiligetieliiiiCs) Ucispicl clufiir. Sanitliche derartigcri 1)islioi- IduLnrit gcwortlciieii IWlc: Iiisscw sic.11 j ( ; c I o ( . I i  
i l l s  c:iiic ,, ti:iive" Ariwendurig der ltitcrvall-Mat'lieitiat'ik deuteti. h i  i i I I c b i i  d i c w r i  b'iillen gibt es ,,arigepallt,c" Mctliocle:ti, 
(lie ZLI ,,optiirialen" Fehlerschranlten fiihren. Selbstverst~andlicl1 gibt es vielt: Tntcrvall-Problenie, fiir (lit! his heiite 
cine ,,angepafJte" L6sungsiiiethode noch fehlt, wie etwa das Problem der Liisiing von lineareii G l e i c h ~ ~ i g s s ~ s t ~ i ~ ~ ~ ~ ~  
iiiit lnt'ervall-Matrizeti. I n  all diesen Fallen giht t:s jedoch auch licine einfache ,,reelle" I,os,i,igsirietliode. 

2 .  A l e  gangigen Intervallnaethoden S i n d  vie1 mu zeitawfroe?adig. Auch diese Behauptung wird nicht duroh (tie 
Erfahrung bestatigt. Insbesondere ist sie falsch fur  Intervall-Iterationsniethoden, die als Erweiterung einer reellen 
Itcratioiisiiiethode entstanden sind. Der Rechenaufwand pro Iterationsschritt durfte hierbei i. a. nicht groller scin 
:tls im Reellt:~i. Da iiian erheblich rriehr iiber den Fehlcr weifi, kaiin inan im allgenieitieri an einer friiheren iind giin- 
st igcrcn St,cllc die Iteration abbrechen. ErfalirutigsgeniSI1 laufcii dcshalh I t,crat'ioiis-lritctvall-Mctlioclcii i i i i  nl1gt:- 
i i i c i i i c : r i  s o g i ~ r  schnellcr ( !) als die cntsprcchcnden reellen It'eratioiieri. 

Dieses zweitc Voriirteil kotiinit vcrtiiutlic11 duller, dalJ bis licutu lJei fiisl ~ L J I C ! I I  licclic~iiiiiascliiii~~ti t l i c :  ; i r i I  I I -  
iiictischcii liit,ervalloperatioiien noch nicht hardwareiiiiillig verwirklicht sintl iind dalier durcli Software s i i i i ( i l i C v t  

\\orden iiiiissen. J e  nachdeni, wie ungiinstig die verdraht,eteri i~ritliiiictischcii Operatioilen cles Coiiipiitcrs siiid, 
lalifeti die (siniulicrten) Intervalloperationen bis zu inehrere Hundert ilia1 laiigsaincr ale die eiitsprechciidcii recllcii 
()1)c;r;ttioncbn. I)icser Nacht'eil hat jedoch iibcrhaupt iiichts iiiit der Iritervall-M~tt.hciii~~t~ik zit tun, soiidvrti tiiir itiit 
t Icr 'I'ittsache, clii II urisere heutigcw Computer a n  die Intcrvall-Aritliiiictili (1c~iklJiLr sclilcclit ibttgcljit IJt siritl. 

E t h u l m i  Sic tiiir daher an dieser Stelle eincii 

A ufruf  a n  d i e  C o i i i p u t e r h e r s t e l l c r :  
I3ittc sorgen Hie h i  alleri Ncuentwicklungeri von Coniputeni dafiir, tlaU die I rit,crv~tlloper,ztioiie~i Iiurtlwiii.ctii~i,IjiC: 
oliric Zeitverlust durchgefuhrt werden k6nnen. Die Kosteri tlafiir licgeri bei d e n  heutigeri Preison fur l tcc l ic l i~v~i~ l i ( :  
Imtw l'yo tier Gesanitsuiti tile eines GroSrechners. Bitte stcllen Sie deni Heriutzcr wciterhin eine paYsctide l'rograiii- 
iuiersprache zur Verfugung, wie etwa Triplex- ATAGOL 60 odcr Interval-FORTRAN oder dcrgleiclicn. - Dic liost C I ~  

tlcr r iach t r  Lgl ichen  Umriistung eines Computers sowoh1 IiardwareniLWig als such softwnreiiiiifiig sind - r i i ic ; l i  

~i~isertm Erf:ihru ngen in  ICarlsruhe - aulkrordentlich hoch. Niwhdein nunniehr die theoretischen GrundliLgeii v ~ r -  
handeri sind, hereitet es ,jedoch bei der Ncuplanung eines Computers iind des zugehorigen Systjems riur geringfiigige 
Mehrkost,en, die Iritervall-Arithnietik von Anfang an  niit einzuheziehen. 

Trotz nieiner Beteuerungen iiber die Vorteile der Intervall-Matheniatik rind der IntervaIl-A4nalysis wird es 
sicherlich tiocli geriiig ,,ungliubige Thoniasse" geben. Ihnen schlage ich einen T e s t  vor. Meine Verrnutung ist : 
Nictiiarid vori Ihnen kann die beiden oben angegebenen Prograninie (nuiiierische Differentiation iind elliptisches 
Int,egral) iiii ,,Reellen" einfacher progranimieren, als dies geschehen ist. Voraussetzung ist natiirlich, daR eiiie tier 
gaingigen Prograiii iiiiersprachen henutzt wird (wie ALGOL, SIMULA, FORTRAN, ...), dab die gleiche Methode 
verwenc1t:t wird (vorwartsgeiioiiiiiiencr Differenzenyuotient bzw. Methode der geoiiietriscli-aritliiiietischeii Mittt.1) 
rliicl dal i  ids Ergebnis garantierte Eelilersclirarilit~i erzeugt \vercleii. 
ti 



111. 9. l~~.weilt~ri~irgc~ir 

1 i i  iiieitiviii VortriIg habe ich an einigcn spcziellcti ausgcwihltcn Beispicleti ai ls  deri Anwenduiigcw gczcigt, \vie t i i I s  

dit, Ititc~rvt~11-Matheiiiatik bei typischcri A~iwe~idiirigsprobletiteti helfen kann. Das ist nioht weiter verwutitlerlicli, 
dvnn die Lntervall-Arithmetik und die Intervall-Analysis wurden urspriinglicli genau z u  diesel11 Zweck konzipiert. 
Sehr vie1 iiberraschender jedoch ist, da8 die Intervall-Mathematik sich heute immer niehr in Bereiche der ,,reinen" 
Matheinatik hineinfriflt. I n  den letzten Jahren ist der abstrakte, nichtnumerische Teil der Intervall-Mathematik 
iniiner starker in den Vordergrund getreten. Es handelt sich hier uni den auch sonst in der Matheinatik iihlicbhen 
Prozel!, der Vereinheitlichung und Ahstrahicrung. 

Zwei Ucisp ie le  dazu: 
1. Es gibt zwei Darstellungsniijglichkeitcn f i r  Intervalle, entweder in einem halbgcordnctcn ltauiii oder i i i  

cineni nietrischen Raum. I m  Zweidiniensionalen, also e tna  auf der GAussschen Zahlenebene (niit lioniponentrn- 
weiser Ordnungsrelation und der ublichen Metrik), werden diese beiden Intervall-Darstellungen zu Rechtecken bzw. 
Kreisen. Welche algebraischen Eigenschaften sind nun diesen beiden Darstelliingsforrrien (iind anderen) getneinsani ! 
Von OTTO MAYER (1968) und W. HAHN (1971) wiirde zur Beantwortuiig dieser Frage der yuusdineare Haiini cinge- 
fuhrt. Es handelt sich dahei uni einen linearen Raom, in dein jedoch das Distributivgesetz dcr Multiplikntion iuit 
Konstanten aus deni Grundkorper abgeschwacht ist. Man ltann zeigen, da13 die Raunie der beiden oben angcgcbencri 
lntervall-l)arstellulrlgen durch Rechtecke und Kreise solche yuasilinearen Riunie sind. Welter gilt in beidcri m c h  
die K iirzungsregel der Addition. 

Es  scheint so zu sein, als ob die Striiktur eines qiiasilinearen Rauiries niit liiirzungsrcgel (zuniintlcst) cine 
addqnatc algebraische Darstellung der Mengc von I ntcrvallen ist. Aus dieserii Griitide wcrdeii solche Rbiiiiic I I I I I I -  

iiiehr ,,~ritervall-Riuiiie" genannt. Einen aiisgezcichneten Oberblick iiber dieses und vide aridere Ergch tiissc dcr 
Intervall-Algebra findet inan in deni Artikel von RATSCHEK (1975). 

lnsbesonderc gilt die erfreuliche Tatsache, dal!, die (passend definiertcn) Intcrvallc uber eiritbiii 1 ntcrvall- 
K a u i i i  sclbst wicder einen Intervall-Raum bildcn. Man kurin auf diese Wcisc rckursiv aufsteigeii. Tliesc Schaclitclling 
roii I iitc.rv~tll-Raiiiiicri ist nicht niir thcorctisch intcrcssarit~, sondcrti - wic jcdoch niclit gcztigt \+crtlcii sol1 - 
a r i t * l i  \\ ic.litig fiir tlic Praxis. 

2 .  111 cincr soet~ert fcrtiggc~stcllloii ;tI)cr n o c h  iitivoroffeiitliclitoii Arbcit hat l lerr l i . - U .  J A I I N  (1977) tlic V O I I  

llcrrii KLA U A  etitwickclten ldeen eirier drciwertigen Logik auf die Intervall-Analysis und Iiitervall-To},ologic i ln -  

gc\+ atidt. The sehr g r o h  Anzahl ncuer Ergebnisse kann hicr noch riielit einnial referiert werden. Es scheiiit jedoch 
50 zii sein, clan die 13cnutzurig der dreiwertigen Logik einen vereinheitlichenden Faktor darstcllt. Durch die An- 
H ~wdiing dcr  ,,iihlicheri", d. h. in rler Analysis und  Topologic gcbriuchlichen Denl~schcniata H ird iuan danii ndiiilich 
zaang:hllirfig auf deri Begriff des lntcrvall-ltnunis urid des qu:dinearen Rauina gefuhrt. Die Begriffe der Stetigkeit, 
I)ifierenzierbarkeit, lntegrierburkeit von Intervall-Funktionen lassen sich jetzt ebenso folgerichtig niit Hilfe eirier 
ilreiwertigen Logik einfuhren und viele aridere Ergebnisse mehr. Ein kleiner ,,Leckerbissen" ist die Tatsache, dal!, 
die beidcn ohen angegebcnen Darstellurigen eines lntervalls niit Hilfc einer Halbordnung oder iiiit Hilfe einer Metrilc 
(xiiiiiiiiclcst 1111 t~itidiiiictisiori;blCll ltocllcn) niclits a i i d c w s  als xwci ziicirttLnder tliiide ~;~rstcll i ingcri  tlwsc4wii S d i -  
v c ~ ~ ] i : i ~ l ( ~ s  siiid. !htibch die J A J I N S C ~ I  Uhvi Icgurigcii wird tire r t ~ l l v  Aritlt itic:LiI~ uiitl Anitlysk isoiiioi.j)li u i i d  i,wiiie- 

t i  i d i  viiqpbt~tket i u  cliv l t i t ~ ~ r v ~ ~ l l - A r i t l i i i i ~ ~ t i l ~  uwl -AiiiLlyhih. 

ln clcn lctztcn Jahrcti I i i L t  es wt'h wc.itvi, gvzcsigt, (\all tlit* V e r I ~ ; i i i ~ I ~ t I i t ~ ~ i ~ i ~ ~  ( b i i i c ~  w t - b t ~ i t t l i t ~ l i i ~  l(ollt6 Iiir t l i c a  

liiterwill-A iialyhih bpiclt. .lllc~iii iintw tler Voriitissctziitig dctr I i i I i I i i s i o i i h i s o t o i i i ( ,  - xog;ii. i i l i t b r  vicsl ~ i l l ~ c ~ i i i ~ ~ i i i i ~ i ~ c ~ i i  

l t i i i i i i i v i i ,  cstwit iil)tAr I)cdiiigt voI lht tLt i i i ig (~ i i  \ ' ( b r l ) i L i i d ( * t i  I : ihsr~i i  xic-li I''i a11 II I I  l i t  h a (  z ( *  i i i  g i i~I \ (~r  L\llgciiit~itilii~it IIIIII 

Kin sclir iLllgenieirirr (allertiings ~ i i c ~ l t t l i o r i ~ t . r i i h t  ivcr) k'1\puiiLts:iiz 1st (4 M ~ L  t l v i  I - I ) I I  l i ~ . \ ~ i ~ i ~ t i - ' l ' , ~ t t ~ i ~ t  : / C c r t r ,  

h i ~ * l i  :iiicli i t 1  sehr dlgenieincr Wcihe koristriilcLi\~c~ Piai h i ,  die aiil dciii Ltcri~tiotisvcr1;iIir~~ii l ~ i -  
h i t w i i .  Es gibt sehr allgeincirie 1ii~irc:ic~lic~ticlc lh~ilitiptiigeii, iiiiter dotien das liitcrvall-ltct~utiotisvcrfntii~cti riiclit n i i r  

gvgcn cin Pixintervall, sondcrn sogitr gcgc~t cirien I~ixpiinkt kwvergicrt, der dariti dvr citizigc I'ixpuiil it  clci. gt'p'- 
henen l'rinktion ist. 1)icse E'ixiritervallsktzc sirid ziiiii Tcil Rcalisicrungcn odcr Erwcitcrriiigiw von 1)cIc:iiiiitikii rcr4cn 
k'ir-jJiIriktsiit~zeri, zum Teil sind sie jedoch unabhingig voiii Secllcri. Mali vergleiche dam etwa Nicuci, (1975 b). 

ICir i  k)esotidt.rs schones Ucispiel dafrir, dafl f u r  ItitcrviL11-Furiktionen nianchc Aiissagen cinfachcr, klarar uiid 
tliireh~iclitiger w c d m  ttls iui  Hcc4ler1, ist eiri Matz vori WHSKIKCIIEN (1976) : Picr r i n  b~Eiebigus ~ i k h ~ ~ i ~ t o i ~ r i ~ s  G'1c.i- 

ow-i tsotol i i~r i  Fuuiktionrr~ besfrhen soil, ist (bei glcichcn kbifangsk$ orteii) d t r  \ / $ ~ r r d -  
\c.luittuerfahre)L stets bpsser I lorrverprit icla dua Gcoccrrrtsr.firittvrrfalirei~. Ueitle VrrfalirerL korbueryierc~rr, w i h t  i i r t k r  ~ C I I L  

KinfluIJ VOYL ICu71dun!lsfehl~rrl, zu deniaelbeu E d w e r t .  
Bei der Intervall-Mathcinatik haben wir es 11 i c h  t iiiit einciri Gegeiisatz zur , ,u  bliclien" Mathciiiatilt zii tun, 

es handelt sich vielniehr uni einc Erweiterung. Heute sieht es noch gelegentlich so aus, als ob die Intcrvall-Matlie- 
iiiatik etwas ,,anderes ware" als die ,,iibliche" Matheinatik. Es ist nieine Verxuutung, daB dicscr Gcgensatz i t 1  10 
oder 20 Jahren verschwunden sein wird und daW dann die Definitionen, Methoden und Ergebnisse der I ntervidl- 
Matheiiiatik 111 die ,,ublichen" Bereiche der Matheiiiatik integricrt und von ilirieri absorhiert sein werden, ndtiilicli 
von : Funktionalanalyais, Logik, Nunierischer Matheriiatik, sowie selbstverstandlich auch von den Anwcmdutigen 
der Mathematik. 

I n  den letzten Z1iZ Jahrtausenden haben wir uns daraii gewiihnt, der Matheriiatik die folgeriden Attribute 
XlIZuordl lCI1:  

I l I j t  KI o l i ~ ~  l~ruulitl~arlit~it forii~irlitwvi. 

-1 (Illllltlestc~lrs) c ' i l l c , / r  f{'i.rp/"'k/. ICh l;lshcll 

$ e m ,  das ibihr au8 krkl  
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T I .  \PERNRI: 

Neuere Entwieklungen auf dem Gebiettt dcr nichtlinewen Splinefunktionen 

Nacli einer einleitenden Diskiission der Verallgemrinerong des Splinekonzepts und Definition drs Regriffw rc.giiliirrv 
Spline werden Anwendungen aiif die Interpolation, Approxiniat ion, Anfnngswertprobleiiie hei gewohnlichen T)iffc.- 
rentialgleichungen und nuinerische Integration betrachtet. Neben Verfahren iind theorctiscbhcn Oberlegiingen wirtl 
cine Fehleranalyse skizziert. Beispiele zeigen die C: iitr: drr Vrrfa1irc.n iin Vrrgleich zii Stantlarci-Metliodeti dci. 
prnktischen Mat heniatilr. 

R i nl ei t ling 

Tn tlieseni Vortrag sol1 drr Regriff ,,Splint" allgeinciner gcfnOt wrrdcn nls rs sonst in dcr Mchrzahl tlcr I'ithliltationcii 
iihlich ist. Als Npline werde eine Funktion bezeichnet, die stiickweise ails iiiehrparamrt,risehrn (in dcr ltcgcl ditroh 
gcschlossrne Darstellnngen gegehenen) Funktionen znsamincngcsetzt ist. An den ~~lrcrRi~r~Rsstc.ll(iri. : i i ~ v I i  K w o / ~ / i  
gorinnnt, 'sincl dic Rcstandteile glatt von gcgehrnrr Ordnring k initcinandcr verhcftct. 

Mrist tlicnrn Splines dnzii, cinr nnd(m srhlwht zit hanrlhabcntlc Piinktion gilt nnziintihcrn, c t tw ZIIIII Zn.ccl,c~ 
tlrr 1vic:htewn Bercrhniing i n  cinriii ~hii ipii trr .  I h h i  sol1 t t i i t  niiigliclist, wriiigrn O p w L t  i o n r n  ~ i i i t ~  spt.~~ifixit~rtc~ 
(:rnniiigk~it~ crreirht werden. 

fhlichcrweise hestchen die grschlosscncn 1)nrstrlliingcn i n  jcdrin rinzelncn Trilintrrvnll nits l in~nri i t r  K m i h  - 
ndionpn grwiswr Rnsisfiinktioncn, dic ihrerscits L'olynomc, rntionnlc Fnnlctioncn, Exponrnt ialfiiiikt iottiw o t l t ~  
:ihrilivhrs win diirfcn, wobci abcr niir die linenrcn Pnktoren nls Parainctcr gciindert w ~ r d c n .  

Es sollm hirr aiich nichtlineare ,4bhangigkriten zngrlasscw werden. Z I e l  dimes Vorgrhrns ist, iintc.r gcwliic4;trr 
A uanutzung bekannter E'igenschaften der anzunahernden Funktion oder der sie definierenden Cileichiingrii, 1)iffv- 
rrntinlgleichungen oder Punktionalgleichiingen mit wmigrn  Faranietern zii guten A pprozimcrtionrn zit  koiiinien. 

Dahei darf die Ermittlung der Werte der Paraineter u n d  ai ich die Aiiswertiing c l c t  Pnnktioncri, dic d m  Spliric. 
darstrllcn, nntiirlich nicht den Gewinn wettmnchrn, den man diirch die Vrrringrriing dcr Parnrnctrmnznhl rrzirlt 
hat. 

k:s sollcn ncbcn den ziigrundc licgcndcn lionzepten iind theoretischen Resiiltstcn praktisclic l'crfahrivi 
sltizzicrt und Anwcndungcn beschrichcn werden. Wir werdcn denicntsprecliend die Aufgaben dcr 

Interpolation - Approximation - Numerischen Integration - Anfangswertprohleine 
sowic die ziigchtirigen Frhlerahschatziingrn i rnd  ihrr ssymptotischrn Entwickliingcn streifcn. 

ltrinaw, SCKA BACK, SCHOMRERC:, SPATH nnd dcin ltcfcrtwtcii. 
Die einzelnen Baiisteine findet inan in den Arbeiten von ARNDT, I ~ A U M E T S T R R ,  RRAESS, M I ? I ) I C I < ~  & l i ( I r T r ,  1. 

Definitionen iinrl Hilfssaixe 

Betrachtet werden sollttn Funktionen in eincni Tn1 vrvnll T = 1.r , I - + ] .  Gtyylrrn scirn fvrnrr Zrrl(~giitig(w t l i c w . :  

Intervnlls, charakterisiert diirch ihre Knoten : 
x- = To < x1 < ... < r,,-1 < rm = r+ . 

h, = x, - , sei h = max I ? , .  
T)ns j-tc Tcilintcrvall I, = [ x ~ - ~ ,  s,I habc die riingc 

Es wcrden Fi~nktionenfamilien betrachtct, die in 1, wenigstcns k-mal, in der Rcgcl k + ?-inn1 strtig diffcrcn- 
zicrlrnr sind, 

7, E F(  I , )  1 

Kin nichtlinearer Spline hestcht dann ails cincr Frinlrtion I I ( T )  E C k ( l ) ,  dcrcn Rcstriktioncii nitf I ,  fiir j : I ,  

T y p i s c h e  'Rcispiele  Rind 

... , W L  zii ,7, gehijren. 

c 
,,spczielle rationnlc Funktionen" p ( x )  + -- (SCIIABACK, ARNDT, WERNER, SCHOMRERQ), 

,,spezielle Exponentialfunktionen" p ( x )  + c - ear, 
,,regiiliire Splinefunktionen" p ( x )  + t(r, c, d )  (i. w. SCITARACK). 
1)nlrtci ist p ( r )  jeweils ein Polynoni vom Grade k - 1. Es werden allgenieinrr aiich Splines dcr Forni 

r - a  

p ( r )  t a(1  + ;r y fcst odcr vnrinhcl, also Paranictcr, 

hct razu h t c t . 

Eigenschnftrn, die in der Dcfinition des regiilaren Splincs ihrcn Ansdriiclr gcfiinden hahcn. 
.Die hci der Bearbcitiing der erstcren Ucispiclc gcniachten Erfnhriingen f iihrten ziir .4hstraktion gcwisst.r 



.Eigenscliaften tler I)ifferenzciiqriotientcn siriri an dcr zitierteti Stelltt ziisniiiiiicingctmgen, vgl. niic*li PI)PO- 

I I  i l f ssa t ,z  I : S e i  ?~(z)  E Ck t2,  .und M ,  bezeichne die  k-te AIde i fprn !~  1)'u(;rj). I ) r i . r r / ~  p2k 
vrcxrr [I 41. J4;splizit erwiihnt sei 

/Ik( .co,  .ro, ... , XI) , r,, ... , X I )  I /  = ' * "0 + '. ''1 ~t /Z tiiit. /I ~~ o(l.t., ~ .rulz)  , i I , j  -~ /.. - 1 -  I . (:I) -- - (lc I -  I ) !  
1 1 

T h  B c w e i s  ergibt sich, indcin man das Interpol~.tionspolyiioti~ p I,rtjrnchtet, weluhrs in :rO uncl x1 mit u ( , t , )  
bis ziir i-ten bzw. ( j  - 1)-ten Ableitung iibereinstimmt, so dn13 U'((p(:r) - / / ( x ) )  : O() . r l  - ~ J k - f  2 - i )  gilt, / = 0, ..., X.. 
Fiir p ( r )  rechnet man die Formel elenientar aus. 

Unniit,telhare Konseqiienzen sind beispielsweise die Formrln 

R P(:xj-1, xj, r,) u + pLP(.r,, zg, Z j + l )  u = d2(sj-l, Y,, 2,j+1) u 

42(r,, X g ,  " ' j - 1 )  u + &(rj-1, 5 - 1 ,  2,) u = ( l L ' ( z j + l )  - u' ( . r j ) ) /h ,  . 

(4) 
nrits 1 1 h j / ( h ,  1 h j + l ) ,  ,u = I ~ j . ~ , / ( h ,  + h,j,.,), sowie 

r)io Fornicl (4) liifit Rich anf hijhere Differcnz~ncjiioticnten iihertragen nnd gcstattet es, einen bt>liel)igen k-tcn 
Differenzenquotienten, iiber Knoten als Stutzstellen genommen, als eine konvexe Kointiination solrhcr konfhrtit,c~r 
JXfferenzenquotienten zu schreiben, die nur je zwei benachbarte Knot'eii beniitzrn. 

Hilfssat 'z 2 :  S e i  u(x)  E C L [ x _ ,  z+]. Dann, gilt 
x--B 

/ly:rj", ... , Xj,) u(z) = 2' /!,,P(%,, ... , z j  , Id) n 

Z ( X )  := { Z " ,  ... , XN}  = {xjo, ... , xj,, Xj.+], ... , rj,+1, ... , "'j,-l, ... , q .  1, Xjl, ... , "'j,;} , 

j = o  

w i t  cI >_ 0, TC, = 1 ( e k e  konveze Linearkowhination) u,nd - -- \-,A -- 
i-mu1 k-llIUl k-lrlnl 

1 ~ m n  xj0 ,i-nml und zj, j-ma1 als konfluentes Argument a,uftritt. 
Die Koeffizienten c5 lassen sich wieder mit Hilfe der h, clar.rtellen. 
Der R e w e i s  ist fiir k = 1 cine triviale Identitiit: 

Fiir k > 1 wild ein Tnduktionstirweis gefiihrt. 



Mit  X = (xjo,  ... , zjk), dem Stutxstellpnvpktor des Differenzenpuofienten, acsoziieretl wir nls L( S) tlir rl~tz.n?17 

1)cr B s w e i s  w i d  durch Indnktion nnch L gtfiihrt. Tst h(X)  k 1 I ,  40 I ) r s t , c b l r t  di(\ rc.colit.; stc~lrc~n(l~* SIIIIIIIII~ 

1st L ( X )  > Ic -} 1 ,  so iniissen in X ziimindcbst drci vcrschicdcvie Stiitzstrllcn V ~ ~ ~ O I I I I H ~ ~ I I .  ITiir I,( .\ ) I,,, 

Betrnchte X niit L ( X )  = Lo. D a m  kann iiian schrcibcn 

N -1 1 dw 13lemuntr de7 Menqr  Z ( X ) .  7)ic %ah1 L ( X )  wird 1,Rrige von X gcwunnt. 

niir niis dcni gcgchcncn Diffcrcnzcnqnotienten sdhst, es trctcn niir zwci brnxc*hl)artc~ Btiitzst ( ~ I l ( ~ i i  III X a11 t .  

sei die Behauptung hereits hewiesen. 

1 1 
P P 

xj,, ... , Xj,;) = - A"(.Cj" ,  n, 5 j J  . n y t ,  ...) - ,'lyl"jo, Xjn, z )  . , / I"-e(f ,  ...) . 

Tni crsten Fdl ist dnhci For iwl  (4) angcwcndct iiiit Tdentifikntion dcr I'iinktc diirc.li 

"'7-1 = XJ" > '1 TI, f brJi 1 - r j h  7 

i t 1 1  zwc~itcn Fall niit 

.'j+l = 'TJk , X I  = .rJu - TJ,  , . I ,  - 1  = z , 

('in zwischc-n xJo nnd xJn liegentler Knotcn, verwcndct uorden. 
T i i i  zivcitcsn Val1 crhklt iiian fiir dir Korffiaicvitc~n 

i z - "jo 
-~ - - - 

1 LJh - 2 ___ - - , 
'rJ^JL- x10 X j k -  .rJo 

bride sind \vie iin ersten Fall positiv und ihre Suninie ist glcich 1.  
Tn heiden Fallen ist also n k ( X )  u als konvexe Summc zwcicr k-tcr Diffcrcnzcnquotienten nnsgedruckt wordcn, 

drren Stiitzstellen die TAnge L, - 1 zugeordnet belrommen, dcnn ihre Z-Mengcn gehen ails B ( X )  diirrh n'rg1:1ss1~11 
des ersten oder letzten Elementes hervor. Die rnduktionsvornzussetznng ist also :tnwendbar. Drr Briceis folgt :IIIS 

t l w  'I'atsncbhe, (la13 eine konvcxe Siinime konvexer Suinmen w i d e r  eine konvcxe Summe k t .  

Interpolation mit regularen Spline-Funktionen 
I>ns Intcrpolationsproblem (ARNDT [11, SCHABACK [17, IS], WERNER 1221) hesteht darin, einen Spline u (  Y )  zii be- 
stiiiirrien, der gegebene Funktionswerte f ( x 3  a n  Knotenpunkten xi (i = 0, ... , m) iind, da noch weitere X: 13cdin- 
giingen frei sind, etwa nuRerdem noch am linken und rechten Intcrvallcndpiinkt xo iind r ,  vorgegehenc Wvrtc. 
fiir die Ahleitungen nnninimt, 

Diu(xl,,) = fi((.ro) 

D,u(z,) = f j ( . r , )  

fiir i : 1 ,  ... , k,l 
fiir j' = 1, ... , k, 

iiiit k, I- k ,  = 1; . 

Urn dns vorlier skizzierte Schema anzuwenden, versucht man, durcli Bildung von Diffcreiizeiiyuotierlten, dic 
nii r  die gegehenen Funktionswerte f(x,) und die gegebenen Ableitungcn benutzen, die polynoniialen Restanclteilr 
zii eliminieren. We Anwendiing eincs k-ten Diffcrcnzenquotienten fiihrt ahcr niir clann ziir Anniillirrting 1 on p p l ( t ) ,  
wcnn die Stiitzstellen, uher denen die Diffcrenzenquotienten gebildet werden, alle Zuni Definitionshcreic.1~ clicsc.s 
('inen Polynoms gehorcn. Bci den vorliegenden Splines konnen jedoch die Polynomc p,(t) von Teilintervall z i i  Teil- 
intc~vall  verschieden win. I n  dieser Situation hilft der Hilfssatz 2 .  Die Anwendung (1iest.s Hilfssntzes rrgiht also 
1)) + 1 Gkichungen fiir dip I%-tm AbZeitungen dpr Funktinn u in den Afiitzatullen x1, f i ir i - 0, .. , 711 .  .4iif dw rcchtrn 
Scitc trctcn hekannte Werte auf. 

Bedenkt man, daO fiir hinreichend kleinc Abstande die k-ten Differenzenqnotienten von f his auf den Pnkt or k 1 
k-tc  Ahleitungen sind, so ist es natiirlich, zii verlangen, daB bei einer durch Interpolation zu approxini ierendtm 
Piinktion f ( x )  die k-ten Ableitungen von f ( x )  im Wertehereich der k-ten Ablcitungen der den Spline crzciigc~ndc~ri 
Faniilien 3, Iicgcn. 3:s ergibt dies eine fiir die Losbarkeit des rntc.rl'olntioris~)rol)l(.iiis notwrndigc' R e d  iiigiing. 

SO 1)t~koiii nit inan d s o  die rnterpo1:LtionsgleiehIin~e~i 

2 c,,,. /l$(z, I , , ,  l,(.rj Mj 1 ,  MI)  - A'(-r ju,  ... 9 rj, I i )  i 9 (!'I 
wo\wi zwischrn den ) (tic. t l ~ ~ r c ~ l i  Ililfswtz 2 
gegehenen Relationen heatehen. 

Man knnn die N t ,  ihrerseits wiedcr cntwickeln, indcni ninn t l i r  Diff(:rcnzc,ncjiioticintc.n ]) is ; i i i f  viri IZcstglicd 
tIcr Ortlniing O(h2) diircli linenre Kombinationcn von Uifferentialrlrioticntrn wsrtzt. 

Dicw Gkichiingen hildrn rlcn Schliissc.1 zii einer Existmzaussnge, dir Rich h i  ARNI)T 11 I finclrt. Vitr I i i n i x ~ i c * t i c w t l  

l ; l ( ~ i n c ~  1literv:tllt: ist dxnixch die oljcn fiir rrgiiliirr Splines nrifgestclltc. InterpoliitionsniifgnI)(. losli;~i*, \\ ('iiii d i t v  f i i r  
I)oIyiioiiiiale Splines ( k  1- I)-ttw (:rnde.; rivht~ig 1st. Man hcl<omint nnch der 1,iric.nrisic.riiriR von (!)) : t i i f  (lei. Iiiikcii 
Scitc c.iiiv invcrt ic~rhrc~ Matrix, rcchts twtcn tlic k-ten A blc4mngrri init klriricvi 1 h L L t o i v i i  a i i f .  1)iv Iro.;iiiig I i , i r r n  

itwntiv gewonnen wcr(kn. I)er Arl)c.itsi~iif\vrlnd isL vrrglvivh\):ii* niit  rlciii f 'iii .  (III. I,~JHIIIIK i i i i t  v i iwi i i  1~oI~i ioi i i i ; i lc~i i  

Sliliiw hi t l ( ~  glric*hcw A iif'gaht,. 

", den Kocbffizicvitc.ii c r , J u  rind tlrn k-trn Ahlcitiingcn M I  = I)' I 



dipproximation init regiilaren Splines 

Mali kann die in der Approxiniationsthcoric iiblichen Tecliniken anwenden, 11111 fi ir  regrililre Splines als Klasse tier 
npproxiniationsfiinktionen Existenz iind Clliarakterisierung best'er Approxiniationeri irn Sinne von TSCHEBYSCHEFF 
211 einer gegebenen im Interval1 I = [z-, r+]  stetigen Funktion f zii behandeln. Hie, sollen nur einige Benierkungeii 
Z I I  diesen1 Thema geinacht werden, es sei nnf die Arbeiten von BRAESS und WERNER [7], MEDER I 121, SCHOMBEN: 
1 1  81, WERNER [2O, 211, WERXER und LOEB [26] verwiesen. 

Die Frage der Exist,enz ist aufs engst'e mit deni Problem der AhschlieRiing der Faniilicn regularer Splines 
t)r7,iiglich gleichniSiWiger Konvergenz in ahgeschlossenen Teilinterrallen von (x-, T+)  verkniipft. Wieder abstrahicrt 
nian von den Erfalirungen init der Approximation durch rat'ionale Splincs bzw. Exponentialsplines, 11111 Eigcm- 
scsliaften z ~ i  formiilieren, die in diesem Sinne eine Kompaktheit, gleichniiii9ig heschriinkter Fiinktionenfolgen garnn- 
t iercn. Urn einc allgcnieine Theorie herleiten zii kijnnen, kann man axioniatisch fordern, daR die Ic-trn Ableitungcn 
tlrr A~ipr~)~imationsfiinktionen ihr  Vorzeichen nicht wechseln. Das kijnnte als Steifheit loezeichnet werden. Man 
kitnil dari ii zc,igen, d a R  beziiglich der punlitweisen Konvergenz oder auch ohcn gcnannten gleichmil3igen Ronrergc~nz 
dies(: Folgrii 1tonipal;t sind iind das geniigt, i i m  die Existenztheoric tlcr TscJrF,nvsorTsp~-Approxiliiat'ion niifhit- 

1 ) : i i i m .  

.Die (Ilinr~~ktcrisieruri~ der Funkt)ionen des Ahschlnsses iind daniit zrisairimenhangerid nuch dic (~hnrnktc~ri- 
sicriing der TSCHEB ~sc i~~~P-Ayproximicrenden  verlangt mehr Einhlick in die Struktur der F i i n k t i o ~ i e ~ l k l n ~ ~ c .  

Von drr Approximation niit rationalen Funktionen und Jiixponent,ialsriiniiien weil3 man, da I) Ent~artungc~ri 
nriftret,en kiinnen, wenn nicht alle Paranieter der Approximationsfamilie aiisgeniitzt werden und clics findet in t l cr  
Vcrringerung der ziir Clharakterisierung der hesten Approximation notwendigen Alternantenpiiriktc. stincm IVict1c.r- 
sc.hlag. M i t  rliest.in Effckt hat inan natiirlich nuch h i  Splines zii rechncn. 

Eei deii rnt>ionalen Splines, heispielswcise, hat tiiari je.clot:h nin l'h5noiiicm, (Ins dicscr Itcdnlit,ion nn Alt~cmintitc~ti- 
) I I  nkt rn cntgcgenwirkt1. 

Entnrt,rri c t w n  iin Grciieiilwrjinng dir rrc~ht~s iind links von cincw Ktiottw n iiftrt~t~t~ridt~n slwzic~llc~ti r:it,iotialcw 

I~iittktionrti j Ox 1 -- mi liiicnrcn Funldioncn, so k n n n  tlics 1ic.i gwipnctcr Kop1)liing drr I'nrniiirt.vr SO 

vor Rich gchcn, dnlJ tlio zweite Ahlcitiing in clrni Knoten gcigcvi cc strrlk,  dic cxrst,cn Ahlcittiingen eiiwn Spriiilg 
c~rleitlrn, dio Fiinkt>ion sc.ll)st st,et8ig blciljt. Man knmi l e i d ~ t ~  diskiit~ic~rcn, dim gewhirht in r l c m  zitiertcn Arheit#rn, 
wc.1 c.11 c M iigl i c.11 I< c*i t r~ i f i ir sol c*h  t; I 4 h  t art I I 11 gc.11 :I I i f t  re+ e\11 Iciin nrii . A s ion in t i sc. h w i rd (1 icsv n I V c ~ h  a 1 t>m 1 w i rcg ii  IRrr n 
Si)liti(,f:liiiilicri cluwli clic , ,MPi lhe i / "  l(c~hiii \ng gt~tragc.ii. . I t >  i i w l i t l t w i ,  01) iiian iiiit, fcstcii odcr vayinl)lrn Knotcm 
:ir~~Jc~itc~t, l i i j r i t l t b t t  n i ~ l i r  odrr  ~r.rnig!cv st:lrlicL ITttstc.tigl~c'it,c.ri t l c ~  I . - t t ~ I i  i r r i t l  (A. - I ) -tc, i i  ~ll)lc~itjiiiigcii h i  Circmzpi.o- 
m w t a t i  c~titstohc~ri, clirs is1 i i i  ~ \ ~ l ~ l < N l ~ R - ~ ~ O l C l !  g,rc~rr:iiic~r :iiisgc~fiihrt. I k i  tlc'r I{riiiittliitrg tlvr zi i r  ('Iinrnl~t,c?risicriiiig 
i I c ~  Iwst ( T I  Approxiiii:ition iiotwrntligcm Arrznlrl v o i i  A l t ~ ~ ~ t i ~ i t i l ( ~ ~ ~ ~ ~ i t ~ i l i ~  ( ' t i  siiitl ( I i v  K n o t c s i r  niit. c ' i i i o t i i  voni \ ' c d i n l t c . i i  
clw (.: iw txl'i I t i  Ict i o i  i :I I )liiiiigigf:ti Cl c:wicIi t Z I  I l .~c~i~iicl~si~~lit i g y i i .  

c 

.r - d 



Anfangswcrtprohleme gewiihnlicher Diffrrrntialglcichi~nge~~ niid ihrr Hehandleng n ~ i f  rcgill8rrIl Spliaps 
1h.trac.htct wcrdc d i ~  k l a s s i s c h e  F r n g e s t c l l  l ing 

C:c~pl)rn sci cine l~iffcrcntinlglcichiin~ 

y‘ = f ( ~ ,  y), init j ( r ,  y) E ( ‘ l  I ”(e), ti - 7 Y R“,  1 I j o ,  .(.+I , ( I : ; )  
rinca Anfangshedingring 

Y(%) = Yl) * 

(ksiicht ist eine Fiinktion y(x), die die Differentialgleichung lost und durch den Punkt (r”, yo) E G geht. 
Konstruiert werden sol1 ein Algorithmus, indcm die Liisung des Problems ersetzt wirtl dilrch cincn Splint., 

t l w  riann naturlich nur naherangsweise die Differentinlgleich ung erfiillen wird. Der Ansatz dieser Art gcht ljerelts 
eiiriick aiif LOSCALZO und TALBOT [11], die n i i t  kiihisehen Splines nrheiten. Andcrerseits hahcn nichtlinc:mh Ans%tzc- 
niich J A M ~ E R T  iind RHAW [9, 101 verwendet, ohne jodoch glatte Loslingen zu konstriiieren. l h r  hier vorgclegtc. 
Ansntz f iir rcgulare Splines wurdc fur den Sprzinlfnll rntiondcr Splints in dcr nisscrtntion vnn t<irNr:E l ~ ~ ~ h n n d c l t ,  
in dcr hier vorgetrngcnen allgcmr~inrn Forni 1wc.its i n  Ar1)citt.n t l c b s  Al i tors  ~ i n d  in cintq. V t ~ r : i 1 1 ~ ~ ~ i i i t ~ i r i ~ ~ r 1 1 1 1 ~ ,  (l i t .  
t lrt t i  nachst rrsclicirirn wt rd, von ARNI)T [21. 

Wir wrrdeii .rf : h . j + rl) nls Knotcn dcs %ti konstrriicrcntlcn Splincs v(.c) ansc~t~zon itnd hnhon n ~ i r  noch 
(~ inrn  Algorithiiiiis anziigehen, dcr Stuck nni Rtiick dicscn Spline Z I I  bercchnen gestattct,. I)lirch d c ~ i  Anfnt1gswt.rt 
i i r i t l  t l i c .  I)iff(.rentinlglcichiingcn sind Fiinlttinnswc.rt u(ro) iind rrstc Ableitling i i i i  Piink (I gcgc.i,c.rl. firarl iinIln 
z. 13. tliirch Al)leitiing dcr Il)iffercntinlbrlricliiing aiic~h tlic zwclitc A1)lcitiing von il(.r) irn 1’ tc. ,yo 1)rstiilii~irn. \Vir 
w o l l t ~ n ,  iind dnrauf ntn R ninn sirh 211s Fitnl~ilit~t,sgriiritlc~ri h~i tlirsrr citifnchcn Mrthndc I~esc*lirhnl;c~n, \ r c l c a h c b  $5 ti’  

twsdircilwn, nrincliint~ri, (Inn clrr Sl)linc von tler Ortlniing IC ~ 2 jst, also nilr vier l’nrixnictrr vcmvcw(lct \wrtlcw. 
I h i r c a h  tlir gcmiintr Vorgnlw i i i i  linl<en I3ndl)iinkt dcs ‘l’cilintcrvnlls l int  iiinn :LIsn drei I%ctlingiingcli i i i i t l  I i n i i i l  

t l t ~ ~  cintw frcirn Pnranictcr $0 w k h l m ,  clnll i i i i  rcr1itc.n R a n d p n k t c  t l ~ s  I ntwvdls  c1c.r Splirrcx t l i ( b  1 ) i f f t I i . c . i i t  iiilqlri(~hiing 
Wf I I1 I t . 

1st tlrr Spl inr  his zi i  (wi(wi Kriotcw , ( j  2 0 )  hcrcits konstriiiart wordcn, so sind diircti rl ir  ;\nf:iiigs\\cv~lt~ 
otlw dic bcrcits his dorthin fortgcsctetc N icriingsliisung dic 0-tr, l - t c x  nntl 2-tv Ahleitiing 111 (Iit~st~iiL l’iiiiktc. vor- 
hnndrn, gegehcn durch ihrc linksst.it igw Grrnzwcrte. Sie sollcn aiifgrrind der Stctiglteitsfordcrlingcn mit dtqi rcchts- 
svitigcn uhcreinstinuiic.n. 

(14) 

(15) 

w ( q ,  h )  = U(Tj  

f / ’ (?T7+1, 1))  -- f(q t 1, 7 4  k 1 ,  1 ) ) )  * 

0, h )  , / / ’ ( T j ,  h )  = I / ’ (  r,  ~ 0, h )  , /O’( r j ,  I / )  : d ’ ( , r ,  -- 0, h )  . 
I 1st also ilir Fiinktion u ( r ,  1 ) )  so zi i  hcsttiiriiirn, dall gilt 

Es werdc angcnonimen, t h 1 3  diese GIrir*hitng pine Iiisiing besitzt. I n  konkreten Fallen knnn inan rlirs g(w:iiit’r 
(1 iskiiticren . 

Auf dicw Weise wird der Spline bis Zuni Prinkte x , + ~  fortgrsctzt iincl glt4c~hwitig \ + ~ r d e n  clir 1)iwot igttvi 
Anfnngswerte fiir die Herechnnng in1 n;ichsten Teiliritc~rvnll eriiiittelt. 

Es Icnchtet ein, dan, i la diesrs Verfahren wie ein F:inschrittvcrfnlircn aussicht, i i i n n  inshc~sondwc~ It.icAlit t l i t ~  
Schrittweitc variieren kann. 

%ta& Beohackt ungen hmiiglich d w  Ordnunq d i ~ a ~ s  Vwfahwns : 
1 .  Unterscheidct man wie ublich zwischen lokalen und globalen Fehlern cines Vcrfahrens n r i d  rintrrsiivht nian tlic 

Einschrittvcrfahreri beziiglich ihrer Konvergenzordnung, so findet man bci Einschrittverfnhren dns Resultat, 
dalJ beim ubergang von lokalen zum globalen Fehler (je nachdeni wie rnan die Definition grw%hlt lint) tlic 
Ortlniing beziiglich der Schrittweitc h um 1 ernicdrigt wird. 

Vecgleicht man beispielsweise heim EumRschen Polygonverfahren u1 niit dem Wert y(,rl) der liisung n i  it 
dem Anfangswert y(z,) = u,,, so ist dirser lokale Fehler von der Ordnung O(h2). 

Vcrgleicht inan hingegen u, (mit j .  h = x* - zo) und y(x*) bei festeni x*, so verhalt sich hekanntlich dic 
Dlfferenz wie O(h), denn eine h-Potenz wird durch dns Aufsunirnieren von j ( N l /h)  Fehlerternicn konipensicrt. 

2. Retrachtet inan jetzt das auf die Splinefunktionen bauende Verfahren, so werden beim Start  ini h n k t e  .‘co 

Funktionswert und 1. und 2. Ableitling exakt sein, die 3. Ahleitung wird durch die am nnderen Tnt~~rvallentl- 
pirnkt x1 gegcbene Bedingung bestirrimt, d. h. also, es ist sehr unwahrscheinlich, dafi auch der Anfangswert d r r  
3. Ableitung exakt ist. Man wird also erwarten, dalj die Pehlerentwicklung mit dem Term c h3 beginnt, also 
lokaI zrinkchst scheinhar sogar nur die Ordnung 3 hiitte, so daI3 man global ein Verfahren quadratischer Ordnring 
rrwartet. 

Es ist jedoch natiirlich, da13 die eusateliche Bedingung in x, eine zusatzliche Potenz von h zlir Konvcr- 
genzordnung beitragt, das gibt lolral O(h4). Es ist allerdings nicht so plansibel, dal3 durch rlieses Verfahren sogar 
ein Verfahren 4. Ordnung entsteht. 

Ohne auf die Einzelheiten des hdchst technischen Beweises einzugehen, sei niitgeteilt, dn 13 die entstehenden 
Vcrfahren von 4. Ordnung sind. Urn ein Gefdhl fiir die I(onver&cnzverhLltnisse zi t  gewinnrn, wcnrlcn wir iins zn- 
ri:idist, dem lokalen Fehler zu, machen dcn Ansatz 

U(Z, A,) = ?Ax) + w(5, h)  
wid vc~rsiichen, den Fehler w als eine Funktion von 2; in cine Potenzreihc z i i  entwickeln. 1 lire liocffizirntrn wcwlcri 
Fiinktionen tics L’aramrters h scin nnrl kiinnen ihrerseits nach h-Potenzen cntwickelt wcrdcw. 
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Ziir Vcrcinfachiing t ler  Schreihweise sei .rn = 0, iind t’s gilt 
W ( O ,  / I )  7 w’(0, h )  7 w”(0, h )  = 0 . (“i) 

c 

I )  

ills flc~t iiiiiiiiingsfrlcic~liiinfi fiir ~ ” ’ ( 0 ,  1) )  erhRlt I I I ~ I I  

? / ’ ( / I )  I ) O ‘ ( h ,  h )  - f (h,  y ( h )  4- w(h ,  h ) )  . 
llcrii c h i  (Ah t ign ng dcr Different inlglcic hi tnp f i ihrt zi i  

( l ! ) )  

/ V ’ ( / / ,  h )  f , ( h ,  ,I/(//)). W ( h ,  h )  4 ;- f N l /  . w3 t ... , (20) 

I P ’ ’ ’ ( ( ) ,  I t )  - w;’ 1 h . wy’ 1 112. /P; ’  1 ... i i r i t  w;,’ - 0, wI = l P I ~ ( 0 .  y,,. ?/;I. !/;I,, !/() ) / 2  (21 )  

I,ol;al ist clnniit 
/P ( . ( * ,  //) - f J ( / / l )  (22)  

pwig t .  
IM aIig(~tiicinc Bewris knnn niin so fortschreiten, drill ninn die Koc~ffizicntvn clcr ‘ ~ ~ ~ i ~ o n - I ~ ~ n t ~ ~ i c ~ r I i i n ~  i i t i  

riiwhsten L’iinktc crntittelt. Man kann zwischen den Koeffizienten henachharter Knotcn cine Rckrtrsionsfornwl 
niifstc.llm nnd an Hand tlieses Rchenias fiir die VeBtoren cler Koeffieienten sehen, darJ sie nicht anwnchsen, sondcrn 
ticschrknkt hlrihen. Lokale iind glolialr Konvergenzordniing sind also glriclt. Dies sol1 hier nicht ansgt,fiihrt \vrrt lm.  
(Vgl. WERNER [22, 241). 

Man hckoninit ncbcn dcni gcwiinschtcn Konvergenzrcsultat gleichzeitig einen giitcn Ein1ilic.k i n  die StriiLt iir 
( i v h  I‘cshlers. Dies  sol1 hier n u r  f u r  den Spezialfall u eiter verfolgt wrclen, dnII die rechte Reitr dvr 1~iff~~rcntinl~lc.i- 
chiiiig nicht von y ahhangt, d. 11. dall inan es init dcr niimerischrn Integration einw Funktion zi i  t i i n  hat. 

:ilso gilt die. ICntwickliing 
!I, 

Qua (Ira tiir 
I ) iv  Ihwhirriiig von 

% 

y ( r )  = ,j. f ( t )  dt 

y’(.r) = f(.r) 

( 2 3 )  
X” 

\t.ird ziiriickgefiihrt anf die Ldsiing dw 1)ifferentialgleichiiiig 

t i i i t ,  dcni Anfangswert y(xo) = 0. 
Prinzipiell gelten dann die bisherigen Ent’wicklungen, sie vereinfachen sidi nur. T)iese Vcreinfachitng wttrtlv 

nusgenut~zt, lint in  iibersichtlicher Forin die oben begonncnen ~chlernhschat~ziiiigcti fiir cliesrn SI)i:zinlf:ill zu Entlv ~ I I  

fiihreii. Ziiniichst hetrachtcn wir niir 
P f ! ’ ( X ,  h,) = d ( X ,  h )  - y(r)  1 d ( z ,  h )  - f ( . X )  

u n r t  bclioninicn dann den Fehler der Funktion sclbst dnrch einc einfache Integration von w’(.r, h ) .  
Nnch Konstruktion ist ~ ( x ,  h )  und dainit auch w(r ,  h)  zwcinial stetig differenzierhar, in den einzelnen !l’eil- 

intervallen zwischen den Knoten jedoch sogxr viermal, fiir die folgenden Ahschatzungen voraiisset~ziings~ciii~~II 
sogar fiinfnial. 

Die Differenz w’(.c, h )  verschwindet in jedem Knoten. Der Mittelwertsatz dcr Differentialrcchnung liefert 
tleshal t )  in jedent (offenen) Teilintervall eine Niillstelle von w“. AuBerdeiii verschwindet diese Ableitung aufgrrinti 
der Vorgahe in :cn. Dies laBt den Schlufl zu, daB auch noch die niichste Ableitnng IO“‘ in (,yo, q) eine Nnllst8elle hesitzt. 
13ei dcr Ahleitnng 7u1V(3:, h)  niiissen wir dnvon ausgchen, da13 sie his anf eine Variat,ion der Ordniirig O ( h )  konstnnt, 
iind,d iirc:haits von Null versehieden Rein wird. Durch Integration folgt daraus, daB 

%u’” cine lineare Funktion his auf O(h2) , 
w‘‘ eine Parabel bis auf O(h3) , 

w‘ ein kubisches Polynom his aiif O(h4) , 
w ein Yolynom 4. Grades his auf O(h6) 

ist. Man kann also zwischen eineni Hauptterira und 0-Term des Fehler~  unterscheiden. Anfgrund der doppelten 
NiillstJclle von 714 hei x,, iincl der einfachen bei x, gilt 

3!  
2~W”’(xo, h)  + w”’(z,,, h)  

0 ._ ,/l:(Xn, x,,, q) ?L”(Z, I / , )  ~ ~~~ ~ ~~ ~ ~ ~ ~ . ~ .  f- O ( P )  . (24) 

rlara11~ folgt, daB die Niillstelle von w”’ bei z,, 1- f h + O(h2) liegt, dic Niillst8rllc von ?/I“  hei x,, -+ $- h $- O(/,n). 
I)cr I’ehlervcrlanf i8t anf der beigefiigten Skizze zii sehen. 
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Mit t l tw in .rl erhaltcnen Werten fiir ui' und scinen Ableitiingen itnd der Stetigkeitsfordcriing an  w' und w", 
sowie deni Verschwinden von w' in sanitlic*hm Knoten kann man nun die Iionstruktiori von i d  fiir [.vl, .r21 fort- 
setzen. 

Ohne die Rechnimgen im einzelnen wiederholen zii miissen, sieht inan sofort, da13, his arif die nngiyebenrii 
0-Terine, ciiese Arifgahe gelijst wird, wenn man die obigen Polynonie von 

20, w", iulV als gerade, w',  w'" als ungerade 

Funktion nrif [- h -+ r,,, 3 4  und dann als periodische Funktionen der Periode 2h fortsetzt. nas Ergebnis fiir dns 
interval1 [x,,, .c4] ist skizziert. Bemerkenswert ist, daW w"' zwar in den Knoten unstetig ist, das Integral iiher einc 
Periode aber bis auf O(h2) verschwindet. 

Der Hanptterm des Fehlers schaukelt sich also nicht auf, sondern bleibt beschrankt, eine Eigenschaft, wie man 
sic auch bei stabilen Zwei-Schritt-Verfahren beobachtet. Die 0-Terme zeigen hingegen das von den Einschrittver- 
fahrrri her hekannte Wachstum. All diese aberlegungen zusammenfassend sieht man also, da13 man ein Vrrfnhrrn 
vierter Ordnung vor sich hat. 

Will man sich die Existenz asymptotischer Entwicklungen des Fehlers zunutze machen, un i  Extmpolntions- 
tcchniken zur Verbesserung der Genauigkeit anzawenden, so folgt aus den vorangegangenen Untersuchungen, da13 
iiinn niir geradzahlige Punkte x(lr) = q, + 2jh verwenden sollte, denn dann ist gewahrleistet, da13 die voiii Ilniipt- 

t t m i  und 0-Term stainmenden Fehler fiir xzj(h) ,  ~ ' 4 ~  - , ... ,,gleichgerichtet" sind. 

Es sei nur erwahnt, daB hei der numerischen Quadratur und allgemeiner der Integration von Rnfangswert- 
prohlemen die Ordnung erhoht werden kann, indem man etwa ,,Blockverfahren" anwendet, d. h. die Splines nicht 
iiiir in einetn Intervall, sondern gleichzeitig fur inehrere Intervalle definiert und dann auch aiif hohere Ablt4tringen 
hci der Berechnimg zuriiclrgreift. Es  ergeben sich die ublichen Stabilitiltsproblenie rind es gibt Verfahren, in t l t w v i  

iiinn Stahilitat hekoniint iind andere, in denen sie verlorengeht (ARNDT [2J). 
Zur nunierischen Quadratur wird man in der Regel nicht ein so kompliziertes Verfahren verwenden, wcnn man 

i r i i t  klnssisrhen Verfahren, die auf  polynomialen Ansiitzen und Extrapolationsverfahren beruhen (ROWBERG-IntC- 
gration), clns Gleiche erreichen kann. Immerhin erscheint mir doch bemerkenswert, da13 das Verfahren gcyyniiher 
clicsen Methoden in gewissen Fallen iiberlegen ist. Beispiele zeigen die Uberlegenheit bei solchen Fiinktioncn, die in  
der NLhv des 1ntcgrationsinterv:iIls singiiliir werden, vor allem dann, wcnn die Singularitat von hohrt Ordriung ist. 
Ijic Splines grstnt,tiw ES nanilich, einen Ansntz zii mnchen, der dieser Singularitat Rechnirng triigt ocler, softv-n clic 
Orrlnting tlcr Singiilaritiit nicht Ieieht n priori zii hc%stimmrn ist, dcwn Ordnring nls zusRtzlirhcn l'nranicti~r ZII 

wiii i ttt.1 n. 
J h  hvstphrii f i ir  den Fall dcr nrimcrischcn Qitadratiir engc 12czichitngen zii drn von W~JYTACK vorgrsc~liln~c~ric~n 

rationalen Ansiitzen. 'In unscrem Ansatz wird nur dariir gcsorgt, dall cinmal die Ahleitungen von f ( m ,  y) niir in 
(.rn, ?lo), nicht aber heim Integrieren beniitigt werden iind andererscds die rrhnltene Stnmmfiinktion stiickweisc 
:tnnlytisch gcgeben iind sogar drrrchwcg zwcininl stetig cliffercnzierhiLr ist. Reispirle, fiir clicl ein Vcrglcich tlcr vcr- 
s c * l i i c ~ c l c ~ n i ~ n  Vwfnhrcn diirchgcfiiiirt wirtl, findrtJ ni:ti i  in WERNER irnd WU YrrACX ["I. 

ZJ 

i t )  

151t i i~s svi h i ~ a  iisg,rc.griffc>n. % I I  k w r c ~ i ~ h w i i  s1.i 
I 



IL 9 17 3 3  

162,230 118,70507 105,080905 

Spline, n = - 2 99,908 99,989 4 1 Y9,9(3Y 136 
Spline, x frei (39.959 99,99438 99,9994(i8 

Eirir Biiwendurig 

I .  I riLpcarrjicl 
S th l I 'SON-h'ge~  124,377 104,27660 100.479 518 

Es sol1 die Lagc dcr Singularitat der Liisurigen von Anfungswcrtyroblcitiell von L)iffereiitialgleieliliii~(,ii IJcstiiiitlit, 
wcrdcn, bei denen die rechte Seite f ( . r ,  y) ein Polynoin in x und y ist. Fiir den Spezinlfnll der Rrccn.risc.Iie11 Diffe- 
rcitti:~lgleicliiingeii ( f ( r ,  y) quadratisch in y) weifl man, dalJ, von gewissen Arisnahiiien abgesehen, iiiit Polcn 1 .  Ord- 
iiiiiig zii rechnen ist. 

Bei allgcirieinereri Polynoinen setzt inan zweckniLfiig Init algebraiscllcn Giiigrilnritiitcii (oclcr :~llgciiiciiier LIIS 
~:x~orientialfirnlttioneii geschriebenen Singularitaten) versehene Spliiiefririktioiieii an. 

Sol1 das vorherbeschriebene Verfahren verwendet werden, so arheitet i i i i ln  rlio Anfangswrtt. M,) ,  ui, , I ,  ( I i I c l i t  
in den Ansatz ein iind kann ctwa folgcnde Funktio?ienklux,sen bcnutzcn : 

1. Exponent a fest 
a # 0, 1 , 2 :  

\ -- 0 :  

(a - 2 ) .  u;' 
l l l l t  ; ~ .I' J'f rrnrl 6, - 1 4 1  

11, 1 I , ;  ' b, log ( 1  1 J, 

(5) 

Man verifizicrt leic-ht, daS der Wertelwreich der linksstehenden k'unktion das lntervitll 1 1 ,  co) 1st. I n  der Hegel 
liegt A ,  in dieseni Bereich. Nur wenn f ( x )  verschwindet oder u"(.r, h )  in [r,, .xj das  Vorzeicheri wecJisoJb, liaan A+ 
Jilcint~r ills 1 aiisfallcn. Zu dicser direkt :LUS den brkannteri Werten Z I I  borechnendm Gr6De nitill inan v erniittcln. 



1' A - 0.9 - 1.0 - 1.1 

0,000 I ),7:15 930 0,75!) 67 5 0,783 122 

0,500 0,778045 0,785257 0,7!)247!) 
0,625 0,78374!) 0,7HR396 0,786985 

0,250 0,766229 O,782Ol2 0,7!)7 7!)7 

Uriiicrkerrsuert ist, dalj bci ~ L I  groWeni Betrag tles NxponeIiten die Lage des 1'olc.s iil)crschatzl u i i t l  lici 

x u  klcineni Exponenten unterschiitzt wird, dal) cin monotones Verhalten dieser Werte (insbesoridert. ;ti ic-h, \t c i i i i  

i i i m  noch niehr Punkte und kleinere Schrittweiteri verwendet) unverkennbar ist, so dall iiim ciiic Eiiischlic.lliirig 
tles gcsuchten Wcrtcs bckoiiiint, dies wird auch durch das folgcnde Beispicl deiiiorisbriert. 

2. y' = y4 + 2 - g, y(0) = 1. 
Tabellc tler Schdtzwerte fiir tlic Lltge dcs l'olcrs 
(Sclirittwcitc h = 0,031 25) 

s 

r -0,l -0,2 -0,333 383 - 1 ,o 

0,000 0,280 854 0,293 697 0,310 821 0,396460 
0,0625 0,285900 0,296909 0,309 254 0,375973 
0,125 0,290847 0,298048 0,307 650 0,355 668 
0,1875 0,295441 0,299 837 0,305703 0,335078 
0,250 0,299 501 0,3009G0 0,302917 0,312 849 

Bei a = - 0,2 = - +(!) und G = 0,2890625 niit A = 0,0078125 wird cicr 
Pol zu 0,30104 gcschktzt. 

SchlnBbcnicrkung 
l)ic \vcsciitliclien Vorteile der S~~liriufurilitiorierl trctcn hervor, wmn AIifaIigswert~rohl~iiic be1 Uiffcrciitialgl~,i- 
oliririgeri n i i t  retardierten Arguiiienten ZLI lijsen sirid, wit? sie bcispiclsweisc in der Regeltccliiiilc i i i i t l  clcii I3ion 
schaften auftreten. Die Splineliisung kanri wiihrend der Konstrukb on der L6surig sttickwcisc analytisch gt.hpcichcrt, 
iind bei den weiteren Berechnungen niit beliebigem Arguiiient aufgerufen werden. 

I):rrul)erhinans hahcn diese Ausfdhrungen versiicht zii i i iotivicwn, daII es sics11 bei tlrr Hrli:triclliitig riirlit- 
linearer Probleiiie lolirit, daruber n:tehzudenkcn, ob  nicht durcli l3iiis;~tx iiic8htlinearcr Splines gutc Iiisriiigeii i i i i t  

okoiioniisehem Reehetraiifwand erziclt werdcn kiinnen. 
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