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Der Gyrostat  mi t  e last i scher  Welle 

Ein Be i trag  zur  Theor ie  yon Zentr i fugen * 

K. 5,Iagnus, Miinchen 

Ubersicht: Um die Bewegungsverh~ltnisse bes t immter  Zentr i fugentypen zu kl/iren, wird das dynamische 
Verhalten eines Gyrosta ten mi t  elastischer Welle untersucht .  Das betrachtete  System hat  auBer der Eigen- 
drehung des Rotors 6 Freiheitsgrade: Geh~tuse-Verdrehung, Rotor-Translat ion und Rotor-Verdrehung in den 
beiden Querebenen. Eigenfrequenzen und Eigenformen werden ausgerechnet.  Das DSd~apfungsverhalten h~ngt  
s tark yon der RotordrehzahI co ab. Ffir bes t immte  Werte  yon co kann die Wirksamkei t  der D/impfungen ver- 
loren gehen, weil diese nicht  mehr  zu allen Freiheitsgraden des Systems durchdringen. 

Summary:  In order to evaluate the dynamical  behaviour of certain types of centrifuges a gyrosta t  with 
an elastic rotor shaf t  is investigated. The sys tem under  consideration has 6 degrees of freedom besides the 
rotor rotat ional  freedom itself: rotation of cage and rotor about  and rotor shift along the two perpendicular 
axes. Eigen-frequencies and -modes are determined. Tile damping depends upon the rotor velocity o). I t  is 
possible tha t  the  effectivity of damping  becomes extremely small for certain values of co, as the damping 
does not  always pervade to all degrees of freedom of the system. 

1 Aufgabens te l lung  

An einem, in verschiedenen Varianten verbreiteten Typ von Zentrifugen k6nnen Erscheinungen 
beobachtet werden, deren Deutung genauere Untersuchungen zum dynamischen Verhalten des 
hier vorliegenden, verh~iltnism~tl3ig einfachen Rotorsystems erfordert. So k6nnen bei An- und 
Auslaufen kritische Drehzahlbereiche festgestellt werden, die nicht den tiblichen Resonanzen 
entsprechen. Andererseifs freten bei der Arbeitsdrehzahl unged~tmpfte, drehzahlfremde Eigen- 
bewegungen auf, die nach Frequenz und Schwingungsform nicht als erzwungene Schwingung 
angesehen werden k6nnen. Zur Kl~irung dieser Ph~inomene soll hier als vereinfachtes Modell 
einer Zentrifuge der Gyrostat mit elastischer Welle analysiert werden. 

Die beobachtete Zentrifuge entspricht dem Typ der bekannten W~tscheschleuder : In einem 
auf Gummipuffern elastisch gelagerten Gehguse befindet sich ein gegeniiber dem Geh~iuse 
elastisch aufgeh~ingter Antriebsmotor, auf dessert Welle die Zentrifugentrommel starr befestig* 
ist. Der Stator hat zwar gegeniiber dem Geh~iuse 6 Freiheitsgrade, jedoch werden im allge- 
rneinen nur Translationsschwingungen in der Horizontalebene und Taumelschwingungen, also 
Drehschwingungen um horizontale Achsen beobachtet. Hinzu kommt der Drehfreiheitsgrad 
von Trommel und Anker, also des Rotors, gegenfiber dem Stator. Das Geh~use fiihrt im wesent- 
lichen Taumelbewegungen aus, die als Drehschwingungen um horizontale Achsen aufgefal3t 
werden k6nnen. Insgesamt sind also 7 Freiheitsgrade an den beobachteten Bewegungen be- 
teiligt. 

Als vereinfachtes Ersatzmode]l, das die erw~thnten 7 Freiheitsgrade zeigt, soll bier der in 
Bild I skizzierte Gyrostat mit elastischer Welle betrachtet werden. Das Geh~tuse G sei in einem 
Punkt A so gelagert, dab es Drehbewegungen um die beiden horizontalen Achsen ausftihren 
kann. Das kann z. B. durch ein Kardangelenk geschehen. Die Symmetrieaehse des Geh~iuses 
ist an die vertikale Gleichgewichtslage durch Schweremoment oder elasfische Fesselungen 

* Henry  G6rtler zum 70. Geburts tag gewidmet 
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Bi ld  1. Der Gyrostat mit elastischer Welle als Ersatzmodell einer Zentrifuge 

gebunden. Der Aufh~ingepunkt A kann fiber oder unter dem Gesamtschwerpunkt des Systems 
liegen. In iedem Falle ist jedoch die Gesamtfesselung des Geh~iuses statisch stabil. 

In geh~usefesten Lagern L 1 und L2, deren Verbindungslinie parallel zur Symmetrieachse 
des Geh~uses sein soll, ist der Rotor R mit elastischer Welle gelagert. Auf diese Weise kann der 
Rotor gegeniiber dem Geh~use sowohl Translations- als aueh ~ aus- 
ffihren, t3ei geeigneter Konstruktion sind beide Bewegungsformen voneinander unabh/ingig. 
Infolge von Werkstoffd~impfung sowie durch Relativbewegungen der Trommelftillung sind 
beide Bewegungen -- Rotor-Translation und Rotor-Drehung -- sowie auch die Geh~use-Dreh- 
bewegung im allgemeinen ged~impft. 

Ziel der Untersuchungen soll es sein, einerseits die dynamischen Kennwerte des Systems, 
also Eigenfrequenzen und Eigenformen in Abh~ngigkeit yon der Drehzahl co des Rotors zu 
bestimmen; andererseits interessiert die Auswirkung der verschiedenen Dfimpfungsarten auf 
das Verhalten des Gesamtsystems. Die Beobachtungsergebnisse lassen n~mlich vermuten, dab 
der Grad des Durchdringens yon Gehiiuse-D~mpfung riG, Rotor-Translations-Diimpfung d r 
bzw. Rotor-Drehd~impfung dR auf die verschiedenen Teilbewegungen stark yon der Drehzahl 
abh~ingt, so dab resonanz~hnliche Erscheinungen ausgel6st werden k6nnen. 

Die Untersuchungen werden im Rahmen einer linearisierten Theorie durchgeft~hrt. Weitere 
Vernachl~issigungen oder vereinfaehende Annahmen beziehen sich auf die folgenden Punkte: 

t. Weder Geh~tuse noch der Rotor sollen Vertikalbewegungen ausft~hren. Es ist bekannt [tl, 
dab bet Beriicksichtigung auch dieser Freiheitsgrade parametererregte Schwingungen ausge- 
rechnet werden k6nnen. Sie sollen nicht berficksichtigt werden. 

2. Fiir das Geh~iuse werden auch Translationsbewegungen in horizontaler Richtung ausge- 
schlossen. 

3. Die Lagermassen sollen keine Bewegungsm~Sglichkeit gegeniiber dem Geh,,tuse haben, so 
dab sie einfach als Teil der Geh~usemasse erscheinen. 

4. Die Statormasse wird vernachl~ssigt; ihre Beriicksichtigung wtirde ein komplizierteres 
3-K/Srper-Ersatzsystem voraussetzen. 

5. Die Rotorwelle wird als masseloses Federungselement angesehen. Eventuelle Eigen- 
schwingungen der Welle (Stab-Kontinuum) werden damit vernachl~tssigt. 

6. Der Einflul3 des Trommelinhaltes soll einerseits dureh einen Zusehlag zur Trommelmasse, 
andererseits durch entsprechende D~mpfungsanteile ftir die Translations- und ftir die Dreh- 
Bewegung des Rotors erfal3t werden. 

7. Im interessierenden Arbeitsbereich soll Gleichgewicht zwischen Antriebs- und Brems- 
Momenten ftir die Rotorachse bestehen. An- und Auslauf werden also als quasistation~ir 
angesehen. 

8. Der Rotor wird als symmetrisch angenommen: AR = BR. Er soll in der Mitte der eben- 
falls symmetrischen Welle befestigt seth. 

9. Als Erregung wird nur statische Unwucht in der Mittelebene des Rotors angenommen. 
t0. Das System soll linearisierbar beziiglich Fesselungen und D~impfungen sein; durch 

Annahme kleiner Drehwinkel fiir Geh~iuse und Rotor-Querbewegung werden auch kinematische 
Niehtlinearit~ten vermieden. 
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2 B e w e g u n g s g l e i c h u n g e n  

2 . 1  F e s s e l u n g s b e i w e r t e  

Die Fesselung des Geh~iuses entsteht  durch das Schweremoment sowie durch die federnde 
Aufstellung (Gummipuffer oder Federelemente). Wegen der vorausgesetzten Linearit~t kSnnen 
beide Anteile gemeinsam dutch einen Dreh-Fesselungsbeiwert c~ = M~/~ = M,,/fi erfal3t wer- 
den. Diese Fesselung wird als in beiden Querachsen gleichartig vorausgesetzt. 

Die Fesselung des Rotors gegentiber dem GeMuse kann aus den geometrischen Abmessun- 
g e n d e r  elastischen Welle in bekannter  Weise errechnet werden. Translations- und Rotations- 
Fesselung sind voneinander abhtingig; ihr Verh~iltnis 1/igt sich jedoch durch geeignete Wahl 
des Schlankheitsgrades der Welle beeinfiussen. Ftir den Fall einer Welle mit konstantem 
Querschnitt  mit der halben L~inge a, dem Fl~ichentr~tgheitsmoment I ftir den Wellenquer- 
sehnitt  und dem Elastizit~ttsmodul E (Bild 2) ergeben sich aus der elementaren Biegetheorie 
die Beiwerte : 

Translationsfesselung : c T - -  
F t F~ 6 E I  | 

.!" y Ct 3 

Mf 6.I  
cp v a a 

Rotationsfesselung" cR -- 

(t) 

2 . 2  D r a l l s a t z  u n d  I m p u l s s a t z  

Zur Aufstellung der Bewegungsgleichungen wird das Schnittprinzip verwendet und dann ftir 
die Teilsysteme Kr~ifte- und Momentengleichgewicht formuliert. Der Rotor  wird an den Lager- 
stellen freigeschnitten; die vorn Rotor auf das Gehttuse tibertragenen Schnittkr~ifte lassen sich 
zu einem Kraftwinder ~Fs, i l l s ]  mit F s = Et~\FeJ r und 3/s = [M1 M~]  r zusammenfassen. Wegen 
der zuvor genannten Annahmen brauchen die in die vertikale 3-Richtung fallenden Anteile 
nicht berficksichtigt zu werden. 

Werden mit p der Impuls- und mit L der Drall-Vektor, durch den Index G das Geh/iuse 
und durch R der Rotor  bezeichnet, dann stehen die folgenden Grundgleichungen zur Verfti- 
gung : 

Mc (2) GeMuse-Drallsatz : dt - -  ' 

Rotor-Impulssatz : dpR _ FR,  (3) 
dt 

d L  R 
Rotor-Drallsatz: d t  - -  M R  �9 (4) 

Wegen der vorausgesetzten Linearit/it und der Annahme kleiner Drehwinkel ~, fl fiir das 
Geh/iuse, kteiner Winkel ~0, 0 for die Relativdrehungen des Rotors gegentiber dem Geh/iuse 

Bild 2, Translation und Rotation der Rotorscheibe bei elastischer Welle 
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sowie kleiner Relativverschiebungen x,  y des Rotors findet man fiir die in (2, 3, 4) eingehenden 
GrSBen die folgenden N~iherungswerte: 

[<] 
L a = 

3 I ~  = [ M 2  - -  f ~ s  ca,8 - -  d~3  j ' 
(~) 

cos ~0] 

P~ [m(~, + sa)l  ksin 9)J 
(6) 

[A~(~  + ~) + L(~ + o)1 
L~ = LA~( ) + ~) _ L(~ + ~o)J ' M~ = --  M s .  (7) 

Fiir die Komponenten des Schnittwinders gilt dabei: 

(8) 

Dabei bedeuten s den Abstand des Aufh~tngepunktes A vom Schwerpunkt des Rotors, d die 
D~tmpfungsbeiwerte, m die Rotormasse, s den Abstand des Rotorschwerpunktes yon der 
Rotorachse, ~o = ~0 die Winkelgeschwindigkeit des Rotors, L = Csco die wegen der getroffenen 
Voraussetzungen konstante Drallkomponente ffir die Rotorachse. 

Nach Einsetzen von (5, 6, 7) in (2, 3, 4) und Elimination der Schnittgr6Ben mit Hilfe 
von (8) erh~lt man ein System yon 6 linearen Bewegungsgleichungen, das mit den Abkiir- 
zungen 

A = A  G + A R + m s  2, B = B  e + A  R + m s  2 

in die folgende Form gebracht werden kann: 

A; + ms5 + A R(o + ~3 

B3 - ms;c + ARO - L& - L~ + ~ 

A~S~ + A~i, + L) + Lb + d~, 

+ %o: = rnsso~ 2 sin ~,  

@ CGO: ~ - -  ~tSe(,O 2 COS 99 , 

@ C T Z  ~ ~tr 2 COS 9) , 

+ cry = me(~ 2 sin ~0, 

+ c ~  = O ,  

+ cid9 = O .  

(9) 

Dieses System von Bewegungsgleichungen, das sich selbstverst~indlich auch unter Anwenden 
des Lagrangeschen Formalismus ableiten l~iBt, kann durch Einiiihren eines ,,Lagevektors" 

in die allgemeine Matrizenform 

M ~ +  (D @ G) z + K z  =/~ ) 

(1o) 

(1t) 

gebracht werden, in der G die schiefsymmetrische Matrix der gyroskopischen Kr~ifte ist, 
w~hrend die Massenmatrix M, die D~impfungsmatrix D sowie die Fesselungsmatrix B[ sym- 
metrisch sin& Sie brauchen hier nicht gesondert angegeben zu werden. 
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2. 3 Grenzfiille 

Vor einer weiteren Untersuchung der Gleichungen (9) bzw. (11) sollen einige Grenzf~ille be- 
t rachte t  werden, weil dies zum Verst~tndnis des Gesamtsystems beitr~tgt. 

Bei starrer Welle (c R, c T -+ oo) werden ~t) = v~ = 0 und x = y = 0, so dab die letzten vier 
Gleichungen des Systems (9) keine Aussage liefern. Es bleiben die Gleichungen ftir das Geh~tuse 

A~ + Lt3 + dc~ + c~o: = mseco 2 sin ~ ,  / 
(t 2) / B d -  ; a  + + cGa = cos 

die den Gleichungen eines ged~tmpften, durch Unwueht erregten Kreiselpendels entsprechen. 
Bei starrer Aufstellung des Geh~uses (c~ ~ co) werden e = fl = 0. Dann geben die ersten 

beiden Gleichungen yon (9) keine Aussage. Die restlichen Gleichungen sind -- wegen der bier 
getroffenen Voraussetzungen --  entkoppelt,  d .h .  Translations- und Drehbewegungen des 
Rotors sind entkoppelt .  Ihre Kopplung kornmt irn allgerneinen Fall erst fiber die Geh~iuse- 
bewegung zustande. Die freien Translationsbewegungen sind in beiden Richtungen ebenfalls 
entkoppelt ,  jedoch stehen die erzwungenen Schwingungen infolge der urnlaufenden Unwucht 
rniteinander in Beziehung. 

Bei nichtdrehendern Rotor (co = 0 bzw. L = 0) entf~illt die Kopplung einerseits zwischen 
c~- und fl-Bewegung, andererseits zwischen ~- und 0-Bewegung. Damit zerf~llt (9) in zwei 
Systerne von je 3 Gleiehungen, die irn Falle eines symrnetrischen Geh~iuses (A ~-- B) sogar 
identisch werden : 

msii + @~ + drjy + cry = 0, j (13) 
A;~s + AR~  + dR(v + cRt? = O . 

Die Gesamtbewegung kann damit als Superposition von zwei ebenen Bewegungen rnit je 
3 Freiheitsgraden aufgefaBt werden. Die dabei auftretenden Eigenfrequenzen und Eigenformen 
lassen sich in bekannter  Weise ausrechnen. 

Bei normalem Betrieb wird der Rotor  im allgemeinen so hohe Drehzahlen haben, dab die 
gyroskopischen Anteile in den Gleichungen dominierenden EinfluB besitzen. Dann lassen sich 
Nutations- und Pr~izessionsbewegungen durch Aufspalten des Gteichungssystems n~iherungs- 
weise bestirnmen [21. 

Die Nutationsbewegungen k6nnen n~herungsweise dutch Vernachl~issigen von Fessel- und 
D~impfungskr~iften berechnet werden. Darnit gehen die letzten beiden Gleichungen von (9) 
tiber in 

An(ix + ~) + L(fl q- b) ~ O, AR(fi q- ~) --  L(a  q- ~) ~ O. (t4) 

Ihre L6sung ergibt die stets im Sinne der Rotordrehung erfolgende Taumelbewegung (Nuta- 
tion), bei der sich die Absolutwinkel ~ q- ~0 und fl q- 4 periodisch, aber urn 90 ~ phasenver- 
sehoben ver/indern. Die Nutationsfrequenz wird 

L CR co. (t5) CON ~ A R  - -  d R  

Bei steifer Welle ftihrt der EinfluB der Geh/iusemassen zu einer Verringerung dieser Frequenz. 
Ein Grenzwert bis zu dern dies geschehen kann, 1/iBt sich aus (t2) gewinnen. Mit de, c a ~ 0 
folgt 

CON __ L CR  
1 ; ~  - -  1 / ~  co' (t6)  

Reale Werte ftir die zu erwartenden Nutationsfrequenzen liegen zwisehen den N~iherungen (15) 
und (t6). Da in (t2) eine Unwuchterregung rnit der Frequenz der Drehzahl co auftri t t ,  rnuB zur 
Verrneidung yon Resonanzen rnit der Nutat ion der genauere Verlauf der Funkt ion o)N(co ) 
beachtet  werden. Ftir kleinere Werte yon co ist in jedem Falle (16) eine untere Grenze ftir co3z, 
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w~ihrend sich ooN(co ) Itir co --> oo dem Weft  (15) ann~ihert. Resonanzen durch Ubereinstimmung 
von Nutationsfrequenz und Drehfrequenz lassen sich ira geffihrlichen Bereich hoher Dreh- 
zahlen mit Sicherheit vermeiden, wenn die Bedingung 

c~ < A ~ < ( ~  (~ 7) 

eingehalten wird. Dann n~tmlich liegen in einem coN, co-Diagramm die beiden Niiherungsgeraden 

(15) und (16) unterhalb der Drehzahlgeraden co N = co. Auch mit CR > / A B >  A R kSnnen 
keine Resonanzen auftreten, iedoch ist diese Bedingung ohne praktische Bedeutung, da die 
Gehiiusemassen im allgemeinen nicht klein genug gehalten werden k6nnen. In dem realistische- 

ren Fall ~ > CR > AR k6nnen, aber mtissen nicht notwendigerweise Resonanzen auf- 
treten. 

N~therungswerte ftir die Pr~izessionsbewegungen erh~tlt man aus der Bedingung des Gleich- 
gewichtes von gyroskopischen und Fesselkr~ften. Damit  folgen aus (9) die vier Ng2aerungs- 
gleichungen 

I 

--L(;  + ~?) + ~ ~ o,  [ 
} (~s) 
! 

--L(a +/~) + ~ a  ~ 0. l 

Ihre Frequenzgleichung ist 
2 o 22L2(cR + c~) ~ + c~c~ = 0 

und ergibt als L6sung die Pr~izessionsfrequenz 

~G~R (19) cop ~ L(cG + cR ) 

Im Falle einer sehr steifen Welle (c R >~ cG) wird 

c G 
c@ ~ ~- (20) 

erhalten. Zwischen diesen beiden N/iherungswerten kann die Pr~zessionsfrequenz bei realen 
Zentrifugen erwartet  werden. Die Pr/izessionsbewegung selbst ist eine langsame Taumelbewe- 
gung im Gegensinne der Rotordrehung. 

2. 4 Zus tandsgle ichunge~ 

Zur numerischen Auswertung der Bewegungsgleichungen auf Rechenanlagen ist es zwecK- 
mfiBig eine Transformation der Matrizengleichung (11) in die Form einer Zustandsgleichung 
durchzuffihren. Da.zu wird der , , Z u s t a n d s v e k t o r "  

u = [z ~ ~r]  ~ = [~/~ x y ~ a, a fl .~ ) v~ ,)] ~ (21) 

eingeftihrt, fiir dell nach Linksmultiplikation von (t t) mit 2V/-1 eine Matrizengleichung I. Ord- 
nung erhal~en wird: 

it = C u  + h i 9  ) (22) 
mit 

C =- _ M _ I  K --2t l -~(D + G) 

Darin ist 0 die Nullmatrix bzw. der Nullvektor, E die Einheits-Diagonalmatrix. Die Kehr- 
matr ix M -1 l~it3t sict~ explizit ausrechnen, so dab ftir die in C eingehenden Untermatrizen und 
ftir den Teilvektor von it folgendes erhalten wird: 
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c G 

AG 

sc T 

AG 

o 0 

c G SCG 

BG BG 

0 o 

CR o 0 
AG 

C R SC R 
0 - -  

BG BG 

--M-a(D + G) = 

- dG 

AG 

o 

0 

sdr 

[ AG 

d~ 
AG 

0 

EM-~/(W)J r = E o 

m 

sc G c G 
o 

A G AG 
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c G 
o o 

BG 

s c  T 

o o BG 

- - c r  ~ +  Ac 0 

da -- cR + 0 

/:) 0 0 -- @ + 

sd G dG 
0 0 

AG A G 

d G sd G L 
B s B ~ o -A~ 

B~ ~ + 0 0 

( i  s~) sdr 
0 0 - - d r  ~ + A ~  Ac 

o o +-d~R 

d R sd R L 
B-; s-; o 

0 eco 2 cos ~ eco 2 sin q9 0 

L 

AR 

dG 

Ba 

sd T 

BG 

o 

L 

AR 

0 1 
A " 

3 EinfluB der verschiedenen D~impfungen 

In die Bewegungsgleichungen sind -- mehr oder weniger willkarlich -- D~impfungsanteile far 
die Oeh~iusebewegung (do), fiir die Rotor-Translation (dT) und ftir die Rotor-Verdrehung (dR) 
eingesetzt worden. Jede dieser Teil-D~tmpfungen tr~igt zur D~impfung des Gesamtsystems bei. 
Die St~trke dieses Beitrages hfingt ]edoch yon der Struktur  des Systems und vom Arbeits- 
zustand ab. Um sie beurteilen zu k6nnen, soll hier der Begriff der durchdringenden D~impfung 
verwendet werden ; eine Teild~tmpfung heiBt durchdringend, wenn sie sich auch auf die anderen 
Freiheitsgrade des Systems auswirkt. Kriterien zur Feststellung der Durchdringungseigen- 
schaft lassen sich nach Miiller [3~ aus den bekannten Kriterien ffir die Steuerbarkeit  eines 
Systems gewinnen. Sie haben globalen Charakter, so dab die Eigenwerte selbst nicht erst aus- 
gerechnet werden mtissen. Ftir die vorliegenden Zwecke erweist sich ein yon Hautus  ange- 
gebenes Steuerbarkeits-Kriterium (s. Miiller ~41) als besonders zweckm~iBig. Es kann wie folgt 
formuliert werden : 
Das aus (t i)  folgende homogene System 

M~ + (D + ~) ~ + Kz  = 0 (23 )  

ist nicht durchdringend ged/trnpft, wenn die Oleichungen 

zr[M22 + (D + G) 2 + K] = O; zTD =- 0 (24) 

eine nichttriviale L/Ssung haben. 
Damit soll die Durchdringungseigenschaft ffir die drei D~mpfungsarten des vorliegenden 

Systems untersucht  werden. 
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3.1 Geh&~sediimpfuug 

Wenn  nur  Gehaused~tmpfung v o r h a n d e n  ist, dann  ha t  die D~tmpfungsmatr ix  die Diagona l fo rm : 

(25) D = diag {d o , d G, 0, 0, 0, 0} . 

U m  z r D  = 0 zu erftillen, muB der L a g e v e k t o r  (t0) die reduzier te  F o r m  

haben.  D a m i t  folgen aus 

r = % 0 ,  x , y , % 0 ]  (26) ~red 

(24.1) un te r  Ber i icks icht igung von (9) die folgenden 6 Gleichungen:  

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

rosary + A ~X~,p + LXO = O, 

--msX2x + AR220 - -  L2,p = 0 ,  

m22x q- crx --  O, 

m,t2y + cry = o ,  

Ale22~? + L20' + CROp = 0 , 

AR2zO -- L2~ + c1~t9 = O . 

/ (27) 

Gesucht  werden  Bed ingungen  fiir das Vorhandense in  n ich t t r iv ia le r  L6sungen  dieses Systems.  
Dazu  k a n n  m a n  wie folgt i iberlegen: Die Gleichungen 3. und  4. yon  (27) sind erfiillt en tweder  
ftir I) x = y = 0 oder  I I )  m22 + c r = 0. Mit I) folgt aus 1. und  2. nach  Einse tzen  in 5. bzw. 6. 
sofort  ~ = v~ = 0, also die t r iv ia le  L/Ssung. Mit I I )  Iolgt,  dab 5. und  6. erfiillt werden en tweder  
fiir I I , l )  ~o = v ~ = 0 oder  I I ,2 ) :  

det  = ( A R 2 2 + c R )  2 + L ~ 2 2 =  cR m s ] m - - 0 '  (28) 

Ni t  I I , l )  folgt aus 1. und  2. sofort  wieder  x = y = 0. D e m n a c h  sind n icht t r iv ia le  L6sungen  
nur  im Fal l  I I ,2) ,  also bei Erfi i l lung yon (28) m6glich. Diese Bedingung  kann  mi t  L = CRC0 
und  Einf i ihren der Trans la t ions-  bzw. Ro ta t ions -E igenf requenzen  des Ro to r s  bei fes tgehal te-  
hem Geh~tuse: co~r = cr/m, oJ~ = cR/AR in die F o r m  

AR ro~ - ~ (29) 
001 - -  C R  ro T 

gebrach t  werden.  D e m n a c h  kann  festgestel l t  werden,  dab  die Geh~tused~impfung bei der durch  
(29) gegebenen Ro to rd rehzah l  % nicht  zur Ro to r -Bewegung  durchdr ingt .  Fiir  alle anderen 
Ro to rd rehzah len  dr ingt  die Geh~used{impfung durch.  

3.2 Translat ionsddmpfuug 

Die DXmpfungsma t r i x  ist j e tz t  
O = diag { 0, 0, d r, d r, 0, 0} 

und  der reduzier te  L6sungsvek to r  
z ~ =  E~,~, o, o, ~, ~ �9 

D a m i t  erh~tlt m a n  aus (24.1) die Oleichungen:  

t .  A22o~ + AR,~Vo + L)~fi + LXt9 + c~o~ = O, 

2. BX=fl + A R ,~h9-  L2o: - -  L2,p + Car l = O, 

3. --msX2fl = O,  

4. ms22o~ = O,  

5. AR22oc + AR2~p + L2,8 + L2t~ + cR~ = O, 

6. Am~Zfl @ A R 2 2 ' ~ ,  - -  L2o~ -- L27 + OR*9 = O. 

(30) 

(3t) 

(3 2 ) 
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Wegen 3. und  4. wird ~ = fi = 0. t .  und  2. haben  & h e r  nur  mi t  det  = A~24 @ L22 z = 0 
eine n ich t t r iv ia le  L6sung.  Das  ist erfiillt ftir I) ,1 0 und  I I )  )3 = - -  2 2 = L / A R .  Aus 5. und  6. 
folgt mi t  I) ~ - -  ,~ = 0. Das  gleiche t r iv ia le  Ergebnis  folgt aber  auch im Fal l  I I ) .  D e m n a c h  
exis t ier t  fiir (32) keine n icht t r iv ia le  L6sung.  Als Ergebnis  ist also festzustel len,  daB die Trans-  
lat ionsd~tmpfung s te ts  zu den anderen  Fre ihe i t sg raden  durchdr ingt .  

3.3 Ro ta t i onsd4mpfung  

Mit der  D g m p f u n g s m a t r i x  

D = diag {0, 0, 0, 0, dR, dR} (33) 

und  dem reduz ie r ten  L6sungsvek to r  

z ~ a =  E~, ~, ~,y,  o, o] (34) 

folgen aus (24.t) die Gleichungen:  

1. AZ2~ + ms2~y + L,tfl + cG~. - O, I 
I 

2. B2~fl + ms22x --  L 2 e  + carl - -  0 ,  [ 
! 

3. --ms22fi + m,12x + crx  = O, I 

4. mS,120C @ n~,12y + CrY = O, [ 

I 5. AR2%: q- L2fi = O, 

6. A R)d't3 - -  L2o: = O . J 

(35) 

Hier  sind 5 und  6. erfiillt en tweder  fiir I) e = fi = 0 oder  I I )  det  = A~24 + L2,1 ~ = 0. Aus I I )  
folgt en tweder  I I , t )  22 = 0 oder  II ,2)  ,12 = _ L 2 / A R .  Der  Fal l  I) f i ihrt  wegen t.  und  2. auf  
x = y = 0, also auf  die t r iv ia le  L6sung.  Auch  im Fal l  I I , l )  folgt aus 1. bis 4. dasselbe Ergebnis .  

U m  den Fal l  I I ,2)  wei ter  zu un te rsuchen ,  wird  zun~ichst 5. yon  1. sowie 6. yon  2. abgezogen 
Das  ergibt  : 

7. [(A - -  A R) ,15 + c j  ~ + ~ns22y = O, 

8. [ ( B - - A R ) , 1 2 + @ f i - - m s 2 2 x = 0  

Da  die L6sungen  a = y = 0 bzw fi = x = 0 ausscheiden,  mtissen die D e t e r m i n a n t e n  einer- 
seits des Sys tems  7. und  4., anderersei ts  8. und  3. verschwinden.  Diese Forde rungen  fiihren zu: 

(,,,s,1~)2 _ (,,o~2 + or) [(A - -  A~} Z~ + c~] = o ,  / 

.J (ms22) 2 (m22+ cr) [(B A R) ,12 4- c~] o 
(36) 

Beide Bedingungen  werden Itir A = B bzw A G = B~ ident isch Ftir A~ 4= B~ lassen sie sich 
nicht  gleichzeitig erftillen Da raus  folgt, dab  die Rota t ionsd~impfung bei u n s y m m e t r i s c h e m  
Geh~iuse in j edem Falle durchdr ingend  ist 

Bei s y m m e t r i s c h e m  G e M u s e  (Aa = B~) folgt aus (36) eine quadra t i sche  Gleichung far  
,t 2 = - -  L / A  R = - - ( C R / A  R) co Ih re  Aufl6sung fiihrt  zu zwei , , k r i t i schen"  Drehzah len  

1 ~o~[ = A ~ , ~  + ( A - A ~ )  ~;-I I T , (37) 

fiir die die Rota t ionsd~impfung nicht  durchdr ingt .  
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Zusammenfassend kann demnach festgestellt werden, dab bei den dutch (29) und (37) 
best immten Rotordrehzahlen Schwierigkeiten bei An- und Auslauf nicht ausgeschlossen werden 
k6nnen, well die vorhandenen D~impfungen teilweise unwirksam werden. 

4 Eigenschwingungen 

Zur Kl~irung des dynamischen Verhaltens wurden numerische Auswertungen fiir einen, der 
beobachfeten Zentrifuge entsprechenden Satz yon Parameterwerten durchgefiihrt 1. Dabei ist 
auger dem Rotor selbst auch das Oeh~use als symmetrisch, also A = B, angenommen worden. 

Fa r  das System (22) mit h(@ ~--- 0, d. h. fiir einen Rotor ohne Unwucht sind in gild 3 die 
Imagin~trteile vi und die Realteile di der charakteristisehen Wurzeln -- also Eigenfrequenzen 
und D~impfungen -- als Funktion der Rotordrehfrequenz co aufgetragen. Entsprechend der 
Zahl der hier beriicksichtigten Freiheitsgrade gibt es 6 konjugiert komplexe Wurzeln, a l s o  
6 Eigenschwingungen. Wegen der angenommenen Symmetrie des Problems treten ftir co = 0 
drei Doppelwurzeln auf, die sich jedoch fiir co 4= 0 aufspalten. Sie folgen unmittelbar als LS- 
sungen von (t3). 

Die zu vl, 31 gehSrende Eigensehwingung ist eine typisehe Pr~izessionsschwingung, wie sie 
bei Rotorsystemen zu erwarten ist; fl  geht mit wachsendem co asymptotisch gegen Null; als 
N~therung fiir sehr groge co kann (t9) verwendet werden. Bei nicht so grogen Werten yon co 
liegt v 1 auf jeden Fall zwischen den durch (t9) und (20) definierten N~iherungen. 

Zur Pr~tzession gehSrt sinngemiig eine Nutationssehwingung, deren Frequenz v6 bei gro- 
gem co etwa proportional zu co anw~ichst. Fiir sehr groges co gilt die N~herung (15), ftir nicht 
zu kleine co liegt jedoch v6 auf jeden Fall zwisehen den durch (t 5) und (t6) definierten Grenz- 
werten. 

Die durch v2, d2 bis v 5, d 5 charakterisierten vier Eigenschwingungen werden in der Theorie 
der Kreiselsysteme meist als Pendelschwingungen bezeichnet. Sie sind durch die Eigenschaft 
gekennzeichnet, dab sich die v(co)-Kurven fiir co ~ oo asymptofisch bestimmten, yon co unab- 
h~tngigen Grenzwerfen n~ihern. Diese Grenzwerte liegen zwischen den fiir r = 0 geltenden 
Werten vi(0). 

..: / 
50 ' / /  

40 v=w 

30 , , , , , . .~ .~  5 

20"/~4 

o +'o io 
50 100 

0 h ; 

-2 ~ 2 

-3 

150 S -1 2~)0 

150 s -1 200 co 

Bild  3. Eigenfrequenzen und DS.mpfungen als Funktion der Rotordrehzahl 

1 Fiir die Durchfflhrung dieser Berechnungen sowie fQr wertvolle Hinweise bei der Auswertung danke ich 
Herrn Ing.-grad. R. Lautenschlager 
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Die Schwingungsformen lassen sich aus den Eigenvektoren ablesen. Diese sind ftir das 
unged~mpfte System (d G -= d T = dR = 0, also d~ = 0) ausgerechnet und in den Bildern 4 und 5 
dargestellt worden. Wegen d~ = 0 liegen die Teilauslenkungen des Systems ftir Hauptschwin-  
gungen bei geeigneten Anfangsbedingungen jeweils in einer Ebene, die sich mit  der Frequenz vi 
um die Vertikale dreht. Rotor-  und Geh~iuse-Symmetrieachsen umfahren dabei gerade Kreis- 
kegel. In Bild 4 ist ein Fall skizziert, bei dem die Teilauslenkungen yon Geh~iuse (oc, fl), Rotor- 
Translation (x, y) und Rotor-Verdrehung (~o, #) gleichsinnig erfolgen. Es gehSren dabei jeweils 
c~, y ,  ~ und fl, - - x ,  v~' zu den Auslenkungen in beiden um 90 ~ gegeneinander verdrehten Vertikal- 
ebenen. 

In Bild 5 sind die ftir die 6 Hauptschwingungen vorhandenen Konfigurat ionen schema- 
tisch dargestellt :  vom Geh~tuse ist nur die Symmetr ieachse skizziert; die beiden Teile der 
Rotorwelle sind dutch Striche ersetzt. Das System bewegt sich bei Hauptschwingungen so, 
dab die skizzierten Konfigurat ionen beibehalten werden, aber im Sinne der unten angegebenen 
Pfeile um die Vertikale drehen. Der Drehsinn weehselt dabei ; er ist fiir die Hauptschwingungen 
1, 3 und 5 gegensinnig zur Rotor-Eigendrehung,  fiir die Hauptschwingungen 2, 4 und 6 dagegen 
gleichsinnig. Wenn man die gezeichneten Lagen als Momentaufnahmen in der 2, 3-Ebene (Bild t) 
auffagt,  dann gehSren dazu die Teilauslenkungen ce, y, ~0. In  allen 6 Fiillen ist c~ )'> 0 angenom- 
men worden ; die Vorzeichen von y und ~ sowie der Drehsinn ergeben sich dann aus Tabelle 1. 

Der Charakter  der Hauptschwingungen ist leicht zu deuten : v 1 gehSrt zur Pdizessions-, v 6 zur 
Nutations-Bewegung. Die dazwischen liegenden Schwingungen kSnnen im wesentlichen als 

, Pendelungen yon Geh~iuse und Rotor  aufgefal3t werden: Bei v 2 und va sind Gehtiuseauslenkung 
und Rotor t ransla t ion g]eichsinnig, bei v4 und v 5 gegensinnig. In den Fttllen v2 und v a, bzw. v~ 
und v 5, wechselt jeweils das Vorzeichen yon ~o, also die Rotorneigung sowie auch der Umlauf-  

Bild 4. Darstellung der Schwingungsform 

i 

1 2 3 ~: 
I 

5 

Bild 5. Schwingungsformen fiir die sechs Hauptschwingungen 

8 ~ 
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Tabelle 1. Vorzeicllen von y und ~0 (bei ~ > 0) und Drehsima ft~r die sechs 
Hauptschwingungen 

~1 ~2 ~3 ~ ~5 ~6 

y § + + - _ § 
w q- q- - + - § 
Drehsinn -- q- -- -F -- + 

sinn. Wie Bild 3 zeigt, liegen die beiden Frequenzen v= und ~a bzw. v 4 und v 5 bei schnellaufendem 
Rotor  ieweils dicht beieinander. Die relative Neigung des Rotors (Winkel % 0) ist in allen 
4 F/illen sehr gering; um sie in Bild 5 sichtbar werden zu lassen, ist sie dort  iibertrieben darge- 
stellt. Entsprechendes gilt auch fiir die Nutat ionsschwingung ~6: Hier sind alle drei Teilaus- 
lenkungen wesentlich kleiner als in den anderen F/illen. 

Um das in Kap.  3 untersuchte D/impfungsverhalten auch quant i ta t iv  zu best/itigen, wurde 
das Gleichungssystem (22) mit  h(@ ~ 0 bei vedinderten D~impfungen gel6st: Es wurde jeweils 
nut  einer der drei Dgmpfungsbeiwerte  d G (Geh/iuse), d r (Rotor-Translation) oder dR (Rotor- 
Verdrehung) als yon Null verscMeden angenommen. Als Ergebnisse sind in den Diagrammen 
der Bilder 6 und 7 lediglich die D~tmpfungskurven c3i(co ) aufgetragen; sie zeigen eine zum Tell 
s tarke Abh/ingigkeit yon co. Die zugeh6rigen Kurven vi(oo) ftir die Eigenfrequenzen sind nicht 
angegeben, da sich bei ihnen kein wesentlicher Unterschied gegentiber dem in Bild 3 darge- 
stellten Fall ergibt. 

Der Kurvenver lauf  von Bild 6 oben, best/itigt und konkretisiert  das in 3.t erhaltene Er- 
gebnis: FOr co ~ 40 t/s,  entsprechend dem Wert  (29), dringt die Geh/iused/impfung nicht 
durch; die Hauptschwingung 3 (Bild 5) verliert ihre D/impfung. Es ist bemerkenswert ,  dab 
die der Schwingungsform nach /ihnliche Hauptschwingung 2 in diesem Fall nicht beeinfLugt 
wird. 

Der Kurvenver lauf  yon Bild 6, nnten, best~itigt die Aussage yon 3.2, dab die Translations- 
d/impfung stets durchdringt.  Dagegen zeigt Bild 7, dab die Rotat ionsd/impfung for co ~ 22 1/% 
entspreehend dem gr6Beren Wef t  yon (37), nicht zur Hauptschwingung 4 durchdringt.  Wie- 

0! 

-1 

-2 

S-1 

-3- 

50 100 150 s -I 

3 ~  dT=dR=O 

dG*O 

200 oJ 

-1- 

S~1 

- 2  
di' 

50 100 150 s -~ 

da=dR=O 
dT*O 

ZOO 
I. v~. 

Bild 6. Verlauf der D&mpfungskurven fiir den Fall, dab nut Gehgusedgmpfung d G (oben) oder nur Trans- 
lationsdXmpfung d r (unten) vorhanden ist 
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0 0 _ _  50 100 150 s-' 
I i 

4 

5 

dG=dT=O 
dR*I] 

6 

200 ~o 

0 50 I00 150 s 4 200 
0 , I , __ .._.' 

-0.5 

0) 

S-1 

-;.0 
6 

B i l d  7. Ver lauf  der  D / i m p f u n g s k u r v e n  ffir den  Fall,  dab  n u r  iRota t ionsd&mpfung d R v o r h a n d e n  ist. U n t e n :  
A u s s c h n i t t  in a n d e r e m  Ord ina t enma l3s t ab  

derum zeigt sich kein entsprechender Einflu8 bei der benachbarten Hauptschwingung 5. Diese 
beiden Hauptschwingungen werden vielmehr am wirksamsten durch die Geh~used~impfung d a 
(Bild 6 oben) ged~impft. Die Translationsdiimpfung d r wirkt sich vorwiegend auf die ,,Pendel- 
schwingungen" 2 bis 5 aus (Bild 6 unten);  Pr~izessions- und Nutations-Bewegungen werden 
dagegen yon ihr kaum beeinfluBt. Die Rotadonsd~impfung hingegen d~impft prim~ir die 
Nutationsbewegung. 

5 Unwuchterregte Zwangsschwingungen 

Die Zwangsschwingungen wurden nach (22) mit h(~) = 0 ftir denselben Satz yon Parametern 
wie die Eigenschwingungen ausgerechnet. Zwei der dabei erhaltenen Ergebnisse sind in den 
Bildern 8 und 9 dargestellt. Die Resonanz- und Phasen-Kurven yon Bild 8 gelten fiir ein System 
mit Geh~iused~impfung; Rotor-Translations- und -Drehd~impfung wurden demgegentiber ver- 
nachliissigt, zumal sie bei der beobachteten Zentrifuge gering waren. Wegen der D~tmpfung 
sind die Maxima der drei Resonanzkurven etwas gegeneinander verschoben. Im Fall eines 
unged~tmplfen Systems (d G ---- 0) liegen die Resonanzstellen im ausgewerteten Fall bei ~o = t0,4 
und co = 19,4 l/s. Das entspricht genau den Rotordrehzahlen, bei denen co mit den Frequenzen 
der gleichsinnigen Eigenschwingungen v2 und v~ von Bild 3 iibereinstimmt. (Schnittpunkt mit 
der gestrichelten Geraden v = co). Die gegensinnigen Eigenschwingungen vl, ~3 und vs, deren 
Kurven in Bild 3 ebenfalls yon der Geraden v = o) geschnitten werden, ftihren erwartungs- 
gem~i8 nicht zu Resonanzerscheinungen. Fiir den verwendeten Satz von Parametern existiert 
auch keine Resonanz mit der stets gleichsinnigen Nutationsschwingung v6; wegen v~(o)) > co 
gibt es keinen Schni t tpunkt  mit der Drehzahlgeraden v----o). Weil aus diesem Grunde bei 
hSheren Drehzahlen nichts mehr passierf, ist in Bild 8 nur der untere Teil des Drehzahlbereiches 
aufgetragen worden. Die Geh~tused~mpfung wirkt sich auf die zweite Resonanzstelle starker 
als auf die erste aus, auf die Rotorverdrehung und Geh~iusebewegung st~irker als auch die 
Rotortranslation. Dies erkl~irt u. a. die Beobachtung, dab bei ungiinstig beladener Zentrifuge 
Anlaufschwierigkeiten durch heftige Rotortranslations-Schwingungen bis zum Anschlag an das 
GeMuse auftreten. Die in Kap. 3 theoretisch gefundene Tatsache des geringen Durchdringens 
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?gild 8. Resonanz- und Phasen-IKurven ffir unwucWcerregte Zwangsschwir~gungen; GehS.usedSmlpfung d G =~ 0 

der G~h&used&rnpfung znr Rotor-Translation deutet sich demnach ~uch bei den Zwangs- 

schwingungen an. Insbesondere kann festgestellt werden, dab die Amplitude yon x ,y  bei der 
dutch (29) definierten Frequenz (,o = 31 l/s), fiir die die D~impfung nicht durchdringen kann, 
genau dem Wert entspricht, der fiir den unged~impften Fall erhalten wird. 

Die Resonanzkurven sind paarweise [(e, t~), (x, y), (V, 0)] identiseh. Dagegen zeigen sich 
bei den Phasenkurven charakteristische Unterschiede, aus denen u. a. die Veranderungen der 
Schwingungslormen bei Durchlau~en der Reso~anzstellen ermittelt werden kSnnen. Urn die 
Unterschiede bei ged~tmpftem und unged~tmpftem System zu zeigen, sind in Bild 9 als Beispiel 
die fiir die Translationsbewegur~g x, y des Rotors geltenden Kurven gemeinsam dargestellt. 
Der EinfluB des D&mpfung macht sich nicht nur in einem Abschleifen der Resonanziiber- 
h6hungen (das erste Maximum der Kurve mit d G @ 0 reicht his zu einem Wert 12 fiir die 
Vergr613erungsfunktion), sor[derrt aucll im Beseitigen einer Titgungsstelle zwischen den Re- 
sonanzstellen bemerkbar. An dieser Tilgungsstelle gibt es im ungedXmpften Fall einen Phasen- 
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Bild 9. Resonanz~ und Phasen-Kurven fflr die Translationskoordinafe y ohne und mit Geh~used~mpfung d G 
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sp rung .  Die  D ~ m p f u n g  ve r~nde r t  die P h a s e n k u r v e n  so s t a rk ,  dab  die s y s t e m b e d i n g t e n  Gr i inde  
fiir  d iesen K u r v e n v e r l a u f  bet ged~impftem S y s t e m  k a u m  noch e r k a n n t  werden k6nnen .  

Bet den  R e s o n a n z k u r v e n  ftir die Geh~iusebewegung (c~, ~} sowie die R a t o r v e r d r e h u n g  (~, v 9) 
ex i s t i e r t  im  F a i l  f eh lender  D a m p f u n g  keine  Ti lgungss te l le .  E n t s p r e c h e n d  g ib t  es daf i i r  auch  
nur  je zwei Spr i inge  in den P h a s e n k u r v e n .  Sie s ind in den in Bi ld  8 un ten  geze ig ten  K n r v e n  
infolge der  D~impfung nu r  noch  als mehr  oder  weniger  sanf te  t)*bergfinge zu e rkennen .  
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