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Der Gyrostat mit elastischer Welle

Ein Beitrag zur Theorie von Zentrifugen *

K. Magnus, Miinchen

Ubersicht: Um die Bewegungsverhiltnisse bestimmter Zentrifugentypen zu kliren, wird das dynamische
Verhalten eines Gyrostaten mit elastischer Welle untersucht. Das betrachtete System hat auller der Eigen-
drehung des Rotors 6 Freiheitsgrade: Gehduse-Verdrehung, Rotor-Translation und Rotor-Verdrehung in den
beiden Querebenen. Eigenfrequenzen und Eigenformen werden ausgerechnet. Das Dadmpfungsverhalten hingt
stark von der Rotordrehzahl w ab. Fiir bestimmte Werte von w kann die Wirksamkeit der Ddmpfungen ver-
loren gehen, weil diese nicht mehr zu allen Freiheitsgraden des Systems durchdringen.

Summary: In order to evaluate the dynamical behaviour of certain types of centrifuges a gyrostat with
an elastic rotor shaft is investigated. The system under consideration has 6 degrees of freedom besides the
rotor rotational freedom itself: rotation of cage and rotor about and rotor shift along the two perpendicular
axes. Eigen-frequencies and -modes are determined. The damping depends upon the rotor velocity w. It is
possible that the effectivity of damping becomes extremely small for certain values of @, as the damping
does not always pervade to all degrees of freedom of the system.

1 Aufgabenstellung

An einem, in verschiedenen Varianten verbreiteten Typ von Zentrifugen kdnnen Erscheinungen
beobachtet werden, deren Deutung genauere Untersuchungen zum dynamischen Verhalten des
hier vorliegenden, verhidltnismiBig einfachen Rotorsystems erfordert. So kénnen bei An- und
Auslaufen kritische Drehzahlbereiche festgestellt werden, die nicht den iiblichen Resonanzen
entsprechen. Andererseits treten bei der Arbeitsdrehzahl ungeddmpfte, drehzahliremde Eigen-
bewegungen auf, die nach Frequenz und Schwingungsform nicht als erzwungene Schwingung
angesehen werden kénnen. Zur Klirung dieser Phinomene soll hier als vereinfachtes Modell
einer Zentrifuge der Gyrostat mit elastischer Welle analysiert werden.

Die beobachtete Zentrifuge entspricht dem Typ der bekannten Wischeschleuder: In einem
auf Gummipuffern elastisch gelagerten Gehiduse befindet sich ein gegeniiber dem Gehiuse
elastisch aufgehdngter Antriebsmotor, auf dessen Welle die Zentrifugentrommel starr befestigt
ist. Der Stator hat zwar gegeniiber dem Gehduse 6 Freiheitsgrade, jedoch werden im allge-
meinen nur Translationsschwingungen in der Horizontalebene und Taumelschwingungen, also
Drehschwingungen um horizontale Achsen beobachtet. Hinzu kommt der Drehfreiheitsgrad
von Trommel und Anker, also des Rotors, gegeniiber dem Stator. Das Gehduse fithrt im wesent-
lichen Taumelbewegungen aus, die als Drehschwingungen um horizontale Achsen aufgefal3t
werden kénnen. Insgesamt sind also 7 Freiheitsgrade an den beobachteten Bewegungen be-
teiligt.

Als vereinfachtes Ersatzmodell, das die erwidhnten 7 Freiheitsgrade zeigt, soll hier der in
Bild 1 skizzierte Gyrostat mit elastischer Welle betrachtet werden. Das Gehiuse G sei in einem
Punkt 4 so gelagert, dafl es Drehbewegungen um die beiden horizontalen Achsen ausfiithren
kann. Das kann z. B. durch ein Kardangelenk geschehen. Die Symmetrieachse des Gehiuses
ist an die vertikale Gleichgewichtslage durch Schweremoment oder elastische Iesselungen
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Bild 1. Der Gyrostat mit elastischer Welle als Ersatzmodell einer Zentrifuge

gebunden. Der Aufhingepunkt A kann iiber oder unter dem Gesamtschwerpunkt des Systems
liegen. In jedem Falle ist jedoch die Gesamtfesselung des Geh&uses statisch stabil.

In gehdusefesten Lagern L, und L,, deren Verbindungslinie parallel zur Symmetrieachse
des Gehduses sein soll, ist der Rotor R mit elastischer Welle gelagert. Auf diese Weise kann der
Rotor gegenitber dem Gehduse sowohl Translations- als auch 'Rotations-Bewegungen aus-
{ithren. Bei geeigneter Konstruktion sind beide Bewegungsformen voneinander unabhiingig.
Infolge von Werkstoffdimpfung sowie durch Relativbewegungen der Trommelfiillung sind
beide Bewegungen — Rotor-Translation und Rotor-Drehung — sowie auch die Gehiduse-Dreh-
bewegung im allgemeinen gedimpft.

Ziel der Untersuchungen soll es sein, einerseits die dynamischen Kennwerte des Systems,
also Eigenfrequenzen und Eigenformen in Abhingigkeit von der Drehzahl w des Rotors zu
bestimmen; andererseits interessiert die Auswirkung der verschiedenen Ddmpfungsarten auf
das Verhalten des Gesamtsystems. Die Beobachtungsergebnisse lassen ndmlich vermuten, dafl
der Grad des Durchdringens von Gehduse-Dampfung 4., Rotor-Translations-Dampfung d,
bzw. Rotor-Drehddmpfung dy auf die verschiedenen Teilbewegungen stark von der Drehzahl
abhingt, so daB resonanzihnliche Erscheinungen ausgeldst werden kdnnen.

Die Untersuchungen werden im Rahmen einer linearisierten Theorie durchgefithrt. Weitere
Vernachldssigungen oder vereinfachende Annahmen beziehen sich auf die folgenden Punkte:

1. Weder Gehduse noch der Rotor sollen Vertikalbewegungen ausfithren. Es ist bekannt [1],
daB bei Beriicksichtigung auch dieser Freiheitsgrade parametererregte Schwingungen ausge-
rechnet werden konnen. Sie sollen nicht beriicksichtigt werden.

2. Fiir das Gehiuse werden auch Translationsbewegungen in horizontaler Richtung ausge-
schlossen.

3. Die Lagermassen sollen keine Bewegungsmadglichkeit gegeniiber dem Gehduse haben, so
daB sie einfach als Teil der Gehdusemasse erscheinen.

4. Die Statormasse wird vernachldssigt; ihre Beriicksichtigung wiirde ein komplizierteres
3-Korper-Ersatzsystem voraussetzen.

5. Die Rotorwelle wird als masseloses Federungselement angesehen. Eventuelle Eigen-
schwingungen der Welle (Stab-Kontinuum) werden damit vernachlissigt.

6. Der EinfluB des Trommelinhaltes soll einerseits durch einen Zuschlag zur Trommelmasse,
andererseits durch entsprechende Dampfungsanteile fiir die Translations- und fiir die Dreh-
Bewegung des Rotors erfa3t werden.

7. Im interessierenden Arbeitsbereich soll Gleichgewicht zwischen Antriebs- und Brems-
Momenten fiir die Rotorachse bestehen. An- und Auslauf werden also als quasistationdr
angesehen.

8. Der Rotor wird als symmetrisch angenommen: Az = By. Er soll in der Mitte der eben-
falls symmetrischen Welle befestigt sein.

9. Als Erregung wird nur statische Unwucht in der Mittelebene des Rotors angenommen.

10. Das System soll linearisierbar beziiglich Fesselungen und Dampfungen sein; durch
Annahme kleiner Drehwinkel fiir Gehduse und Rotor-Querbewegung werden auch kinematische
Nichtlinearitdten vermieden.
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2 Bewegungsgleichungen

2.1 Fesselungsbeiwerte

Die Fesselung des Gehduses entsteht durch das Schweremoment sowie durch die federnde
Aufstellung (Gummipuffer oder Federelemente). Wegen der vorausgesetzten Linearitdt kénnen
beide Anteile gemeinsam durch einen Dreh-Fesselungsbeiwert ¢, = Myjo = M, /5 erfaBt wer-
den. Diese Fesselung wird als in beiden Querachsen gleichartig vorausgesetzt.

Die Fesselung des Rotors gegentiber dem Gehéuse kann aus den geometrischen Abmessun-
gen der elastischen Welle in bekannter Weise errechnet werden. Translations- und Rotations-
Fesselung sind voneinander abhdngig; ihr Verhiltnis 148t sich jedoch durch geeignete Wahl
des Schlankheitsgrades der Welle beeinflussen. Fiir den Fall einer Welle mit konstantem
Querschnitt mit der halben Linge a, dem Flichentrigheitsmoment [ fiir den Wellenquer-
schnitt und dem FElastizitdtsmodul £ (Bild 2) ergeben sich aus der elementaren Biegetheorie
die Beiwerte:

Translationsfesselung: ¢, =-—=—=—-,

(1)
Rotationsfesselung: MY MY GEI
otationsfesselung: CR= =y =

2.2 Drallsatz und Impulssatz

Zur Aufstellung der Bewegungsgleichungen wird das Schnittprinzip verwendet und dann fiir
die Teilsysteme Krifte- und Momentengleichgewicht formuliert. Der Rotor wird an den Lager-
stellen freigeschnitten; die vom Rotor auf das Gehduse tibertragenen Schnittkrifte lassen sich
zu einem Kraftwinder [Fg, M) mit Fy = [F,F,]T und My = [M,M,]” zusammenfassen. Wegen
der zuvor genannten Annahmen brauchen die in die vertikale 3-Richtung fallenden Anteile
nicht berticksichtigt zu werden.

Werden mit p der Impuls- und mit L der Drall-Vektor, durch den Index G das Gehduse
und durch R der Rotor bezeichnet, dann stehen die folgenden Grundgleichungen zur Verfii-
gung:

Gehduse-Drallsatz: = M, (2)
d

Rotor-Impulssatz: % = Fg, (3)
aL

Rotor-Drallsatz: V—f = M. (4)

Wegen der vorausgesetzten Linearitit und der Annahme kleiner Drehwinkel «, 8 fir das
Gehduse, kleiner Winkel o, & fir die Relativdrehungen des Rotors gegeniiber dem Gehduse

T |

N

,.]XL_ 14

Bild 2. Translation und Rotation der Rotorscheibe bei elastischer Welle
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sowie kleiner Relativverschiebungen x, y des Rotors findet man fiir die in (2, 3, 4) eingehenden
GréBen die folgenden Nédherungswerte:

[ A& M; + Fys — cqor — dg

L. = .], M, = . (5)
| B M, — Fys — ¢gff — dgf

pe=| """ Sﬂ, P L "”}, (6)
_m(y + sa) | sin ¢
[Ag(& + ) + LB + 9)

LR - . . ’ MR = MS . (7)
| Ar(B + V) — L{x + )

Fiir die Komponenten des Schnittwinders gilt dabei:

F, cpx + dpx M, Crp + dgy
FS = ] N MS == = N (8)

I, cry -+ dyy M, cr® + dgd
Dabei bedeuten s den Abstand des Aufhidngepunktes 4 vom Schwerpunkt des Rotors, d die
Diampfungsbeiwerte, m die Rotormasse, ¢ den Abstand des Rotorschwerpunktes von der

Rotorachse, @ = ¢ die Winkelgeschwindigkeit des Rotors, L = Cyw die wegen der getroffenen
Voraussetzungen konstante Drallkomponente fiir die Rotorachse.

Nach Einsetzen von (5,6, 7) in (2, 3, 4) und Elimination der SchnittgréBen mit Hilfe
von (8) erhdlt man ein System von 6 linearen Bewegungsgleichungen, das mit den Abkiir-
zungen

= A, + A + ms?, = B; + Ar + ms?

in die folgende Form gebracht werden kann:

Ak + msy + Agp + LB + LY -+ deb + cqo = msew? sin ¢,
BB~WLS§&+AR1§—L&—L¢—i—dG/é—]—cGoc-—— — msew? cos ¢ ,
—msﬁ-{-mb& + dpx + cpx = mew? cos ¢,
msx + my 4+ dpy + cpy = mew®sin g,
Agbi+ Agp + LB+ LY + dup + cxp = 0,
A+ Agh — Lé — Lip - dgd + cxd = 0.

Dieses System von Bewegungsgleichungen, das sich selbstverstindlich auch unter Anwenden
des Lagrangeschen Formalismus ableiten 148t, kann durch Einfiithren eines ,,Lagevektors®

=l pfxyy I’ (10)

in die allgemeine Matrizenform
M: + (D + Q) & + Kz = f(¢) (11)
gebracht werden, in der G die schiefsymmetrische Matrix der gyroskopischen Krifte ist,

wihrend die Massenmatrix M, die Didmpfungsmatrix D sowie die Fesselungsmatrix K sym-
metrisch sind. Sie brauchen hier nicht gesondert angegeben zu werden.
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2.3 Grenafille

Vor einer weiteren Untersuchung der Gleichungen (9) bzw. (11) sollen einige Grenzfille be-
trachtet werden, weil dies zum Verstdndnis des Gesamtsystems beitrigt.

Bei starrer Welle (cg, ¢, — oo) werden 9 = ¢ = 0 und x = y = 0, so daf} die letzten vier
Gleichungen des Systems (9) keine Aussage liefern. Es bleiben die Gleichungen fiir das Gehduse

As + LB + dok + cqor = msew? sin @ }
(12)

BB — L + doff + ¢ = — msew? cos ¢,

die den Gleichungen eines geddmpften, durch Unwucht erregten Kreiselpendels entsprechen.

Bei starrer Aufstellung des Gehiuses (¢, - oo) werden o« = f# = 0. Dann geben die ersten
beiden Gleichungen von (9) keine Aussage. Die restlichen Gleichungen sind — wegen der hier
getroffenen Voraussetzungen — entkoppelt, d.h. Translations- und Drehbewegungen des
Rotors sind entkoppelt. Thre Kopplung kommt im allgemeinen Fall erst iiber die Geh&use-
bewegung zustande. Die freien Translationsbewegungen sind in beiden Richtungen ebenfalls
entkoppelt, jedoch stehen die erzwungenen Schwingungen infolge der umlaufenden Unwucht
miteinander in Beziehung.

Bei nichtdrehendem Rotor (w = 0 bzw. L = 0) entfillt die Kopplung einerseits zwischen
«- und B-Bewegung, andererseits zwischen y- und ¢-Bewegung. Damit zerfillt (9) in zwei
Systeme von je 3 Gleichungen, die im Falle eines symmetrischen Gehduses (4 = B) sogar
identisch werden:

Ax + msy + Agp + dex + cge = 0,
msa -+ my + dpy + ey =0, (13)
At -+ Agp ~+ dgp + cgp = 0.

Die Gesamtbewegung kann damit als Superposition von zwei ebenen Bewegungen mit je
3 Freiheitsgraden aufgefaBt werden. Die dabei auftretenden Eigenfrequenzen und Eigenformen
lassen sich in bekannter Weise ausrechnen.

Bei normalem Betrieb wird der Rotor im allgemeinen so hohe Drehzahlen haben, daB die
gyroskopischen Anteile in den Gleichungen dominierenden Einflu$3 besitzen. Dann lassen sich
Nutations- und Prizessionsbewegungen durch Aufspalten des Gleichungssystems néherungs-
weise bestimmen [2].

Die Nutationsbewegungen kénnen naherungsweise durch Vernachldssigen von Fessel- und
Diampfungskriften berechnet werden. Damit gehen die letzten beiden Gleichungen von (9)
iiber in

Aple 4+ 9) + LB+ 9) =0,  AxB+9) — Lx+¢) =o0. (14)

Thre Losung ergibt die stets im Sinne der Rotordrehung erfolgende Taumelbewegung (Nuta-
tion), bei der sich die Absolutwinkel o + o und g + @ periodisch, aber um 90° phasenver-
schoben verandern. Die Nutationsfrequenz wird

L Cp
W, ~— = .
N AR ARU)

(15)

Bei steifer Welle fithrt der Einflufl der Geh4dusemassen zu einer Verringerung dieser Frequenz.
Ein Grenzwert bis zu dem dies geschehen kann, 1aB3t sich aus (12) gewinnen. Mit d;, ¢, = 0
folgt
. L Cr

wlv_ﬁ_é———@—w. . (16)
Reale Werte fiir die zu erwartenden Nutationsfrequenzen liegen zwischen den Ndherungen (15)
und (16). Dain (12) eine Unwuchterregung mit der Frequenz der Drehzahl w auftritt, muB} zur
Vermeidung von Resonanzen mit der Nutation der genauere Verlauf der Funktion wy(w)
beachtet werden. Fiir kleinere Werte von o ist in jedem Falle (16) eine untere Grenze fiir wy,
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wihrend sich o () fiir @ — co dem Wert (15) annihert. Resonanzen durch Ubereinstimmung
von Nutationsfrequenz und Drehfrequenz lassen sich im gefahrlichen Bereich hoher Dreh-
zahlen mit Sicherheit vermeiden, wenn die Bedingung

Cr <Ar <VAB (17)

eingehalten wird. Dann ndmlich liegen in einem w,, w-Diagramm die beiden Niherungsgeraden
(15) und (16) unterhalb der Drehzahlgeraden w, = w. Auch mit Cp > VAB> A kbnnen
keine Resonanzen auftreten, jedoch ist diese Bedingung ohne praktische Bedeutung, da die
Gehiusemassen im allgemeinen nicht klein genug gehalten werden konnen. In dem realistische-
ren Fall 1/273 > Cr > Ax konnen, aber miissen nicht notwendigerweise Resonanzen auf-
treten.

Naherungswerte fiir die Prizessionsbewegungen erhilt man aus der Bedingung des Gleich-
gewichtes von gyroskopischen und Fesselkrdften. Damit folgen aus (9) die vier Niherungs-
gleichungen

LB+ 9) + e =0,
—L{x+ ) +¢8 =0,
LB +8) +opp = 0,
—L(& 4 ) +exd =~ 0.

(18)

Thre Frequenzgleichung ist
22L%(cp + ¢5)® + Cheg = 0
und ergibt als Losung die Prizessionsfrequenz

CGCR

W, ~ ——
P L(cg + ¢g)

(19)

Im Falle einer sehr steifen Welle (cgx > ¢;) wird

‘G

3 (20)

wp =~
erhalten. Zwischen diesen beiden Niaherungswerten kann die Pridzessionsfrequenz bei realen
Zentrifugen erwartet werden. Die Prizessionsbewegung selbst ist eine Jangsame Taumelbewe-
gung im Gegensinne der Rotordrehung.

2.4 Zustandsgleichungen

Zur numerischen Auswertung der Bewegungsgleichungen auf Rechenanlagen ist es zweck-
miiBig eine Transformation der Matrizengleichung (11) in die Form einer Zustandsgleichung
durchzuofithren. Dazu wird der ,,Zustandsvektor

w=[" ) = [wfryyp P& Biy o) (21)

eingefiihrt, fiir den nach Linksmultiplikation von (11) mit M~ eine Matrizengleichung 1. Ord-
nung erhalten wird:

it = Cu + hip) (22)
mit

¢ 0 E ) h 0
g BTSSRI S A
Darin ist 0 die Nullmatrix bzw. der Nullvektor, E die Einheits-Diagonalmatrix. Die Kehr-

matrix M-11aBt sich explizit ausrechnen, so daB fiir die in € eingehenden Untermatrizen und
fiir den Teilvektor von h folgendes erhalten wird:
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ce scq 6
;‘TG 0 0 A, Aq 0
ce seq ‘G
0 =% Bg 0 0 Be
ser 1 52 ser
M1 0 - B T (ZZ * Bc) 0 0 B¢
— 1 K = ng 1 + 52 . ﬂ“ 0 2
1—4; O 0 i w AG AG
°r SR RN
£ o0 o 2 calnta) o
CR SCp 1
|0 5 Be 0 0 (AR + BG)
—MYD + G) =
I sdg de L ]
a2, ° 0 A, e A
dG SdG i EQ
o - Bg Bg 0 Ag Bg
sdr 1 s? sdp
0 5 —drlyt i) 0 0 Bg
o sdyp 1 e sdp ’
a, 0 T (;ﬁ_ + AG> Ag 0
g sdp I _ =
i ° 0  4g i (AG+ AR) AR
dR SdR L (_1_ J_»
I Bo 0 4 Tt )
M-Yf(@)]F =1 0 0 ew? cos @ ew? sin @ 0 0 1.

3 EinfluB der verschiedenen Dimpfungen

In die Bewegungsgleichungen sind — mehr oder weniger willkiirlich — Dampiungsanteile fiir
die Gehdusebewegung (d.), fiir die Rotor-Translation (d;) und fiir die Rotor-Verdrehung (dz)
eingesetzt worden. Jede dieser Teil-Dampfungen tragt zur Dimpfung des Gesamtsystems bei,
Die Stirke dieses Beitrages hingt jedoch von der Struktur des Systems und vom Arbeits-
zustand ab. Um sie beurteilen zu kénnen, soll hier der Begriff der durchdringenden Dampfung
verwendet werden; eine Teildimpfung heif3t durchdringend, wenn sie sich auch auf die anderen
Freiheitsgrade des Systems auswirkt. Kriterien zur Feststellung der Durchdringungseigen-
schaft lassen sich nach Miller [3] aus den bekannten Kriterien fiir die Steuerbarkeit eines
Systems gewinnen. Sie haben globalen Charakter, so dafl die Eigenwerte selbst nicht erst aus-
gerechnet werden miissen. Fir die vorliegenden Zwecke erweist sich ein von Hautus ange-
gebenes Steuerbarkeits-Kriterium (s. Miiller [4]) als besonders zweckmiBig. Es kann wie folgt
formuliert werden:

Das aus (11) folgende homogene System

M+ D+ G)2+ Kz =0 (23)
ist nicht durchdringend gedimpft, wenn die Gleichungen
2T MR+ (D 4+ G)) + K] = 0; 2D =0 (24)

eine nichttriviale Losung haben.

Damit soll die Durchdringungseigenschaft fiir die drei Dampfungsarten des vorliegenden
Systems untersucht werden.
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3.1 Gehduseddmpfung
Wenn nur Gehdusedimpfung vorhanden ist, dann hat die Dampfungsmatrix die Diagonalform:
D = diag {d¢, 4., 0,0, 0,0} . (25)
Um 27D = 0 zu erfiillen, muB der Lagevektor (10) die reduzierte Form

Rrea = [0, 0, %, 3, p, 9] (26)
haben. Damit folgen aus (24.1) unter Beriicksichtigung von (9) die folgenden 6 Gleichungen:
1. msAty + Apd?p + LAY =0,
—msAix + AxA*Y — Liy =0,

mitx 4 c,x =0,
(27)
Al + LAY 4 cpp =0,
Aph¥) — LAy + ¢ = 0.

2
3
4. mi*y + ¢y =0,
5
6

Gesucht werden Bedingungen fiir das Vorhandensein nichttrivialer Losungen dieses Systems.
Dazu kann man wie folgt iiberlegen: Die Gleichungen 3. und 4. von (27) sind erfiillt entweder
fiir I) x = y = 0 oder II) mA* 4 ¢, = 0. Mit I) folgt aus 1. und 2. nach Einsetzen in 5. bzw. 6.
sofort p = & = 0, also die triviale Losung. Mit II) folgt, dal 5. und 6. erfiillt werden entweder
fir I[,1) p = & = 0 oder 11,2):

det = (Agh? + cp)? + L2A2 = <cR —

Ager\2 L%p
m> m

0. (28)

Mit I1,1) folgt aus 1. und 2. sofort wieder ¥ = y == 0. Demnach sind nichttriviale Losungen
nur im Fall 11,2), also bei Erfilllung von (28) moglich. Diese Bedingung kann mit L = Cro
und Einfiihren der Translations- bzw. Rotations-Eigenfrequenzen des Rotors bei festgehalte-
nem Gehiuse: w% = ¢ /m, vk = cgxf/dy in die Form

2
_ Ag 0k — ot

(29)

Wy =
1 Cr wr

gebracht werden. Demnach kann festgestellt werden, dal die Gehduseddmpfung bei der durch
(29) gegebenen Rotordrehzahl w, nicht zur Rotor-Bewegung durchdringt. Fiir alle anderen
Rotordrehzahlen dringt die Gehiuseddmpfung durch.

3.2 Translationsddmpfung

Die Dampfungsmatrix ist jetzt
: D = diag {0, 0, d, 44, 0, 0} (30)

und der reduzierte Ldsungsvektor
2ha =10, 8,0,0,9, 9. (31)

Damit erhilt man aus (24.1) die Gleichungen:
1. AR + AphPp + LIS + LAY + cqu = 0,
BB + Ad*9 — Ldow — Ll ¢ =0,
—msA®f =0,

Ao+ Agip + Lif + Li0 + exp = 0,
ApiB + Agd*® — Llow — Ldy + cgdd = 0.

2
3
4. mshioe = 0,
5
6
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Wegen 3. und 4. wird « = 8 = 0. 1. und 2. haben daher nur mit det = 4%4* + L2342 =0
eine nichttriviale Losung. Das ist erfiillt fiir 1) 2 = 0 und II) A2 = — L2/A%. Aus 5. und 6.
folgt mit I) yp = & = 0. Das gleiche triviale Ergebnis folgt aber auch im Fall II). Demnach
existiert fiir (32) keine nichttriviale Losung. Als Ergebnis ist also festzustellen, daB die Trans-
lationsddampfung stets zu den anderen Freiheitsgraden durchdringt.

3.3 Rotationsdampfung
Mit der Diampfungsmatrix
D = dlag {O, O, 0, 0, dR, dR} (33)
und dem reduzierten Losungsvektor
Zrea = [0, 8, %,9, 0, 0] (34)
folgen aus (24.1) die Gleichungen:
1. Ao + msAPy + LA 4 coo =0,
2. BB 4 msA®x — Ll + ¢ =0,
—msI®*B + mAPx + cx =0,
msAlo + mity + cpy =0,
AplPa -+ LI =0,
‘41;:;»2‘3 - L;ufx =0.

[ WU S NN

Hier sind 5 und 6. erfiillt entweder fiir I) « = 8 = 0 oder 1I) det = A7A* + L1242 = 0. Aus 1I)
folgt entweder 11,1) 42 = 0 oder I1,2) A2 = —L2/4,. Der Fall I) fithrt wegen 1. und 2. auf
x = y = 0, also auf die triviale Losung. Auch im Fall 11,1) folgt aus 1. bis 4. dasselbe Ergebnis.

Um den Fall I1,2) weiter zu untersuchen, wird zunichst 5. von 1. sowie 6. von 2. abgezogen.
Das ergibt:
7. (A — Ag) 2% + ¢l o + msAPy =0,

8. [(B—A4dp) A2+ cglf — msix =0
Da die Losungen o = ¥ = 0 bzw f = x = 0 ausscheiden, miissen die Determinanten einer-
seits des Systems 7. und 4., andererseits 8. und 3. verschwinden. Diese Forderungen fithren zu:

(msA®? — (mA2 +-¢;) (A — Ag) A2 ¢l =0,
(36)

£
(msA?)? — (ml® +cp) [(B — Ag) 2% + ¢, =

Beide Bedingungen werden fiir A = B bzw A; = B, identisch Fiir 4, == B, lassen sie sich
nicht gleichzeitig erfilllen Daraus folgt, daB die Rotationsddmpfung bei unsymmetrischem
Gehéuse in jedem Falle durchdringend ist

Bei symmetrischem Gehduse (4, = B) folgt aus (36) eine quadratische Gleichung fiir
A= —L[Ap = —(Cy/Ag) o Ihre Auflésung fithrt zu zwei ,,kritischen‘ Drehzahlen

2

wi}:AR[mcG—,L(A—AR) cr] {1:}:]/1 o 4mA gereg ‘:I’ (37)

ws 2mAgCp [meg + (A — Ag) cp?

fiir die die Rotationsddmpfung nicht durchdringt.
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Zusammenfassend kann demnach festgestellt werden, daB bei den durch (29) und (37)
bestimmten Rotordrehzahlen Schwierigkeiten bei An- und Auslauf nicht ausgeschlossen werden
konnen, weil die vorhandenen Dampfungen teilweise unwirksam werden.

4 Eigenschwingungen

Zur Klarung des dynamischen Verhaltens wurden numerische Auswertungen fiir einen, der
beobachteten Zentrifuge entsprechenden Satz von Parameterwerten durchgefithrt'. Dabei ist
auBer dem Rotor selbst auch das Gehiduse als symmetrisch, also 4 = B, angenommen worden.

Fiir das System (22} mit h(p) = 0, d. h. fiir einen Rotor ohne Unwucht sind in Bild 3 die
Imaginérteile »; und die Realteile §; der charakteristischen Wurzeln — also Eigenfrequenzen
und Ddmpfungen — als Funktion der Rotordrehfrequenz w aufgetragen. Entsprechend der
Zahl der hier beriicksichtigten Freiheitsgrade gibt es 6 konjugiert komplexe Wurzeln, also
6 Eigenschwingungen. Wegen der angenommenen Symmetrie des Problems treten fiir w = 0
drei Doppelwurzeln auf, die sich jedoch fiir w == 0 aufspalten. Sie folgen unmittelbar als Lo-
sungen von (13).

Die zu »,, ¢, gehdrende Eigenschwingung ist eine typische Prizessionsschwingung, wie sie
bei Rotorsystemen zu erwarten ist; », geht mit wachsendem w asymptotisch gegen Null; als
Néherung fiir sehr groBe w kann (19) verwendet werden. Bei nicht so groBen Werten von o
liegt »; auf jeden Fall zwischen den durch (19) und (20) definierten N&herungen.

Zur Prézession gehort sinngemif eine Nutationsschwingung, deren Frequenz v, bei gro-
Bem  etwa proportional zu w anwichst. Fiir sehr grofes w gilt die Niherung (15), fiir nicht
zu kleine o liegt jedoch »g auf jeden Fall zwischen den durch (15) und (16) definierten Grenz-
werten.

Die durch »,, 8, bis »;, §; charakterisierten vier Eigenschwingungen werden in der Theorie
der Kreiselsysteme meist als Pendelschwingungen bezeichnet. Sie sind durch die Eigenschaft
gekennzeichnet, daB sich die »(w)-Kurven fiir o — oo asymptotisch bestimmten, von @ unab-
hingigen Grenzwerten nihern. Diese Grenzwerte liegen zwischen den fiir w = 0 geltenden
Werten »,(0).

100 st 200 o
N 50 100 50 s 00w
-HJZ”’
22 3
-3
4

4

§
_514
5 5
_6A
4,

Bild 3. Eigenfrequenzen und Dampfungen als Funktion der Rotordrehzahl

1 Fir die Durchfithrung dieser Berechnungen sowie fiir wertvolle Hinweise bei der Auswertung danke ich
Herrn Ing.-grad. R. Lautenschlager
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Die Schwingungsformen lassen sich aus den Eigenvektoren ablesen. Diese sind fiir das
ungeddmpfte System (d; = d, = di = 0, also §; = 0) ausgerechnet und in den Bildern 4 und 5
dargestellt worden. Wegen d; = 0 liegen die Teilauslenkungen des Systems fiir Hauptschwin-
gungen bei geeigneten Anfangsbedingungen jeweils in einer Ebene, die sich mit der Frequenz v,
um die Vertikale dreht. Rotor- und Gehduse-Symmetrieachsen umfahren dabei gerade Kreis-
kegel. In Bild 4 ist ein Fall skizziert, bei dem die Teilauslenkungen von Gehduse {(«, §), Rotor-
Translation (x, y) und Rotor-Verdrehung (y, #) gleichsinnig erfolgen. Es gehdéren dabei jeweils
o, v, wund 8, —x, 9 zu den Auslenkungen in beiden um 90° gegeneinander verdrehten Vertikal-
ebenen.

In Bild 5 sind die fiir die 6 Hauptschwingungen vorhandenen Konfigurationen schema-
tisch dargestellt: vom Gehduse ist nur die Symmetrieachse skizziert; die beiden Teile der
Rotorwelle sind durch Striche ersetzt. Das System bewegt sich bei Hauptschwingungen so,
daB die skizzierten Konfigurationen beibehalten werden, aber im Sinne der unten angegebenen
Pfeile um die Vertikale drehen. Der Drehsinn wechselt dabei; er ist fiir die Hauptschwingungen
1, 3 und § gegensinnig zur Rotor-Eigendrehung, fiir die Hauptschwingungen 2, 4 und 6 dagegen
gleichsinnig. Wenn man die gezeichneten Lagen als Momentauinahmen in der 2, 3-Ebene (Bild 1)
auffaBt, dann gehoren dazu die Teilauslenkungen «, y, p. In allen 6 Fallen ist « > 0 angenom-
men worden; die Vorzeichen von y und yp sowie der Drehsinn ergeben sich dann aus Tabelle 1.

Der Charakter der Hauptschwingungen ist leicht zu deuten: v gehdrt zur Prizessions-, v, zur
Nutations-Bewegung. Die dazwischen liegenden Schwingungen kénnen im wesentlichen als
Pendelungen von Gehduse und Rotor aufgefal3t werden: Bei », und », sind Gehduseauslenkung
und Rotortranslation gleichsinnig, bei », und »; gegensinnig. In den Féllen », und »;, bzw. v,
und v,;, wechselt jeweils das Vorzeichen von p, also die Rotorneigung sowie auch der Umlauf-

Loc,ﬁA/J'wa

Xy ]

Bild 4. Darstellung der Schwingungsform

i
1

> o

H

Bild 5. Schwingungsformen fiir die sechs Hauptschwingungen

8*
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Tabelle 1. Vorzeichen von y und y (bei & > 0) und Drehsinn fir die sechs

Hauptschwingungen

v1 Vs Vg vy Vg Ve
¥y + + - - =+
Yy + + - + — —+
Drehsinn — —_ + _ +

sinn. Wie Bild 3 zeigt, liegen die beiden Frequenzen v, und »; bzw. ¥, und »; bei schnellanfendem
Rotor jeweils dicht beieinander. Die relative Neigung des Rotors (Winkel v, #) ist in allen
4 Fillen sehr gering; um sie in Bild 5 sichtbar werden zu lassen, ist sie dort iibertrieben darge-
stellt. Entsprechendes gilt auch fiir die Nutationsschwingung »g: Hier sind alle drei Teilaus-
lenkungen wesentlich kleiner als in den anderen Fillen.

Um das in Kap. 3 untersuchte Dampfungsverhalten auch quantitativ zu bestétigen, wurde
das Gleichungssystem (22) mit h(g) = 0 bei verdnderten Didmpfungen geldst: Es wurde jeweils
nur einer der drei Dampfungsbeiwerte d, (Gehduse), d,. (Rotor-Translation) oder dy (Rotor-
Verdrehung) als von Null verschieden angenommen. Als Ergebnisse sind in den Diagrammen
der Bilder 6 und 7 lediglich die Ddmpfungskurven d;(w) aufgetragen; sie zeigen eine zum Teil
starke Abhingigkeit von w. Die zugehdrigen Kurven v (w) fiir die Eigenfrequenzen sind nicht
angegeben, da sich bei ithnen kein wesentlicher Unterschied gegeniiber dem in Bild 3 darge-
stellten Fall ergibt.

Der Kurvenverlauf von Bild ¢ oben, bestdtigt und konkretisiert das in 3.1 erhaltene Er-
gebnis: Fir o = 40 1/s, entsprechend dem Wert (29), dringt die Geh&useddmpfung nicht
durch; die Hauptschwingung 3 {Bild 5) verliert ihre Dampfung. Es ist bemerkenswert, daf
die der Schwingungsform nach dhnliche Hauptschwingung 2 in diesem Fall nicht beeinflulit
wird.

Der Kurvenverlauf von Bild 6, unten, bestétigt die Aussage von 3.2, dal die Translations-
ddmpfung stets durchdringt. Dagegen zeigt Bild 7, daB die Rotationsddmpfung fiir o =~ 22 1/s,
entsprechend dem groBeren Wert von (37), nicht zur Hauptschwingung 4 durchdringt. Wie-

| 50 100 5 st 0w
36
7

1

-1 r=y=D
dg+0

24

5
o
34 4
Siv
N 50 100 5 st 00w

Sv'l
-2
o

Bild 6. Verlauf der Dampfungskurven fiir den Fall, daB nur Gehduseddmpfung d; (oben) oder nur Trans-
lationsddmpfung dr (unten) vorhanden ist
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DO 50 100 B0 st 200 w
=
A
N
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dﬁ=d1=0
234 %0
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Bild 7. Verlauf der Ddmpfungskurven fiir den Fall, daB nur Rotationsddmpfung dp vorhanden ist. Unten:
Ausschnitt in anderem OrdinatenmaBstab

derum zeigt sich kein entsprechender EinfluB3 bei der benachbarten Hauptschwingung 5. Diese
beiden Hauptschwingungen werden vielmehr am wirksamsten durch die Gehidusedampfung 4,
(Bild 6 oben) geddmpft. Die Translationsddmpfung 4, wirkt sich vorwiegend auf die ,,Pendel-
schwingungen® 2 bis 5 aus (Bild 6 unten); Prizessions- und Nutations-Bewegungen werden
dagegen von ihr kaum beeinfluBt. Die Rotationsddmpfung hingegen dimpft primir die
Nutationsbewegung.

5 Unwuchterregte Zwangsschwingungen

Die Zwangsschwingungen wurden nach (22) mit h{g) = 0 fiir denselben Satz von Parametern
wie die Eigenschwingungen ausgerechnet. Zwei der dabei erhaltenen Ergebnisse sind in den
Bildern 8 und 9 dargestellt. Die Resonanz- und Phasen-Kurven von Bild 8 gelten fiir ein System
mit Gehduseddmpfung; Rotor-Translations- und -Drehddmpfung wurden demgegeniiber ver-
nachlissigt, zumal sie bei der beobachteten Zentrifuge gering waren. Wegen der Ddmpfung
sind die Maxima der drei Resonanzkurven etwas gegeneinander verschoben. Im Fall eines
ungeddmpften Systems (4, = 0) liegen die Resonanzstellen im ausgewerteten Fall bei w = 10,4
und w = 19,4 1/s. Das entspricht genau den Rotordrehzahlen, bei denen w mit den Frequenzen
der gleichsinnigen Eigenschwingungen », und », von Bild 3 iibereinstimmt. (Schnittpunkt mit
der gestrichelten Geraden » = w). Die gegensinnigen Eigenschwingungen »;, ; und v;, deren
Kurven in Bild 3 ebenfalls von der Geraden v = @ geschnitten werden, fithren erwartungs-
gemiB nicht zu Resonanzerscheinungen. Fiir den verwendeten Satz von Parametern existiert
auch keine Resonanz mit der stets gleichsinnigen Nutationsschwingung v,; wegen vg(w) >
gibt es keinen Schnittpunkt mit der Drehzahlgeraden v = w. Weil aus diesem Grunde bei
héheren Drehzahlen nichts mehr passiert, ist in Bild 8 nur der untere Teil des Drehzahlbereiches
aufgetragen worden. Die Gehdusedimpfung wirkt sich auf die zweite Resonanzstelle stirker
als auf die erste aus, auf die Rotorverdrehung und Gehidusebewegung stirker als auch die
Rotortranslation. Dies erklirt u. a. die Beobachtung, daB bei ungiinstig beladener Zentrifuge
Anlaufschwierigkeiten durch heftige Rotortranslations-Schwingungen bis zum Anschlag an das
Gehduse auftreten, Die in Kap. 3 theoretisch gefundene Tatsache des geringen Durchdringens
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Vergréiierungsfunktion
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Bild 8. Resonanz- und Phasen-Kurven fiir unwuchterregte Zwangsschwingungen; Gehdusedampfung dg + 0

der Gehiuseddmpfung zur Rotor-Translation deutet sich dempach auch bed den Zwangs-
schwingungen an. Insbesondere kann festgestellt werden, daB die Amplitude von x, v bei der
durch (29) definierten Frequenz (w = 31 1/s), fiir die die Ddmpfung nicht durchdringen kann,
genau dem Wert entspricht, der fiir den ungeddmpften Fall erhalten wird.

Die Resonanzkurven sind paarweise [(«, ), (%, ), (y, #)] identisch. Dagegen zeigen sich
bei den Phasenkurven charakteristische Unterschiede, aus denen u. a. die Veranderungen der
Schwingungsformen bei Durchlanien der Resonanzstellen ermittelt werden koénnen. Um die
Unterschiede bei gedimpftem und ungedimpftem System zu zeigen, sind in Bild 0 als Beispie]
die fiir die Translationsbewegung x, y des Rotors geltenden Kurven gemeinsam dargestellt.
Der EinfluB der Diampfung macht sich nicht nur in einem Abschleifen der Resonanziiber-
héhungen (das erste Maximum der Kurve mit d; == 0 reicht bis zu einem Wert 12 fiir die
VergraBerungsfunktion), soridern auch im Beseitigen einer Tilgungsstelle zwischen den Re-
sonanzstellen bemerkbar. An dieser Tilgungsstelle gibt es im ungedampften Tall einen Phasen-

Vergroferungsfunktion
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Bild 9. Resonanz- und Phasen-Kurven fiir die Translationskoordinate y ohne und mit Gehiuseddmpfiung dg
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sprung. Die Ddmpfung verdndert die Phasenkurven so stark, daB3 die systembedingten Griinde
fiir diesen Kurvenverlauf bet geddmpftem System kaum noch erkannt werden kénnen.

Bei den Resonanzkurven fiir die Gehdusebewegung («, f§} sowie die Rotorverdrehung (y, &)
existiert im Fall fehlender Dimpfung keine Tilgungsstelle. Entsprechend gibt es dafiir auch
nur je zwei Spriinge in den Phasenkurven. Sie sind in den in Bild 8 unten gezeigten Kurven
infolge der Dimpfung nur noch als mehr oder weniger sanfte Ubergiinge zu erkennen.
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