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Aktive Kreiselsysteme* 

K. Magnus, Gauting 

Lrbersicht : Aktive Elemente in Kreiselsystemen k6nnen sich in verschiedenartigen Effekten auswirken. All- 
gemeine Bewegungsgleichungen werden abgeleitet. Mit ihrer Hilfe lassen sich globale Aussagen zum Stabilit~ts- 
verhal ten von Kreiselsystemen mit  Rotorantr ieb gewinnen: 1) Is Systeme bleiben auch dann 
quasi-konservativ, wenn eine ideal wirkende Antriebsregelung vorhanden ist, die die relativen Geschwindig- 
keiten zwischen den Rotoren und ihren GehS, usen konstant  hS, lt. 2) Eigenstabile Asynchron-Antriebe machen 
ein grenzstabiles Kreiselsystem asymptotisch stabil  bezaglich der Geschwindigkeiten. 3) Entsprechendes gilt 
f~r eigenged~impfte Synchron-Antriebe;  hier gilt die asymptotisehe Stabilit~it auch f~r die Rotorwinkel selbst. 
Am Beispiel einer motorangetr iebenen Zentrifuge werden diese Ergebnisse durch Untersuchen der Eigenwerte 
pr~zisiert. Zugleich wird gezeigt, dab bez~glich der Lagewinkel Instabilitfi, t infolge kinetischer Auswanderung 
auftreten kann. 

S u m m a r y  : Due to active elements ill gyroscopic systems various effects may occur. For their  examination 
quite general equations of motion are derived, which allow some globale s ta tements  concerning the stabil i ty 
of gyro-systems with motor-driven rotors: 1) Conservative systems will behave quasi-conservative, if ideal 
working controllers are installed, which keep the relative rotat ional  velocities of the  rotors constant.  2) Asyn- 
chronous driving motors, which are stable for themselves, tu rn  a marginal  stable system into a system, asympto- 
tically stable with  respect to the velocities. 3) The same is valid for systems, in which the rotors are driven by  
damped synchronous motors;  here asymptotic stabil i ty exists for the rotor-angles as well. As an example a mo- 
toI-driven centrifuge is examined. The general results are proved and extended by calculating the eigenvalues. 
Furthermore it  is shown tha t  unstable behaviour with  respect to the a t t i tude angles is possible due to effects 
of kinetic drift. 

1 Der EinfluB aktiver Elemente auf das Verhalten von Kreiselsystemen 

Einzelf~tlle von Kreiselsystemen mit aktiven Elementen sind seit dem 13eginn der technischen 
Anwendungen yon Kreiseln bekannt und zum Teil ausfiihrlich analysiert worden. Es sei hier 
nur an die zahlreichen Ver6ffentlichungen zur D/impfung st6render Sehwingungen oder zur 
LJberwaehung der Anzeige yon Kreisel-MeBger~iten, wie Kreisel-Kompassen und Kreisel-Hori- 
zonten ,  erinnert. In neuerer Zeit sind entsprechende Untersuchungen zur Schwingungstilgung 
bei Raumfahrzeugen und Satelliten (Nutationsd~impfer) sowie zum zeitoptimalen Ausrichten 
yon Tr~tgheits-Navigationsplattformen durehgefiihrt worden. 

Neben einer gewiinschten Verbesserung der Systemeigensehaften k6nnen sich aktive Ele- 
mente  auch st6rend auswirken. Dabei soll hier zwisehen zwei Arten derartiger Effekte unter- 
schieden werden: Solche die darch das Weehselspiel yon Antriebs- und Widerstands-Kr~tften 
fiir die im System vorhandenen Rotoren bedingt sind (Antriebs-Effekte) und solche, die durch 
andere, meist zur Fiihrung, Stiitzung oder D~tmpfung eingesetzte Kraft- oder Momenten-Geber 
hervorgerufen werden (Ffihrungs-Effekte). Zu diesen geh6ren z. B. : 
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-- Die bei Kurskreiseln mit Ffihrung z. B. fiber das Magnetfeld der Erde entstehenden 
Schleppfehler oder die Kurvenfehler bei Kreiselhorizonten; 

-- die infolge einer Sttitzung des Innenrahmens bei Lagekreiseln in Kardansystemen vor- 
kommenden Taumelfehler; 

-- die entweder durch unstetige Stfitzmomente oder durch stetige Stfitzmomente in Ver- 
bindung mit Coulombschen Reibungskr~iften bedingten Restschwingungen, wie sie sowohl bei 
Kreiselger~ten Ell als auch bei der Nutationsdiimpfung von Satelliten [2] beobachtet worden 
sind; 

- -  die gt~nstigen Wirkungen einer Kombination yon Lager-und D~impfungseigenschaften 
bei magnetisch gelagerten Rotorsystemen, wie sie z. B. yon Schweitzer [3] ftir sehnellaufende 
Zentrifugen untersucht worden sind. 

Von den Antriebseffekten seien genannt : 

-- Die merkwiirdigen, yon Grammel [4] untersuchten Verhaltensweisen unsymmetrischer 
Rotoren mit k6rperfest ausgerichteten Antliebsmomenten. Hier kann der K6rper bei entspre- 
chenden Anfangsbedingungen Taumelbewegungen um Aehsen senkrecht zur Antriebsaehse 
ausffihren, ohne um die Antriebsachse selbst zu drehen; 

-- der Kreiselkollaps [5, Kap. 11.3~, der bei Lagekreiseln mit eingeschr~inkter Bewegungs- 
freiheit bei auslaufendem Rotor zu einem vollst~tndigen Versagen der Lagen-Anzeige fiihren 
kann ; 

-- kinetische Auswanderungen, die bei St6rungen des Momentengleichgewichtes um die 
Antriebsachse der Rotoren m6glich sind [5, Kap. 1 t.4.21; 

- -  instabile Bereiche, die z. B. bei Lagekreiseln mit Ffihrung bei bestimmten Drehzahlen 
oder Drehzahl~tnderungen auftreten k6nnen E6~, oder die bei Gyrostaten untersucht worden 
sind [7]. 

W~ihrend das Schrifttum zu Ffihrungs-Effekten auBerordentlich umfangreich ist, scheinen 
die m/Sgliehen Verhaltensweisen bei Systemen mit Antriebs-Effekten noch keineswegs aus- 
reichend gekl~rt zu sein. In den meisten Arbeiten wird einfach postuliert, dab beziiglich der 
Rotorachsen Momentengleichgewicht herrscht, so dab die Komponenten ~o i der Absolutdrehung 
ffir diese Achsen konstant bleiben. Auch der andere Grenzfall, dal3 die relativen Winkelge- 
schwindigkeiten ~i der Rotoren gegeniiber ihren Geh~iusen dureh ideal wirkende Regelungen 
als konstant betrachtet werden k6nnen, ist in Einzelf~tllen schon friih, und vor kurzem auch 
allgemein behandelt worden [8]. Ffir reale Systeme, die irgendwo zwischen diesen beiden 
GrenzfAllen m~ = const und 9i = const liegen, gibt es ffir einen kardaniseh gelagerten Kreisel 
sorgf~iltige Untersuchungen yon Klimov und Charlamov [9]. Sie zeigen, dab der Kreiselan- 
frieb, gleichgfiltig ob mit Synchron- oder Asynchron-Motor, d~impfend auf st6rende Nuta- 
tionsschwingungen einwirkt. Eventuelle kinetische Auswanderungen der Rotoraehse bleiben 
deshalb begrenzt. 

Ziel der nun vorgelegten Arbeit ist es, vorhandene Ergebnisse und Ans~itze fiir aktive 
Kreiselsysteme, bei denen Antriebs-Effekte auftreten k6nnen, zu verallgemeinern. Dazu sollen 
die allgemeinen Bewegungsgleichungen aufgestellt und daraus einige globale Aussagen zum 
Stabilit~itsverhalten abgeleitet werden. Am Beispiel einer motorangetriebenen Zentrifuge sollen 
die Ergebnisse dann konkretisiert werden. Insbesondere werden die Eigenwerte in ihrer Ab- 
h~ngigkeit yon den Parametern des Antriebs untersueht und damit das allgemeine Bewegungs- 
verhalten der Zentrifuge bestimmt. 

2 B e w e g u n g s g l e i c h u n g e n  a k t i v e r  K r e i s e l s y s t e m e  u n d  i h r e r  G r e n z f ~ i l l e  

Entsprechend dem Vorgehen in [8] sollen hier Bewegungsgleichungen vom Lagrangeschen 
Typ abgeleitet werden, bei denen von Energieausdrticken ausgegangen wird. Der EinfluB der 
aktiven Elemente sowie eventuell vorhandener dissipativer KrMte kann durch verallgemei- 
nerte Kr~ifte O beriicksichtigt werden. 
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Die kinetische Energie T l~Bt sich ill bekannter Weise dutch Abspalten eilles yon dell 
Rotoren kommenden Anteils ill der Form 

T = ~ I  4rM~l + T1 oJrAoJ (t) 

schreJben. Dabei ist M die symmetrische, fiir reale Systeme stets positiv definite Massenmatrix 
des Systems, jedoch ohne die Tr~gheitsmomente der Rotorell beztiglich ihrer Symmetrie- 
achsen; diese sind in der Diagonalmatrix A gesondert zusammengefaBt. Der BewegullgSZU- 
stand des Systems wird dutch die zeitliche Ableitung des Vektors q der Lagekoordinaten be- 
schrieben; die Komponenten der Absolutdrehullg der Rotoren lira ihre Symmetrieachsen sind 
im Vektor 

,o = ~o + Bq (2) 

znsammengefaBt. Dabei gibt ~0 die Drehgeschwindigkeiten der Rotoren relativ zu ihren Ge- 
h~usen lind Bcl die Anteile der Fiihrungsgeschwindigkeiten wieder. Die Matrix B zeigt an, 
welche der Komponentell yon dl ftir die einzetnen Rotoren als Fiihrungsdrehungen wirksam 
sin& Eill Element Bii ist gleich dem Cosinus zwischen den Riehtungell yon ~ und qi; B~i 
verschwindet, wenn ~j nicht Ftihrungsdrehung ftir den/- ten Rotor ist. Man kann deshalb B 
auch als Strnkturmatrix bezeiclmen. 

Mit (2) kann (t) umgeformt werden in 
X 1 ~lrM,~l + ~rABc] + -~ ~rA~ (3) T =  T 

mit 
M* = M + BrAB und qbrAB~l = ~lrBrA~0. 

Wenn im System m Rotoren und anBer der Drehfreiheit der Rotoren i,~ zus~tzliche Freiheits- 
grade vorhanden sind, dalln haben die in (3) vorkommenden Gr6Ben die Dimensionen: q: n- 
Vektor, ~:  m-Vektor, M*: Symmetrische (~z • n)-Matrix, A: (m • m)-Diagonal-Matrix, 
B: (m • n)-Matrix. Die Matrizell M, M* und B k6nnen auch yon q abhSngen; die Matrix A 
ist unabh~ngig davon. 

Wenn man nun mit (3) die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen zweiter Art 

aT\all/-- aq = Oq, a-7 ~-~ -- a~ = O, (4) 

ausrechnet, dann erh~lt man unter Beri~cksichtigullg der Tatsache, dab wegen der hier voraus- 
gesetzten Symmetrie der Rotoren 0 T/Og~ = 0 gilt, die Gleichungen: 

p(M*(1) t F0(M*~)l T 0(BTAqo) F0(BTA+) IT / 
M*cl + BrA~g + [ aq 2 L a q - - - j  + 0q L ~ ~ ,  ci = Oq, (5) 

0(AB4) q = O, .  (6) A~ + AB~i + 0q 

Beide Vektorgleichungell zusammen entsprechen n + m skalaren Gleichungen ffir die Kom- 
ponenten qi und ~j. Sie sind hier in einer solchen Form geschrieben worden, da8 Ableitungen 
yon Dyaden, die Tensoren yon h6herer als zweiter Stufe ergeben, nicht auftreten. Eine etwas 
kompaktere Form lieBe sich zwar durch Einffihren yon Christoffel-Symbolen gewinnen, jedoch 
bringt dies ftir die numerische Auswertung keine Vorteile. Elltsprechendes gilt auch ftir eine 
leicht m6gliche formale Zusammenfassung beider Gleichungen zu einer einzigen (,tz + m)- 
Vektorgleiohung. Dadurch wtirde im Gegenteil der EinfluB der Q nicht mehr deutlich erkenn- 
bar sein: Die Q~ sind nAmlich die ffir alle Arten der anfangs erw~hnten Antriebs-Effekte ver- 
antwortlichen verailgemeinerten Kr~fte, die Q, sind Ursache fiir eventuelle Ftihrungs-Effekte. 

Aus (5) ulld (6) findet mall leicht den schon aus [8] bekannten Grenzfall von Systemen mit 
idealer Regetung der Rotordrehzahl. Mit 

- - 0  und A ~ - - L = c o n s t ,  (7) 

wobei L der m-Vektor der jetzt kollstanten Relativdrall-Anteile der Rotoren ist, geht (5) 
fiber in : 

M*ci-i- [$0(M*c~)Oqq 2 L l  [O(M*/l)Oq lIT@ 0(BTL)0q L[O(BTL)-]TIqoq ] J ~--- Oq" (8) 
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Aus (6) findet man die far die ideale Regelung notwendigen Rotor-Antriebsmomente 

Ov = ~/i (AB/1) = (Bq). (9) 

In Kapitel 3 wird gezeigt, dab diese speziellen 8uBeren Antriebsmomente den Energieinhalt 
des Systems nicht ver~indern, so dab sie als quasi-konservativ bezeichnet werden k6nnen. 

Der. andere Grenzfall, bei dem angenommen wird, dab keine resultierenden Momente um 
die Rotordrehachsen wirksam sind, also Q, -- o gilt, ftihrt wegen (6) nach Integration zu 

A(~o + B/l) = AoJ = L* = const .  (t0) 

Jetzt  sind die im Vektor L zusammengefaBten Absolutdralt-Anteile der Rotoren beztiglich der 
Rotorachsen konstant. Geht man mit ~ ----- a~ -- B/1 und folglich 

~b : - -  B~ O(B/I) /1 (t1) 
#q 

in (5) ein, so erh~lt man nach Umformen 

Dies ist abet die bekannte Form der Bewegungsgleichungen, wie sie sich durch Anwenden des 
von Kelvin und Tait angegebenen Forma!ismus (s. [8]) oder auch unmittelbar aus dem Lagran- 
geschen Formalismus mit (t) und (2) gewinnen l~Bt. 

Ein Veigleich der ftir die beiden Grenzf~lle geltenden Bewegungsgleichungen (8) und (t2) 
zeigt, dab (t2) aus (8) entsteht,  wenn anstelte der erweiterten Massenmatrix M* einfach M, 
und  anstelle des Vektors L der konstanten Relativdrall-Anteile ietzt der Vektor L* der kon- 
s tanten Absolutdrall-Anteile gesetzt wird. In beiden F~tllen sind nut  n skalare Gleichungen, 
entsprechend der Anzahl der Lagekoordinaten qi zu 16sen, wRhrend im allgemeinen Fall n + m 
Gleichungen untersucht werden mtissen. 

3 Konservat ive  Kre ise l sys teme mit  idealer Drehzahlrege lung  

Klimov und Charlamov EgI! haben gezeigt, dab ein kardanisch gelagerter KreiseI mit idealer 
Drehzahtregelung ein quasikonservatives System darstellt. Dieses Ergebnis t~iBt sich auf allge- 
meine Kreiselsysteme iibertragen, tIierzu wird zun~chst vorausgesetzt, dab das betrachtete 
System mit Q,  = o konservativ ist; dann gilt mit einem Potential V 

o r  
= - - - .  ( t 3 )  

8 q  

Je tz t  soll die J~nderung der Gesamtenergie E des Systems betraehtet werden, die sich aus den 
Anteilen yon kinetischer und potentieller Energie, sowie aus der yon Rotor-AntriebskrMten 
Q~ geleisteten Arbeit zusammensetzt 

dE = d T  + d V  -- d W  (t4) 
mit  

dW = O ~ d ~ .  (t5) 

Wegen T := T(q,/1, ~9), V = V(q) und ~(~ = 0 erh/ilt man ffir (14) 

O T  �9 O T  O V  T 
dE =: ~o~dq + oq dq + ~ d q  -- Q ,  dq~ , 

(OT .. OT .  QT~c) d t @ o r  (t6) 
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Ffir die hierin vorkommenden Ausdrficke Iolgt aus (3) mit Aqb -- L -- const 

OT.. q = qrM*ii  -{- LTBi:i, 

01". I it T 0(M*4) Cl + /1T 0(BTL) r 
0q q = 2 0q 0q ' 

und aus (9) wegen ~b = 0 

QT~v = [d)7,,ABcl)] r ~  - - d  (cITBTA~)= {tTBTL -]- (tTO(BTL)oq 01. 

Eingesetzt in (t6) heben sich einige Anteile heraus, wobei zu berficksichtigen ist, dab die ska- 
laren Ausdrticke durch Transponieren nicht ver~tndert werden. Es bleibt 

[ l .T0(M*cl) it]dr + d V .  (17) dE = ~lrM*~i + 2 q 0q 

Die hier auf der rechten Seite vorkommenden Ausdrticke lassen sich andererseits aus der ffir 
diesen Grenzfall gtiltigen Bewegungsgleichungen (8) nach Transposition und skalarer Multipli- 
kation yon rechts mit dq = dl dt gewinnen. Man erh/ilt bet Fortlassen der sich gegenseitig 
aufhebenden skalaren Anteile 

~iTM*~l + 2 q k~--- -J  ii dt = O~ dq = -- dV .  

Durch Vergleich mit (t7) findet man dE == 0 oder 

E = T + V -- W -- const .  (18) 

Der gesamte Energieinhalt yon Kreiselsystemen mit ~b = const ~tndelt sich also nicht. Obwohl 
aktive Elemente, n~tmlich Rotorantriebe vorhanden sind, kSnnen derartige Systeme als quasi- 
konservativ bezeichnet werden. Dieses vielleicht iiberraschende Ergebnis wird plausibel, wenn 
man bedenkt, dab ideale Regelungen gerade so wirken, als seien die Rotoren in ihren Geh~tusen 
festgefroren. Die aktiven Elemente entsprechen clemnach Vergr613erungen der passiven Gehguse- 
Tr~gheitsmomente. Die nicht vernachl~issigbaren konstanten Relativdrall-Anteile bzw. die 
ihnen entsprechenden KreiselkrMte kSnnen aber bei virtuellen Verschiebungen des Systems 
keine Arbeit leisten. 

Das hier erhaltene Ergebnis deckt sich iibrigens teilweise mit Untersuchungen von Hage- 
dorn [10J, der gezeigt hat, dab das kinetische Potential ftir ein freies System mit konstantem oJ 
stets dann ein Minimum besitzt, wenn das kinetische Potential ftir das entspreehende einge- 
schr/inkte System nfit konstantem ~ minimal ist. 

4 Das Stabilitiitsverhalten von Systemen mit asynchron angetrieb enen Rotoren 

Bei feststehendem Geh~tuse eines Rotors wirken um seine Symmetrieachse Antriebs- und 
Widerstandsmomente; beide h~tngen yon der Drehgeschwindigkeit ~b im Prinzip nach der in 
Bild I skizzierten \geise ab. Die Momentenkurven schneiden sich bei der Betriebsdrehzahl ~0" 
Es gilt stets 

< 0 
[ f@ - > o 

oder mit ~b -- ~b o - - y :  
= yf (y )  < o .  

far # > #o, 
far 4' < #o, 

(t9) 

Diese Bedingung garantiert zugleich asymptotische Stabilitgt ftir den Antrieb bezfiglich ~b. 
Das folgt unmittelbar aus dem Drallsatz ffir den einzelnen Rotor: 

A~ -- Q, --f(~b - ~bo) oder ~ = ~ f ( y ) ,  
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Bi ld  I. Antriebs- und Widerstands-momente als Funktion der Drehgeschwindigkeit 

und daraus mit (19) 

),) =: ~ y2 = ~y.f(y) < O. (20) 

Ftir kleine Abweichungen der Drehgeschwindigkeit ~ v o n d e r  Betriebsdrehzahl ~o, also ft~r 
kleine Werte yon y, kann fly) ~ --Ky gesetzt werden, so dab mit der Anfangsbedingung 
~b = ~1 fiir t -- 0 aus (t0) die L6sung 

K 

= - - c A ( 2 1 )  

erhalfen wird. Mit K = 0 hat man den Grenzfali des momentenfreien Rotors;  K -+ oo gibt 
den anderen Grenzfall eines Rotors mit idealer Regelung. 

Es soil nun angenommen werden, dab flit ieden der im System vorhandenen Rotoren die 
Bedingung (19) erftillt und damit asymptotische Stabilit~t bezfiglich der ~ bet festgehaltenen 
Geh~usen vorhanden ist. Dann l~Bt sich zeigen, dab such bet cl =1 = 0 das Gesamtsystem asym- 
ptotisch stabil beztiglieh der Geschwindigkeiten/1 und q? ist. 

Zum Beweis wird -- wie auch in [9] -- die Ljapunovsche Methode auf den Zustands- 
Unterraum der Geschwindigkeiten/1 und qb angewendet. Mit y -~ q~ -- q~0 wird die reduzierte 
kinetisehe Energie 

T* = -~- ~- (Y -t- Bcl) T A(y ~- B/I) 
1 cITM*cI -1- yTAB(I -1- v y r A y  (22) 

als Ljapunovsehe Testfunktion verwendet;  sie entsteht sos T nach (1) oder (..3) bet Ersetzen 
yon/s  dutch y = ~v -- ~0. Als Smnme zweier quadratischer Formen mit den i~.Imssen-i~Iatrizen 
M und A ist T* eine positiv definite Funktion beziiglich/1 und ~o. Man kann zeigen, dab ihre 
totale Ableitung nach der Zeit unter den zuvor angenommenen Voraussetzungen negativ 
definit ist, so dab nacb Ljapunov asymptotische Stabilit/it beziiglich der Geschwindigkeiten 
vorhanden ist. Hierzu wird betrachtet" 

d T *  OT *  OT *  OT* �9 

- - ( / tTM* + yTAB) ii + ( t-~IT0(M*~)0q + ~IT 0(BTAY)0q ) / t  + (yTA + TBTA)Y" (23) 

In diesen Ausdruck mfissen die Bewegungsgleichungen (5) und (6) eingefiihrt werden. Das 
geschieht am besten wie fotgt: Man multipliziert (5) skalar yon links mit ~1 r, entsprechend (6) 
mit yT und addiert. Unter  Fortlassen der sich gegenseitig aufhebenden Glieder erh51t man 
dann: 

/ i t  0 (M*4)  - r "J- itTBTAIi) @ 2 0q ..... tl @ yTA~ -[- 

y r  0(ABel) CI =- ctTQq -t- YTQ~o �9 (24) -J- yTAB/t ~- " 0q 
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Beriicksichtigt man nun, dab ~ = ~" ist und durch Umformen 

(l r 0(BTAy) r = ~,T 0(ABCI) t~1 
Oq Oq 

erhalten werden kann, dann fotgt aus einem Vergleich yon (24) mit (23) 

d T *  __ ~ tTQ q _]_ yTOv. (25) 
dt 

Da bier der EinfluB der Antriebskrltfte Q~ untersucht werden soll, wird Q~ = 0 gesetzt. 
Wegen (19) Iolgt damit aus (25) 

d T *  
dt - -  yTQ~ < 0,  (26) 

womit die behauptete asymptotische Stabilit/it des Systems bezfiglieh der Cl und ~ bewiesen 
ist. Als Ergebnis kann demnach festgestellt werden, dab Asynchronantriebe eventuell vorhan- 
dene Schwingungen des Systems zum Abklingen bringen. 

Es mul3 jedoch ausdrficklich betont werden, dab damit nicht notwendigerweise auch die 
Stabilitiit beztiglich der Lagekoordinaten q gew/ihrleistet ist. Man erkennt das sofort aus dem 
bekannten Verhalten emes astatisehen Kardankreisels. Unter dem EinfluB von Nutations- 
schwingungen kann ein kinetisches Auswandern des Kardanrahmens auftreten, so dab Schran- 
ken, wie sie nach den Ljapunovschen Stabititiitsbedingungen auch fiir den Rahmenwinkel 
eingehalten werden mtissen, fiberschritten werden kSnnen. Das gilt auch dana noch, wenn die 
Nutationsschwingungen infolge der Wirkung des Rotorantriebs abklingen. Obwohl dann die 
Auswanderungsgesehwindigkeit gegen Null geht, bleibt eine endtiche Gesamtauslenkung be- 
stehen. In Kapitel 6 wird ein entsprechender Effekt am Beispiel einer Zentrifuge untersueht. 

5 Das Stabilit~itsverhalten von Systemen mit synchron angetriebenen Rotoren 

I3ei feststehendem Geh/iuse (/t : 0) h~tngt das Antriebsmoment eines Synchronlnotors yon 
dem Nacheilwinkel des Rotors und yon der zeitlichen Anderung dieses Winkels gegent~ber dem 
rotierenden Magnetfeld ab. Bei nicht zu groBen Abweichungen kann linearisiert werden, so 
dab hier 

Q~ := - K s ( 9  - -  q%) - -  K D ( ~  -- ~0) (27) 

angesetzt werden soll. Durch den Faktor K s  wird die Synchronfesselung des Rotors an das 
Feld, dutch K D  d i e  durch Wirbelstr6me bedingte D/impfung beschrieben; K s  = 0 fiihrt auf 
den zuvor behandelten Fall des asynchronen Rotorantriebs, K s - ~  oo ergibt wieder den Grenz- 
fall idealer Regelung. Der Winkel % : o)Ft = ~bot ist der linear mit der Zeit anwachsende, yore 
rotierenden Feld vorgegebene Sollwinkel; die WinkelgeschwJndigkeit des Feldes ogF -- ~0 wird 
als konstant betracbtet Mit 

folgt aus dem Drallsatz fiir die Rotorachse 

A'z  = Q~ = - - K s z  - -  K D ~  (28) 

mit der bekannten L6sung bei nicht zu groBer D/impiung 

z .... Z e  - ~  c o s  (v t  - -  ~p), | 

I D. r = / (29) 
"-= 2A ' A \2A ] 

Der einzelne Rotor ist asymptotisch stabil an das Feld gefesselt, wenn 

KD 
= ~ ~ o (30)  

gilt. Diese Bedingung ist bei den fiblichen Synchronantrieben stets erfiillt 
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Jetzt wird das Gesamtsystem mit/1 q= 0 betrachtet, wobei wieder vorausgesetzt wird, dab 
(30) fiir jeden der im System vorhandenen Rotoren flir sich erfiillt ist. Dann kann mit dem 
m-Vektor 

und den Diagona!matrizen Ks und K D ftir den Vektor der veratlgemeinerten Antriebskr~tfte 

Q~ = -- Ksz -- KDz (31) 

geschrieben werden. Auf einem vSIiig analogen Wege, wie er in Kapitel 4 flit den Fall asyn- 
chron angetriebener Rotoren verwendet wurde, l~tl3t sich nun zeigen, dab die Gmndgleichungen 
(5) und (6) mit (3t) und Qq .... 0 asymptotisch stabiles Verhalten beztiglich/1, z, ~ ergeben. 

Als Liapunov-Funktion wird ietzt der gegenfiber (22) erweiterte Energieausdruck 

E* = T * +  { z r K s  z ,  

zTA~ + ~ zTKs z > 0 (32) 1 q rM, / i  + ~TAB/I + Y = V  

vm~,endet. Wegen E* =: E*(q,/1, z, ~) erhilt  man far die totale Ableitung nach der Zeit: 

_ _  O E *  ,~ dE* OE* �9 OE* .. OE* ~, _1_ . Z 
dt - ~  q + O-R- q + -}-z-- Oe- 

----('~ (tTO-(M*it- 0q ) +  ~lr 0(BrAi)0q= )cl + (/1 rM* + i TAB) ~i 4- 

+ zrKs ~ + (~TA + ilTBTA) i .  (33) 

Nach dem gleichen Verfahren wie in Kapitel 4 (Multiplikation yon (5) mit O r, yon (6) mit ~r 
und Vergleich der Summe mit (33)) erh~lt man nun: 

dE* 
dt - - / t rQq + ~TQ~ + z r K s  i " 

Mit Qe --- 0 und Q, yon (31) wird daraus wegen ~rKsz = zrKs~: 

dE* 
-- s (34) 

dt 

Dieser Ausdruck ist jedoch bei eigenstabiten Rotorantrieben stets negativ, so dab die asympto- 
tische Stabilit~it des Systems bez(~glich it, z und ~ bewiesen ist. Selbst fiir den Grenzfall, dab 
der Dgmpfungsanteil der Synchronantriebe verschwindet (KD = 0) ist noch Grenzstabilit~t im 
Sinne Ljapunovs vorhanden. Das System verh~ttt sich dann konservativ. 

6 Beispie l :  Eine motorangetr i ebene  Zentrifuge 

Es sotI eine aus Rotor und einem dreiachsig drehbar gelagerten und elastisch gefesseltem Stator 
bestehende Zentrifuge betrachtet werden, wie sie in Bild 2 skizziert ist. Der Lagermittelpunkt 
F ist Fixpunkt, der Schwerpunkt S des Gesamtsystems ]iegt auf der Rotor-Symmetrieachse 
im Abstand F S  = s. Rotor R und Motor-Stator M werden als symmetrisch beztiglich der 
Rotorachse angenommen, so dab ein symmetrischer Gyrostat mit insgesamt 4 Freiheitsgraden 
vorliegt. Es sollen keine Unwuchten vorhanden sein. 

6.1 Bewegungsgleichu.ngen 

Zur Beschreibung werden die Euler-Winkel v ~, ~p, ~0R, ~0m (Bild 2) verwendet, der Relativwinkel 
des Rotors gegentiber dem Motor ist 9 = q~ -- ~0M. Mit den Tr~tgheitsmomenten AR = BR, 
A~,x = BM, CR, CM kann die kinetische Energie in der Form 

r = {(AR + A,,,) (& + sin= + + oos + + cos (35) 

geschrieben werden. Die potentietle Energie ergibt sich aus Schwere- und Fesselungs-Potentiat: 

c~9 ~ -F ~ V = Gs cos ~ + y ~- %@M + ~)~ (36) 
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Bild 2. Zentrifugenmodell 

Dafin ist G das Gesamtgewicht, ce und % sind die Fesselungs-Beiwerte far die Schr/igneigung 
der Symlnetrieachse (Winkel #) und Verdrehung des Motors um die Symmetrieachse (Winkel 
q~M + g0. Der Winkel 9M + ~O entspricht nach der Definition der Eulerwinket im Fall # = 0 
gerade dem absoluten Drehwinkel des Motors um die Vertikale. Ffir # 4= 0 kann die Dreh. 
fesselung auch noch yon v ~ selbst abhgngen. Man kann jedoch ftir nicht zu groBe Werte yon # 
in guter N~herung mit dem in (36) angegebenem Potential weiterreehnen. 

Aus den Lagrangeschen Bewegungsgleichlmgen zweiter Art erhNt man mit (35) und (36) 
sowie mit  dem Antriebsmoment Q,R ftir den Rotor nnd den Abktirzungen A = AR + A~z, 
C = CR + C~ das Gleiclmngssystem: 

A,#" -- (A -- C) sin # cos# ~ + C R sin# ~0 R + C M sin# ~0~0~ -- Gs sin # -F co# = O, ] 

(A sin 2 # + C cos ~ #) ~ + CR cos# ~bR -~- C M cos# {b M + 2(A -..~C) sin # cos# ~o ~ ] 

-- CR sin# ~qbR - Qu sin# "bqbM + %q%, q- %W = 0 ,  } (37) 

c~G + c~ ~o~# ~ - c~ sin# b~  = G ~ ,  I 
c , ~ , ,  + cM eosO. ~, - c ~  sin# ,~;p + ~ # , ,  + ~v, = - G ~  . ] 

Da der Rotorantrieb O ~  von ~o - .  ~R - ~.~e abh/~ngt, kann es fiir die nachfolgenden Oberte- 
gungen zweckm~Big sein, TR durch ~0 = 9R + ~ r  zu ersetzen, Jedoch sotten die damit  #us (37) 
folgenden Gleichnngen hier nicht gesondert angegeben werden. 

6.2 Partikuldre L6sungen und Nachbarbewegungen 

Fill' (3 7) finder man leicht zwei spezielle L6sungen: 

a) ~ .... G ,  # = o ,  ~a, + v' = o ; 08 )  

die Zentrifuge dreht mit der konstanten Drehgeschwindigkeit ~b o nm die vertikat ansgerichtete 
Symmetrieachse; dabei gilt Q,R@o) = 0. 

b) ~ =: ~~ # =: #o, T-~ + V' -= 0 ,  ~ = ']'o = -- ~M ; (39) 

die Zentrifuge dreht mit der konstanten Drehgeschwindigkeit ~o um die jetzt schr/igstehende 
Symmetrieachse, die ihrerseits mit konstanter Geschwindigkeit ~ ~ ~o um die vertikale Achse 
pr~tzediert. Ftir '~)o g~bt es zwei L6sungen die aus der ersten Gleichung yon (37) mit (39) als 
L6smlg einer quadratischen Gleichung ausgerechnet werden k6nnen: 

~ol ~__ CRy% [I T V 'I 4A cos #o (Gs sin ~9o -- co,#~,)] (40) 

21 
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Die Bewegung mit ~:ol kann als PrXzession, die mit ~o2 als Nutation gedeutet werden. Bei 
statisch stabiler Fesselung (ce > Gs) erfolgt die erstere im Gegensinn, die zweite dagegen im 
Sinne der Rotordrehung. 

Bei der Untersuchung der Nachbarbewegungen zur L6sung (38) mit kleinen Werten far 0, 
~o M + ~o ---= x und ~ -- ~o == Y stellt man zun/tchst lest, dal3 die aus (37) folgenden linearisierten 
Gleichungen entkoppelt sind. UnabhSmgig yon v~ und ~p k6nnen x und y aus  (37i3) und (37i4) 
berechnet werden. Nit dem linearisierten Antriebsmoment Q~R -- - -ky  hat man 

C~'~ -}- CR• -[- ky -- 0 , ~ (4t) 
Clu;;: + %x -- ky O, J 

mit der charakteristischen Gleichung 

CRCz~)~ 3 + kC)~ 2 + C~cjt @ c~k = 0 .  (42) 

Ihre Wurzeln haben in den beiden Grenzf~Ilen k =- 0 (kein Antrieb) und k -~- oo (extrem harte 
Fesselung des Rotors an die Betriebs-Drehgesehwindigkeit ~o) verschwindende Realteile, so 
dab das System dann grenzstabil ist" 

k - - 0 :  ;~1==0; z~/==-~l-_il/c~ ; (43) 
x3J 

k-+  co: '~3~2}--=- __+i~}7 " (44) 

Fiir 0 < k < co sind die Realteile alter Wurzeln negativ, wie man auch aus der Hurwitz-Bedin- 
gung 

H2 = #CCR% -- C S i u % k  = kC~c~o ".> 0 

Ieststellen kann. Der EinfluB des Antriebsbeiwertes k kann aus den Wurzelortskurven (Bild 3) 
abgelesen werden. Man erkennt, dab die vorhandenen Schwingungen ftir etwa k -= 23 am 
st~rksten ged~mpft werden. 

Xl 
~o 70 , t o  o 

" i I I I  '$ " - - k  . . . .  Re(,L)" 

73 3 ~  oo 

Bild 3, Wurzelortskurven fl~r die Eigenwerte bei kleinen Schwingungen der ZentriNge um Vao = 0 

Eine Linearisierung von (37il) und (37i2) ergibt zwei singuI~re, nicht allgemein 16sbare 
Differentialgleichungen. Das h~ingt mit der Tatsache zusammen, dab der Winkel ~0 far die 
Grundl6sung zg. ~ 0 unbestimmt ist und nur die Sumlne q)~ + ~o = x eine physikalische Bedeu- 
tung besitzt. Dennoch l~igt sich eine allgemeine Aussage zur Stabilit~it gewinnen. Die lineari- 
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sierte Gleichung (37/t) 

A? + ( - A ~  + C~o~ - ~s + ~) 0 = o (4~) 

kann n~imlich nut  dann eine stabile LBsung haben, wenn der in Klammern stehende, in 
quadratisehe Ausdruek positivist.  Dann aber muB fiir die Diskriminante 

c ~  - 4A(G~ -- ~) > o (46) 

gelten. Das entspricht der Stabilit~tsbedingung ftir den schweren symmetrischen Kreiset 
(Lagrange-Fall). F/ i t  eine statiseh stabil gefesselte Zentrifuge ( c e -  Gs ~ 0) ist (46) stets 
ertfillt. Bet statisch instabiler, also kopflastiger Zentrifuge ist zur Stabilisierung eine Mindest- 
drehgeschwindigkeit ~0 nach (46) notwendig. 

NachbarlSsungen zur der speziellen LSsung (39) lassen sich in entsprechender Weise unter- 
suchen. Die zugehSrigen linearisierten Bewegungsgleichungen sind nicht entkoppelt, sondern 
Iassen nun aueh den EinfluB des Rotorantriebs auI die Nutations- und Pr~zessionsbewegungen 
der Zentrifuge erkennen. Das soll hier ftir eine speziette Abstimmung ausftihrtieher untersucht 
werden: Es wird angenommen, dab die Zentrifuge bet ether Schr~iglage t9 = v~ o gerade im 
Gleichge~dcht ist, dab also 

Gs sin ~9 o = coV~o (47) 

gilt. Fiir die zugehSrigen Werte yon ~o folgt dann aus (40) 

�9 CR$0 
~0~ ..... 0 ,  ~Poz -- A cos '0o 

Die erste LSsung bedeutet, dab sich die Zentrifuge um eine im Raum feste, aber um v~o gegen- 
fiber der Vertikale geneigte Richtung dreht. Ohne BeschrSmkung der Allgemeinheit der Unter- 
suehungen kann fiir die GrundlSsung ~p ---- 0, und wegen go M + ~/~ --= 0 auch 9M = 0 angenom- 
men werden. Dann sind NachbarlSsungen durch kleine Werte der VerSnderlichen ~, ~OM, 
X == O -- ~o, Y = ~ -- ~0 gekennzeichnet. Die Linearisierung des Systems (37) ergibt ietzt: 

A.~ + CR~o sinv~o ~ + (co -- Gs cos *tgo) x = 0 ,  

cR eos0o i~ + C R ~  + C ~  + ~y = o, 

CM COSOo ~b + CM~M + %~ + %~M -- ky = O . 

(4g) 

Eine Aufspaltmag, wie im Fall der SonderlSsung (38) ist jetzt nicht mSglich. Auch die Betraeh- 
tung der Grenzf~tle k - 0  oder k -~ oo bringt keine unmittelbaren Erkenntnisse. Deshalb 
wurde die zu (48) gehSrende eharakteristisehe Gleiehung siebten Grades ffir konkrete Werte 
der Systemparameter bet Variation des Antriebsbeiwertes k numeriseh gelSst. Als Ergebnis 
erh~lt man in dem hier betrachteten Sonderfall eine reelle und zwei Paare koniugiert komplexer 
Wurzeln sowie zwei Nullwurzeln: 

~2 } := 25 -- #~ • ivN, '~ == )-7 == O. 

Die Wurzeln ~a, 23, )~ entsprechen den schon in dem zuvor betrachteten Fall erhalten (Bild 3). 
Sie geben im wesentlichen eine Motor-Rotor-Schwingung mit tiberlagertem aperiodischen Be- 
wegungsanteil (PA) wieder. Die hinznkommende Nutationsschwingung (~4,)-5) ist mit  der Fre- 
quenz vv fast unabh~ngig yon k; ihr D~impfungsbeiwert #~v ist um fast drei Zehnerpotenzen 
kteiner als #s~- Der Verlauf der Reatteile # mit k ist in Bild 4 in logarithmischem Ordinaten- 
matSstab gezeichnet. Bemerkenswert ist, dab optimales D~mpfungsverhalten bet einem An- 
triebsbeiwert yon etwa k ~, 20 ftIr beide Sehwingungen zugleich erreicht werden kann. Im 
tibrigen best~itigen diese Auswertungen das in Kapitel 4 erhaltene atlgemeine Ergebnis und 
zeigen, dab der Asynchronantrieb auf das Gesamtsystem stets diimpfend wM~t. 
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Bild  4. Verlauf der negativen ReMteite ,u(k) bei kleinen Schwing~angen der Zentrifuge 
um eine Gleichgewichtslage mit  V~o ~: 0 

6.3 Kinetische Auswanderung 

Obwohl die in Kapitel  6.2 betrachtete  Sonderl6sung mit 0 = ~o als in erster N~iherung stabil 
erkannt wurde, l~igt sich zeigen, daB auch bei der Zentrifuge -- ~ihnlich wie dies vom Kardan- 
kreisel bekannt  ist -- in h6herer N~herung ein instabiles Verhalten beziiglich der Lagekoordi- 
naten infolge kinetischer Auswanderung auftreten kann. Das soll hier fiir den Sonderfall einer 
beziiglich # astatischen Zentrifuge (s = O, ce = O) gezeigt werden. Die Fesselung beziiglich 
9M + ~o (Beiwert %) wird jedoch nicht vernaehl~ssigt, weil sonst --  ~de sich zeigen wird --  
keine kinetische Answanderung anftri t t .  

Zuniichst wird das System der Ausgangsgleichungen (37) mngeformt:  Durch Addition von 
(37/3) und (37/4) Iolgt mit CR + C~ = C und 9R = 9 + 9M: 

C(~b~ t + ~ cos O -- z~  sin zg) + C ~  + %(9M + ~o) --= 0 .  (49) 

Damit l~tBt sich (37/2) umformen in: 

A sin~0 i~ + (2A --  C) sin 0 cos0 0~ -- C sin0 0~M -- 

--  C R sinv ~ ~9~ + c~(t --  cos 0) (q)M @ Y) : 0.  (50) 

Weiterhin wird nun das System der vier Differentialgleichungen (37/1), (37/3), (49), (50) be- 
trachtet .  Nach Abspalten der bezfiglich x = # --  O o, y = ~o --  ~o, ~g, 9M linearen Anteile erh~tlt 
man mit  Restgtiedern R, in denen die Anteite h6herer Ordnung zusammengefal3t sind: 

A)~ + CR~ % sire9 o ~ = Ro, 

A sin%9 o i~ -- CR~o sinv~o ; + c~(t --  cos Zgo) (fM + Y) = R~, (5t) 

c ~ ( ~  + ~ eo~ Oo + ~) + & = R~,, 
C(/kM + i; cos Oo) + c~p + %(9M + ~) = R ~  . 

Fiir die Restglieder zweiter Ordnung folgt: 

Ro2 = (A -- C) sin z9 o cost9 o ~2 _ C sinv~o ~)~)~ -- CR~oo cosv~o ~x --  Cn simgo ~ y ,  (52) 

R ~  = --  2A sin Oo cOSOo i~x -- (2A --  C) sin Oo cos 0 o ~,~ + C sinOo x~,~ + 

+ CR simgo ~y + CR~vo cost~o x~ -- c~ sin~ o x(~v~ + ~p), (53) 

Rya = CR sinOo i~x + C2~ simgo { ' ) ,  (54) 

R,M ~ = C sire9 o i~x + C sin0 b ~v . (53) 
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Vernachl/issigt man die Anteile von hSherer als zweiter Ordnung in den Restgliedern, dann 
entsteht dadurch ein Fehler yon h6chstens vierter Ordnung, da die Anteile dritter Ordnung 
-- wie sich zeigen wird -- bei dem folgenden IterationsprozeB herausfallen. 

In erster N/iherung k6nnen aus (51/t) und (5t/2) die m6glichen Nutationsschwingungen 
berechnet werden, wenn nach dem fiir schnelle Kreisel tiblichen Verfahren neben den dominie- 
renden Kreisetgliedern mit dem groBen Drall CR~ 0 nur die Tr~igheitsglieder berticksichtigt 
werden. Man erh~tlt so: 

x ---- v ~ -- 8o -= O sin coNt, l 

o cos coNt / (56) 
~0 - -  s in  t9 o 

mit einer Amplitude O und der Nutationsfrequenz 

C R �9 
CON = -5-9)0 �9 (57) 

Setzt man (56/2) in (51/3) und (5t/4) mit Ry = R,M = 0 ein, dann folgt: 

Oco} cos v% ] 
~ + P + ?~Y - sin ~o cos co~t, ! 

- i58)  
@M -~- Y @ V ~M  = s in  tg. - -  cON COS 8 0 COS CONr 

Als L6sung dieser Differentialgleichungen erh~ilt man erzwungene Schwingungen 

9M ~-- a cos CONt + b sin coNt , I 
y = d cos coNt + f s i n  cox t .  J (59) 

Die Amptitudenfaktoren a, b, d, f mtissen aus vier linearen algebraischen Gleichungen bestimmt 
werden, deren allgemeine LSsung uniibersichtlich ist und hier nicht angegeben werden soll. 
Ftir das Verst/indnis der m6gtichen kinetischen Auswanderung kSnnen jedoch Niherungen 
ntitzlich sein, die unter der Voraussetzung groBer Werte ffir o)5, gewonnen werden. Man erh~ilt : 

O cos v% A3kc ,  O (1 - -  cos v%) 
a ~ - - -  b ~ - -  

s in  ~o 4" ~ sin v~ o ' ' CMCRCf 0 
(60) 

d ~ A2Ck%0 (i -- cos ~90) f .m A%0 (i - cos t%) 
c ~ c ~  sin ~o ' c ~ .  s~  ~o 

Mit (56) und (59) ist somit eine erste N/iherung gewonnen: Die Rotorachse ftihrt eine Nuta- 
tionsschwingung aus, die wegen der Kopplungen im System auch auf das Motorgeh~iuse (gu) 
sowie auf die Drehzahl (y) tibertragen wird. 

Die Ergebnisse (56) und (59) werden nun in die Restglieder (52) bis (55) eingesetzt. Dann 
erhfilt man in zweiter N/iherung wiederum erzwungene Sehwingungen, aber zugleich auch kon- 
stante Anteile auf den rechten Seiten yon (5 t), denen kinetische Auswanderungen entspreehen. 
Da bier nur die letzteren interessieren, werden die Restglieder fiber eine Nutationsperiode 1~v 
gemittelt: T~r 

- 

R=-- Rdt  mit 7 ' x =  2~-. (6t) 
o)N 

0 

Da bei der Ausreehnung der Mittelwerte jeweils Produkte yon trigonometrischen Funktionen 
tiber eine Periode zu integrieren sind, fallen viele dieser Glieder heraus. Restglieder drifter 
Ordnung versehwinden bei dieser Mittelbildung grunds~tzlich. Die Durehftihrung der Inte- 
gration ergibt aus (52) bis (55): 

R ~  = - -  O%CRi% ( 1 -  oo~ ~o) 
2A sin ~9 o 

4 " 3  2CMCR~o 

L.=o. 
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D a m i t  abe t  folgen aus (51) die Mit te lwer te :  

C~ 

2d sin~ #o ' (62) 

X ',= '~ = -- w 

Dieses Ergebnis zeigt eine kinefische Auswanderung der Rotoraehse an, die vorMegend in 
der Koordinate ~, erfotgt, Die Auswanderung in 0 ist demgegenfiber fast vernaehl~issigbar, da 
ihre Geschwindigkeit proportionN zu 1/~?~ ist. Die Tatsache, dab die Auswanderungen ffir 
% ~ 0 verschwinden zeigt, dab die l)bertrag!mg der Nutationsschwingung auf das Motorge- 
h~use und die dabei auftretende Phasenversehiebung als physikalische Ursache ffir die kine- 
tische Auswanderur~g angesehen werden mug. Wenngleieh dieser Effekt ffir die Funktions- 
weise der Zentrifuge -- zum Unterschied yon der kinefischen Auswanderung bei kardanisch 
getagerten Lagekreiseln -- keine praktische Bedeutung hat, so ist er doeh yon akaderaischem 
Interesse, da hierdurch die zuvor (Kapitel 4) gemaehten allgemeinen Aussagen zur Stabilit~t 
best~tigt werden. 

Wegen der Beschfitnkung dieser Betraehtungen auf einen schnellaufenden Rotor (Vernach- 
l~ssigung des Fesse!ungsterms in (5 t/2)) wurden in der N~herung (5 6) unged~mpfte Nut ations- 
schwingungen erhatten. Nach den Ergebnissen yon Kapitel 6.2 wirken reale Antriebe aber 
auch d~mpfend auf die Nutationsschwingung: Dies bedeutet, dat3 die Nutatmmamphtude O 

und damit aueh die Auswanderungsgeschwindigkeit ~ asymptotisch gegen NulI gehen. Ats 

FoIge bteibt eine endliche Abwanderung Ag, = f ~ dt bestehen, aufgrund deren die Gesamt- 
bewegung nieht asymptofisch stabil ist. Sit l~gt sieh im Sinne des Ljapuno~chen Stabilit~tts- 
begriffes bestenfalls aIs grenzstabfl bezeietmen, sofern aueh ffir das A~ Schranken vorgegeben 
werden. In den GrenzfNlen k = 0 und k -§ ec liegt jedoch stets Instabilit~t vor, da ~ unbe- 
grenz t  anwachsen  kann .  
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