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Aktive Kreiselsysteme#¥

K. Magnus, Gauting

Ubersicht: Aktive Elemente in Kreiselsystemen kénnen sich in verschiedenartigen Effekten auswirken. All-
gemeine Bewegungsgleichungen werden abgeleitet. Mit ihrer Hilfe lassen sich globale Aussagen zum Stabilitits-
verhalten von Kreiselsystemen mit Rotorantrieb gewinnen: 1) Konservative Systeme bleiben auch dann
quasi-konservativ, wenn eine ideal wirkende Antriebsregelung vorhanden ist, die die relativen Geschwindig-
keiten zwischen den Rotoren und ihren Gehdusen konstant halt. 2) Eigenstabile Asynchron-Antriebe machen
ein grenzstabiles Kreiselsystem asymptotisch stabil beziiglich der Geschwindigkeiten. 3) Entsprechendes gilt
fir eigengeddmpite Synchron-Antriebe; hier gilt die asymptotische Stabilitdt auch fiir die Rotorwinkel selbst.
Am Beispiel einer motorangetriebenen Zentrifuge werden diese Ergebnisse durch Untersuchen der Eigenwerte
préazisiert. Zugleich wird gezeigt, dafl beziiglich der Lagewinkel Instabilitit infolge kinetischer Auswanderung
auftreten kann.

Summary: Due to active elements in gyroscopic systems various effects may occur. For their examination
quite general equations of motion are derived, which allow some globale statements concerning the stability
of gyro-systems with motor-driven rotors: 1) Conservative systems will behave quasi-conservative, if ideal
working controllers are installed, which keep the relative rotational velocities of the rotors constant. 2) Asyn-
chronous driving motors, which are stable for themselves, turn a marginal stable system into a system, asympto-
tically stable with respect to the velocities. 3) The same is valid for systems, in which the rotors are driven by
damped synchronous motors; here asymptotic stability exists for the rotor-angles as well. As an example a mo-
tor-driven centrifuge is examined. The general results are proved and extended by calculating the eigenvalues.
Furthermore it is shown that unstable behaviour with respect to the attitude angles is possible due to effects
of kinetic drift.

1 Der Einflu} aktiver Elemente auf das Verhalten von Kreiselsystemen

Einzelfille von Kreiselsystemen mit aktiven Elementen sind seit dem Beginn der technischen
Anwendungen von Kreiseln bekannt und zum Teil ausfiihrlich analysiert worden. Es sei hier
nur an die zahlreichen Verdffentlichungen zur Dimpfung stérender Schwingungen oder zur
Uberwachung der Anzeige von Kreisel-MeBgeriten, wie Kreisel-Kompassen und Kreisel-Hori-
zonten , erinnert. In neuerer Zeit sind entsprechende Untersuchungen zur Schwingungstilgung
bei Raumfahrzeugen und Satelliten (Nutationsddmpfer) sowie zum zeitoptimalen Ausrichten
von Trégheits-Navigationsplattformen durchgefithrt worden.

Neben einer gewiinschten Verbesserung der Systemeigenschaften konnen sich aktive Ele-
mente auch stérend auswirken. Dabei soll hier zwischen zwei Arten derartiger Effekte unter-
schieden werden: Solche die darch das Wechselspiel von Antriebs- und Widerstands-Kriften
fiir die im System vorhandenen Rotoren bedingt sind (Antriebs-Effekte) und solche, die durch
andere, meist zur Fithrung, Stiitzung oder Dimpfung eingesetzte Kraft- oder Momenten-Geber
hervorgerufen werden (Fithrungs-Effekte). Zu diesen gehéren z. B.:
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— Die bei Kurskreiseln mit Fithrung z. B. iiber das Magnetfeld der Erde entstehenden
Schleppfehler oder die Kurvenfehler bei Kreiselhorizonten;

— die infolge einer Stiitzung des Innenrahmens bei Lagekreiseln in Kardansystemen vor-
kommenden Taumelfehler;

— die entweder durch unstetige Stiitzmomente oder durch stetige Stiitzmomente in Ver-
bindung mit Coulombschen Reibungskriften bedingten Restschwingungen, wie sie sowohl bei
Kreiselgerdten [1] als auch bei der Nutationsdimpfung von Satelliten [2] beobachtet worden
sind;

— die giinstigen Wirkungen einer Kombination von Lager- und Ddmpfungseigenschaften
bei magnetisch gelagerten Rotorsystemen, wie sie z. B. von Schweitzer [3] fiir schnellaufende
Zentrifugen untersucht worden sind.

Von den Antriebseffekten seien genannt:

— Die merkwiirdigen, von Grammel [4] untersuchten Verhaltensweisen unsymmetrischer
Rotoren mit kérperfest ausgerichteten Antriebsmomenten. Hier kann der Kérper bei entspre-
chenden Anfangsbedingungen Taumelbewegungen um Achsen senkrecht zur Antriebsachse
ausfithren, ohne um die Antriebsachse selbst zu drehen;

— der Kreiselkollaps [5, Kap. 11.3], der bei Lagekreiseln mit eingeschriankter Bewegungs-
freiheit bei auslaufendem Rotor zu einem vollstindigen Versagen der Lagen-Anzeige fithren
kann;

— kinetische Auswanderungen, die bei Stérungen des Momentengleichgewichtes um die
Antriebsachse der Rotoren moglich sind [5, Kap. 11.4.2];

— instabile Bereiche, die z. B. bei Lagekreiseln mit Fiihrung bei bestimmten Drehzahlen
oder Drehzahlinderungen auftreten kénnen [6], oder die bei Gyrostaten untersucht worden
sind [7].

Wihrend das Schrifttum zu Fithrungs-Effekten aufierordentlich umfangreich ist, scheinen
die méglichen Verhaltensweisen bel Systemen mit Antriebs-Effekten noch keineswegs aus-
reichend gekldrt zu sein. In den meisten Arbeiten wird einfach postuliert, daf beziiglich der
Rotorachsen Momentengleichgewicht herrscht, so daB die Komponenten e, der Absolutdrehung
fiir diese Achsen konstant bleiben. Auch der andere Grenzfall, daf die relativen Winkelge-
schwindigkeiten ¢; der Rotoren gegeniiber ihren Gehdusen durch ideal wirkende Regelungen
als konstant betrachtet werden kénnen, ist in Einzelfdllen schon frith, und vor kurzem auch
allgemein behandelt worden [8]. Fiir reale Systeme, die irgendwo zwischen diesen beiden
Grenzfillen w, == const und ¢; = const liegen, gibt es fiir einen kardanisch gelagerten Kreisel
sorgfiltige Untersuchungen von Klimov und Charlamov [9]. Sie zeigen, daf der Kreiselan-
trieb, gleichgiiltig ob mit Synchron- oder Asynchron-Motor, dimpfend auf stérende Nuta-
tionsschwingungen einwirkt. Eventuelle kinetische Auswanderungen der Rotorachse bleiben
deshalb begrenzt.

Ziel der nun vorgelegten Arbeit ist es, vorhandene Ergebnisse und Ansitze fiir aktive
Kreiselsysteme, bei denen Antriebs-Effekte auftreten kénnen, zu verallgemeinern. Dazu sollen
die allgemeinen Bewegungsgleichungen aufgestellt und daraus einige globale Aussagen zum
Stabilitdtsverhalten abgeleitet werden. Am Beispiel einer motorangetriebenen Zentrifuge sollen
die Ergebnisse dann konkretisiert werden. Insbesondere werden die Eigenwerte in ihrer Ab-
hingigkeit von den Parametern des Antriebs untersucht und damit das allgemeine Bewegungs-
verhalten der Zentrifuge bestimmt.

2 Bewegungsgleichungen aktiver Kreiselsysteme und ihrer Grenzfille .

Entsprechend dem Vorgehen in [8] sollen hier Bewegungsgleichungen vom Lagrangeschen
Typ abgeleitet werden, bei denen von Energieausdriicken ausgegangen wird. Der EinfluB der
aktiven Elemente sowie eventuell vorhandener dissipativer Krifte kann durch verallgemei-
nerte Krifte Q beriicksichtigt werden.
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Die kinetische Energie T 14Bt sich in bekannter Weise durch Abspalten eines von den
Rotoren kommenden Anteils in der Form
"T=+4"Mq - 3 oTAw {1)
schreiben. Dabei ist M die symmetrische, fiir reale Systeme stets positiv definite Massenmatrix
des Systems, jedoch ohne die Trdgheitsmomente der Rotoren beziiglich ihrer Symmetrie-
achsen; diese sind in der Diagonalmatrix A gesondert zusammengefalt. Der Bewegungszu-
stand des Systems wird durch die zeitliche Ableitung des Vektors g der Lagekoordinaten be-
schrieben; die Komponenten der Absolutdrehung der Rotoren um ihre Symmetrieachsen sind
im Vektor
w =@ + Bq (2)

zusammengefaBt. Dabei gibt ¢ die Drehgeschwindigkeiten der Rotoren relativ zu ihren Ge-
hiusen und Bq die Anteile der Fiithrungsgeschwindigkeiten wieder. Die Matrix B zeigt an,
welche der Komponenten von q fiir die einzelnen Rotoren als Fﬁhrungsdrehungen wirksam
sind. Ein Element B,; ist gleich dem Cosinus zwischen den Richtungen von ¢, und 4;; By

verschwindet, wenn q nicht Fithrungsdrehung fir den i-ten Rotor ist. Man kann deshalb B
auch als Strukturmatrlx bezeichnen.

Mit (2) kann (1) umgeformt werden in »
T =3 4"™M*q + ¢"ABG +  ¢TAG (3)
mit
‘ M* = M - BTAB und ¢TABq = q"BTA¢.

Wenn im System m Rotoren und auBer der Drehfreiheit der Rotoren » zusitzliche Freiheits-
grade vorhanden sind, dann haben die in (3) vorkommenden GréBen die Dimensionen: q: #-
Vektor, @: m-Vektor, M*: Symmetrische (# X #)-Matrix, A:(m X m)-Diagonal-Matrix,
B: (m X n)-Matrix. Die Matrizen M, M* und B kdnnen auch von q abhingen; die Matrix A
ist unabhingig davon.

Wenn man nun mit (3) die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen zweiter Art

d (aT\ aT - d (aT\ T r
) w=% al) - ®

ausrechnet, dann erhilt man unter Beriicksichtigung der Tatsache, dafl wegen der hier voraus-
gesetzten Symmetrie der Rotoren 0T /dg = 0 gilt, die Gleichungen:

s mTAL o JOM*Q) 1 JaM*Q) 1T, aBTAg) [ d(BTAg) }T} s
M*4 [_BAqo—f—{ 3 E[ 5 } + %54 [ 5a a=Q,, (5

a(ABq)

Ag + ABQ + q4=0Q,. (6)
Beide Vektorgleichungen zusammen entsprechen # + m skalaren Gleichungen fiir die Kom-
ponenten g, und g;. Sie sind hier in einer solchen Form geschrieben worden, da Ableitungen
von Dyaden, die Tensoren von héherer als zweiter Stufe ergeben, nicht auftreten. Eine etwas
kompaktere Form lieBe sich zwar durch Einfithren von Christoffel-Symbolen gewinnen, jedoch
bringt dies ftir die numerische Auswertung keine Vorteile. Entsprechendes gilt auch fiir eine
leicht mdgliche formale Zusammenfassung beider Gleichungen zu einer eéinzigen (n -+ m)-
Vektorgleichung. Dadurch wiirde im Gegenteil der EinfluB8 der Q nicht mehr deutlich erkenn-
bar sein: Die Q, sind ndmlich die fiir alle Arten der anfangs erwdhnten Antriebs-Effekte ver-
antwortlichen verallgemeinerten Krifte, die Q, sind Ursache fiir eventuelle Fithrungs-Effekte.

Aus (5) und (6) findet man leicht den schon aus [8] bekannten Grenzfall von Systemen mit
idealer Regelung der Rotordrehzahl. Mit

@ =0 und Ag = L = const, (7)
wobei L der m-Vektor der jetzt konstanten Relativdrall-Anteile der Rotoren ist, geht (5)

iiber in;
# (M*q) 1 [9(M*q) |7 | a(BTL) [a(BTL)]7| .
Mg o 1D [T 20 [0 - g, 9
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Aus (6) findet man die fiir die ideale Regelung notwendigen Rotor-Antriebsmomente
d . d .
Q, = - (ABQ) = A - (Bd). (9)

In Kapitel 3 wird gezeigt, dall diese speziellen dufleren Antriebsmomente den Energieinhalt
des Systems nicht verdndern, so daf sie als quasi-konservativ bezeichnet werden konnen.

Der andere Grenzfall, bei dem angenommen wird, dafl keine resultierenden Momente um
die Rotordrehachsen wirksam sind, also Q, = 0 gilt, fiihrt wegen (6) nach Integration zu

A(q'p - B(°1) = Aw = L* = const . (10)

Jetzt sind die im Vektor L zusammengefaBten Absolutdrall-Anteile der Rotoren beziiglich der
Rotorachsen konstant. Geht man mit ¢ = @ — Bq und folglich

.. . 4B
¢ = —Bq — -—{ q)q (11)
in {5) ein, so erhidlt man nach Umiformen

. M \T T1,* BTL®TY .
Mg + {a(aqq) - "%[a(giq)] g a(Baq - [a( 5q )J }q =% 12

Dies ist aber die bekannte Form der Bewegungsgleichungen, wie sie sich durch Anwenden des
von Kelvin und Tait angegebenen Formalismus (s. [8]) oder auch unmittelbar aus dem Lagran-
geschen Formalismus mit (1) und (2) gewinnen 1a8t.

Ein Vergleich der fiir die beiden Grenzfille geltenden Bewegungsgleichungen (8) und (12)
zeigt, daB (12} aus (8) entsteht, wenn anstelle der erweiterten Massenmatrix M* einfach M,
und anstelle des Vektors L der konstanten Relativdrall-Anteile jetzt der Vektor L* der kon-
stanten Absolutdrall-Anteile gesetzt wird. In beiden Fillen sind nur # skalare Gleichungen,
entsprechend der Anzahl der Lagekoordinaten g, zu 16sen, wihrend im allgemeinen Fall # 4 m
Gleichungen untersucht werden miissen.

3 Konservative Kreiselsysteme mit idealer Drehzahlregelung

Klimov und Charlamov [9] haben gezeigt, daf ein kardanisch gelagerter Kreisel mit idealer
Drehzahlregelung ein quasikonservatives System darstellt. Dieses Ergebnis 148t sich auf allge-
meine Kreiselsysteme iibertragen. Hierzu wird zunichst vorausgesetzt, daB das betrachtete
System mit Q, = 0 konservativ ist; dann gilt mit einem Potential ¥

of = 2. (13)

Jetzt soll die Anderung der Gesamtenergie E des Systems betrachtet werden, die sich aus den
Anteilen von kinetischer und potentieller Energie, sowie aus der von Rotor-Antriebskréiften
Q, geleisteten Arbeit zusammensetzt

dE = dT + 4V — dW (14)
mit
= Qldy. {15)

Wegen T == T(q, q, @), V = V(q) und d¢ = 0 erhilt man fir {14
dE = qu + dq +~—dq Qldy,

= (T T4 — Qr¢)at + 4 16
(aqq+ q Q¢¢)dt+anQ- (16)
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Fiir die hierin vorkommenden Ausdriicke folgt aus (3) mit Agp = L = const
—q = ¢"M*4 4 L'Bd,

d(BTL) .
a( ) g

oT. 1. Ta(M q)
Py q+a” o

und aus (9) wegen ¢ = 0

. d LT (')BL .
Qq{(pz[a (ABq)] ¢ = 2 (@"B7AG) = ¢"BL + ¢7 201

Eingesetzt in (16) heben sich einige Anteile heraus, wobei zu beriicksichtigen ist, daB die ska-
laren Ausdriicke durch Transponieren nicht verindert werden. Es bleibt

dE:[ MG+ L qTW-ﬂq]dt Fav. (17)

Die hier auf der rechten Seite vorkommenden Ausdriicke lassen sich andererseits aus der fiir
diesen Grenzfall giiltigen Bewegungsgleichungen (8) nach Transposition und skalarer Multipli-
kation von rechts mit dq = q d¢ gewinnen. Man erhilt bei Fortlassen der sich gegenseitig
aufhebenden skalaren Anteile

{ 4™ *q + [%q_] }dt = Qg dq = —dV .

Durch Vergleich mit (17) findet man dE = 0 oder
E=T1T+4+V — W == const . (18)

Der gesamte Energieinhalt von Kreiselsystemen mit ¢ = const dndert sich also nicht. Obwohl
aktive Elemente, ndmlich Rotorantriebe vorhanden sind, kénnen derartige Systeme als quasi-
konservativ bezeichnet werden. Dieses vielleicht iiberraschende Ergebnis wird plausibel, wenn
man bedenkt, dab ideale Regelungen gerade so wirken, als seien die Rotoren in ihren Gehiusen
festgefroren. Die aktiven Elemente entsprechen demnach VergréBerungen der passiven Gehiuse-
Triagheitsmomente. Die nicht vernachldssigbaren konstanten Relativdrall-Anteile bzw. die
ihnen entsprechenden Kreiselkrdfte kénnen aber bei virtuellen Verschiebungen des Systems
keine Arbeit leisten.

Das hier erhaltene Ergebnis deckt sich iibrigens teilweise mit Untersuchungen von Hage-
dorn [10], der gezeigt hat, da} das kinetische Potential {iir ein freies System mit konstantem w
stets dann ein Minimum besitzt, wenn das kinetische Potential fiir das entsprechende einge-
schrinkte System mit konstantem ¢ minimal ist.

4 Das Stabilitdtsverhalten von Systemen mit asynchron angetrieb enen Rotoren

Bei feststehendem Gehiduse eines Rotors wirken um seine Symmetrieachse Antriebs- und
Widerstandsmomente; beide hingen von der Drehgeschwindigkeit ¢ im Prinzip nach der in
Bild 1 skizzierten Weise ab. Die Momentenkurven schneiden sich bei der Betriebsdrehzah! ¢,.
Es gilt stets
n Ao =) <O fir ¢ > g,
Qtp - quA QwW - - . . . .
fo—@) >0 fir gy,
oder mit ¢ — @, = y:
2 = 3f(y) <O. (19)

Diese Bedingung garantiert zugleich asymptotische Stabilitdt fiir den Antrieb beziiglich ¢.
Das folgt unmittelbar aus dem Drallsatz {iir den einzelnen Rotor:

AG = Qp =6 — go) oder § = fy),
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P ¢

Bild 1. Antriebs- und Widerstands-momente als Funktion der Drehgeschwindigkeit

und daraus mit (19)

N i _1_ 2y 1y,
Yy =— ( =Y ) =9y <0, {20)
Fiir kleine Abweichungen der Drehgeschwindigkeit ¢ von der Betriebsdrehzahl ¢,, also fiir
kleine Werte von ¥, kann f(y) m —Ky gesetzt werden, so dafi mit der Anfangsbedingung
@ = ¢, ir { = 0 aus (10) die Lésung

K

S2y
(P = % (@0 — @1 c 4 (21)

erhalten wird. Mit K = 0 hat man den Grenzfall des momentenfreien Rotors; K —» oo gibt
den anderen Grenzfall eines Rotors mit idealer Regelung.

Es soll nun angenommen werden, daB fiir jeden der i System vorhandenen Rotoren die
Bedingung (19) erfiillt und damit asymptotische Stabilitit beztiglich der ¢; bei festgehaltenen
Gehiusen vorhanden ist. Dann 148t sich zeigen, daB auch bei ¢ = 0 das Gesamtsystemn asym-
ptotisch stabil beziiglich der Geschwindigkeiten ¢ und g ist.

Zum Beweis wird — wie auch in [9] — die Ljapunovsche Methode auf den Zustands-
Unterraum der Geschwindigkeiten q und ¢ angewendet. Mit y = ¢ — g, wird die reduzierte
kinetische Energie

T* =5 4q"™q + 5 (y + BQ)" Aly + Bg)
=5 4"M*q + yTABq + 5 yTAy (22)

als Ljapunovsche Testfunktion verwendet; sie entsteht aus T nach (1) oder (3) bei Ersetzen
von ¢ durch ¥ = ¢ — ¢, Als Summe zweler quadratischer Formen mit den Massen-Matrizen
M und A ist T# eine positiv definite Funktion beziiglich q und ¢. Man kann zeigen, da8 ihre
totale Ableitung nach der Zeit unter den zuvor angenommenen Voraussetzungen negativ
definit ist, so daB nach Ljapunov asymptotische Stabilitdt beziiglich der Geschwindigkeiten
vorhanden ist. Hierzu wird betrachtet:

aT* T

* . aT* . aT* .
il T el S

(M HBTA, :
— (@M 4 y7AB) § + (547 D qr B Ny 4 gTA g TBTA)Y . ()
In diesen Ausdruck miissen die Bewegungsgleichungen (5) und (6} eingefithrt werden. Das
geschieht am besten wie folgt: Man multipliziert (5) skalar von links mit 7, entsprechend (6)
mit y7 und addiert. Unter Portlassen der sich gegenseitig aufhebenden Glieder erbilt man

dann:

1 ra(M q .

q"M*q + q"BTAY + a+ y'AP +

-+ yTAB{ +y TQq +¥7Q,. (24)
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Berficksichtigt man nun, daB ¢ = y ist und durch Umformen

. 3(BTAy) .  .r3(ABQ) .
q ~aq q=Y Tq

erhalten werden kann, dann folgt aus einem Vergleich von (24) mit (23)

2= 47Q, +¥7Q,. (25)

Da hier der EinfluB der Antriebskrifte Q, untersucht werden soll, wird Q, = 0 gesetzt.
Wegen (19} folgt damit aus (25)
aT*

=770, <0, (26)

womit die behauptete asymptotische Stabilitit des Systems beziiglich der q und ¢ bewiesen
ist. Als Ergebnis kann demnach festgestellt werden, dafl Asynchronantriebe eventuell vorhan-
dene Schwingungen des Systems zum Abklingen bringen.

Es muB} jedoch ausdriicklich betont werden, dafi damit nicht notwendigerweise auch die
Stabilitit beziiglich der Lagekoordinaten q gewédhrleistet ist. Man erkennt das sofort aus dem
bekannten Verhalten eines astatischen Kardankreisels. Unter dem EinfluB von Nutations-
schwingungen kann ein kinetisches Auswandern des Kardanrahmens auftreten, so daBl Schran-
ken, wie sie nach den Ljapunovschen Stabilitdtsbedingungen auch fiir den Rahmenwinkel
eingehalten werden miissen, tiberschritten werden kénnen. Das gilt auch dana noch, wenn die
Nutationsschwingungen infolge der Wirkung des Rotorantriebs abklingen. Obwohl dann die
Auswanderungsgeschwindigkeit gegen Null geht, bleibt eine endliche Gesamtauslenkung be-
stehen. In Kapitel 6 wird ein entsprechender Effekt am Beispiel einer Zentrifuge untersucht,

5 Das Stabilititsverhalten von Systemen mit synchron angetriebenen Rotoren

Bei feststehendem Gehduse (q = 0) hingt das Antriebsmoment eines Synchronmotors von
dem Nacheilwinkel des Rotors und von der zeitlichen Anderung dieses Winkels gegeniiber dem
rotierenden Magnetfeld ab. Bei nicht zu groBen Abweichungen kann linearisiert werden, so
dafl hier

Qp = — Kslp — @o) — Ep(p — ¢4 (27)

angesetzt werden soll. Durch den Faktor K wird die Syachronfesselung des Rotors an das
Feld, durch K, die durch Wirbelstrome bedingte Ddmpfung beschrieben; Kg = 0 fiithrt auf
den zuvor behandelten Fall des asynchronen Rotorantriebs, K —» 00 ergibt wieder den Grenz-
fall idealer Regelung. Der Winkel g, = wyf = ¢t ist der linear mit der Zeit anwachsende, vom
rotierenden Feld vorgegebene Sollwinkel; die Winkelgeschwindigkeit des Feldes oy = ¢, wird
als konstant betrachtet Mit

PEQ—Gos  E=@— @ E=¢
folgt aus dem Drallsatz fiir die Rotorachse
Az =Q, = —Kg — Kp2 (28)
mit der bekannten Lésung bei nicht zu groBer Ddmpiung

z=Ze % cos (vt — ),

_Kp. . _Ks_(Ep\ (29)
=21 =7 \zz
Der einzelne Rotor ist asymptotisch stabil an das Feld gefesselt, wenn

__ Kp o p
5—54—)0 (30)

gilt. Diese Bedingung ist bei den iiblichen Synchronantrieben stets erfiillt.
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Jetzt wird das Gesamtsystem mit § == 0 betrachtet, wobel wieder vorausgesetzt wird, daf3
{(30) ftir jeden der im System vorhandenen Rotoren fiir sich erfiillt ist. Dann kann mit dem
m-Vektor

L= =g Z=¢—¢
und den Diagonalmatrizen Kg und K, fiir den Vektor der veraligemeinerten Antriebskriifte
Q, = —Ksz —Kpz 31)

geschrieben werden. Auf einem vollig analogen Wege, wie er in Kapitel 4 fiir den Fall asyn-
chron angetriebener Rotoren verwendet wurde, 148t sich nun zeigen, daf die Grundgleichungen
(5) und (6) mit (31) und Q, = 0 asymptotisch stabiles Verhalten beziiglich q, z, z ergeben.

Als Ljapunov-Funktion wird jetzt der gegentiber (22) erweiterte Energieausdruck
E# e T% o ";-ZTKsz ,
= 3 4"M*q + 2"ABq + ¢ 27A% + 52Kz >0 (32)
verwendet. Wegen I* = E*(q, q, z, z) erhilt man fiir die totale Ableitung nach der Zeit:

dE* aE* . GE* .. 8E* . GE* .
— T -—L»____,.. - [ —
dt aqq’ aqq‘Lazz+ aéz
_ [t erdM*G | a(BTAi)). STME L 5T &L
h-(zq 5 T4 7 q + (@"M* -+ z"AB) q -
+ 2"Kgz + (zTA + qTBTA) Z . (33}

Nach dem gleichen Verfahren wie in Kapitel 4 (Multiplikation von (5) mit q7, vou (6) mit 27
und Vergleich der Summe mit (33)) erhilt man nun:

dE* . . .
- s TQq -+ ZTQq, 4 ZTKSZ .
Mit Q, = 0 und Q, von (31) wird daraus wegen 27Kz = 27Kz:
¢ g
aE*® . .
% = — ZTKDZ . (34}

Dieser Ausdruck ist jedoch bei eigenstabilen Rotorantrieben stets negativ, so dab die asympto-
tische Stabilitit des Systems beziiglich q, z und z bewiesen ist. Selbst fiir den Grenzfall, daf$§
der Diampfungsanteil der Synchronantriebe verschwindet (K, = 0} ist noch Grenzstabilitdt im
Sinne Ljapunovs vorhanden. Das System verhalt sich dann konservativ,

6 Beispiel: Eine motorangetriebene Zentrifuge

Es soll eine aus Rotor und einem dreiachsig drehbar gelagerten und elastisch gefesseltem Stator
bestehende Zentrifuge betrachtet werden, wie sie in Bild 2 skizziert ist. Der Lagermittelpunkt
F ist Fixpunkt, der Schwerpunkt S des Gesamtsystems liegt auf der Rotor-Symmetrieachse
im Abstand FS = s. Rotor R und Motor-Stator M werden als symmetrisch beziiglich der
Rotorachse angenommen, so daB ein symmetrischer Gyrostat mit insgesamt 4 Freiheitsgraden
vorliegt. Es sollen keine Unwuchten vorhanden sein.

6.1 Bewegungsgleichungen

Zur Beschreibung werden die Euler-Winkel 9, 1, gz, @y (Bild 2) verwendet, der Relativwinkel

Ay = By, Cg, Cyy kann die kinetische Energie in der Form
T =+ {4z + 4u) (92 - 2 sin? §) + Crlgr -+  cos B)2 + Cagl@ar + P cos HT} (33)
geschrieben werden. Die potentielle Energie ergibt sich aus Schwere- und Fesselungs-Potential:

V = G cos & + 5 et + 5 cplpm + 9)°- (36)
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Bild 2. Zentrifugenmodell

Darin ist G das Gesamtgewicht, ¢y und ¢, sind die Fesselungs-Beiwerte fiir die Schrigneigung
der Symmetrieachse (Winkel #) und Verdrehung des Motors um die Symmetrieachse {Winkel
@y -+ ). Der Winkel ¢, -+ v entspricht nach der Definition der Eulerwinkel im Fall ¢ =0
gerade dem absoluten Drehwinkel des Motors um die Vertikale. Fiir £ &= 0 kann die Dreh-
fesselung auch noch von & selbst abhingen. Man kann jedoch fiir nicht zu groBe Werte von ¥
in guter Ndherung mit dem in (30) angegebenem Potential weiterrechnen. ,
Aus den Lagrangeschen Bewegungsgleichungen zweiter Art erhilt man mit (35) und (36)
sowie mit dem Antriebsmoment (), fiir den Rotor und den Abklirzungen 4 = A -+ 4,y
C == Cp + €y das Gleichungssystem:

A — (4 — €) sin & cos® 9* -+ Crsind Py + Cyr sind Py — Gssin & - o5 = 0,

(4 sin® P - C cos® 9) 4+ Cgcosd g + Cyy cosd Gy + 2(4 — C) sin & cost By —
— Crsind 9z — Cyy sind dgy, + Copu + Cp = 0, (37)

CR(;')R-{«CRcosﬁij)mCRsinﬂ{%}lm.QwR, ‘

CM‘};M - CM cosd ’éj) — CM sin® ?5)?;} + %‘PM —i— Gy = Qq}R .

Da der Rotorantrieb Q, von ¢ = g — ¢y abhingt, kann es {iir die nachfolgenden Uberle-
gungen zweckmilBig sein, gy durch ¢ = @y -+ gy zu ersetzen. Jedoch sollen die damit aus {37)
folgenden Gleichungen hier nicht gesondert angegeben werden.

6.2  Partikuldre Losungen und Nachbarbewegungen

Fiir (37) findet man leicht zwei spezielle Losungen:

a) =0y, D=0, @y-typ=0; (38)

die Zentrifuge dreht mit der konstanten Drehgeschwindigkeit ¢, um die vertikal ausgerichtete
Symmetrieachse; dabei gilt @ (@) = 0.

b) o=@, O=b, Qutyp=0, P=Y=—@u; (39)
die Zentrifuge dreht mit der konstanten Drehgeschwindigkeit ¢, um die jetzt schrigstehende
Symmetrieachse, die ihrerseits mit konstanter Geschwindigkeit 9 == 9, um die vertikale Achse
prizediert. Fiir 1, gibt es zwei Losungen die aus der ersten Gleichung von (37) mit (39) als
Losung einer quadratischen Gleichung ausgerechnet werden konnen:

Yo C R% V 44 cos By (Gs sin By — cgly) )
1!.)02} T 24 cos B, DS A CLi? sin &, ) (40)

21
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Die Bewegung mit 9, kann als Prizession, die mit ¥, als Nutation gedeutet werden. Bei
statisch stabiler Fesselung (cs > Gs) erfolgt die erstere im Gegensinn, die zweite dagegen im
Sinne der Rotordrehung.

Bei der Untersuchung der Nachbarbewegungen zur Losung (38) mit kleinen Werten fiir 4,
@y -+ = xund ¢ — ¢, = ¥ stellt man zunichst fest, daB die aus (37) folgenden linearisierten
Gleichungen entkoppelt sind. Unabhingig von 4 und p kénnen x und y aus (37/3) und (37/4)

berechnet werden. Mit dem linearisierten Antriebsmoment Q,z = —ky hat man
Cr¥ + Cry + ky =0, v (41)
Cy¥ + cpx — Ry =0,

mit der charakteristischen Gleichung
CrCpd® 4 RCIZ + Cre,d -+ ek = 0. (42)
Thre Wurzeln haben in den beiden Grenzfillen & = ¢ (kein Antrieb) und & -» oo (extrem harte

Fesselung des Rotors an die Betriebs-Drehgeschwindigkeit ¢,) verschwindende Realteile, so
dafl das System dann grenzstabil ist:

k=01 14=0; %g}zii Lo (43)
A Cum
. 2 I 1%
For o bty (@4

Fiir 0 < kB < ccsind die Realteile aller Wurzeln negativ, wie man auch aus der Hurwitz-Bedin-
gung

Hy = kCCye, — CrCueyk = kCqep > 0
feststellen kann. Der Einflull des Antriebsbeiwertes & kann aus den Wurzelortskurven (Bild 3)
abgelesen werden. Man erkennt, daf die vorhandenen Schwingungen fiir etwa & = 23 am
stirksten geddmpft werden.

Im{A)
10 0
k
20 /
A 0
gy 17
Ay
30 010 [0
K | Reld)
4050
3[] Yool
A 100
70 \\k
10—

Bild 3. Wurzelortskurven fir die Eigenwerte bei kleinen Schwingungen der Zentrifuge um &y = 0

Eine Linearisierung von (37/1) und (37/2) ergibt zwei singuldre, nicht allgemein 1dsbare
Differentialgleichungen. Das héingt mit der Tatsache zusammen, daB der Winkel y fiir die
Grundlésung ¥ = 0 unbestimmt ist und nur die Summe ¢, + 9 = «x eine physikalische Bedeu-
tung besitzt. Dennoch 1aBt sich eine allgemeine Aussage zur Stabilitdt gewinnen. Die lineari-
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sierte Gleichung (37/1)
AD + (— AP+ Cofpgp — Gs -+ c) & = 0 (45)

kann namlich nur dann eine stabile Losung haben, wenn der in Klammern stehende, in ¢
quadratische Ausdruck positiv ist. Dann aber muB fiir die Diskriminante

C2? — 44(Gs — cg) >0 (46)

gelten. Das entspricht der Stabilitdtsbedingung fir den schweren symmetrischen Kreisel
{Lagrange-Fall). Fiir eine statisch stabil gefesselte Zentrifuge {cy — Gs > 0) ist (46} stets
erfiillt, Bei statisch instabiler, also kopflastiger Zentrifuge ist zur Stabilisierung eine Mindest-
drehgeschwindigkeit ¢, nach (46) notwendig.

Nachbarlosungen zur der speziellen Losung (39) lassen sich in entsprechender Weise unter-
suchen. Die zugehorigen linearisierten Bewegungsgleichungen sind nicht entkoppelt, sondern
lassen nun auch den EinfluBl des Rotorantriebs auf die Nutations- und Prazessionsbewegungen
der Zentrifuge erkennen. Das soll hier fiir eine spezielle Abstimmung ausfithrlicher untersucht
werden: Es wird angenommen, dafl die Zentrifuge bei einer Schriiglage # = 8, gerade im
Gleichgewicht ist, daf also

- Gssin & = ¢, . (47)

gilt. Tiir die zugehdrigen Werte von v, folgt dann aus (40)

_Cripy

T 1. == .
Yoo =0, Poz A cos 9,

Die erste Losung bedeutet, daf sich die Zentrifuge um eine im Raum feste, aber um 4, gegen-
fiber der Vertikale geneigte Richtung dreht. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheif der Unter-
suchungen kann fiir die Grundlésung ¢ = 0, und wegen ¢y 4 % == 0 auch ¢ = 0 angenom-
men werden. Dann sind Nachbarlésungen durch kleine Werte der Verinderlichen u, gy,
x = — By, ¥ = ¢ — ¢, gekennzeichnet. Die Linearisierung des Systems (37) ergibt jetzt:
A%+ Crpysindy 9 + (cg — Gscos Fg) x = 0,

(4 sin® §g + C cos? Oy) 9 + C cosBy @ar + Cg cosPy ¥ — Crysindy & -+ c e +9) =0, ]
Crcosdyp + Cxpy + Cry + ky = 0, [
Cyr cosBg  + CyPar + € + Copmr — By = 0.

(48)

Eine Aufspaltung, wie im Fall der Sonderlosung (38) ist jetzt nicht moglich. Auch die Betrach-
tung der Grenzfille 2 == 0 oder 2 — oo bringt keine unmittelbaren Erkenntnisse, Deshalb
wurde die zu {48} gehdrende charakteristische Gleichung siebten Grades fiir konkrete Werte
der Systemparameter bei Variation des Antriebsbeiwertes & numerisch geldst. Als Ergebnis
erhéllt man in dem hier betrachteten Sonderfall eine reelle und zwei Paare konjugiert komplexer
Wurzeln sowie zwei Nullwurzeln:

b= —pig; 22}==“H111iiVM; 24}:';MNi“ivN; =17y =0.
Ag Ag

Die Wurzeln 4;, 45, Z, entsprechen den schon in dem zuvor betrachteten Fall erhalten (Bild 3).
Sie geben im wesentlichen eine Motor-Rotor-Schwingung mit {iberlagertem aperiodischen Be-
wegungsanteil {g,) wieder. Die hinzukommende Nutationsschwingung (1,, 45) ist mit der Fre-
quenz vy fast unabhingig von k; ihr Dampfungsbeiwert py ist um fast drei Zehnerpotenzen
Kleiner als py. Der Verlauf der Realteile g mit % ist in Bild 4 in logarithmischem Ordinaten-
mafistab gezeichnet. Bemerkenswert ist, daB optimales Dimpfungsverhalten bei einem An-
triebsbeiwert von etwa 2 & 20 fiir beide Schwingungen zugleich erreicht werden kann. Im
iibrigen bestitigen diese Auswertungen das in Kapitel 4 erhaltene allgemeine Ergebnis und
zeigen, daB3 der Asynchronantrieb auf das Gesamtsystem stets ddmpfend wirkt.
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Bild 4. Verlauf der negativen Realteile p{%) bei kleinen Schwingungen der Zentrifuge
um eine Gleichgewichtslage mit J¢ & 0

6.3 Kinetische Auswanderung

Obwohl die in Kapitel 6.2 betrachtete Sonderlésung mit & = ¢, als in erster Ndherung stabil
erkannt wurde, 148t sich zeigen, daB auch bei der Zentrifuge — dhnlich wie dies vom Kardan-
kreisel bekannt ist — in hoherer Ndherung ein instabiles Verhalten bezliglich der Lagekoordi-
naten infolge kinetischer Auswanderung auftreten kann. Das soll hier fiir den Sonderfall einer
beziiglich # astatischen Zentrifuge {s = 0, ¢y = 0) gezeigt werden. Die Fesselung bezfiglich
i + v (Beiwert ¢, wird jedoch nicht vernachldssigt, weil sonst — wie sich zeigen wird —
keine kinetische Auswanderung aunftritt.

Zunéchst wird das System der Ausgangsgleichungen {37) umgeformt: Durch Addition von

(37/3) und (37/4) folgt mit Cg 4 Cyy = C und @ = ¢ + gy
Clipar + 9 cos § — 9 sin 9) + Cap + colgar +9) = 0. (49)
Damit 148t sich (37/2) umformen in:
A sin®) i + (24 — C) sin & cos® P — C sind dy —
— Cpsin® 9§ + ¢,(1 — cos 8) (g +p) = 0. (50)

Weiterhin wird nun das System der vier leferentxalglewhungen (37/1), (37/3;, (49}, {50) be-
trachtet. Nach Abspalten der beziiglich x = & — @, ¥ = ¢ — @,, ¥, @; linearen Anteile erhélt
man mit Restgliedern R, in denen die Anteile hoherer Ordnung zusammengefaft sind:

A% + Crpgsindy p = Ry,
A sin®Py P — Cripgsindy & + ¢ (1 — cos &) (py + p) = R
Crl@u + Pcosdy +3) +ky =R
C(@ar + P cos ) + Cry + Colpnr + ¥) = Ron
Fiir die Restglieder zweiter Ordnung folgt:

(51)

Rys = (4 — C) sin &g cosdy 92 — C sindy @y — C @y cosdy px — Crsindy 9y, (52)

R,2 = — 24 sin 9y cosdy x — (24 — C) sin 9, cos O P& -+ C sindy 2@y -+
+ Crsindy %y -+ Crpy cosy xx — ¢, sindg x{pa + v) , {53)
R,y = Cgsindy px + Cgsind, Px , (54)

Ropz = Csindy Px + Csindy P . (55)
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Vernachldssigt man die Anteile von hoherer als zweiter Ordnung in den Restgliedern, dann
entsteht dadurch ein Fehler von hochstens vierter Ordnung, da die Anteile dritter Ordnung
— wie sich zeigen wird — bei dem folgenden IterationsprozeB herausfallen.

In erster Ndherung kénnen aus {54/1) und (51/2) die moglichen Nutationsschwingungen
berechnet werden, wenn nach dem fiir schnelle Kreisel {iblichen Verfahren neben den dominie-
renden Kreiselgliedern mit dem groBen Drall Crg, nur die Trigheitsglieder beriicksichtigt
werden. Man erhilt so:

x:ﬁ—ﬂozt?siani,}

e . (56)
V=T g, SN
mit einer Amplitude & und der Nutationsfrequenz
Cp -
Setzt man (56/2) in (51/3) und (51/4) mit R, = R,y = 0 ein, dann folgt:
. . 3 Bwi cos 9,
Jf— e — = — e
Py + Y CR}’ sin 4, cos Wyt , 1 V
(58)
@ + 555;+fﬁi(p — 9 (% _ w2 cos @) cos wyt j
ure c™ T simp\Cc N 0 N
Als Losung dieser Differentialgleichungen erhilt man erzwungene Schwingungen
Py = a cos wyt + bsinwyt, (59)
v =d cos wyt + fsinmyt . ‘

Die Amplitudenfaktoren a, b, d, f miissen aus vier linearen algebraischen Gleichungen bestimmt
werden, deren allgemeine LOsung uniibersichtlich ist und hier nicht angegeben werden soll.
Fir das Verstindnis der mbglichen kinetischen Auswanderung kodnnen jedoch Niherungen
niitzlich sein, die unter der Voraussetzung grofler Werte fiir wy gewonnen werden. Man erhilt:

. Gcosd, b A — A3k O (1 — cos )
= sine, -

CMC‘.&R‘.Pg sin ?9'0
(60)
e A*Chey,® (1 — cos &) _ Ac,® (1 — cos ) .

........ i Ul N PN

 CuChe?sin 9,

Chp, sin B,

Mit (56) und (59) ist somit eine erste Niherung gewonnen: Die Rotorachse fiihrt eine Nuta-
tionsschwingung aus, die wegen der Kopplungen im System auch auf das Motorgehiuse (g,,)
sowie auf die Drehzahl (y) iibertragen wird.

Die Ergebnisse (56) und (59) werden nun in die Restglieder (52) bis (55) eingesetzt. Dann
erhilt man in zweiter Niherung wiederum erzwungene Schwingungen, aber zugleich auch kon-
stante Anteile auf den rechten Seiten von (51), denen kinetische Auswanderungen entsprechen.
Da hier nur die letzteren interessieren, werden die Restglieder itber eine Nutationsperiode Ty
gemittelt:

E::szedt mit Ty = 2. (61)

WN

Da bei der Ausrechnung der Mittelwerte jeweils Produkte von trigonometrischen Funktionen
iiber eine Periode zu integrieren sind, fallen viele dieser Glieder heraus. Restglieder dritter
Ordnung verschwinden bei dieser Mittelbildung grundsitzlich. Die Durchftihrung der Inte-
gration ergibt aus (52) bis (55):

_ B%yCppy (1—cos &)

E =
& 24 sin G, )
B o G243 (1 — cos By)
v 2CyCRE} '
= Ry = 0.
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Damit aber folgen aus (51} die Mittelwerte:

Gor 1P == T
Py T ¥ o :
Ry
R
&
T Ry . B%, {1 —cos By (62)
Cpipy sin 9 24 sin® @,
G e OGARU —cosd) (63)
Cppg sin 9 20 Chapd sin

THeses Ergebnis zeigt eine kinetische Auswanderung der Rotorachse an, die vorwiegend in
der Koordinate y erfolgt. Die Auswanderung in & ist demgegeniiber fast vernachlissigbar, da
ihre Geschwindigkeit proportional zu 1/¢} ist. Die Tatsache, daB die Auswanderungen fir
¢, == 0 verschwinden zeigt, daB die Ubertragung der Nutationsschwingung auf das Motorge-
hiuse und die dabei auftretende Phasenverschiebung als physikalische Ursache fir die kine-
tische Auswanderung angesehen werden muB. Wenngleich dieser Effekt fiir die Funktions-
weise der Zentrifuge — zum Unterschied von der kinetischen Auswanderung bei kardanisch
gelagerten Lagekreiseln — keine praktische Bedeutung hat, so ist er doch von akademischem
Interesse, da hierdurch die zuvor (Kapitel 4) gemachten allgemeinen Aussagen zur Stabilitdt
bestatigt werden.

Wegen der Beschrinkung dieser Betrachtungen auf einen schnellaufenden Rotor (Vernach-
lissigung des Fesselungsterms in (51/2)) wurden in der Nibherung (56) ungedimpfte Nutations-
schwingungen erhalten. Nach den Ergebnissen von Kapitel 6.2 wirken reale Aniriebe aber
auch dimpfend auf die Nutationsschwingung. Dies bedeutet, daf die Nutationsamplitude 6

und damit auch die Auswanderungsgeschwindigkeit v asymptotisch gegen Null gehen. Als

Folge bleibt eine endliche Abwanderung Ay = [ 9 d¢ bestehen, aufgrund deren die Gesamt-
bewegung nicht asymptotisch stabil ist, Sie 1iBt sich im Sinne des Ljapunovschen Stabilitits-
begriffes bestenfalls als grenzstabil bezeichnen, sofern auch fiir das Ay Schranken vorgegeben
werden. In den Grenzfillen & = 0 und k2 — oo liegt jedoch stets Instabilitit vor, da p unbe-
grenzt anwachsen kann.
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