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Die Stabilitit von Schwingungen in

Rotorsystemen mit Synchronantrieb

K. Magnus, Miinchen

fibersicht: Es wird gezeigt, daB eigenstabile Synchronantriebe
ein ohne Rotorantriebe konservatives, grenzstabiles Rotorsystem
asymptotisch stabil beziiglich der Geschwindigkeiten und der
Rotordrehwinkel machen.*

1. Adufgabenstellung

Bei der Untersuchung des dynamischen Verhaltens von Rotorsystemen
werden beziiglich der Rotoren meist nur zwei Grenziille betrachtet:
Entweder wird Gleichgewicht zwischen Antriebs- und Widerstands-
Momenten angenommen - dann sind die Rotordrehwinkel zyklische
Koordinaten — oder es wird ein ideal arbeitender Antrieb voraus-
gesetzt, bei dem die relative Prehgeschwindigkeit der Rotoren
konstant bleibt. In beiden Fdllen spielen die Rotordrehwinkel

bei der weiteren Berechnuny keine Rolle. Die Wirklichkeit liegt
patiirlich zwischen den genannten Grenzfillen. Will man den Zwim
schenbereich untersuchen, dann muB die Art des verwendeten An-
triebs berilicksichtigt werden. Dies bedeutet jedoch, daB auch die
Rotordrehwinkel als unabhingige Koordinaten auftréten, und die
beschreibenden Differentialgleichungen durch die Momentengleichun-
gen filir die Rotoren érgénzt werden miissen. Fiir den Fall von syn-—
chron angetriebenen Rotoren soll das hier nidher untersucht werden.
Es. zeigt sich, daB eine allgemeine Aussage iber die Auswirkungen
des Antriebs auf die Stabilit#t gefunden werden kann, die letzt-
lich in der Peststellung gipfelt, daB -eigenstabile Synchronan-—
triche die Stabilitdt des Gesamitsystems verbessern.

*) Herrn P. Hagedorn verdanke ich den Hinweis, daB der hier
gegebene Beweis noch erginzt werden mub: es miissen solche
Fidlle ausgeschlossen werden, bei denen Koordinaten q.
existieren, zu denen die Antriebsd&mpfung der Rotoren
nicht durchdringt.
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2. bie Bewegungsgleichungen

Es sollen hier Bewegungsgleichungen vom Lagrangeschen Typ
verwendet werden, bei denen von geeigneten Ausdriicken fiir

die kinetische Fnergie und die verallgemeinerten Krifte
ausgegangen wird,. Die kinetische Energie T 138t sich in be-
kannter Weise durch Abspalten eines von den Rotoren kommenden
Anteils in der Form

T = -%qrﬁ'iq + LA ()
schreiben. Dabei ist M die symmetrische, fiir reale Systeme
stets positiv definite Massenmatrix des Systems, jedoch ohne
die Trigheitsmomente der Rotoren bezliglich ihrer Symmetrie-
achsen; diese sind in der Diagonalmatrix #& gesondert zu-

~ sammengefaBt. Der Bewegungszustand des Systems wird durch die
zeitliche Ableitung des Vektors q der Lagekoordinaten be-
schrieben; die Komponenten der Absolutdrehuny der Rotoren um
ihre Symmetrieachsen bilden den Vektor

w =¢+.B§ . (2)

babei gibt qi die Drehgeschwindigkeiten der Rotoren relativ
zu ihren Gehfusen und i’i die Anteile der fﬁhrungsgeschwin—
digkeiten wieder. Die Matrix 13 2zeigt an, welche der Kompo—
nenten wvon é filr die einzelnen Rotoren als Fﬁhrungsdrehuq—
gen wirksam sind. Ein Element Bij ist gleich dem Cosinus
'Bij verschwin-
det, wenn g. mnicht Fihrungsdrehung fiir den i-ten Rotor ist.
Man kann deshalb 13 ‘auch als Strukturmatriz hezeichnen.

zwischen den Richitungen von 62 und éj :

Mit (2} kann (1) umgeformt werden in
Cee A 2T 3 « 2T . ._'!..T » 3
T=5qMgq + 9ABg + £ ¢ A¥ | (3)
mit

M= M+ BAB wa  $AB§ = §BAG
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Wenn im System m Rotoren und aufer der Drehfieiheit der
Rotoren n zusdtzliche Freiheitsgrade wvorhanden sind, dann
haben die in (3) vorkommenden Grdfen die Dimensionen:

§ : n-Vektor, % : m-vektor, M*-: symmetrische {n x n)-
Matrix, A : (m % m)=~Diagonal-Matrix, B : (m x n)-Matrix.
Die Matrizen /M ,ﬁf* und 13 k&nnen auch von ? abhingen;
die Matrix M ist unabhingig davon.

Wenn man nun mit {(3) die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen
zweltexr Art

d (a7 ) a7 T d o
]~ - = =

ot a? aq Qq ! ) Q‘P (4)
ausrechnet, dann erhdlt man unter Berilicksichtigung der Tat-

sache, daB wegen der hier wvorausgesetzten Symmetrie der Ro-
toren aT/a‘f = 0 gilt, die Gleichungen:

My » BAF+ {a(’iﬂ [30%) Bf“‘ﬂ[? ]}9 =@,

A¢ + ABg + —"’j“amq ¢ = &

. (6}

Beide Vektorgleichungen zusammen entsprechen n + m skala-
ren Gleichungen filr die Koordinaten 95 und q::vl . Sie sind
hier in einer solchen Form geschrieben worden, das Ableitun-
gen von Dyaden, die Tensoren von hBherer als zweiter Stufe
ergeben, nicht auftreten. Die verallgemeinerten Krifte eq
kinnen in Kreiselsystemen zur Ztitzung. oder Fiihrung von MeB-
fachsen oder allgemein auch zur Dimpfung von Schwingungen ein-
gesetzt werden. Die G‘P sind Antriebsmomente f4r die Rotoren.
Im Falle eines Synchronantriebs sind diese Momente sowchl wvon
den Winkeln @ als auch von den Winkelgeschwindigkeiten 573_
abhingig. Dabei soll hier angencmmen werden, daB die im System
vorhandenen Rotorantriebe voneinander unabhidngig sind. Wenn
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das antreibende Magnetfeld mit der konstanten Winkelgeschwin-
digkeit Ck, rotiert, dann ist % =“‘f"of der linear mit der
Zeit anwachsende Sollwinkel. Es ist zweckm#Big, weiterhin
die Differenz

v

zZ=9%-% wmt 2=P-4% ; ZI=¢ N
zu verwenden. Damit folgt als Momentengleichung fiir den i-ten
Rotor:

AiZy = Qlz;,3) = - Ky zg =Kz + &ilz,2) . o)

Dabei sind die linearen Anteile aus der Funktion Qp heraus-
genommen worden; KS ist ein Fesselungsbeiwert, KD ein
Démpfungsbeiwert; die Restfunktion Qf ist von zweiter oder

héherer Ordnung in z; und EL .
Die lineare Teilgleichung von (8) hat bei nicht zu starker

Dampfung die bekannte Edsung

14
; = X 9)
2 Zi Cos (vt - ¥ ) . (
* Sie kenpzeichnet eine stabile, gedimpft schwingende Bewegung
sofern
Kp: 2 K Ko: V*
Oy = e >0 und v-=———‘--—(—~——h) le] (10)
81, ZA“_ v kN A-,' -ZA‘ >

gilt. Wenn KSi und KDi niéht verschwinden, dann sind die
nichtlinearen aAnteile Qf nach Ljapunov ohne Einflug auf
das Stabilitdtsverhalten. Fiir eigenstabile Sychronantriebe
gilt also Ks > 0 , KD;> 0 ., Allgemein kann nun in (6)

@ = -kz-Ki+ Qs an

eingesetzt werden. Wegen der zuvor getroffenen Voraussetzun-
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gen sind KS und Kp Diagonal-Matrizen mit positiven
Elementen. :

3. Die Stabilitdt des Gesamtsystems

Figenstabilitit der Antriebe bedeutet, daB ein arretiertes
System mit 4 = O stabil ist. Jetzt soll untersucht werden,
was bel freiem System é + O passiert. Dazu wird zundchst
vorausgesetzt, daB das System mit G‘f = 0 , also ohne Rotor-

antriebe, konservativ ist. Mit einem Potential V gilt dann

o v
9 = - a‘_‘l . ‘ ) (12)
iUnter diesen Voraussetzungen liBt sich zeigen, das die durch
das Ausgangssystem (5}, (6) und (11} beschriebenen Bewegungen
asymptotisch stabil beziiglich der qi ' 9’ ; @ sind. Der
Beweis 14Bt sich mit Hilfe der direkten Methode von Lj_apunov

fiihren. Hierzu wird als Testfunktion der Energieausdruck
* Tay o o T . T
EF¥= 44Mg + LZ2+BPA(2+Bg) + 12 Kz + Veq) =

r

§ Mg+ 2ABG+ 3274z $2' Kz VQ) 1)

YN

betrachtet. Der vorletzte Term dieses Ausdrucks gibt die poten-—
tielle Energie wieder, die durch die Fesselung des Rotors an
das umlaufende Feld bedingt ist. Die ersten beiden Anteile k&n-—
nen als reduzierte kinetische Energie aufgefaBt werdén, die
man erhilt, wenn in dem Ausdruck {1) fiir die gesamte kinetische
Epergie anstelle von ‘é die Differenz é = ¢ - % einge-
setzt wird. Der Ausdruck E® ist eine positiv definite Funk-
tion beziiglich der Q: . z2 .= , also auch. beziiglich der

q. 3 (il ; € . Man kann nun zeigen, daB die totale Ablei-
tung von E®¥ nach der Zeit unter den hier getroffenen Annah-
men negativ definit ist, so daB mach Ljapunov asymptotische

Stabilitdt heziiglich der genannten Koordinaten vorliegt.
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Der Beweis folgt aus einer Untersuchung der Ableitung

dE® E* . BE* o T PEX . pE*
a T 2q T 77 xR vz,

- (44 dMa) . (@A
= % q aq

BV ). T
+9 59 +5-§-)9 +2 Kz +

o7, ¥ .7 . s 7T, o T T o
+
Darin miissen nun die aus den Bewequngagleichungen (3) und
(6) folgenden zeitlichen Ableitungen eingefiihrt werden. Bas
geschieht am einfachsten wie folgt: (5) wird skalar mit q'T
und (6) entsprechend mit i'r multipliziert. Die Addition
ergibt dann unter Fortlassen von Termen, die sich gegenseitig
aufheben:

T a T qu¥ o %4 .y 3(“”.) & sT .

GMG+ gBAP: £ ¢ "‘“’—z, g ~ AP +

2

37 . as .- 0(ABg) . a7, 2T
+=A39+za¢;.q =qo§ f-za?' as)

Wegen L.
s B az) . wr 2ABG ) .
'Bq ® ~& a’ ?
erhdlt man aus einem Vergleich von (14) mit (15):
de* . ree
_ = (16)
AE z Qq,+ 2Kz .
Mit (11} kann das umgeformt werden in:
dE* _ « T 5 . "l"a*( . -
- —rkz+ 2@ (zz). (17

Der erste Anteil auf der rechten Seite ist bei eigenstabilem
Antrieh negativ definit . Der zweite Term ist aber von minde-
stens dritter Ordrung in den #®& und 2'. ; er hat also, un-
abhi@ingig von der speziellen Form der nichtlinearen Rest-—
funktion Q: keinen EinfluB auf die negative Definitheit
von (17) in der Umgebung der
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Grondldsung & =0 , =0 . Diese ist folglich stabil beziig-
lich der é . i , 2 , womit die Behauptung bewiesen ist.

4, Ein Beispiel

Es soll eine motorangetriebene Zentrifuge (Bild 1) betrachtet

werden, die aus einem dreiachsig drehbar gelagertem und ela-

stisch gefesseltem Motor-Stator M und einem Rotor R besteht.

Der LBagermittelpunkt F ist
Fixpunkt, der Schwerpunkt S
des Gesamtsystems liegt auf
der Rotor-Symmetrieachse im
abstand F§ = s . Rotor R
und Motor-Stator M werden
als gymmetrisch beziiglich
der Rotorachse angenommern,
so daB ein symmetrischer
Gyrostat mit insgesamt 4
Freiheitsgraden vorliegt.

Es sollen keine Unwuchten

vorhanden sein.

Zur Beschreibung der mig-
lichen Bewegungen kdnnen
die Euler-Winkel o~ , ¥ ,
"PR . q’” nach Bild 1 ver-

wendet werden. Der Relativ-

winkel des Rotors gegeniiber
dem Motor ist ¥ = % - @, -

[IhJ.

Mit den Trégheitsmomenten Bild 1
AR = BR , AM = BM ’ CR ' Elastisch gefesselte Zentrifuge

CM hat die kinetische

Energie.die Form

T= 4 (At A )(32 ¥5in™) + Colyr Veas3) #

+ Gy (b +'fi«cosa-)l} .

(18)
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Die potentielle Fnergie folgt aus Schwere- und Fesselungs—
Potential: . ~

kN
V= Gscos ¥ + L 3 co (% +—2.V)2' . (19)

Darin ist G des Gesamtgewicht, ¢ und ¢ sind die

Fesselungs-Beiwerte fir Schréigneigu':;g dex Sy;:metrieachse
(Winkel &) und Verdrehung des Motors um die Symmetrieachse
(Winkel ‘PM+ ¥ ). Der Winkel @ +% entspricht nach der
Definition der Eulerwinkel im Fall aF= O gerade dem absclu—

ten Drehwinkel des Motors um die Vertikale.

Die mit (18} und {19) aus (4) folgenden Lagrangeschen Bewe-
gungsyleichungen sweiter Art, die hier nicht gusfithrlich hin-
geschrieben werden scllen, haben zwei physikalisch plausible

Ldsungen:

1. ¢=¢ , S=0, $+¥=0 (20)

J

iI. ‘P=‘I.°.,,u AR fut¥=0, 17:’:%:"@”' 2H

Bei I dreht der Rotor mit konstanter Winkelgeschwindigkeit

ﬂ%o um die vertikal stehende Symmetrieachse; das Motorgehduse
bleibt in Ruhe. Bei II ist die Rotordrehung c;io wiederum kon-
stant, jedoch erfolgt sie um eine mit der Schridglage n}‘; und
der Winkelgeschwindigkeit 1;16_ um die Vertikale prizedierende -

Symmetrieachse. Fir Ipo ergeben sich die beiden Lisungen:

%1 - | CR-‘lao 1'; 1- 4@:3;(AR+AM)(Gssin5‘,-c,3?
]1'002, Zeos B (Apt-Apy ) : C;ql,:'s‘-" Jo . 22

Die Bewequng mit %,, kann als Prézession, die mit l;’”‘ als
Nutation gedeutet werden. Bei statisch stabiler Fesselung
(cq > Gs) erfolgt die erstere im Gegensinn, die zweite da-

gegen im Sinne der Rotordrehung.
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Die Sonderldsungen (20} und (21) sind unabhingig von der
speziellen Form des Rotorantriebs; sie gelten z.B. auch fir
asynchron angetriebene Rotoren. Bei der Berechnung der Nach-
barbewegungen, also der gestdrten Grundbewegung, muB jedoch
die Art des Antriebs berificksichtigt werden. Dazu wird fiir
synchronantrieb entsprechend (11) unter Vernachlissigung des

nichtlinearen Anteils Qt das Moment:

ch = _'}(_*',((P"(Po) - KD(‘P":Pg.) (23)

eingesetzt. Im folgenden sollen hier nur die Nachbarbewegun-

gen fiir den sicher interessantesten Fall (21) mit ﬁgz nach

{22) untersucht werden. Unter der Annahme kleiner Abweichungen

der Zustandsgriifen von den stationiren Werten (21) lassen sich
aus den Bewegungsgleichungen

|n1 linearisierte Gleichungen
fiir die Abweichungen ableiten.
Thre Eigenwerte geben dann
einen guten Einblick in die

ndglichen Bewegungsarten.

K 0 Ein typisches Ergebnis der
0 numerischen -Auswertung zeigt
Bild 2. Dort sind die Orts-—
kurven fiir die Wuarzeln der
charakteristischen Gleichung
fiir konstanten Fesselungsbei-
pr wert Ks und verdnderlichen
Démpfungsbeiwert K,

. {0 K< o0 ) aufgetragen; nur
die obere Hilfte der komplexen
Ebene ist gezeichnet. Mit
KD = 0 ist das System konser-
vativ. Es gibt dann in der

oberen Halbebene drei rein

imaginire Eigenwerte, die un-
Bild 2 gedimpften Schwingungen ent—

Wurzelortskurven fiir die Zentri-
fugenbewequng bei Variation der
Antriebsdidmpfung, 0§ Ep<eo .
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sprechen. Die Schwingung mit der hdchsten Freguenz ist eine
Nutationsbewegung; die anderen beiden Schwingungen entstehen
durch die Fesselung des Motorgehiuses (Beiwert ¢y, ) und die
elektrische Ankopplung des Rotors (Beiwert KS). Mit zunehmen-
dem ¥,> 0 wandern die Wurzeln in die linke Halbebene, die
Schwingungen werden alsc gedampft. Das entpricht der Aussage
des in Abschnitt 3 bewiesenen allgemeinen Satzes. Im Grenz-—
fall K —»o0 ist der Rotor quasistatisch an das rotierende
Feld gefesselt. Hierfilr werden die der Nutation und einer der
Motor-Rotor-Schwingungen entsprechenden Wurzeln wieder rein
imagindr. Die zweite Wurzel der Koppelschwingungen ndhert sich

mit wachsendem X, der negativ reellen Achse und trifft dort

mit dexr zugeordnezen konjugierten Wurzel zusammen. Beide Wur-
zeln wandern bei weiter anwachsendem KD 1ings der negativ
reellen Achse: Die eine nach rechts bis zum Nullpunkt, die
andere nach links ins negativ Unendliche. Bei hinreichend
grofen Werten von. K, wird also eine der beiden Motor-Rotor-
Schwingungen aperiodisch. Der Grenzwert fiir diesen Ubergang
hidngt natiirlich von dem Beiwert KS , also von der Stirke
der Fesselung des Rotors an das umlaufende Feld ab. Auf jeden
Fall lassen sich aus dem Verlauf der Wurzelorts-Kurven ohne
prinzipielle Schwierigkeiten zu jedem vorgegebenen Wert von
K diejenigen Werte wvon KD finden, bei denen ein natiirlich

S
genauer zu definierendes optimales Bewegungsverhalten vorliegt.
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