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Geleitwort der Herausgeber

Die Produktionstechnik ist für die Weiterentwicklung unserer Industriegesell-
schaft von zentraler Bedeutung, denn die Leistungsfähigkeit eines Industrie-
betriebes hängt entscheidend von den eingesetzten Produktionsmitteln, den
angewandten Produktionsverfahren und der eingeführten Produktionsorgani-
sation ab. Erst das optimale Zusammenspiel von Mensch, Organisation und
Technik erlaubt es, alle Potentiale für den Unternehmenserfolg auszuschöpfen.

Um in dem Spannungsfeld Komplexität, Kosten, Zeit und Qualität bestehen
zu können, müssen Produktionsstrukturen ständig neu überdacht und weiter-
entwickelt werden. Dabei ist es notwendig, die Komplexität von Produkten,
Produktionsabläufen und -systemen einerseits zu verringern und andererseits
besser zu beherrschen.

Ziel der Forschungsarbeiten des iwb ist die ständige Verbesserung von
Produktentwicklungs- und Planungssystemen, von Herstellverfahren sowie von
Produktionsanlagen. Betriebsorganisation, Produktions- und Arbeitsstrukturen
sowie Systeme zur Auftragsabwicklung werden unter besonderer Berücksichti-
gung mitarbeiterorientierter Anforderungen entwickelt. Die dabei notwendige
Steigerung des Automatisierungsgrades darf jedoch nicht zu einer Verfestigung
arbeitsteiliger Strukturen führen. Fragen der optimalen Einbindung des Men-
schen in den Produktentstehungsprozess spielen deshalb eine sehr wichtige
Rolle.

Die im Rahmen dieser Buchreihe erscheinenden Bände stammen thematisch
aus den Forschungsbereichen des iwb. Diese reichen von der Entwicklung von
Produktionssystemen über deren Planung bis hin zu den eingesetzten Tech-
nologien in den Bereichen Fertigung und Montage. Steuerung und Betrieb
von Produktionssystemen, Qualitätssicherung, Verfügbarkeit und Autonomie
sind Querschnittsthemen hierfür. In den iwb Forschungsberichten werden neue
Ergebnisse und Erkenntnisse aus der praxisnahen Forschung des iwb veröffent-
licht. Diese Buchreihe soll dazu beitragen, den Wissenstransfer zwischen dem
Hochschulbereich und dem Anwender in der Praxis zu verbessern.

Gunther Reinhart Michael Zäh
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Mathematische Ausdrücke und Zeichen
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ẋ erste Ableitung von x

ẍ zweite Ableitung von x

[ · ] Matrixblock
‖·‖ Norm
‖·‖2 2-Vektornorm
‖·‖F Frobenius-Norm
‖·‖p p-Norm
‖·‖Hp

Hp-Norm
‖·‖H2

H2-Norm
‖·‖H∞

H∞-Norm
〈·, ·〉 inneres Produkt
⊂ echte Teilmenge von
⊆ Teilmenge von
∪ Vereinigung zweier Vektorräume

xv



Verzeichnis der Formelzeichen

⋃
Vereinigung mehrerer Vektorräume

Glossar mathematischer Begriffe

Im Folgenden werden einige ausgewählte mathematische Begriffe, die in den
Ingenieurwissenschaften nicht geläufig sind, erläutert:

Begriff Erklärung

Adjungierte Die Adjungierte A∗ zur Matrix A entsteht, indem die
Einträge von A konjugiert werden und die Matrix an-
schließend transponiert wird.

biorthogonal Die Biorthogonalität ist eine Sonderform der Orthogona-
lität. Eine Matrix wird biorthogonal genannt, wenn ihre
Spaltenvektoren aufeinander senkrecht stehen, sodass gilt:
A∗A = diag(a1, . . . , am). Zwei Matrizen werden biortho-
normal genannt, wenn die aus dem Produkt resultierende
Diagonalmatrix die Einheitsmatrix ergibt.

dyadisches Produkt Das dyadische Produkt ist in der Mathematik ein speziel-
les Produkt zweier Vektoren, dessen Ergebnis eine Matrix
mit dem Rang eins ist. Das dyadische Produkt kann als
Spezialfall eines Matrizenprodukts einer einspaltigen mit
einer einzeiligen Matrix angesehen werden.

hermitesch Eine Matrix heißt hermitesch, wenn sie mit ihrer Adjun-
gierten, also der transponierten bzw. komplex konjugier-
ten Matrix, übereinstimmt. Demnach gilt: A = A∗

Norm Eine Norm ist eine Abbildung, die einem mathematischen
Objekt, beispielsweise einem Vektor, einer Matrix oder
einer Funktion, eine Zahl zuordnet, die auf definierte
Weise die Größe des Objekts beschreiben soll. Die „Größe“
hängt dabei vom Objekt und der Norm ab und beschreibt
bspw. die Länge eines Vektore, den größten Singulärwert
einer Matrix oder das Maximum einer Funktion.
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orthogonal Zwei Vektoren heißen in der linearen Algebra orthogonal
zueinander, wenn ihr Skalarprodukt null ist. Eine Menge
von Vektoren wird dann orthogonal oder Orthogonalsys-
tem genannt, wenn alle darin enthaltenen Vektoren paar-
weise orthogonal zueinander sind. Im Spezialfall des R3

stehen zwei orthogonale Vektoren senkrecht aufeinander.

orthonormal Besitzen die Vektoren eines Orthogonalsystems die Norm
eins, so werden die darin enthaltenen Vektoren orthonor-
mal genannt. Die Menge der Vektoren wird entsprechend
als Orthonormalsystem bezeichnet.

positiv definit Eine Matrix ist positiv definit, wenn alle Eigenwerte die-
ser Matrix positiv sind. Umgedreht ist die Matrix negativ
definit, wenn die Eigenwerte kleiner null sind. Eine in-
definite Matrix besitzt sowohl positive als auch negative
Eigenwerte.

Permutation Eine Permutation entspricht einer Vertauschung. Inner-
halb einer Matrix können mit Hilfe einer Spaltenpermuta-
tion die Spaltenvektoren vertauscht und neu angeordnet
werden. Dies geschieht durch die Multiplikation mit einer
Permutationsmatrix.

Rang Als Rang einer Matrix wird die Anzahl der Zeilenvek-
toren, die nach der Umformung mit dem Gauß´schen
Eliminationsverfahren in die Zeilenstufenform ungleich 0
sind, bezeichnet. Ist der Rang einer quadratischen Matrix
gleich ihrer Zeilen- und Spaltenzahl, hat sie vollen Rang.
Für eine Matrix A ∈ Rn×m gilt: rang(A) ≤ min {n, m}.

reguläre Matrix Synonym für invertierbare oder nicht-singuläre Matrix; ei-
ne reguläre Matrix hat vollen Rang und ihre Determinante
ist ungleich null.
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Residuum Als Residuum wird die Abweichung von einem gewünsch-
ten Ergebnis bezeichnet, wenn in eine Gleichung Nähe-
rungslösungen eingesetzt werden oder wenn eine Näherung
an eine Funktion gesucht wird. Das Residuum ist vom
Fehler zu unterscheiden, für dessen Berechnung stets die
Originalfunktion benötigt wird. Das Residuum hingegen
ist stets verfügbar, da es aus der Approximation an die
Funktion oder an den Funktionswert berechnet wird. Die
Norm des Residuums kann auch als Güte der Approxima-
tion verwendet werden.

singulär Als singulär wird eine Matrix bezeichnet, deren De-
terminante gleich null ist. Die Matrix ist somit nicht
invertierbar.

Spur Als Spur einer Matrix wird die Summe der Haupdiago-
nalelemente dieser Matrix bezeichnet.

Supremum Als Supremum einer Funktion wird die kleinste obere
Schranke bezeichnet. Dieses kann bspw. den kleinsten
Funktionswert innerhalb eines definierten Intervalls be-
schreiben, welcher von der Funktion nicht mehr über-
schritten wird.

unitär Eine unitäre Matrix ist eine komplexe quadratische Ma-
trix, deren Zeilen- und Spaltenvektoren paarweise ortho-
normal zueinander sind. Damit ist die Inverse einer uni-
tären Matrix gleichzeitig ihre Adjungierte. Im Reellen
wird eine unitäre Matrix orthogonale Matrix genannt.
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1 Einleitung

1.1 Ausgangssituation

Moderne Werkzeugmaschinen sind komplexe mechatronische Produktionssyste-
me, die den hohen Anforderungen hinsichtlich ihrer Leistungsfähigkeit, Genauig-
keit und Zuverlässigkeit gerecht werden müssen. Wichtige Beurteilungskriterien
für die Absolutgenauigkeit stellen die statische Steifigkeit und das thermische
Verhalten der Maschine dar. Zur Verringerung der Haupt- und Nebenzeiten
werden vom Kunden zudem eine hohe Führungsgenauigkeit bei maximalen
Bahngeschwindigkeiten sowie die Prozessstabilität bei hohen Zeitspanvolumina
gefordert. Hierfür spielt zusätzlich das dynamische Nachgiebigkeitsverhalten
der Gestellstrukturen und Komponenten eine entscheidende Rolle, welches maß-
geblich für auftretende Schwingungserscheinungen verantwortlich ist. Schwin-
gungen beeinflussen nicht nur die Genauigkeit und die Oberflächenqualität
der gefertigten Werkstücke, sondern auch den Werkzeugverschleiß und die
erreichbare Zerspanungsleistung. Neben den Anforderungen an die Arbeits-
genauigkeit müssen die Hersteller auch wirtschaftliche Gesichtspunkte, wie
bspw. die anfallenden Betriebskosten und das Verschleißverhalten sowie die
Produktionskapazität berücksichtigen. Darüber hinaus erhält die Energie- und
Ressourceneffizienz moderner Maschinen einen immer größeren Stellenwert.
Diese und weitere Anforderungen an moderne Werkzeugmaschinen sind in Bild
1.1 dargestellt.

Durch den Einsatz moderner Simulationsmethoden ist es möglich, die Ei-
genschaften des Maschinenentwurfs frühzeitig im Produktentstehungsprozess
anhand eines virtuellen Prototyps zu bewerten und zu optimieren. Dazu werden
die physikalischen Gesetzmäßigkeiten durch mathematische Formulierungen
beschrieben, die das Verhalten der Gestellstruktur oder des kompletten Maschi-
nenkonzepts widerspiegeln. Da die Geometrie der Strukturbauteile in der Regel
zu komplex ist, um diese mit den Grundgleichungen der Elastomechanik zu er-
fassen, werden numerische Näherungsverfahren eingesetzt, welche die Struktur
nicht kontinuierlich, sondern an diskreten Punkten beschreiben. Ein geeignetes
und leistungsfähiges Verfahren hierfür ist die Finite-Elemente-Methode (FEM),
die sich für die strukturmechanische Simulation der Gestellstrukturen von
Werkzeugmaschinen eignet (Milberg 1995, Altintas et al. 2005, Weck &
Brecher 2006a).

Wie oben beschrieben, ist es wichtig, frühzeitig im Entwicklungsprozess die
erreichbare Leistungsfähigkeit und Genauigkeit des Maschinenentwurfs abschät-
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Bild 1.1: Anforderungen an moderne Werkzeugmaschinen (nach Milberg 1995,
Weck & Brecher 2005, Abele & Reinhart 2011)

zen zu können. Hierfür stellt die gekoppelte Betrachtung des Finite-Elemente-
(FE)-Modells der mechanischen Struktur mit der regelungstechnischen Simula-
tion der elektrischen Antriebssysteme einen geeigneten Ansatz dar (Berkemer
2003, Oertli 2008). Die Erweiterung des gekoppelten Systems um das Modell
eines Bearbeitungsprozesses vervollständigt den virtuellen Prototypen und er-
möglicht die Simulation realer Betriebszustände im Zeitbereich. Auf diese Weise
lassen sich die Wechselwirkungen zwischen der Maschinenstruktur und dem
Zerspanungsprozess vorhersagen und Aussagen bezüglich der Prozessstabilität
ableiten (Witt 2007, Schwarz 2010).

In der Methode der finiten Elemente wird das Bewegungsverhalten der Struk-
tur als Folge der wirkenden Kräfte in Form eines diskreten Gleichungssystems
beschrieben. Die Verformungen beschränken sich in der linearen FEM jedoch
auf kleine Verschiebungen, wie sie bei elastischen Verformungen, z. B. Schwin-
gungen, auftreten. Der Diskretisierungsgrad der Geometrie und die damit
verbundene Anzahl finiter Elemente bestimmen dabei die Genauigkeit des
Modells im Vergleich zur Realität. Dadurch werden auch die Größe der re-
sultierenden Koeffizientenmatrizen und die Anzahl der Unbekannten des zu
lösenden Gleichungssystems beeinflusst. Diese Anzahl ist im Allgemeinen so
groß, dass eine numerische Lösung der Gleichungen extrem zeitaufwendig ist
und das gesamte Simulationsverfahren in der industriellen Anwendung aus
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1.1 Ausgangssituation

Zeit- und Kostengründen nicht in Betracht gezogen wird. Besonders für die
bereits genannte gekoppelte Simulation im Zeitbereich muss das hochdimensio-
nale System von Bewegungsgleichungen auf geeignete Weise zu einem System
reduziert werden, in welchem die auftretenden Matrizen eine deutlich kleinere
Dimension haben. Dies erlaubt eine Lösung des reduzierten Systems mit stark
verkürzter Rechenzeit.

Um das gewünschte niedrigdimensionale Verhaltensmodell der mechanischen
Struktur zu erhalten, wird eine sog. Ordnungsreduktion1 durchgeführt. Bislang
kamen hierfür meist modale Reduktionsverfahren zum Einsatz (vgl. u. a. Kehl
2004, Witt 2007, Oertli 2008, Gebhard 2011). Diese beruhen auf der Lösung
des Eigenwertproblems (EWP), wodurch die Eigenwerte bzw. Eigenfrequenzen
(EF) und die dazugehörigen Eigenvektoren bzw. Eigenschwingungsformen –
auch Moden genannt – bestimmt werden. Die modale Reduktion bedient sich
der Vorstellung, die von äußeren Kräften hervorgerufenen Verformungen durch
eine gewichtete Überlagerung der berechneten Schwingungsformen darzustel-
len. Dies wird auch als modale Superposition bezeichnet. Hierfür wird eine
Transformation in die sog. modalen Koordinaten mit Hilfe der Modalmatrix
durchgeführt, die sich aus den berechneten Spaltenvektoren der Eigenmo-
den zusammensetzt. Diese Modaltransformation lässt ein reduziertes System
entstehen, dessen Dimension der Anzahl der berücksichtigten Eigenmoden
entspricht.

Eine optimale Approximation des Originalsystems kann dabei lediglich durch
die Berechnung sämtlicher Eigenwerte erreicht werden. Da dies zu sehr langen
Berechnungszeiten führt, wird nur eine Auswahl von Moden für die Ordnungs-
reduktion verwendet. In seiner Grundform realisiert die modale Reduktion die
Verkleinerung der Systemgröße, indem nicht dominante – meist hochfrequente –
Bewegungsanteile der elastischen Struktur entfernt werden. Dies wird auch als
modales Abschneiden oder modal truncation bezeichnet (Gawronski 2004).
Für die Modaltransformation werden somit nur die bis zu einer definierten
Grenzfrequenz berechneten Schwingungsformen berücksichtigt. Als Ergebnis
dieser Reduktion liegt ein niedrig dimensioniertes Verhaltensmodell der mecha-
nischen Struktur vor, welches für die weiteren Analysen im Frequenz- sowie im
Zeitbereich effizient berechenbar ist.

1 In der vorliegenden Arbeit werden die Begriffe Ordnungsreduktion, Modellordnungsreduk-
tion und Modellreduktion synonym verwendet. Allgemein wird unter diesen Verfahren
die Vereinfachung von hochdimensionalen Gleichungssystemen zu niedrigdimensionalen
Systemen verstanden, d. h. die Größe der Systemmatrizen wird hierbei reduziert. Dies
ist nicht mit der Transformation eines Differenzialgleichungssystems 2. Ordnung in ein
System 1. Ordnung zu verwechseln.
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1.2 Problemstellung

Die modale Reduktion hat sich aufgrund ihrer einfachen physikalischen Vorstel-
lung, das Systemverhalten durch die Überlagerung verschiedener Eigenmoden
zu beschreiben, als Standardverfahren zur Reduktion linearer FEM-Modelle
im strukturmechanischen Bereich etabliert. Die Darstellung der Strukturverfor-
mung durch überlagerte Eigenvektoren ist jedoch ein globaler Ansatz, der keine
Information über die räumliche Verteilung der wirkenden Kräfte enthält. Da-
durch wird die Lastverteilung unzureichend approximiert (Géradin & Rixen
1997). Deshalb ist nach Meirovitch & Kwak (1990) eine relativ große Anzahl
von Eigenmoden notwendig, um eine möglichst große Übereinstimmung mit
dem Originalsystem zu erreichen. In der Literatur, z. B. in Gasch & Knothe
(1989), sind Empfehlungen zu finden, alle Eigenmoden bis zum doppelten Wert
der maximal zu erwartenden Erregerfrequenz zu verwenden.

Das Ziel der Modellreduktion, ein System geringer Dimension bei höchster
Approximationsqualität zu erzeugen, kann demnach nur erreicht werden, wenn
für die Transformation die für den Anwendungsfall relevanten Eigenmoden
verwendet werden. Da bei Werkzeugmaschinen und anderen ähnlich komple-
xen Strukturen die einzelnen Eigenfrequenzen nahe zusammen liegen oder
stark miteinander gekoppelt sein können (Dossing 1989), wird die Auswahl
besonders erschwert. Die größte Schwierigkeit der modalen Reduktion liegt
somit in der Bestimmung der dominanten Eigenmoden (Varga 1995, Lehner
2007). Dabei besteht die Gefahr, dass eine oder mehrere relevante Moden nicht
berücksichtigt werden. Dies kann sich in einem gekoppelten Modell, z. B. zur
Reglerauslegung, negativ auswirken und die Ergebnisse verfälschen (Röck
et al. 2009). Des Weiteren bieten die modalen Verfahren keine Möglichkeit,
den aus der Reduktion resultierenden Approximationsfehler gegenüber dem
Originalsystem im Voraus zu bestimmen (Varga 1995). Der durch die modale
Reduktion entstandene Fehler bleibt daher i. d. R. unbekannt. Hinzu kommt,
dass für die Bestimmung der modalen Basis meist das ungedämpfte Modell her-
angezogen wird. Die Modellierung der Systemdämpfung geschieht anschließend
mit Hilfe eines globalen Ansatzes am modal reduzierten System. Hierdurch
besteht keine Möglichkeit, lokal auftretende Dämpfungseffekte im Modell zu
berücksichtigen.

Die wichtigsten Eigenschaften der modalen Reduktion und deren Auswirkungen
bezogen auf die Anwendung in der Simulation von Werkzeugmaschinen sind in
Bild 1.2 nochmals zusammengefasst.
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Bild 1.2: Wichtige Eigenschaften der modalen Reduktion und deren Auswir-
kungen auf die Simulation von Werkzeugmaschinen

Aus den genannten Gründen erfordert die Anwendung der modalen Reduk-
tionsverfahren neben dem manuellen Aufwand für die Wahl der zu berück-
sichtigenden Eigenmoden die detaillierte Kenntnis des Verfahrens selbst und
entsprechend umfassende Erfahrung. Weil genau diese Erfahrung im mittel-
ständischen Werkzeugmaschinenbau häufig noch fehlt, scheitert dort meist die
korrekte Anwendung. Zur Festigkeitsberechnung von Strukturkomponenten
und zur Optimierung des Schwingungsverhaltens der Gesamtmaschine auf Basis
der berechneten Eigenschwingungsformen wird die Finite-Elemente-Methode
in der Entwicklungsphase von Werkzeugmaschinen zum Teil bereits herangezo-
gen, die weitere Nutzung der Modellinformationen zur Reglerauslegung oder
Untersuchung der Prozessstabilität mit Hilfe der gekoppelten Simulation bleibt
aber häufig aus den geschilderten Gründen aus. Es bedarf daher geeigneter
Verfahren und Vorgehensmethoden für die automatische Erstellung von niedrig
dimensionierten Systemmodellen, die gleichzeitig höchsten Qualitätsansprüchen
gerecht werden. Zudem sollen diese reduzierten Systeme für die integrierte
Modellbildung der mechanischen Struktur, der Antriebe mit deren Regelung
und des Bearbeitungsprozesses geeignet sein.

In den letzten Jahren wurden in den Disziplinen der Regelungstechnik und
Kontrolltheorie sowie der Elektrotechnik moderne Methoden zur Ordnungs-
reduktion großer Differenzialgleichungssysteme erforscht (z. B. Feldmann
& Freund 1995, Grimme 1997, Gugercin 2003, Antoulas 2005, Salim-
bahrami 2005, Faßbender & Benner 2006). Als wichtige Vertreter sind
an dieser Stelle die Krylov-Unterraum-(KU)-basierten Verfahren zu nennen,
die gegenüber den modalen Methoden einige entscheidende Vorteile aufweisen.
Zum einen sind sie gut automatisierbar, da die Systembewertung auf einer
mathematischen Grundlage und nicht durch den Benutzer geschieht. Zum
zweiten bieten sie eine verallgemeinerte und damit verlässlichere Analyse des
dominanten Systemverhaltens über einen wählbaren Frequenzbereich. Darüber
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1 Einleitung

hinaus sind diese Verfahren durch den Einsatz sog. Fehlerschätzer in der Lage,
vorgegebene maximal zulässige Abweichungen gegenüber dem Originalsystem
einzuhalten. Des Weiteren berücksichtigen sie explizit die Ein- und Ausgänge
des Systems, was insbesondere für den rechnergestützten Reglerentwurf von
Vorteil ist. Nicht zuletzt ist zu erwähnen, dass die Krylov-Unterraum-Verfahren
(KUV) auch lokale Dämpfungseffekte eines Systems berücksichtigen können,
unabhängig davon, welcher Modellierungsansatz hierfür gewählt wurde.

Die Verwendung von Krylov-Unterraum-Verfahren basiert auf der Approxima-
tion der Übertragungsfunktion des Originalmodells mit Hilfe eines Momen-
tenabgleichs der Potenzreihenentwicklung der Übertragungsfunktion. Dabei
werden unter den Momenten einer Potenzreihe in der Mathematik die Sum-
manden der Reihe verstanden. Als Momentenabgleich wird die Bestimmung
eines reduzierten Systems bezeichnet, dessen erste Momente mit den ersten
Momenten des Originalsystems übereinstimmen. Entspricht eine gewisse Anzahl
dieser Momente des Originalsystems denen des reduzierten Systems, so kann
die Übertragungsfunktion durch Interpolation approximiert werden, weshalb
die Verfahren auch unter dem Begriff Moment-Matching-Methoden (engl. für
Momentenabgleich) bekannt sind.

Aufgrund des Ursprungs der genannten Krylov-Unterraum-basierten Reduk-
tionsverfahren wird deren Potenzial im strukturmechanischen Bereich noch
eher selten genutzt und kommt insbesondere für die Simulation von Werkzeug-
maschinen noch nicht zum Einsatz. Um einen wirtschaftlichen Einsatz in der
industriellen Anwendung zu ermöglichen, müssen die Verfahren an die mathe-
matischen Eigenschaften der aus der FEM resultierenden Gleichungssysteme
angepasst werden. Zudem existiert bisher keine durchgängige Lösung für den
Einsatz moderner Ordnungsreduktionsverfahren im Rahmen der Simulation
von Werkzeugmaschinen. Das erwähnte Potenzial kann demnach nur durch das
Aufzeigen und Umsetzen einer solchen Lösung ausgeschöpft werden.

1.3 Zielsetzung

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, ein integriertes Verfahren für die
effiziente Berechnung von Finite-Elemente-Modellen zur Simulation von Werk-
zeugmaschinen zu entwickeln. Hierfür sollen Krylov-Unterraum-basierte Ord-
nungsreduktionsverfahren zum Einsatz kommen und qualifiziert werden, um
die hoch dimensionierten Gleichungssysteme in kleine, einfach zu berechnende
Systemmodelle zu überführen. Dies setzt die Adaption und Bereitstellung der
aus dem Fachbereich der Mathematik stammenden Reduktionsverfahren für die
vorliegende ingenieurwissenschaftliche Anwendung einer strukturmechanischen
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1.3 Zielsetzung

Simulation von Werkzeugmaschinen voraus. Das entstehende reduzierte Modell
soll so beschaffen sein, dass es für die bekannten Ansätze der gekoppelten
Simulation von Struktur- und Bearbeitungsprozessmodell bzw. regelungstech-
nischem Modell geeignet ist und möglichst früh in den Entwicklungsphasen im
Unternehmen eingesetzt werden kann.

Ausgehend von der übergeordneten Zielsetzung lassen sich folgende Teilziele
dieser Arbeit ableiten:

• Das erste Teilziel besteht in der Analyse der Eigenschaften und der An-
passung der KU-basierten Reduktionsverfahren an die Anforderungen
der aus der FEM resultierenden Gleichungssysteme. Dabei liegt ein be-
sonderes Augenmerk auf der größtmöglichen Automatisierung, um eine
weitestgehende Unabhängigkeit vom Anwender und von dessen bislang für
die modale Reduktion nötigen Erfahrungsschatz zu erreichen. Zudem soll
das Reduktionsverfahren die Dämpfungsmatrix, unabhängig von deren
Modellierungsansatz, berücksichtigen können, um damit die realen in
Werkzeugmaschinen auftretenden Dämpfungseffekte besser beherrschen
zu können.

• Das zweite Ziel der Arbeit liegt in der Konzeption und Entwicklung
einer Vorgehensmethodik für die effiziente numerische Simulation von
Werkzeugmaschinen. Hierfür muss der gesamte Prozess von der Erstellung
des FEM-Modells bis zur Berechnung und Auswertung der Ergebnisse
auf das Reduktionsverfahren abgestimmt werden und ein durchgängiges
Vorgehensmodell für die Integration der Verfahren entwickelt werden.
Auf diese Weise soll die Durchführung der Simulation des mechatroni-
schen Gesamtsystems inklusive der Betrachtung der Berücksichtigung
von Regelungs- und Prozesseinflüssen erleichtert und effizienter gestaltet
werden.

• In einem dritten Schritt soll das eingesetzte Reduktionsverfahren und das
Vorgehensmodell ausführlich getestet und analysiert werden, um deren
Eignung für den Einsatz in der Entwicklung von Werkzeugmaschinen be-
urteilen zu können. Diese Untersuchungen dienen der Prüfung, inwiefern
sich die Potenziale der automatischen Reduktion in der strukturmecha-
nischen Simulation von Werkzeugmaschinen nutzen lassen und ob das
Verfahren die geforderte Approximationsqualität erfüllen kann.

Mit der vorliegenden Arbeit soll somit eine Schnittstelle zwischen der Ma-
thematik und dem ingenieurwissenschaftlichen Anwendungsgebiet der Struk-
turdynamik von Werkzeugmaschinen entstehen. Auf diese Weise sollen die
nötigen Grundlagen geschaffen und den Entwicklern die Anwendbarkeit der
mathematischen Methoden ermöglicht werden.

7



1 Einleitung

1.4 Aufbau der Arbeit

Der Aufbau dieser Arbeit orientiert sich an den in Abschnitt 1.3 beschriebenen
Teilzielen und ist daher in drei thematische Blöcke unterteilt (Bild 1.3). In
Kapitel 2 werden zunächst die Grundlagen in Bezug auf die Entwicklung von
Werkzeugmaschinen sowie der Einsatz von Simulationsmethoden als Instrument
zur Unterstützung des Produktentwicklungsprozesses erläutert. Am Ende des
Kapitels wird die Notwendigkeit einer Ordnungsreduktion dargestellt, sodass
in Kapitel 3 der Stand der Forschung und Technik zu Modellordnungsredukti-
onsverfahren im Allgemeinen und zu deren Einsatz in der strukturdynamischen
Simulation von Werkzeugmaschinen im Speziellen detailliert wird.
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1.4 Aufbau der Arbeit

Im Hauptteil der Arbeit wird in Kapitel 4 ein automatisches Reduktionsverfah-
ren, welches die Anforderungen von Seiten der FEM-Modelle von Werkzeugma-
schinen erfüllt, beschrieben. Einen besonderen Neuheitsaspekt stellt dabei die
Variante zur Reduktion von Modellen dar, welche eine nicht zur Masse und
Steifigkeit des Systems proportionale Dämpfungsmatrix besitzen. Damit wird es
erstmals möglich, kleine und effizient zu berechnende Systemmodelle zu erstel-
len, welche lokal auftretende und entsprechend modellierte Dämpfungseffekte
wiedergeben. In Kapitel 5 wird schließlich ein Vorgehensmodell für die Inte-
gration des Reduktionsverfahrens in den Entwicklungsprozess präsentiert, um
zukünftig einen zielgerichteten Einsatz der Ordnungsreduktion zu gewährleisten.
Dieser Teil stellt eine Vereinigung zwischen den mathematisch geprägten Reduk-
tionsmethoden und der ingenieurwissenschaftlichen Anwendung dar, indem auf
die Anforderungen der Simulation von Werkzeugmaschinen eingegangen wird
und die Randbedingungen der Ordnungsreduktion berücksichtigt werden.

Schließlich wird in Kapitel 6 das entwickelte Vorgehen für die Anwendung
des automatischen Krylov-Unterraum-basierten Reduktionsverfahrens auf ver-
schiedene Beispielmodelle beschrieben. Die Ergebnisse werden hierbei nach
unterschiedlichen Kriterien analysiert und ausgewertet. Den Abschluss bildet
eine Bewertung des Verfahrens hinsichtlich dessen Eignung für die entwick-
lungsbegleitende Simulation von Werkzeugmaschinen. Die Arbeit endet mit
einer Zusammenfassung und einem Ausblick auf noch anstehende Forschungs-
aktivitäten.
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2 Entwicklung und Simulation von Werkzeugmaschinen

2.1 Inhalt des Kapitels

Im vorangegangenen Kapitel wurde die globale Problemstellung und die daraus
abgeleitete Zielsetzung für die vorliegende Arbeit vorgestellt. Zur Einordnung
der Thematik des Einsatzes von Ordnungsreduktionsverfahren während der
Maschinenentwicklung werden im Folgenden die Grundlagen in Bezug auf den
Entstehungsprozess und die Simulation von Werkzeugmaschinen erläutert. Hier-
für wird in Abschnitt 2.2 zunächst auf das Struktur- und Betriebsverhalten von
Werkzeugmaschinen eingegangen. Daraus resultieren Anforderungen, die in den
Entwicklungsphasen (Abschnitt 2.3) berücksichtigt werden müssen. Während
der Entwicklung kommen heute numerische Simulations- und Berechnungs-
verfahren zum Einsatz, deren wichtigste Vertreter in Abschnitt 2.4 erläutert
werden. Dabei werden neben der rein strukturmechanischen Berechnung auch
die Möglichkeiten der Berücksichtigung von Regelungs- und Prozesseinflüs-
sen in einem gekoppelten Simulationsmodell (Abschnitt 2.5) beschrieben. In
einer abschließenden Betrachtung werden die Inhalte des Kapitels nochmals
zusammengefasst.

2.2 Strukturverhalten von Werkzeugmaschinen

2.2.1 Allgemeines

Ein wichtiges Qualitätsmerkmal einer Werkzeugmaschine stellt die Arbeits-
genauigkeit dar, welche zum Großteil vom Strukturverhalten der Maschine
abhängig ist und damit bereits weitgehend in der mechanischen Konstruktion
festgelegt wird. Unter dem Strukturverhalten wird das elastische Verformungs-
verhalten aufgrund des Einflusses statischer und dynamischer Lasten im Sinne
von Kräften und Momenten verstanden. Zudem beeinflussen thermische Effekte
das Strukturverhalten von Maschinen, welche demnach auch bereits im Kon-
struktionsstadium berücksichtigt werden müssen. In der vorliegenden Arbeit
liegt der Fokus auf dem strukturmechanischen Verhalten von Werkzeugmaschi-
nen, weshalb thermische und thermomechanische Effekte für die angestellten
Betrachtungen ausgeblendet werden.
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2 Entwicklung und Simulation von Werkzeugmaschinen

2.2.2 Werkzeugmaschinen als nachgiebige Systeme

Die mechanische Struktur einer Werkzeugmaschine wird im Folgenden als
geschlossenes System betrachtet, ohne die Vorgänge und Funktionsweisen im
Inneren näher zu kennen. Nach der Systemtheorie ist ein System dadurch
gekennzeichnet, dass es die Fähigkeit besitzt, vorhandene zeitlich veränderliche
Signale in einer bestimmten Weise in andere Signale umzuwandeln (Unbehauen
2002). Die Signale werden in zwei Gruppen unterteilt. Die Eingangssignale, die
im Falle eines kontinuierlichen Systems mit e1(t), e2(t), . . . , em(t) bezeichnet
werden, stellen die Systemerregung dar. Die zweite Gruppe sind die Ausgangs-
signale a1(t), a2(t), . . . , aq(t). Sie geben die Systemreaktion wieder. Die m Ein-
und die q Ausgangsgrößen werden in der Regel zu Vektoren zusammengefasst:

e(t) =




e1(t)
e2(t)

...
em(t)


 , a(t) =




a1(t)
a2(t)

...
aq(t)


 . (2.1)

Besitzt ein System mehrere Ein- und Ausgänge, wird dieses als MIMO-System
(Multiple-Input-Multiple-Output) bezeichnet. Je nach Anwendungsfall kann
aber auch nur ein Eingangs- und ein Ausgangssignal vorliegen (m = q =
1). Diese Ausprägung wird entsprechend SISO-System (Single-Input-Single-
Output) genannt. Bild 2.1 zeigt die schematische Darstellung eines Systems
mit einzelnen (links) und zusammengefassten Signalen (rechts).
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Bild 2.1: Schematische Darstellung eines Systems (nach Unbehauen 2002)

Die zwischen den Eingangs- und Ausgangsgrößen bestehende Verknüpfung wird
als das Übertragungsverhalten eines Systems bezeichnet. Ist dieses Verhalten
bekannt, so kann es mit Hilfe einer Übertragungsfunktion f(e(t)) als Beziehung
zwischen den Ein- und Ausgängen beschrieben werden:

a(t) = f(e(t)). (2.2)

Im Fall des betrachteten mechanischen Systems der Werkzeugmaschine stellen
die auf die Struktur wirkenden Kräfte und Momente die Eingangsgrößen dar,
die zum Kraftvektor F (t) zusammengefasst werden. Da in der Realität keine
ideal steifen Strukturen existieren, reagiert die Maschine mit einer Verformung,
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welche durch den Verlagerungsvektor x(t) wiedergegeben wird. Die Dimension
der Vektoren F (t) und x(t) entspricht der Anzahl der Systemfreiheitsgrade.
Für den Fall eines realen Kontinuums wie der Werkzeugmaschinenstruktur ist
diese unendlich. Zur Berechnung des Systemverhaltens wird die kontinuierliche
Struktur bspw. mit Hilfe der Finite-Elemente-Methode (Abschnitt 2.4.2.2)
in ein diskretisiertes System mit einer endlichen Anzahl von Freiheitsgraden
überführt und dadurch approximiert.

Das für die Berechnung als linear angenommene Übertragungsverhalten einer
Werkzeugmaschine wird von deren Massen-, Steifigkeits- und Dämpfungsei-
genschaften definiert. Für die theoretischen Betrachtungen werden diese mit
Hilfe der Massenmatrix M , der Steifigkeitsmatrix K und der Dämpfungsma-
trix D beschrieben. Das resultierende Übertragungsverhalten der auf diese
Weise modellierten mechanischen Struktur kann dann durch die allgemeine
Bewegungsdifferenzialgleichung einer erzwungenen, gedämpften Schwingung
beschrieben werden (Shabana 1997):

Mẍ(t) + Dẋ(t) + Kx(t) = F (t). (2.3)

Das daraus folgende Nachgiebigkeitsverhalten der Werkzeugmaschinenstruktur
lässt sich analog zu Gleichung (2.2) als von den Systemmatrizen abhängige
Funktion

N = f(M, D, K) (2.4)

beschreiben. N entspricht dabei der dynamischen Nachgiebigkeitsmatrix der
Maschinenstruktur, welche sich aus der Lösung von Gleichung 2.3 mit Hilfe
eines harmonischen Ansatzes ergibt:

N(ω) = x(ω)
F (ω) . (2.5)

Das Nachgiebigkeitsverhalten von Werkzeugmaschinen ist demnach abhän-
gig von der Anregungsfrequenz der auf die Struktur wirkenden Kräfte. Die
verschiedenen Beanspruchungsarten werden im folgenden Abschnitt erläutert.

2.2.3 Beanspruchungen der Maschinenstruktur

Nach Gleichung (2.5) verursachen die auf die nachgiebige Maschinenstruktur
wirkenden Kräfte bestimmte Verlagerungen innerhalb der Maschine. Diese
Kräfte resultieren aus den auftretenden mechanischen Belastungen während
des Betriebes, weshalb deren Kenntnis und Berücksichtigung in der Konstruk-
tionsphase besonders relevant ist. Ein Überblick über die grundsätzlichen
Belastungsarten mechanischer Strukturen ist im Anhang A.1 zu finden.
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2 Entwicklung und Simulation von Werkzeugmaschinen

Bei Werkzeugmaschinen lassen sich nach Spur (1996) die auftretenden Kräfte
nach ihrem Ort der Entstehung bzw. nach der Definition der Systemgrenze
in innere und äußere Kräfte einteilen. Demnach werden Belastungen in der
Maschine, wie dies beispielsweise aufgrund der Beschleunigung von Linearachsen
bei Eilgangfahrten vorkommt, als innere Kräfte bezeichnet. Alle Belastungen,
die von der Umgebung aus auf die Maschine wirken, gehören zur Gruppe
der äußeren Kräfte. Schneider (2000) schlägt als dritte Gruppe die durch
den Betrieb der Maschine hervorgerufenen Prozesskräfte vor. Nach der oben
erläuterten Definition wirken diese zwar von außen auf das System Maschine
ein, da sie aber den Kraftfluss innerhalb der Maschine schließen und somit
Wechselwirkungen zwischen den Systemen Maschine und Prozess hervorrufen,
bilden sie eine eigene Klasse (Bild 2.2).
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Bild 2.2: Beanspruchungsarten von Werkzeugmaschinen
(nach Schneider 2000)

Für die Auslegung der Werkzeugmaschine im Rahmen des Entwicklungspro-
zesses ist die Kenntnis der dargestellten Kräfte und Belastungsarten von
besonderer Bedeutung. Diese sind im Sinne von Störungen für auftretende
Strukturverformungen während des Maschinenbetriebes verantwortlich. Im
folgenden Abschnitt werden deshalb deren Auswirkungen auf das Betriebsver-
halten diskutiert.

2.2.4 Betriebsverhalten des Gesamtsystems

Das Betriebsverhalten von Werkzeugmaschinen wird maßgeblich durch die
Interaktion zwischen der mechanischen Struktur und den auftretenden Pro-
zesskräften bestimmt. Die zwischen Werkzeug und Werkstück wirkende Zer-
spankraft führt am Wirkpunkt der nachgiebigen Maschine, auch Tool Center
Point (TCP) genannt, zu kleinen relativen Verlagerungen, die wiederum ih-
rerseits Auswirkungen auf die Zerspankraft haben, da sie die geometrischen

14



2 Entwicklung und Simulation von Werkzeugmaschinen

Bei Werkzeugmaschinen lassen sich nach Spur (1996) die auftretenden Kräfte
nach ihrem Ort der Entstehung bzw. nach der Definition der Systemgrenze
in innere und äußere Kräfte einteilen. Demnach werden Belastungen in der
Maschine, wie dies beispielsweise aufgrund der Beschleunigung von Linearachsen
bei Eilgangfahrten vorkommt, als innere Kräfte bezeichnet. Alle Belastungen,
die von der Umgebung aus auf die Maschine wirken, gehören zur Gruppe
der äußeren Kräfte. Schneider (2000) schlägt als dritte Gruppe die durch
den Betrieb der Maschine hervorgerufenen Prozesskräfte vor. Nach der oben
erläuterten Definition wirken diese zwar von außen auf das System Maschine
ein, da sie aber den Kraftfluss innerhalb der Maschine schließen und somit
Wechselwirkungen zwischen den Systemen Maschine und Prozess hervorrufen,
bilden sie eine eigene Klasse (Bild 2.2).

PrInnere Kräfte

dyna-
misch

statisch

• Trägheitskräfte
• Unwuchtkräfte
• Dämpfungskräfte
• Antriebskräfte
• Reibungskräfte

Dyn. 
anteil
• Zahn

beim
• unte
• rege

Statis
Zersp

(Vor-)Spannkräfte

Äußere Kräfterozesskräfte

Schnittkraft-
le durch:
neingriffsstöße 

m Fräsen
rbrochenen Schnitt

eneratives Rattern

Über das 
Fundament 
eingeleitete 
Spannkräfte

• Gewichtskräfte
• Spannkräfte über 

das Fundament

sche
pankraftanteile

Bild 2.2: Beanspruchungsarten von Werkzeugmaschinen
(nach Schneider 2000)

Für die Auslegung der Werkzeugmaschine im Rahmen des Entwicklungspro-
zesses ist die Kenntnis der dargestellten Kräfte und Belastungsarten von
besonderer Bedeutung. Diese sind im Sinne von Störungen für auftretende
Strukturverformungen während des Maschinenbetriebes verantwortlich. Im
folgenden Abschnitt werden deshalb deren Auswirkungen auf das Betriebsver-
halten diskutiert.

2.2.4 Betriebsverhalten des Gesamtsystems

Das Betriebsverhalten von Werkzeugmaschinen wird maßgeblich durch die
Interaktion zwischen der mechanischen Struktur und den auftretenden Pro-
zesskräften bestimmt. Die zwischen Werkzeug und Werkstück wirkende Zer-
spankraft führt am Wirkpunkt der nachgiebigen Maschine, auch Tool Center
Point (TCP) genannt, zu kleinen relativen Verlagerungen, die wiederum ih-
rerseits Auswirkungen auf die Zerspankraft haben, da sie die geometrischen

14

2.2 Strukturverhalten von Werkzeugmaschinen

Eingriffsverhältnisse zwischen Werkzeug und Werkstück kurzfristig verändern.
Aus regelungstechnischer Sicht entsteht dadurch ein geschlossener Wirkkreislauf
mit dem Zerspanprozess als Rückkopplung. Das Betriebsverhalten wird daher
häufig, wie in Bild 2.3 dargestellt, als Blockschaltbild beschrieben.

Nachgiebige
Maschinen-
struktur

Prozesskraft

Kraft

-

Struktur-
verformung

Bild 2.3: Beschreibung des Betriebsverhaltens von Werkzeugmaschinen als re-
gelungstechnisches Blockschaltbild (nach Milberg 1995)

Statische Lasten und Prozesskraftanteile führen in der Maschine zu Struktur-
verformungen, die sich als geometrische Fehler auf die Bearbeitungsgenauigkeit
auswirken. Dynamische Lasten und Kraftkomponenten hingegen verursachen
Schwingungen der Werkzeugmaschine, die die Arbeitsgenauigkeit und das Ver-
schleißverhalten beeinflussen können. Dies ist insbesondere bei Schwingungen,
die eine Relativbewegung zwischen dem Werkzeug und dem Werkstück hervor-
rufen, der Fall, was zudem den Leistungsbereich der Maschine unvorhergesehen
einschränken kann (Milberg 1995).

Bei den Schwingungsursachen wird nach fremderregten und selbsterregten
Schwingungen unterschieden (Milberg 1995, Tönshoff 1995, Weck & Bre-
cher 2006c). Die Fremderregung kann dabei zum einen durch eine einmalige,
impulsartige Anregung, bspw. in Folge ruckartiger Positioniervorgänge, hervor-
gerufen werden. In der Regel ist die daraus resultierende Schwingung durch
eine geringe und in Abhängigkeit der Systemdämpfung schnell abklingende
Amplitude gekennzeichnet. Die Maschinenstruktur schwingt nach der Anregung
in einer Schwingungsform aus, die sich aus einer Überlagerung aller Eigen-
schwingungsformen ergibt. Zum anderen kann aufgrund periodisch wirkender
Störkräfte während des Betriebes eine erzwungene, fremderregte Schwingung
hervorgerufen werden. Als Ursachen gelten hierfür u. a. Unwuchtkräfte, hy-
draulische Druckschwankungen oder wechselnde Zerspankräfte aufgrund von
Schneideneingriffsstößen bspw. beim Fräsen. Hierbei schwingt die Maschine
mit annähernd konstanter Amplitude in der Frequenz der Anregung. Die Höhe
der Amplitude ist dabei abhängig von der Größe der Störkraft. Liegt deren
Frequenz in der Nähe einer Eigenfrequenz, kann die Schwingungsampliude stark
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ansteigen, was im schlimmsten Fall zur Beschädigung der Maschine führen
kann. Beiden Typen der Fremderregung ist gemeinsam, dass der Maschine die
Schwingbewegung durch eine Störkräft aufgezwungen wird.

Selbsterregte Schwingungen resultieren dagegen aus einer Instabilität des rück-
gekoppelten Gesamtsystems Maschine und Zerspanprozess. Dabei schwingt
das Maschinensystem in einer oder mehreren Eigenschwingungsformen. Die
auftretenden Amplituden können hierbei plötzlich stark anwachsen, weshalb
die Erscheinung auch als Rattern der Maschine bezeichnet wird. Dieser Effekt
ist sowohl akustisch hörbar und differenzierter auch durch Rattermarken auf
der Werkstückoberfläche zu erkennen. In diesem Fall wird eine Eigenschwin-
gungsform angeregt, welche eine Relativbewegung zwischen Werkstück und
Werkzeug hervorruft. Beginnt die Maschine zu rattern, wird dieser Schwin-
gungsform mehr Energie zugeführt, als durch Dämpfungseffekte absorbiert
werden kann. Die für die Anfachung und Aufrechterhaltung der Schwingung
nötige Energie wird dabei den Antrieben der Maschine entnommen. Als Haupt-
ursachen dieses Effekts lassen sich der Regenerativeffekt, die Lagekopplung
und die fallende Schnittkraft-Schnittgeschwindigkeitskennlinie anführen. Eine
genaue Erläuterung dieser Rattermechanismen ist Milberg (1995), Altintas
(2000) oder Weck & Brecher (2006c) zu entnehmen.

Weitere Ursachen für Instabilitäten und damit für die Begrenzung der Leistungs-
fähigkeit von Werkzeugmaschinen liegen in den Wechselwirkungen zwischen
der Lageregelung der Vorschubachsen und den Schwingungen der Maschinen-
struktur. Letztere werden von den Positionsmessgeräten und Drehgebern als
kleine Bewegungen erfasst und in die Antriebsregelkreise rückgekoppelt, wo
sie als Abweichung vom Sollwert interpretiert werden. In Kombination mit zu
hoch gewählten Verstärkungsfaktoren der Lageregelung kann es zur Anfachung
von nicht erwünschten Schwingungen kommen (Groß et al. 2006, Weck
& Brecher 2006b). Dies führt dazu, dass die Antriebsregelungen nur mit
begrenzten Bandbreiten betrieben werden können und die Leistungsfähigkeit
der mechanischen Gestellstruktur nicht ausgeschöpft wird.

2.3 Ablauf des Entwicklungsprozesses

Der Entwicklungsprozess von Werkzeugmaschinen ist in mehrere Phasen un-
tergliedert, welchen definierte Arbeitsschritte zugeordnet sind (vgl. hierzu u. a.
Redeker 1979). Entlang dieser Phasen ist der Ablauf durch eine schrittweise
Zunahme des Detaillierungsgrades gekennzeichnet. Nach der Klärung und Prä-
zisierung der Aufgabenstellung werden alle Anforderungen erfasst, aus denen
in der Konzeptphase die Gesamt- und Teilfunktionen definiert werden können.
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Für diese Funktionen werden entsprechende Prinzipien abgeleitet, welche in
der Entwurfsphase in technische Lösungen überführt und ausdetailliert werden.
Die daraus entstehenden Komponenten und Baugruppen werden zu einem
Gesamtentwurf integriert und bilden die Grundlage für die Vervollständigung
der Konstruktion in der Ausarbeitungsphase.

Nach dem Aufbau des Prototyps erfolgt die Erprobung anhand realer Versuche.
Hierbei wird die Maschine hinsichtlich der Erfüllung ihrer Anforderungen
wie bzgl. der Arbeitsgenauigkeit sowie der Produktivität überprüft. Werden
diese Anforderungen nicht erfüllt, so erfolgt eine Konstruktionsänderung mit
anschließender Umsetzung am realen Prototyp. Dieser Prozess durchläuft unter
Umständen mehrere Iterationen, bis die Maschine allen Ansprüchen gerecht
wird (siehe Bild 2.4, oben).
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Bild 2.4: Verkürzung der Entwicklungsdauer durch den Einsatz virtueller Pro-
totypen (in Anlehung an Schneider 2000, Witt 2007)

Eine Möglichkeit, die Entwicklungsdauer zu verkürzen und somit auch die
Kosten neuer Werkzeugmaschinen zu senken, ist im unteren Teil von Bild 2.4
dargestellt. An die Stelle eines realen Hardwareaufbaus der Maschinenstruktur
tritt ein sog. virtueller Prototyp in Form eines geeigneten Simulationsmodells,
welches zur Optimierung der Maschineneigenschaften dient (Weck et al.
2003). Das Ziel der virtuellen Produktentwicklung besteht darin, die späteren
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2 Entwicklung und Simulation von Werkzeugmaschinen

Produkteigenschaften möglichst vollständig mit Hilfe der Berechnung von
Simulationsmodellen vorhersagen zu können (Krause 1997). Diese Modelle
zeichnen sich in den einzelnen Phasen der Entwicklung durch unterschiedliche
Detaillierungsgrade aus (siehe Abschnitt 2.4).

In der Konzeptfindungsphase werden auf Basis grober Modelle verschiedene
Varianten miteinander verglichen und das Maschinenkonzept grundlegend fest-
gelegt. Mit zunehmender Konkretisierung des Entwurfs werden spätestens in
der Detaillierungsphase hochgenaue Modelle verwendet, die die Eigenschaften
der Strukturkomponenten sowie der antriebs- und regelungstechnischen Be-
standteile abbilden. Ein wesentliches Merkmal des simulationsunterstützten
Entwicklungsprozesses ist nach Melchinger & Schmitz (2004) der frühe
Erwerb von Wissen über das spätere Systemverhalten (Bild 2.5).
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Bild 2.5: Qualitativer Vergleich des Wissenserwerbs zwischen traditionellem und
simulationsunterstützem Entwicklungsprozess (nach Melchinger &
Schmitz 2004)

Durch den Einsatz virtueller Prototypen wird die Simulation des Maschinen-
verhaltens möglich und es können strukturelle Schwachstellen eines Entwurfs
identifiziert werden. Aufgrund der erworbenen Kenntnis ist eine gezielte An-
passung des Maschinenkonzeptes hinsichtlich der Anforderungen aus dem
kundenspezifischen Pflichtenheft möglich (Witt 2007). So liegt bereits zum
Zeitpunkt des ersten Prototypenbaus sehr viel Wissen über das Systemver-
halten des Produkts vor. Im traditionellen Entwicklungsablauf muss dieses
Wissen dagegen mit Hilfe von Versuchen am realen Prototyp im Rahmen der
Erprobung gewonnen werden. Im ungünstigen Fall ist darüber hinaus eine
weitere Überarbeitung der Konstruktion nötig, was sowohl die Entwicklungszeit
verlängert als auch die Entwicklungskosten ansteigen lässt. Die Begleitung des
gesamten Entwicklungsprozesses durch moderne Simulationsmethoden stellt
deshalb einen wichtigen Bestandteil einer effizienten Produktentwicklung dar.
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Bild 2.6: Simulationsmethoden und -modelle zur Unterstützung des Entwick-
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In der Konzeptphase werden die Funktionsstrukturen und physikalischen Wirk-
prinzipien festgelegt. In dieser Phase können z. B. mit Hilfe einfacher Kinema-
tikmodelle, basierend auf den CAD-Daten (Computer Aided Design), erste
Untersuchungen hinsichtlich des Arbeitsraums durchgeführt werden. Die ersten
kinematischen und kinetischen Verhaltensanalysen der beweglichen Mechanis-
men erfolgen i. d. R. in sog. Mehrkörpersystemen (siehe Abschnitt 2.4.2), welche
meist mit Starrkörpern modelliert werden, die durch einfache Feder-Dämpfer-
Elemente miteinander verbunden sind. Im nächsten Schritt findet der Übergang
in die Entwurfsphase statt. Die Dimensionierung der Strukturkomponenten
und deren Festigkeitsnachweise werden hierbei i. d. R. von FEM-Berechnungen
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unterstützt. Nach der Detaillierung aller Maschinenkomponenten erfolgt die
Untersuchung des dynamischen Verhaltens des Entwurfs auf Basis komplexer
Gesamtmaschinenmodelle. Hierfür kommen heute sowohl FEM-Modelle als
auch sog. hybride Mehrkörpermodelle, welche aus starr und flexibel modellier-
ten Komponenten bzw. Teilmodellen bestehen (vgl. Abschnitt 2.4.2.3), zum
Einsatz. Zu diesem Zeitpunkt müssen auch die Wechselwirkungen zwischen
der mechanischen Struktur und den Antriebsreglern berücksichtigt werden
(Zäh et al. 2004). Dies geschieht in sog. CACE-Programmen (Computer
Aided Control Engineering), mit deren Hilfe die gekoppelte Simulation der
mechanischen Struktur und der geregelten Antriebssysteme möglich ist (Me-
chatroniksimulation). In dieser Entwicklungsphase wird auch die Simulation
der Wechselwirkungen zwischen dem mechatronischen Maschinensystem und
dem späteren Bearbeitungsprozess zunehmend eingesetzt. Durch die Kopplung
mit dem Modell eines Zerspanprozesses können etwaige Stabilitätsprobleme
aufgedeckt und die Leistungsfähigkeit des Maschinenentwurfs analysiert werden.
Zu Beginn der Inbetriebnahme können Teile der Simulationsmodelle mit realer
Hardware gekoppelt werden, was unter dem Begriff Hardware-in-the-Loop (HIL)
zusammengefasst wird (Pritschow et al. 2006).

Die Erstellung der o. g. Simulationsmodelle ist meist mit einem hohen Mo-
dellierungsaufwand verbunden. Aus diesem Grund sind in der Vergangenheit
einige wissenschaftliche Arbeiten entstanden, die sich mit der effizienten Einbin-
dung der Simulationstechniken in den Entwicklungsprozess befasst haben (u. a.
Albertz 1995, Ziehl 1996, Schneider 2000). Darüber hinaus stellte Siedl
(2008) ein Vorgehensmodell vor, welches den einzelnen Entwicklungsphasen
die jeweils geeigneten Simulationswerkzeuge zuordnet und mit den assoziier-
ten Arbeitsschritten der Konstrukteure1 verbindet. Eine Vorgehensmethodik,
die schwerpunktmäßig den Einsatz der Simulation in der Konzept- und Ent-
wurfsphase betrachtet, war Gegenstand der Untersuchungen von Neithardt
(2004). Um den Einsatz der Simulation in den verschiedenen Phasen so effizient
wie möglich zu gestalten, entwickelte Kipfmüller (2010) eine Methodik zur
Aufwandsoptimierung der Simulation. Dabei findet die Durchgängigkeit in der
Verwendung eines in seiner Komplexität mitwachsenden Simulationsmodells
eine besondere Beachtung.

1 Werden Personen- oder Berufsbezeichnungen in dieser Arbeit aus Gründen der besseren
Lesbarkeit lediglich in der männlichen oder weiblichen Form verwendet, so schließt dies
das jeweils andere Geschlecht mit ein.
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2.4.2 Numerische Simulationsverfahren

2.4.2.1 Mehrkörpersysteme

Mehrkörpersysteme (MKS) bilden die reale Maschine in der Regel mit starren,
d. h. in sich nicht verformbaren Einzelkörpern, ab. Diese sind in der Lage,
große, nichtlineare translatorische und rotatorische Bewegungen durchzuführen
und werden durch masselose Verbindungen, die an diskreten Punkten der
Körper angreifen, in ihren Freiheitsgraden eingeschränkt. Die Koppelglieder
können dabei unterschiedlichste Eigenschaften annehmen, angefangen von einfa-
chen Feder-Dämpfer-Elementen bis zu aktiven Kraftelementen mit einstellbarer
Kraft-Weg-Charakteristik. Für die mathematische Formulierung der Bewegungs-
gleichungen werden verschiedene Koordinatensysteme verwendet. Die Angabe
der Körperschwerpunkte, der Trägheitstensoren und der Bindungsknoten er-
folgt jeweils in körperfesten Koordinatensystemen. Die Absolutbewegungen der
Körper im Raum werden entweder durch absolute Koordinaten im Inertialsys-
tem oder durch Relativkoordinaten zwischen den mit Gelenken verbundenen
Körpern beschrieben (Schwertassek & Wallrapp 1999). Da die Körper eines
starren MKS keine Verformungsfreiheitsgrade besitzen, sind die resultierenden
Gleichungssysteme zur Beschreibung des Modellverhaltens überschaubar und
numerisch effizient lösbar.

Nach dem Lösen der Bewegungsgleichungen können zeitliche Verläufe der Po-
sitionen, Geschwindigkeiten und Beschleunigungen der Strukturpunkte sowie
die Veränderungen von Gelenkkräften und -momenten analysiert werden. Mit
der Möglichkeit, große nichtlineare Bewegungen zu beschreiben, sind MKS
für Untersuchungen des kinematischen Verhaltens von Werkzeugmaschinen
geeignet. Als Anwendungsgebiete lassen sich Maschinen mit komplexen Bewe-
gungsabläufen, wie beispielsweise Umformmaschinen mit Gelenkantrieb oder
Werkzeugmaschinen mit Parallelkinematiken, nennen (Hoffmann 2008).

Die Genauigkeit von spanenden Werkzeugmaschinen wird maßgeblich von
den strukturmechanischen Eigenschaften der Gestellstrukturen bestimmt. Aus
diesem Grund ist die Berücksichtigung der Nachgiebigkeiten der einzelnen
Komponenten nötig, welche durch starre MKS alleine nicht darstellbar sind.
Da der Fokus der vorliegenden Arbeit auf der simulativen Unterstützung für
die strukturelle Betrachtung im Entwicklungsprozess liegt, wird an dieser Stelle
nicht näher auf Mehrkörpersysteme eingegangen.

2.4.2.2 Finite-Elemente-Methode

Die Finite-Elemente-Methode hat sich mittlerweile für die Berechnung des
mechanischen Verhaltens von Komponenten oder ganzen Maschinensystemen
in der Praxis durchgesetzt (Weck & Brecher 2006a). Die Schwerpunkte
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der Anwendung liegen dabei auf der Untersuchung von Strukturverformungen
und dadurch hervorgerufenen Spannungszuständen innerhalb der Bauteile oder
Systeme, welche definierten statischen oder dynamischen Belastungen ausgesetzt
sind (Schneider 2000). Darüber hinaus besteht die Möglichkeit, das FEM-
Modell mit einem Prozessmodell oder dem Modell der elektromechanischen
Antriebe zu koppeln (vgl. Abschnitt 2.5).

Die Grundidee der FEM besteht darin, die kontinuierliche Struktur in eine hohe,
aber endliche Anzahl von „finiten“ Elementen zu überführen und so zu einer
diskreten Darstellung zu gelangen. An den Rändern bzw. Ecken der einzelnen
Elemente befinden sich Knotenpunkte, über die die Elemente miteinander
verbunden sind und so das sog. FE-Netz bilden. Auf diese Weise können die Be-
wegungen und Verformungen der Struktur über die Verschiebungen der Knoten
beschrieben werden. Die Größe der Elemente bestimmt den Diskretisierungsgrad
und damit die Qualität der Näherungslösung. Gleichzeitig wird dadurch aber
auch die Zahl der Freiheitsgrade und die Größe des entstehenden Gleichungs-
systems festgelegt. Die Materialparameter wie der Elastizitätmodul, die Dichte
und die Querkontraktionszahl liefern zusammen mit den Knotenkoordinaten die
Elementsteifigkeits- und -massenmatrizen, welche zu den Koeffizientenmatrizen
der Bewegungsgleichungen der Gesamtstruktur zusammengesetzt werden. Diese
liegen nach der Diskretisierung als gewöhnliches Differenzialgleichungssystem
vor (Bathe 2001).

Da aufgrund der Diskretisierung der Struktur die Anzahl der Freiheitsgrade im
Vergleich zu einem Mehrkörpersystem um ein Vielfaches überschritten wird,
werden FEM-Modelle in der Regel in stationären Betriebspunkten berech-
net. Bezogen auf Werkzeugmaschinenmodelle bedeutet dies die Analyse in
einer definierten Achsstellung, in der vereinfachend von einem linearen Sys-
temverhalten ausgegangen wird. Lineare FEM-Modelle sind in der Lage, kleine
Verschiebungen, wie sie bei Schwingungen von Maschinensystemen auftreten,
zu beschreiben. Große plastische Verformungen werden durch diesen Ansatz
nicht berücksichtigt. Es ist aber festzuhalten, dass Starrkörperbewegungen,
die bei statisch unterbestimmten Strukturen auftreten, in der linearen Lösung
des dynamischen Systems enthalten sind (Oertli 2008). Dies ist eine wichtige
Voraussetzung für die Simulation der Achsbewegungen von Vorschubschlitten,
sofern diese in ihren Freiheitsgraden ungefesselt modelliert sind.

Die hohe Anzahl an Freiheitsgraden führt unvermeidbar zu hochdimensio-
nalen Gleichungssystemen, was eine direkte Berechnung des resultierenden
Gleichungssystems im Zeitbereich verhindert. Aus diesem Grund werden bei
der strukturmechanischen Auslegung von Werkzeugmaschinen im Allgemei-
nen die Eigenfrequenzen und deren zugehörige Schwingungsformen (Moden)
herangezogen (vgl. Abschnitt 2.4.3).
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2.4.2.3 Elastische Mehrkörpersysteme

Eine Kombination aus starren Mehrkörpersystemen und Finite-Elemente-
Modellen stellen die sog. elastischen oder flexiblen Mehrkörpersysteme dar.
Durch die Integration von FEM-Strukturen in das Mehrkörpersystem lassen
sich die elastischen Verformungen der flexiblen Körper mit den Starrkörperbe-
wegungen überlagern, wodurch eine umfassende Beschreibung des dynamischen
Verhaltens von Maschinen ermöglicht wird.

Für die direkte Einbindung der flexiblen Strukturkomponenten in das Mehr-
körpersystem wurde die Methode des bewegten Bezugssystems eingeführt. Die
Knotenverschiebungen werden hierfür in kartesischen Koordinaten relativ zum
Bezugssystem beschrieben (Schwertassek & Wallrapp 1999). Dabei wer-
den die Bewegungsgleichungen des MKS um die Einträge der Massen-, der
Steifigkeit- und, falls vorhanden, der Dämpfungsmatrix der flexiblen Struktur
ergänzt. Die Formulierung der elastischen Struktur erlaubt nach der Theorie der
FEM nur die Abbildung kleiner linearer Verformungen, da die Massenmatrix
lediglich für einen bestimmten Ausgangszustand gültig ist. Um auch große
Bewegungen der elastischen Strukturen in hybriden Mehrkörpersystemen zu
ermöglichen, entwickelten Shabana & Christensen (1997) eine Formulie-
rung auf Basis absoluter Knotenkoordinaten, welche die Knotenverschiebungen
und -verdrehungen direkt im Inertialsystem definiert. Die resultierenden Ele-
mentformulierungen erlauben damit die Beschreibung nichtlinearer elastischer
Verformungen. Um die Recheneffizienz bei Betrachtung großer Bewegungen fle-
xibler Strukturen in Mehrkörpersystemen weiter zu erhöhen, erweiterten Choi
et al. (2006) den oben dargestellten Ansatz. Der Kern ihrer neuen Methode
ist die Beschreibung der Knotenverschiebungen jeweils relativ zu den benach-
barten Koordinaten, womit auch die Berechnung von MKS mit vielen nodalen,
d. h. den vollständigen FE-Freiheitsgraden der jeweiligen Strukturkomponente,
ermöglicht wird.

Der Vorteil der direkten Einbindung elastischer Komponenten ist neben den
großen darstellbaren Verformungen darin zu sehen, dass alle Knotenfreiheitsgra-
de des Finite-Elemente-Netzes ansprechbar sind. Damit besitzt diese Methode
prinzipiell das Potenzial, große Führungsbewegungen in Werkzeugmaschinen-
strukturen zu simulieren. Hierbei liegt allerdings die Herausforderung in der
korrekten Abbildung der wechselnden Kontaktbedingungen während des Verfah-
rens (Siedl 2008). Darüber hinaus bleibt die sehr hohe Rechendauer bestehen,
da das resultierende Gleichungssystem für alle nodalen Freiheitsgrade im Zeit-
bereich gelöst werden muss, weshalb dieser Ansatz für die Simulation komplexer
Werkzeugmaschinenstrukturen i. d. R. nicht praktikabel ist.

23



2 Entwicklung und Simulation von Werkzeugmaschinen

Zusammenfassend ist festzuhalten, dass die elastischen Mehrkörpersysteme
bei direkter Einbindung der flexiblen Strukturkomponenten die vollständigste
Beschreibungsform für das dynamische Verhalten von Werkzeugmaschinen
darstellen. Die zum Teil inakzeptablen Berechnungszeiten sind aber bis heute
ein Hemmnis für den industriellen Einsatz, weshalb sich der Einsatz der fle-
xiblen Mehrkörpersysteme für die Simulation von Werkzeugmaschinen noch
weitgehend auf den akademischen Bereich beschränkt.

2.4.3 Strukturmechanische Berechnung

Die Verwendung von FEM-Modellen stellt seit Jahren ein Standardverfahren
im allgemeinen Maschinenbau zur strukturmechanischen Berechnung für die
Konstruktion dar und hat sich auch zur Analyse des statischen und dynami-
schen Verhaltens von Werkzeugmaschinenstrukturen in der Praxis etabliert
(Klein 2007, Witt 2007). Aufgrund der kleinen auftretenden Schwingungen
ist die linearisierte Darstellung der Bewegungen um einen Betriebspunkt zur
Beurteilung des Maschinenentwurfs gerechtfertigt (Oertli 2008). Im Folgenden
werden daher die Grundlagen zur strukturmechanischen Berechnung, auf die
auch im weiteren Verlauf dieser Arbeit Bezug genommen wird, zusammenfas-
send dargestellt.

Als Ergebnis der FEM-Modellbildung liegen die Massen-, die Steifigkeits- und,
falls berücksichtigt, die Dämpfungsmatrix vor. Zusammen mit den auftretenden
Kräften beschreiben diese das Systemverhalten und führen unter der Annahme
eines linearen Verhaltens der Bewegungen zu einem Differenzialgleichungssys-
tem zweiter Ordnung in der Form von Gleichung (2.3). Die Dimension und
die Bandbreite der Systemmatrizen werden durch den Grad der Diskretisie-
rung, die Art der verwendeten finiten Elemente sowie durch die Topologie
der modellierten Struktur definiert. In der Regel entstehen durch die lineare
FEM-Formulierung symmetrische, dünnbesetzte Matrizen mit Bandstrukturen
(Steinke 2010). Die Bandbreite bestimmt den Kopplungsgrad der Gleichungen
und damit den Aufwand zum Lösen des Gleichungssystems. Um diesen Vorgang
so effizient wie möglich zu gestalten, hat sich in der Strukturmechanik und für
die Berechnung von Werkzeugmaschinen die sogenannte Modaltransformation
etabliert (Milberg 1995, Gawronski 2004). Dabei wird der Übergang auf
generalisierte Koordinaten vollzogen, wodurch eine Diagonalisierung der Ma-
trizen und somit die vollständige Entkopplung des Gleichungssystems erreicht
wird. Hierfür wird eine Transformationsmatrix Φ gesucht, mit deren Hilfe die
dynamischen Verschiebungen in generalisierten Koordinaten dargestellt werden
können:

x(t) = Φq(t). (2.6)
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Zur Berechnung der Transformationsmatrix Φ wird die homogene Gleichung

Mẍ(t) + Kx(t) = 0 (2.7)

des ungedämpften Systems aus Gleichung (2.3) betrachtet. Diesem Ansatz
liegt die Annahme zu Grunde, dass sich die Dämpfungswirkung in Werkzeug-
maschinen gleichmäßig verteilt und sich linear proportional zur Massen- und
zur Steifigkeitsmatrix verhält. Für diesen Fall stimmen die Eigenschwingungs-
formen des gedämpften und des ungedämpften Systems überein, weshalb die
Dämpfungsmatrix D zunächst vernachlässigbar ist.

Für die Lösung des ungedämpften Differenzialgleichungssystems (2.7) wird der
harmonische Ansatz herangezogen, wobei die Sinus-Funktion gewählt wird, da
die Verschiebungen zu Beginn Null sind:

x(t) = φ · sin(ωt). (2.8)

Das Einsetzen von Gleichung (2.8) und von deren zeitlichen Ableitungen in
das homogene Differenzialgleichungssystem (2.7) führt zum verallgemeinerten
Eigenwertproblem

(K − ω2
i M)φi = 0, (2.9)

dessen nicht-triviale Lösungen durch die Eigenwerte ω2
i gegeben sind, wenn die

Bedingung
det(K − ω2

i M) = 0 (2.10)

gilt. Auf diese Weise ergeben sich n reelle Eigenwerte ω2
i , wobei n die Anzahl

der aus dem FEM-Modell resultierenden Freiheitsgrade darstellt und ωi die
i-te Eigenkreisfrequenz genannt wird. Das Einsetzen der Werte ωi in Gleichung
(2.9) liefert zu jedem Eigenwert ω2

i den dazugehörigen reellen Eigenvektor φi,
der auch die i-te Eigenmode oder Eigenschwingungsform genannt wird. Um das
Gleichungssystem (2.7) entkoppeln zu können, ist die Orthogonalität der Eigen-
vektoren φi eine wichtige Voraussetzung. Für die Modaltransformation wird
in der Regel die Massen-Orthonormalität als Normierungsvorschrift befolgt,
sodass φT

i Mφi = 1 gilt. Die generalisierten Verschiebungen q(t) = ΦT x(t) be-
schreiben demnach die Bewegungen von Einheitsmassen. (Gawronski 2004)

Zur Vereinfachung können die Eigenvektoren φi spaltenweise zur Eigenvektor-
matrix

Φ =
[
φ1 φ2 · · · φn

]
(2.11)

25



2 Entwicklung und Simulation von Werkzeugmaschinen

und die Eigenwerte ω2
i in der diagonalen Eigenwertmatrix

Ω2 =




ω2
1 0 · · · 0

0 ω2
2 · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · ω2
n


 mit ω2

1 < ω2
2 < . . . < ω2

n (2.12)

zusammengefasst werden.

Die Lösung des Eigenwertproblems (2.9) lautet damit:

KΦ − MΦΩ2 = 0. (2.13)

Eine linksseitige Erweiterung dieser Gleichung mit der Matrix Φ zeigt auf, dass
auf Grund der Massen-Orthonormalität das Gleichungssystem diagonalisierbar
ist und somit entkoppelt werden kann:

ΦT MΦ = I und ΦT KΦ = Ω2. (2.14)

Damit beschreibt jede der Eigenlösungen eine Schwingungsmode der Struktur.
Aus diesem Grund wird die Matrix Φ auch Modalmatrix und die Transfor-
mation (2.6) als Modaltransformation bezeichnet. Die Knotenverschiebungen
x können somit durch eine Linearkombination der Eigenvektoren φi mit den
generalisierten Verschiebungen q ausgedrückt werden. Die Werte der Vektoren
φi entsprechen dabei den normierten Verschiebungen jedes einzelnen Freiheits-
grades der FEM-Struktur und stellen die Schwingungsform einer Mode mit der
zugehörigen Eigenkreisfrequenz ωi dar.

Die Anwendung der Modaltransformation (2.6) auf das ursprüngliche, gekoppel-
te Differenzialgleichungssystem (2.3) führt nach einer linksseitigen Erweiterung
mit ΦT zu der entkoppelten Beschreibung in den modalen Koordinaten q(t):

M̃q̈(t) + D̃q̇(t) + K̃q(t) = F̃ (t) (2.15)

mit

M̃ = ΦT MΦ = I, D̃ = ΦT DΦ, K̃ = ΦT KΦ = Ω2, F̃ = ΦT F .

M̃ , D̃ und K̃ werden dabei als die modale Massen-, Dämpfungs- und Stei-
figkeitsmatrix bezeichnet. Aufgrund der Normierungsvorschrift ist die modale
Massenmatrix M̃ = I eine Einheitsmatrix und die modale Steifigkeitsmatrix
K̃ = Ω2 entspricht der Eigenwertmatrix aus Gleichung (2.12), wodurch das
ungedämpfte Gleichungssystem diagonalisiert und vollständig entkoppelt ist.
Die Diagonalisierung der Dämpfungsmatrix D gelingt hingegen nur für den
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Sonderfall einer zur Massen- und Steifigkeitsmatrix proportionalen Dämpfung
(siehe Abschnitt 2.4.4).

2.4.4 Berücksichtigung des Dämpfungsverhaltens

Das Dämpfungsverhalten von Werkzeugmaschinen spielt in der dynamischen
Untersuchung von Werkzeugmaschinen eine große Rolle, da Dämpfungseffekte
neben dem Ein- bzw. Ausschwingverhalten auch die Amplituden der Schwin-
gungen sowie das Stabilitätsverhalten unmittelbar beeinflussen. Die Vielzahl
von Einflussgrößen erschwert dabei die Bestimmung der physikalischen Dämp-
fungsparameter, da diese häufig gekoppelt wirken. Für die Berechnung des
dynamischen Verhaltens stellt die Berücksichtigung der Dämpfung daher eine
besondere Herausforderung dar.

Die in mechanischen Strukturen auftretenden Dämpfungskräfte können nach
Klein (2007) in drei Kategorien unterteilt werden:

• Struktur- oder Hysteresekräfte:
Diese Kräfte werden durch die Massenverteilung in der Struktur bestimmt
und resultieren aus der inneren Materialreibung. Die Materialdämpfung
kommt insbesondere bei den Biege- und Torsionsmoden zum Tragen, wenn
die Maschinenkomponenten kleinen Verformungen unterliegen (Weck &
Brecher 2006a).

• Coulomb´sche Reibung:
Die Reibungskräfte entstehen an den Koppel- und Verbindungsstellen wie
bspw. in Verschraubungen und Führungen, wenn kleine Relativbewegun-
gen auftreten. Diese führen auch bei Starrkörper- und Verfahrbewegungen
zu einer dämpfenden Wirkung und haben bei Werkzeugmaschinen eine
größere Bedeutung als die Strukturdämpfung (Weck & Brecher 2006a).

• Viskose Dämpfung:
Diese Kräfte können durch örtlich wirkende und ggf. nachträglich an-
gebrachte visko-elastische Elemente hervorgerufen werden. An Werk-
zeugmaschinen kommen hierfür bspw. Tilger sowie aktive oder passive
Dämpfersysteme zum Einsatz. Diese können entweder auf bestimmte
Betriebsfrequenzen abgestimmt sein oder durch eine intelligente Regelung
auch größere Frequenzbänder bedämpfen.

Bild 2.7 stellt die genannten Dämpfungsarten und deren Berücksichtigung
in einer beispielhaften FEM-Modellstruktur dar. Die Strukturdämpfung wird
dabei den Materialeigenschaften der finiten Elemente zugewiesen. Dadurch
wirken diese Dämpfungskräfte gleichmäßig in der gesamten Struktur. Für die
Fügestellendämpfung müssen diskrete Kontaktelemente mit definierten, z. T.
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nichtlinearen Reibungs- bzw. Dämpfungseigenschaften zwischen den Fügepart-
nern berücksichtigt werden. Im Sinne einer möglichst einfachen Handhabung
der Reibungsdämpfung wird diese meist über linearisierte Ersatzmodelle der
viskosen Dämpfungsmatrix zugeordnet (Klein 2007). Darüber hinaus können
viskose Dämpferelemente modelliert werden, aus denen die Dämpfungskräfte
geschwindigkeitsproportional hervorgehen.

Finite Elemente (z.B. Hex

Kontak
(Coulo

Struktur- oder
Hysteresedämpfung

xaeder-Elemente)

kt-Elemente
mb´sche Reibung)

viskose Dämpfung

Bild 2.7: Dämpfungsmechanismen in FEM-Modellen (nach Klein 2007)

Beim Aufstellen der Systemmatrizen werden die Dämpfungsanteile ebenso wie
die Massen- und die Steifigkeitsmatrix basierend auf den elementweisen Beiträ-
gen zusammengesetzt. Die viskosen Dämpfungsanteile werden in der viskosen
Dämpfungsmatrix D zusammengefasst. Sie sind geschwindigkeitsproportional
und demnach auch proportional zur Anregungsfrequenz. Die Anteile der Struk-
turdämpfung hingegen gehen als komplexe Anteile ıC in die Steifigkeitsmatrix
ein und wirken proportional zur Verlagerung, sind dabei aber frequenzinvariant
(Kirchknopf 1989, Pietrzko 1992, Witt 2007). Daraus folgt die Bewegungs-
gleichung eines viskos und strukturell gedämpften Systems:

Mẍ(t) + Dẋ(t) + [K + ıC]x(t) = F (t). (2.16)

Gleichung (2.16) enthält physikalisch gesehen eine unzulässige Mischung aus
Zeit- und Frequenzoperationen, weshalb die strukturelle Dämpfung ausschließ-
lich für Untersuchungen im Frequenzbereich anwendbar ist. Die Eigenlösungen
von Gleichung (2.16) sind auf Grund der komplexen Gesamtsteifigkeitsmatrix
K + ıC ebenfalls komplex, was auch die physikalische Interpretation der Eigen-
schwingungsvektoren schwierig macht (Pietrzko 1992). Die Schwierigkeiten
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bei der transienten Analyse strukturell gedämpfter Systeme wurden bereits
von Crandall (1970) diskutiert. Er verdeutlichte den Verlust der Kausalität
zwischen Anregung und Antwort eines strukturell gedämpften Systems bei
Impulsanregung.

Gleichzeitig postulierte Crandall (1970) aber auch eine ausreichend hohe
Genauigkeit der viskosen Dämpfungsmatrix zur Modellierung des Dämpfungs-
verhaltens bei schwach gedämpften Systemen. Werkzeugmaschinen sind ty-
pischerweise schwach gedämpfte Systeme (Tönshoff 1995), weshalb für die
Modellierung von Werkzeugmaschinen mit Hilfe der FEM i. d. R. auf Struk-
turdämpfung verzichtet und der viskose Dämpfungsansatz herangezogen wird.
Dieser hat den Vorteil, dass er aufgrund seiner geschlossenen mathematischen
Form sowohl für Analysen im Zeit- als auch im Frequenzbereich angewendet
werden kann. Darüber hinaus ist das viskose Dämpfungsmodell physikalisch
einfach interpretierbar (Pietrzko 1992).

Geht man nun vom viskos gedämpften System zweiter Ordnung der Form (2.3)
aus, in welchem die symmetrische Dämpfungsmatrix D beliebig aus Einzelele-
menten zusammengesetzt ist, so ist diese nicht mit Hilfe der reellen Modalmatrix
Φ diagonalisierbar (Großmann & Rudolph 2008). Um das Gleichungssystem
dennoch entkoppeln zu können, muss das quadratische Eigenwertproblem der
homogenen Differenzialgleichung

Mẍ(t) + Dẋ(t) + Kx(t) = 0 (2.17)

gelöst werden. Das Einsetzen des harmonischen Ansatzes x = eλitψi, dargestellt
im Frequenzbereich, führt auf das quadratische Eigenwertproblem:

(λ2
i M + λiD + K) · ψi = 0. (2.18)

Dieses besitzt für den oben angenommenen Fall symmetrischer Koeffizienten-
matrizen 2n paarweise komplex konjugierte Eigenwerte λi. Der resultierende
Rechtseigenvektor ψi zu λi stellt dann auch gleichzeitig einen Linkseigenvektor
ψ̄i zum konjugiert komplexen Eigenwert λ̄i dar (Tisseur & Meerbergen
2001):

ψ̄i · (λ̄2
i M + λ̄iD + K) = 0. (2.19)

Die aus Gleichung (2.18) resultierenden Eigenwerte λi lassen sich weiter in
den Abklingkoeffizienten δi (Realteil) und die Eigenfrequenz des gedämpften
Systems ωD,i (Imaginärteil) unterteilen:

λi = δi ± ı ωD,i. (2.20)
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Dabei gilt der Zusammenhang, dass sich die i-te Eigenkreisfrequenz des unge-
dämpften Systems ωi aus dem Abklingkoeffizienten und der Eigenkreisfrequenz
des gedämpften Systems bestimmen lässt:

ωi =
√

δ2
i + ω2

D,i. (2.21)

Die Eigenvektoren aus Gleichung (2.19) sind hierbei ebenfalls komplex, d. h.
der Linkseigenvektor ist zum jeweiligen Rechtseigenvektor komplex konjugiert.
Diese können analog zum reellen Eigenwertproblem zu einer komplexen Modal-
matrix zusammengesetzt werden, mit der dann das gedämpfte Gleichungssystem
entkoppelt werden kann. An dieser Stelle soll nicht näher auf die exakte Lö-
sung des quadratischen Eigenwertproblems eingegangen werden, hierzu sei auf
weiterführende Literatur (z. B. Kirchknopf 1989, Pietrzko 1992, Tisseur &
Meerbergen 2001) verwiesen.

Unter numerischen Gesichtspunkten betrachtet ist die Berechnung des qua-
dratischen Eigenwertproblems deutlich aufwendiger und zeitintensiver als die
Lösung des reellen Eigenwertproblems ungedämpfter Systeme. Hinzu kommt,
dass hierfür eine detaillierte Modellierung lokaler Dämpfungseffekte im Struk-
turmodell nötig ist. Während die Massen- und die Steifigkeitsmatrix schon mit
derzeit verfügbaren Methoden mit guter Genauigkeit in einem FEM-Modell ab-
gebildet werden können, ist die Vorhersage der auftretenden Dämpfungseffekte
und ihrer Verteilung in der Struktur nachwievor kaum möglich (Friswell &
Mottershead 1995, Nebeling 1999, Witt 2007).

In der praktischen Anwendung werden aus diesem Grund nach der Lösung
des reellen Eigenwertproblems (2.9) häufig die sogenannten modalen Dämp-
fungsmaße herangezogen. Dieser Ansatz geht von der Annahme aus, dass jede
Eigenmode für sich gedämpft wird, wobei eine Kopplung zwischen den Eigenfre-
quenzen infolge der Dämpfungseffekte vernachlässigt wird. Für den Sonderfall
einer zur Massen- und zur Steifigkeitsmatrix proportionalen Dämpfungsmatrix
gelingt die Diagonalisierung dieser Matrix mit Hilfe der Eigenvektoren φi.
Somit gilt

φT
i · D · φj =

{
0 für i �= j

2ωiDL,i für i = j
(2.22)

mit der i- bzw. j-ten Eigenmode, der Eigenkreisfrequenz ωi und dem Lehr’schen
Dämpfungsmaß DL,i der i-ten Eigenfrequenz des ungedämpften Systems. Die
Werte für die Lehr’schen Dämpfungsmaße DL,i sind bei entsprechender Erfah-
rung entweder aus anderen Anwendungsfällen abzuleiten (z. B. aus vorangegan-
genen experimentellen Modalanalysen) oder müssen geschätzt werden. Nach
Albertz (1995) liegen die Lehr’schen Dämpfungen der einzelnen Eigenformen
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und ihrer Verteilung in der Struktur nachwievor kaum möglich (Friswell &
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In der praktischen Anwendung werden aus diesem Grund nach der Lösung
des reellen Eigenwertproblems (2.9) häufig die sogenannten modalen Dämp-
fungsmaße herangezogen. Dieser Ansatz geht von der Annahme aus, dass jede
Eigenmode für sich gedämpft wird, wobei eine Kopplung zwischen den Eigenfre-
quenzen infolge der Dämpfungseffekte vernachlässigt wird. Für den Sonderfall
einer zur Massen- und zur Steifigkeitsmatrix proportionalen Dämpfungsmatrix
gelingt die Diagonalisierung dieser Matrix mit Hilfe der Eigenvektoren φi.
Somit gilt

φT
i · D · φj =

{
0 für i �= j

2ωiDL,i für i = j
(2.22)

mit der i- bzw. j-ten Eigenmode, der Eigenkreisfrequenz ωi und dem Lehr’schen
Dämpfungsmaß DL,i der i-ten Eigenfrequenz des ungedämpften Systems. Die
Werte für die Lehr’schen Dämpfungsmaße DL,i sind bei entsprechender Erfah-
rung entweder aus anderen Anwendungsfällen abzuleiten (z. B. aus vorangegan-
genen experimentellen Modalanalysen) oder müssen geschätzt werden. Nach
Albertz (1995) liegen die Lehr’schen Dämpfungen der einzelnen Eigenformen
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in einem sehr kleinen Bereich zwischen 1% und 3,5%. Dabei ist zudem eine Ab-
hängigkeit von der Schwingungsform vorhanden. Tendenziell weisen Moden mit
hohen Verformungen in Fügestellen ein höheres Dämpfungsmaß als Biege- und
Torsionsmoden der Strukturkomponenten auf. Um die Lehr’schen Dämpfungen
der einzelnen Eigenformen in den entkoppelten Bewegungsgleichungen (2.15)
berücksichtigen zu können, wird die Lehr’sche Dämpfungsmatrix der Form

DL = diag(DL,i) (2.23)

aufgestellt. Damit lässt sich die für die modale Darstellung der Bewegungsglei-
chungen geforderte Diagonalform der Dämpfungsmatrix D̃ herbeiführen:

D̃ = ΦT DΦ = 2ΩDL = diag(2ωiDL,i). (2.24)

Der Vorteil des modalen Dämpfungsansatzes ist, dass für jede Mode ein entspre-
chendes Dämpfungsmaß bestimmt werden kann und höherfrequente Moden,
welche einen geringeren Energieinhalt besitzen, ebenfalls prozentual bedämpft
werden. Als Nachteil ist aber zu nennen, dass für die modale Beschreibung
die Eigenwerte und -vektoren vorliegen müssen, was die numerisch aufwendige
Lösung des Eigenwertproblems voraussetzt.

Eine andere Möglichkeit zur Modellierung des Dämpfungsmaßes komplexer
Strukturen ist die Verwendung eines proportionalen Dämpfungsansatzes. Dieser
wurde von Caughey & O’Kelly (1965) allgemein als Reihenentwicklung for-
muliert:

D = M ·
r−1∑
k=0

ak(M−1 · K)k. (2.25)

Da die Matrix D für r > 2 eine vollbesetzte Matrix ohne Bandstruktur ist,
welche das Lösen des resultierenden Gleichungssystems um ein Vielfaches auf-
wendiger gestalten würde, hat sich in der Praxis die sog. Rayleigh-Dämpfung
mit r = 2 als Sonderfall von (2.25) etabliert (Bathe 2001). Hierbei handelt es
sich um einen globalen Ansatz, der die durch Dämpfungseffekte dissipierte Ener-
gie näherungsweise beschreibt. In diesem Fall ergibt sich die Dämpfungsmatrix
aus der Linearkombination

D = αM + βK (2.26)

der Massen- und der Steifigkeitsmatrix, wobei a0 = α und a1 = β gilt. Die Koef-
fizienten α und β, die keine physikalische Bedeutung besitzen, können bspw. aus
zwei bekannten modalen Dämpfungsmaßen bestimmt werden (Oertli 2008).
Sind solche nicht vorhanden, müssen Erfahrungswerte über das Dämpfungsver-
halten ähnlicher Strukturen herangezogen werden, d. h. es werden exakt oder
annähernd die gleichen Faktoren wie zur Berechnung einer ähnlichen bekannten
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Struktur verwendet (Bathe 2001).

Ein Vorteil des Rayleigh-Dämpfungsansatzes ist, dass die Dämpfungsmatrix
mit Hilfe der Modalmatrix Φ diagonalisiert werden kann. Dies führt auf die
Gleichung

D̃ = ΦT (αM + βK)Φ = αI + βΩ2 = diag(di), (2.27)

wobei di = α+βω2
i gilt. Auch für den Fall einer proportionalen Dämpfung kann

durch Gleichsetzen von (2.24) und (2.27) das i-te Lehr’sche Dämpfungsmaß
DL,i berechnet werden:

α + βω2
i = 2ωiDL,i ⇒ DL,i = α · 1

2ωi
+ β · ωi

2 , für i = 1, . . . , n. (2.28)

Der proportionale Ansatz hat darüber hinaus den weiteren Vorteil, dass für die
Definition der Dämpfungsmatrix die Lösung des Eigenwertproblems prinzipiell
nicht nötig ist, sofern die Linearfaktoren α und β aus ähnlichen Strukturen
vorliegen. Als Nachteil bleibt allerdings festzuhalten, dass mit zwei Linearfakto-
ren auch nur zwei Eigenmoden betragsmäßig exakt bedämpft werden können,
wie dies beim modalen Dämpfungsansatz möglich ist. Hinzu kommt, dass die
höherfrequenten Moden viel stärker bedämpft werden als die niederfrequenten,
für die die Linearfaktoren bestimmt worden sind (Bathe 2001).

Zusammenfassend bleibt festzuhalten, dass es sich bei den genannten Ansät-
zen nur um Näherungslösungen handelt, da sich die Abschätzung der realen
Dämpfungswerte als äußerst schwierig gestaltet und noch immer Gegenstand
der Forschung ist (Großmann et al. 2010). Im Kontext der vorliegenden
Arbeit, welche sich mit Ordnungsreduktionsverfahren großer Gleichungssyste-
me beschäftigt, gerät der modale Dämpfungsansatz in den Hintergrund, da
hierfür stets die aufwendige Berechnung der Eigenfrequenzen nötig ist. Um den
Einfluss der Dämpfung auf das dynamische Verhalten von Werkzeugmaschi-
nen berücksichtigen zu können, wurde bei den für diese Arbeit verwendeten
FEM-Modellen zunächst die Rayleigh-Dämpfung angewendet. In Abschnitt
4.5 wird zudem ein neues, auf Krylov-Unterräumen zweiter Ordnung basie-
rendes Verfahren vorgestellt, welches auch in der Lage ist, Strukturmodelle
von Werkzeugmaschinen zu reduzieren, die lokale viskose Dämpfungsanteile
besitzen.
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2.5 Simulation des mechatronischen Gesamtsystems

2.5.1 Überblick

Moderne Werkzeugmaschinen müssen hohe Geschwindigkeiten und Beschleuni-
gungen bei gleichzeitig ausreichender statischer und dynamischer Steifigkeit
aufweisen. Dies erfordert geringe bewegte Massen und hoch eingestellte Regler-
parameter, was im ungünstigen Fall, wenn sich die Eigenfrequenzen des elek-
trischen Antriebs und die unteren mechanischen Eigenfrequenzen gegenseitig
beeinflussen, zu negativen Wechselwirkungen zwischen der Strukturmechanik
und der Antriebsregelung führen kann. Zur Vermeidung von Instabilitäten
müssen folglich die Reglerparameter entsprechend herabgesetzt werden, was
die Bandbreite der Vorschubachsen beeinträchtigt. (Hoffmann 2008)

Zur Berechnung des dynamischen Verhaltens von Werkzeugmaschinen wird
heute deshalb häufig die Simulation des mechatronischen Gesamtsystems her-
angezogen. Darunter wird die integrierte Maschinensimulation der Gestellstruk-
turen, der Antriebsmechanik sowie der zugehörigen Regelung verstanden. Das
Ziel dieser Berechnungen ist es, die auftretenden Wechselwirkungen zwischen
der Strukturmechanik und der Antriebsregelung zu analysieren und somit die
Abstimmung der Teilsysteme hinsichtlich ihrer gegenseitigen Beeinflussung
zu optimieren (Altintas et al. 2005, Witt 2007, Oertli 2008). Hierfür
werden die Modelle der verschiedenen Teilsysteme in der Simulationsumge-
bung miteinander gekoppelt. Für die Modellierung der elektrischen Antriebe
und der dazugehörigen Regelung wird häufig die Blockschaltbild-orientierte
Simulation, auch Digitale Blocksimulation (DBS) genannt, angewendet, welche
die Teilsysteme jeweils als in sich geschlossene Gleichungssysteme mit dem
entsprechenden Übertragungsverhalten beschreibt. Die Kopplung der einzelnen
Teilsysteme erfolgt durch die signaltechnische Verknüpfung der entsprechenden
Ein- bzw. Ausgangsgrößen (z. B. Kraft, Moment, Weg, Geschwindigkeit etc.)
und ergibt auf diese Weise das zu lösende Gleichungssystem des betrachteten
Gesamtsystems. Bild 2.8 stellt das gekoppelte mechatronische Gesamtmodell
einer Werkzeugmaschine schematisch dar.

Wie in Abschnitt 2.2.2 dargestellt, ist jede Maschinenstruktur als nachgiebiges
System anzusehen, welches mit einer definierten Verlagerung auf äußere Kräfte
reagiert. Diese Eigenschaft wird auch durch das aus der FEM resultierende
Differenzialgleichungssystem zweiter Ordnung wiedergegeben. Folglich stellen
die von den Antriebsmotoren produzierten Kräfte bzw. Momente die Eingangs-
größen für das Teilsystem der mechanischen Maschinenstruktur dar, welche
entsprechend mit Verlagerungen reagiert, die ihrerseits als Eingangsgrößen für
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Bild 2.8: Signaltechnische Verknüpfung der einzelnen Teilsysteme zum gekop-
pelten mechatronischen Gesamtmodell

das Modell der Reglerstruktur dienen. Auf diese Weise wird der Signalfluss ver-
vollständigt, wodurch sich eine geschlossene Lösung für das Gleichungssystem
des mechatronischen Gesamtsystems ergibt.

Für die Verwendung der Bewegungsgleichungen der FEM in der Mechatronik-
simulation ist deren Transformation in ein Differenzialgleichungssystem erster
Ordnung, die sog. Zustandsraumdarstellung, üblich:

ż(t) = Az(t) + Bu(t)
y(t) = Cz(t) + Du(t)

(2.29)

In dieser Darstellung entspricht z den Zuständen des Systems, d. h. den Posi-
tionen und Geschwindigkeiten. Das eigentliche Systemverhalten der Maschi-
nenstruktur ist in der Systemmatrix A enthalten. Über die Eingangsmatrix
B können die Eingänge u des Systems den jeweiligen Zuständen zugewiesen
werden. In der Ausgangsmatrix C werden die Systemausgänge definiert, welche
aus den Systemzuständen berechnet werden können. Die Durchgangsmatrix
D beschreibt diejenigen Systemeingänge, welche direkt auf die Systemaus-
gänge y wirken, ohne in Wechselwirkung mit dem System zu stehen. Bei
mechanischen Modellen ist D i. d. R. 0, da die auf die Struktur wirkenden
Kräfte stets eine entsprechende Reaktion hervorrufen. Hierbei ist zu beachten,
dass die Zustandsraumdarstellung eine Linearisierung in einem bestimmten
Arbeitspunkt darstellt. Dieser wird durch die im FEM-Modell abgebildeten
Positionen der Schlitten und Vorschubachsen festgelegt und in den Systemmatri-
zen beschrieben. Folglich können in der Simulation lediglich kleine Bewegungen
durchgeführt werden, große Führungsbewegungen der Linearachsen sind mit
dem beschrieben Vorgehen nicht abbildbar. Für die regelungstechnische Analyse
des mechatronischen Gesamtsystems ist die Betrachtung dieser kleinen Bewe-
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gungen aber hinreichend, da bei im linearen Bereich arbeitenden Regelungen
die Regeldifferenzen im Vergleich zu den Führungsbewegungen ohnehin klein
sind (Föllinger 1994). Darüber hinaus lassen sich die relevanten Leistungs-
und Qualitätskennwerte einer Regelung durch Frequenzbereichsverfahren oder
über das Antwortverhalten auf regelungstechnische Testfunktionen wie bspw.
Sprungfunktionen ermitteln (Groß et al. 2006). Zu diesen Kennwerten ge-
hören u. a. die einstellbaren Reglerparameter, wie Verstärkungsfaktoren und
Zeitkonstanten, und die damit erzielbaren Verhaltenskennwerte der Regel-
kreise, wie Regelabweichungen, Einschwingzeiten oder die Eckfrequenzen der
regelbaren Bandweiten.

Um die erreichbare Leistungsfähigkeit einer Werkzeugmaschine, die aus dem
dynamischen Zusammenwirken der regelungstechnischen, elektrischen und
mechanischen Teilsysteme resultiert, auch im Modell möglichst realitätsnah
abzubilden, ist die Qualität der Teilmodelle von essenzieller Bedeutung. Die
FEM kommt dieser Forderung durch die feine Diskretisierung der mechanischen
Struktur nach, erzeugt aber große Gleichungssysteme. Aus diesem Grund ist es
nicht möglich, das vollständige, mit Hilfe der FEM generierte Gleichungssystem
in die gekoppelte Simulation zu integrieren. In der Praxis werden deshalb
heute geeignete Ordnungsreduktionsverfahren eingesetzt (siehe Abschnitt 3.8),
welche in der Lage sind, die elastischen Verformungen der Strukturkomponenten
wiederzugeben, gleichzeitig aber die Dimension des Gleichungssystems so stark
zu reduzieren, so dass dieses effizient berechnet werden kann.

2.5.2 Simulation von Gestellstrukturen

Die Finite-Elemente-Methode wird schon seit vielen Jahren für die Simula-
tion von Maschinengestellen verwendet. Durch die rasante Entwicklung von
Berechnungshard- und -software fand die Simulation Einzug in die Entwicklungs-
phasen von Werkzeugmaschinen und stellt seitdem den Stand der Technik zur
Lösungsfindung dar (Schneider 2000). Anfänglich war der Einsatz zunächst auf
die Analyse des statischen Verformungsverhaltens beschränkt (Noppen 1973,
Heimann 1977). Weiterführende Arbeiten beschäftigten sich mit der Modellfin-
dung für Gesamtmaschinen (Großmann 1976) und mit Kopplungsmethoden
der mechanischen Maschinenkomponenten durch Feder- und Dämpferelemente
(Finke 1977). Die Kenntnis von Steifigkeits- und Dämpfungseigenschaften
der Fügestellen und Verbindungselemente ist dabei stets von grundlegender
Bedeutung für die Berechnung von Baugruppen. In Werkzeugmaschinen sind
dies typischerweise Schraubverbindungen sowie gleit- oder wälzgelagerte Li-
nearführungen, für die diverse Modelle und Berechnungsmethoden entwickelt
wurden (u. a. Petuelli 1983, Schneider 1991, Ispaylar 1997).
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Eine der größten Herausforderungen bleibt bis heute die korrekte Bestimmung
der Dämpfungsparameter, sowohl für die Struktur- als auch für die Verbin-
dungselemente und Fügestellen. Sofern bereits ein Prototyp des simulierten
Systems vorliegt, können die Dämpfungsparameter durch den Abgleich mit
Messdaten ermittelt werden, indem das Systemverhalten des Modells iterativ
an die experimentell ermittelten Parameter angepasst wird (Nebeling 1999).
Für die entwicklungsbegleitende Simulation ist dieses Vorgehen in Ermangelung
eines realen Prototyps aber nicht möglich. Hierfür wird meist das konservative
System ohne Dämpfung modelliert, welchem nach dem Übergang in die mo-
dalen Koordinaten (siehe Abschnitt 2.4.3) ein globales Dämpfungsmaß (siehe
Abschnitt 2.4.4) hinzugefügt wird. Für die Modellierung schwach gedämpf-
ter Systeme, wie bspw. der Gestellstrukturen von Werkzeugmaschinen, hat
sich dieser Ansatz bewährt (Kirchknopf 1989, Eubert 1992, Albertz 1995,
Berkemer 2003, Oertli 2008, Schwarz 2010). Es bleibt aber anzumerken,
dass damit keinerlei Rückschlüsse auf die Entstehung von Dämpfungseffekten
innerhalb der Maschinenstruktur möglich ist.

2.5.3 Simulation der Antriebskomponenten

Zur Beurteilung der dynamischen Leistungsfähigkeit einer Werkzeugmaschine
mit Hilfe der Simulation ist eine genaue Abbildung der regelungstechnischen
Eigenschaften der Vorschubantriebe erforderlich. Hierfür werden entsprechende
Modelle der Antriebsstränge benötigt, welche das Übertragungsverhalten der
Regelstrecke zwischen dem Motor und dem Messsystem hinreichend genau
beschreiben. Diese ermöglichen die Auslegung der Antriebsstränge hinsichtlich
deren statischer und dynamischer Steifigkeiten, um damit im Betrieb eine
stabile und genaue Regelung der Vorschubachsen in einem möglichst großen
Frequenzbereich zu gewährleisten (Pritschow 1996).

Da die mechanischen Übertragungssysteme aufgrund ihrer Elastizitäten in den
Verbindungselementen (z. B. Lager, Kupplungen, Riemen, Kugelgewindetriebe
etc.) mehrere Eigenfrequenzen besitzen, müssen diese auch als Mehrmassensys-
teme modelliert werden (Summer 1986, Laschet 1988). Um noch höherwertige
Ergebnisse bezügl. der berechneten Eigenfrequenzen und Schwingungsformen,
wie bspw. der Torsionsmoden der Gewindespindel, erzielen zu können, imple-
mentierten und erweiterten Simon (1986) und Eubert (1992) eine Elementbi-
bliothek für Vorschubantriebe von Werkzeugmaschinen mit Kugelgewindetrieb
auf Basis der FEM. Die Verwendung elastischer Balkenelemente zur Abbildung
von Motorwelle und Gewindespindel (siehe Bild 2.9) wurde in mehreren Ar-
beiten aufgegriffen (u. a. Witt 2007, Oertli 2008, Schwarz 2010) und stellt
somit den Stand der Technik dar.
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mentierten und erweiterten Simon (1986) und Eubert (1992) eine Elementbi-
bliothek für Vorschubantriebe von Werkzeugmaschinen mit Kugelgewindetrieb
auf Basis der FEM. Die Verwendung elastischer Balkenelemente zur Abbildung
von Motorwelle und Gewindespindel (siehe Bild 2.9) wurde in mehreren Ar-
beiten aufgegriffen (u. a. Witt 2007, Oertli 2008, Schwarz 2010) und stellt
somit den Stand der Technik dar.
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Motorwelle Kupplung

Wälzlager Gewin

Knoten

despindel

Schlittenn Balkenelement

Kugelgewindemutter

Bild 2.9: FEM-Modell eines Kugelgewindetriebes aus elastischen Balkenelemen-
ten (nach Simon 1986 und Eubert 1992)

Die Integration der Antriebe in das Strukturmodell des Maschinengestells er-
folgt durch die Modellierung der Lager sowie der Kugelgewindemutter, welche
die Bindeglieder der Komponenten einer Linearachse darstellen. Die Elemente
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spindel in eine Translation der Mutter und des mit derselben verschraubten
Schlittens um. In mehreren Arbeiten wurden hierfür Ersatzsteifigkeiten einge-
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(z. B. Eubert 1992, Weikert 2000, Bürgel 2001). Dagegen stellte Oertli
(2008) eine neue Elementformulierung zur Abbildung der elastischen und ki-
nematischen Zusammenhänge zwischen der Gewindespindel und der -mutter
auf. Die entwickelte Übertragungsmatrix kann über einfache Federelemente
zwischen den Referenzknoten von Spindel und Mutter im FEM-Programm
realisiert werden. Die Besonderheit besteht darin, dass sowohl die Axial- als
auch die Radial- als auch die Kippsteifigkeiten der Gewindemutter wieder-
gegeben werden. Zudem werden durch zusätzliche Schraubsteifigkeiten die
Verknüpfungen zwischen den Translations- und Rotationsfreiheitsgraden in
bzw. um die Spindelachsrichtung hergestellt. Auf diese Weise findet keine me-
chanische Fesselung der Vorschubachsen statt, weshalb in den Lösungen der
Bewegungsgleichungen Starrkörperbewegungen (von Oertli (2008) auch als
Mechanismenmoden bezeichnet) enthalten sind. Somit ist nach der Integrati-
on des Antriebsmodells in das mechatronische Gesamtmodell die Simulation
kleiner Führungsbewegungen möglich, was eine wichtige Voraussetzung zur
Abbildung der dynamischen Wechselwirkungen zwischen Antriebsstrang und
Maschinengestell darstellt.

2.5.4 Mechatronisches Gesamtmodell

Das mechatronische Gesamtmodell entsteht, wie bereits in Bild 2.8 schematisch
dargestellt, durch die Kopplung des Zustandsraummodells der mechanischen
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Struktur mit den Modellen der elektrischen Antriebe sowie den zugehörigen
Regelungssystemen. Da die mechanischen Eigenschaften der Vorschubmoto-
ren, die insbesondere durch die Trägheitsmomente der Rotorwellen bestimmt
werden, bereits im strukturmechanischen Modell enthalten sind, wird im Ge-
samtmodell zusätzlich nur noch das elektrodynamische Verhalten abgebildet.
Für die Regelung der Vorschubachsen von Werkzeugmaschinen kommt heute
fast ausschließlich die sog. Kaskadenregelung zum Einsatz (Weck & Brecher
2006b). Darunter wird ein Lageregelkreis mit unterlagertem Geschwindigkeits-
und Stromregelkreis verstanden. Diese kaskadierte Struktur ist entsprechend
die Basis für das Regelungsmodell. Eine detaillierte Beschreibung zur Modellie-
rung der elektrischen Komponenten sowie der Regelung ist z. B. Berkemer
(2003) oder Oertli (2008) zu entnehmen.

Mit einem gekoppelten mechatronischen Gesamtmodell sind Untersuchungen
von Werkzeugmaschinen im Zeit- und im Frequenzbereich möglich, die die
Optimierung der Reglerparameter oder die Analyse der Wechselwirkungen
zwischen den Antrieben, der Regelung und der Strukturmechanik adressieren.
Die auf den beschriebenen Grundlagen basierende Gesamtmaschinensimulation
stellt heute den Stand der Technik dar und wird bei Werkzeugmaschinenherstel-
lern bereits teilweise als entwicklungsbegleitendes Werkzeug eingesetzt (Kehl
2004). Berkemer & Knorr (2002) verwendeten das beschriebene Vorgehen für
die Reglerauslegung und Genauigkeitsbewertung von Werkzeugmaschinen mit
Lineardirektantrieben. Um seinen neuen Modellierungsansatz für Kugelgewin-
detriebe zu validieren, setzte Oertli (2008) die mechatronische Simulation an
einem Bearbeitungszentrum ein und analysierte die Wechselwirkungen zwischen
den Antriebssträngen und den Gestellstrukturen. Einen allgemeinen umfassen-
den Überblick über die mechatronische Simulation von Werkzeugmaschinen,
unter anderem mit Hilfe der gekoppelten Simulation von FEM-Modellen und
der Regelungsstrukturen, geben Altintas et al. (2005).

Darüber hinaus gibt es weitere Arbeiten, in welchen ein derartiges mechatroni-
sches Gesamtmodell für unterschiedliche Zielanwendungen zum Einsatz kommt.
Allen ist jedoch gemeinsam, dass eine effiziente Berechnung im Zeitbereich
nicht möglich ist, sofern das vollständige FEM-Strukturmodell herangezogen
wird.

2.5.5 Gekoppelte Struktur-Prozess-Simulation

Eine weitere Möglichkeit der gekoppelten Simulation stellt die Berechnung
der Struktur-Prozess-Wechselwirkungen in Werkzeugmaschinen dar. Wie in
Abschnitt 2.2.3 beschrieben, gehören die auftretenden Kräfte eines Bearbei-
tungsprozesses zu den relevanten Beanspruchungen der Maschinenstruktur und
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bilden, bei der regelungstechnischen Betrachtungsweise, eine Rückkopplung auf
das nachgiebige System.

Für die gekoppelte Simulation des Betriebsverhaltens gilt es demnach geeignete
Beschreibungsformen zur Abbildung des Bearbeitungsprozesses und der resul-
tierenden Kräfte zu finden. Die Modellierung der Zerspankräfte steht bereits
seit vielen Jahren im Mittelpunkt der Forschungstätigkeiten im Bereich der
Fertigungstechnik und ist aufgrund der Vielfältigkeit der bestehenden Prozesse
sowie aufgrund der Abhängigkeit von der Werkstoff-Schneidstoff-Kombination
und der Schneidengeometrie noch immer Gegenstand der Forschung.

Für die gekoppelte Simulation müssen die Teilmodelle so miteinander verbun-
den werden, dass der Einfluss der Strukturverlagerung im Zerspankraftmodell
Berücksichtigung findet und die berechneten Bearbeitungskräfte wiederum auf
die Maschinenstruktur wirken können (Bild 2.3). Hierfür eignet sich, wie in
Abschnitt 2.5 erläutert, die Zustandsraumdarstellung des Strukturmodells, weil
somit die relevanten Ein- und Ausgangsgrößen auf die entsprechenden Freiheits-
grade wirken. Zur Modellierung der Kraft besteht einerseits die Möglichkeit,
diese numerisch mit Hilfe der FEM zu bestimmen (z. B. Söhner 2003, Hövel
2008). Dies resultiert allerdings in einem erheblichen Rechenaufwand. Zum
anderen können die Kräfte experimentell ermittelt und mit einem Maschinenmo-
dell gekoppelt werden. Auf diese Weise sind Variationen der Prozessparameter
stets mit weiteren Experimenten verbunden und das empirische Modell kann
nicht dynamisch auf Schwingungserscheinungen des Strukturmodells reagieren.
Deshalb eignet sich für die gekoppelte Struktur-Prozess-Simulation am besten
eine analytische Beschreibung der Kräfte, welche häufig durch experimentell
bestimmte Korrekturfaktoren unterstützt wird (z. B. Kienzle & Victor 1957,
Tlusty & MacNeil 1975, Altintas 2000).

Mit diesen gekoppelten Modellen lassen sich z. B. Untersuchungen bezüglich
der Prozessstabilität durchführen. Durch Parametervariation können stabile
und instabile Bereiche identifiziert und sogenannte Stabilitätskarten berechnet
werden (z. B. Altintas & Weck 2004, Faasen 2007, Henninger 2009). Die-
ser gekoppelte Simulationsansatz kann für verschiedene Bearbeitungsprozesse
angewendet werden. In Henninger (2009) und Kalveram (2005) werden
Methoden zur Analyse der dynamischen Stabilität beim Fräsen vorgestellt.
Schwarz (2010) entwickelte ein modulares Zerspankraftmodell zur Simulation
der Wechselwirkungen während der Drehbearbeitung. Für Schleifprozesse wurde
von Aurich et al. (2009) ein umfassender Überblick über potenzielle Mo-
dellierungsansätze zur Berechnung der Wechselwirkungen in Schleifmaschinen
präsentiert.
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Die genannten Arbeiten stellen nur einen kleinen Auszug aus diesem Bereich
dar. Alle Ansätze haben allerdings die Gemeinsamkeit, dass für die korrekte
Wiedergabe des Strukturverhaltens der Werkzeugmaschine ein möglichst genau-
es Modell benötigt wird. Deshalb wird hierfür, wie in Abschnitt 2.4.2 erläutert,
meist auf detaillierte FEM-Modelle zurückgegriffen, die wiederum eine hohe
Anzahl von Freiheitsgraden in das zu lösende Gleichungssystem einbringen.

2.6 Zusammenfassung

Um das Verhalten des komplexen Systems Werkzeugmaschine, welches durch
die Interaktionen zwischen der Maschinenstruktur, den geregelten Antriebssys-
temen und den Zerspankräften während des Betriebes bestimmt wird, möglichst
früh im Entwicklungsprozess vorhersagen und hinsichtlich der Lastenheftziele
optimieren zu können, ist der Einsatz von Simulationsmethoden heute unum-
gänglich. Das Potenzial der Simulation kann dabei umso besser genutzt wer-
den, je früher diese zur Anwendung kommt. Zur Unterstützung der Entwurfs-
und Detaillierungsphasen im Entwicklungsprozess von Werkzeugmaschinen
hat sich dabei insbesondere die FEM als Standardmethode durchgesetzt. Ne-
ben ihrem Einsatz zur Festigkeitsbestimmung oder zur Berechnung statischer
und dynamischer Nachgiebigkeiten bietet die Verwendung von FEM-Modellen
für die gekoppelte Simulation mit den elektromechanischen Antrieben große
Potenziale zur Abschätzung der Leistungsfähigkeit des Systementwurfs. Ein
Qualitätsmerkmal des FEM-Modells ist dabei der Grad der Diskretisierung
der kontinuierlichen Struktur. Je feiner die Netzstruktur gewählt wird, desto
größer ist die zu erwartende Approximationsgüte, was allerdings auch ein grö-
ßeres zu lösendes Gleichungssystem hervorruft. Bei der Betrachtung ganzer
Werkzeugmaschinenstrukturen können somit Modelle mit mehreren hundert-
tausend Freiheitsgraden oder mehr entstehen. Eine gekoppelte Simulation im
Zeitbereich auf Basis dieser Modelle zusammen mit den regelungstechnischen
Komponenten ist auf gewöhnlichen Simulationsrechnern und unter industriellen
Ansprüchen daher meist nicht durchführbar.

Eine Möglichkeit, die dazu führt, dass das gekoppelte System dennoch berechnet
werden kann, ist der Einsatz von Modellordnungsreduktionsverfahren. Das
Ziel dieser Verfahren ist es, ein System deutlich kleinerer Dimension zu finden,
welches die Eigenschaften des Originalsystems bestmöglich approximiert und
dabei selbst in einer akzeptablen Zeit berechnet werden kann. Im folgenden
Kapitel werden daher diverse Möglichkeiten zur Ordnungsreduktion großer
Gleichungssysteme behandelt.
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3 Verfahren zur Modellordnungsreduktion

3.1 Inhalt des Kapitels

Im vorangegangenen Kapitel wurde die Notwendigkeit einer Ordnungsreduktion
während des Einsatzes von Simulationsmethoden im Entwicklungsprozess von
Werkzeugmaschinen erläutert. Daher folgt in diesem Kapitel eine Beschreibung
verschiedener Verfahren zur Modellreduktion von großen Differenzialgleichungs-
systemen. Hierfür werden in Abschnitt 3.2 zunächst die relevanten Grundlagen
der linearen Algebra sowie der Systemtheorie erläutert, welche als Hilfsmittel
zur Beschreibung und zur Analyse von Differenzialgleichungen dienen.

Im Hauptteil des Kapitels wird in Abschnitt 3.3 zunächst eine allgemeine
Einordnung der Modellreduktion in die Vorgehensabfolge während der Simu-
lation gegeben. Aufgrund der Vielzahl von Reduktionsverfahren, welche in
der Mathematik und in der Systemtheorie existieren bzw. Gegenstand der
Forschung sind, wird in Abschnitt 3.4 eine Einschränkung hinsichtlich der
in der vorliegenden Arbeit betrachteten Verfahren getroffen. Im Anschluss
beschreibt Abschnitt 3.5 allgemein das Prinzip der Reduktion mit Hilfe einer
Projektion, bevor in Abschnitt 3.6 unterschiedliche Ausprägungen der modalen
Reduktion vorgestellt werden. Darauf folgt eine detaillierte Vorstellung der
Krylov-Unterraum-basierten Reduktionsverfahren und deren mathematischer
Zusammenhänge (Abschnitt 3.7).

Abschließend werden in Abschnitt 3.8 bisherige Arbeiten betrachtet, in de-
nen Ordnungsreduktionsverfahren für die Simulation von Werkzeugmaschinen
zum Einsatz kamen. Eine Zusammenfassung und die Erläuterung des noch
ausstehenden Handlungsbedarfes schließen dieses Kapitel ab.

3.2 Grundlagen der linearen Algebra und der Systemtheorie

3.2.1 Eigen- und Singulärwertzerlegung

Das Eigenwertproblem besteht darin, zu einer gegebenen Matrix A ∈ Kn×n

diejenigen Vektoren xi ∈ Kn und die dazugehörigen Parameter λi ∈ K zu
finden, sodass

A · xi = λi · xi für i = 1, . . . , n (3.1)

gilt. Die Vektoren xi werden die Eigenvektoren der Matrix A zu den zugehörigen
Eigenwerten λi genannt. Die nicht-trivialen Lösungen des Eigenwertproblems
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erhält man durch die Eigenwerte λi, welche sich als die Nullstellen des charak-
teristischen Polynoms p(λ)

p(λ) = det(A − λI) (3.2)

berechnen lassen. Das Einsetzen der Werte λi in (3.1) liefert zu jedem Eigenwert
λi den korrespondierenen Eigenvektor xi, der die Gleichung erfüllt.

Existieren n linear unabhängige Eigenvektoren xi und werden diese spaltenweise
zu einer Matrix X = [x1 x2 · · · xn] ∈ Kn×n zusammengefügt, so ist damit
eine Ähnlichkeitstransformation

X−1 · A · X = Λ = diag(λ1 . . . λn) (3.3)

gegeben. Die Matrix X wird auch Transformationsmatrix bzw. in der Struk-
turdynamik Modalmatrix genannt. Λ = diag(λi) stellt eine Diagonalmatrix
mit den Eigenwerten λi auf der Hauptdiagonalen dar.

Die eigentliche Eigenwertzerlegung von A resultiert dann aus der Multiplikation
von Gleichung (3.3) mit X von links und mit X−1 von rechts:

A = X · Λ · X−1. (3.4)

Eine Verallgemeinerung des oben erläuterten speziellen Eigenwertproblems
stellt das allgemeine Eigenwertproblem

A · xi = λiE · xi für i = 1, . . . , n (3.5)

dar, bei dem die Matrix E unter Umständen singulär sein kann. Auch beim
allgemeinen Eigenwertproblem werden die nicht-trivialen Lösungen durch Be-
stimmung der Nullstellen des charakteristischen Polynoms

p(λ) = det(A − λE) (3.6)

bestimmt. Für den Fall, dass die Matrizen A und E hermitesch sind, d. h.
im Reellen symmetrisch, und E zusätzlich positiv definit ist, sind auch alle
Eigenwerte λi reell und es existiert eine Basis aus n unabhängigen Eigenvektoren
xi (Zurmühl & Falk 1986). Ist E singulär, so liegt mindestens ein Eigenwert
im Unendlichen. Der zugehörige Eigenvektor liegt für x �= 0 dann im Nullraum
von E, d. h.

E · x = 0. (3.7)

Wie im Fall des speziellen Eigenwertproblems können die berechneten Eigen-
vektoren xi spaltenweise zu einer Transformationsmatrix X zusammengeführt
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werden, mit der folgende Ähnlichkeitstransformation gilt:

X−1 · A · X = diag(λi), (3.8)
X−1 · E · X = I. (3.9)

Nahe verwandt mit dem Eigenwertproblem ist das Singulärwertproblem. Dieses
kann auch für nicht-quadratische Matrizen formuliert werden. Als Singulärwerte
werden nach Antoulas (2005) die reellen Diagonalelemente der Matrix Σ
bezeichnet, die sich bei der Faktorisierung einer Matrix S ∈ Kn×m gemäß

S = U · Σ · V ∗ (3.10)

mit den unitären Matrizen U ∈ Cn×n und V ∈ Cm×m sowie der Diagonalma-
trix

Σ =




σ1

. . . 0
σk

0 0




∈ Rn×m (3.11)

mit
σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σk ≥ 0, k = min {n, m} (3.12)

ergeben.

Nach (3.10) ist jedem Singulärwert σi ein Links- und ein Rechtssingulärvektor
zugeordnet. Ähnlich wie auch in der Eigenvektormatrix entsprechen diese
jeweils der i-ten Spalte der Matrizen U und V . Aus der Zerlegung folgt, dass

S · vi = σi · ui und (3.13)
S∗ · ui = σi · vi (3.14)

gilt. Durch Umformen der Gleichungen (3.13) und (3.14) lässt sich der Zusam-
menhang mit dem Eigenwertproblem (3.1) verdeutlichen:

(S∗ · S)︸ ︷︷ ︸
A

· vi︸︷︷︸
xi

= σ2
i︸︷︷︸

λi

· vi︸︷︷︸
xi

(3.15)

(S · S∗)︸ ︷︷ ︸
A∗

· ui︸︷︷︸
xi

= σ2
i︸︷︷︸

λi

· ui︸︷︷︸
xi.

(3.16)

Damit bietet die Singulärwertzerlegung etliche Einsatzmöglichkeiten für die
numerische Analyse von Problemen aus der linearen Algebra. Nach Soppa (2011)
ist im Kontext der Modellreduktion besonders die Darstellung einer Matrix als
Reihe interessant. Die Matrix S lässt sich mit Hilfe der Singulärwertzerlegung
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als Summe dyadischer Produkte beschreiben:

S =
k∑

i=1

σiuivi. (3.17)

Wird die Reihe nach dem s-ten Glied abgebrochen, so erhält man eine Appro-
ximation von S vom Rang s = rang(S̃):

S̃ =
s∑

i=1

σiuivi (3.18)

3.2.2 Matrix-Zerlegungen

Die Zerlegung einer Matrix in ein Produkt von zwei oder mehreren Teilmatrizen
stellt ein wichtiges Hilfmittel in der linearen Algebra und bei der Anwendung von
Ordnungsreduktionsverfahren dar. Die nötigen und in der vorliegenden Arbeit
verwendeten Zerlegungen werden in diesem Abschnitt vorgestellt, wobei nicht
detaillierter auf die Berechnung der Teilmatrizen eingegangen wird. Hierfür wird
auf einschlägige Fachliteratur wie z. B. Golub & van Loan (1996) verwiesen,
aus der die folgenden Definitionen resultieren.

Eine Zerlegung, die auch zur Lösung von Gleichungssystemen verwendet wird,
ist die sogenannte LU -Zerlegung einer Matrix A ∈ Kn×n in das Produkt einer
linken unteren Dreiecksmatrix L und einer rechten oberen Dreiecksmatrix U :

A = LU (3.19)

mit

L =




∗ 0 . . . . . . . . 0
∗ ∗ 0 . . . . . .
... ∗

. . . . . .
...

. . . . .
. . . ∗ 0

∗ . . . . . . ∗ ∗




∈ Kn×n und U =




∗ ∗ . . . . . . . . ∗
0 ∗ ∗ . . . . . .
... 0

. . . . . .
...

. . . . .
. . . ∗ ∗

0 . . . . . . 0 ∗




∈ Kn×n.

Aufgrund der Dreiecksstruktur der Matrizen L und U ist die Lösung des
Gleichungssystems Ax = b mit b ∈ Kn effizient mit einer Rückwärts- und einer
Vorwärtssubstitution berechenbar. Besonders für sehr große Gleichungssysteme
kann daher die Lösung mit Hilfe der LU -Zerlegung mit weniger Aufwand als
bei der direkten Berechnung gefunden werden.
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Eine weitere in der vorliegenden Arbeit verwendete Zerlegung ist die QR-
Zerlegung einer Matrix A ∈ Kn×n in das Produkt einer orthogonalen Matrix
Q, d. h. Q∗Q = In, und einer rechten oberen Dreiecksmatrix R, jeweils der
Dimension n:

A = QR. (3.20)

Von Letzterer existieren mit der sog. reduzierten QR-Zerlegung und der Rank-
Revealing1-QR-Zerlegung zwei relevante Varianten. Für eine rechteckige Matrix
A ∈ Kn×s mit s ≤ n bricht die reduzierte QR-Zerlegung nach s berechneten
Spalten der Matrix Q ∈ Kn×s und R ∈ Ks×s ab. Bei der Rank-Revealing-QR-
Zerlegung findet während der Berechnung eine zusätzliche Spaltenpermutation
der Matrix A mit Hilfe einer Permutationsmatrix statt. Die Permutation richtet
sich dabei nach dem Absolutbetrag der Diagonaleinträge der Matrix R. Für
die rechteckige Matrix A ∈ Kn×s mit s ≤ n und rang(A) = l (l ≤ min {n, s})
lautet die Rank-Revealing-QR-Zerlegung:

A = QRP ∗. (3.21)

Das Produkt besteht aus der orthogonalen Matrix Q ∈ Kn×s (Q∗Q = Is), der
Permutationsmatrix P ∈ Ks×s, der oberen Dreiecksmatrix R11 ∈ Kl×l mit
|r1,1| > . . . > |rl,l| und der Matrix R12 ∈ Kl×(s−l), wobei gilt:

R =
[

R11 R12
0 0

]
∈ Ks×s. (3.22)

3.2.3 Projektionen

Durch eine Projektion wird ein Vektor eines bestimmten Vektorraumes auf
einen Untervektorraum abgebildet. Dabei wird die Projektion durch eine Pro-
jektionsrichtung und einen Projektionsraum bestimmt. Zur Erläuterung sei ein
Vektor x im dreidimensionalen Raum des R3 betrachtet, der auf eine Ebene pro-
jiziert und mit xpro bezeichnet wird. Diese Ebene ist dabei als eine Teilmenge
des R3 zu sehen und wird durch die Basisvektoren v1 und v2 aufgespannt, die
somit die Basis V definieren. Die Projektionsrichtung wird durch eine weitere
Ebene W = [w1, w2] festgelegt, zu welcher die Projektion senkrecht erfolgt.

Die Forderung, dass die Projektionsrichtung senkrecht zum Unterraum W ist,
lässt sich verallgemeinert durch

W ∗ · (xpro − x) = 0 mit xpro, x ∈ Kn, W ∈ Kn×r (3.23)

1 englisch: Rang aufdeckend. Diese Matrix-Zerlegung wird so genannt, weil sie den Rang
der zerlegten Matrix aufdeckt.
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3 Verfahren zur Modellordnungsreduktion

ausdrücken, wenn W = [w1, w2, . . . , wr] eine Basis des Unterraumes W dar-
stellt. Zusätzlich muss das Projektionsbild durch eine Basis V = [v1, v2, . . . , vr]
des Unterraumes V beschreibbar sein:

xpro = V · xred mit xred ∈ Kr, V ∈ Kn×r. (3.24)

Der Vektor xred repräsentiert dabei den Vektor xpro, welcher in der Basis V

definiert ist. Das Einsetzen der Bedingung (3.24) in (3.23) und Umformen mit
der Voraussetzung, dass W ∗V regulär ist, beschreibt eine Beziehung eines
Vektors des Kn zur natürlichen Basis und eines Vektors des Kr zur Basis V ,
wobei r < n ist:

xred = (W ∗V )−1W ∗ · x. (3.25)

Diese Beziehung ist für die Reduktionsverfahren durch Projektion besonders
wichtig, denn sie beschreibt eine Reduktion der Ordnung.

Nach einer Linksmultiplikation mit der Basis V wird schließlich das Ergebnis
der Projektion beschrieben:

xpro = V (W ∗V )−1W ∗

︸ ︷︷ ︸
P

·x. (3.26)

Die Matrix P ∈ Kn×n, die die Projektionsabbildung bewirkt, wird demnach
Projektor genannt. Wenn die Matrizen W und V biorthonormal sind, d. h.
W ∗V = I, gilt für die Matrix des Projektors:

P = V W ∗. (3.27)

Werden für die Projektion zwei unterschiedliche Matrizen W und V verwendet,
so wird von einer Petrov-Galerkin- oder auch schiefen Projektion gesprochen.
Wird hingegen W = V mit V ∗V = I verwendet, wird dies eine orthogonale
oder Galerkin-Projektion genannt (Saad 2003, Antoulas 2005). Die zwei
verschiedenen Arten von Projektionen sind in Bild 3.1 für den Fall des R3

dargestellt.

Der Projektor P teilt somit den Raum Kn in die zwei Unterräume V und W. Der
zu Beginn dieses Abschnitts erwähnte Projektionsraum ist entsprechend durch
den Unterraum V und die Projektionsrichtung durch eine Orthogonale auf den
Unterraum W gegeben. Für detailliertere Erläuterungen sei auf entsprechende
Fachliteratur (z. B. Saad 2003, Antoulas 2005) verwiesen.
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Bild 3.1: Schematische Darstellung einer orthogonalen und einer schiefen Pro-
jektion, wobei V und W je eine Basis von V und W darstellen

3.2.4 Darstellung von Systemen

Das Verhalten vieler technischer Systeme wird mit Hilfe von Differenzialglei-
chungen beschrieben. Je nach Spezifikation und Modellierungsansatz entsteht
dabei ein Differenzialgleichungssystem erster oder zweiter Ordnung. Wie in
Abschnitt 2.2.2 bereits angedeutet, ist ein System dadurch gekennzeichnet, dass
es vorhandene, zeitlich veränderliche Signale, die an den Eingängen anliegen, in
andere Signale umwandeln kann, welche als Ausgänge das System verlassen.

Für die Beschreibung linearer mechanischer Systeme wird in der Regel die
Bewegungsdifferenzialgleichung zweiter Ordnung (2.3) herangezogen. Aus sys-
temtheoretischer Sicht ist es sinnvoll, den Kraftvektor F als Produkt aus der
zeitinvarianten Eingangsmatrix B ∈ Kn×m und dem zeitabhängigen Eingangs-
vektor u(t) ∈ Km darzustellen. Da die Anzahl der Ausgänge des Systems nicht
zwangsweise der Anzahl der Zustände entsprechen muss, wird eine Ausgangs-
gleichung für das System eingeführt, mit der die relevanten Ausgänge y(t)
berechnet werden können. Hierfür werden die Ausgangsmatrizen Cp ∈ Kq×n

und Cv ∈ Kq×n für die verschiebungsproportionalen (Index p) und geschwin-
digkeitsproportionalen (Index v) Ausgänge eingesetzt. Dadurch entsteht ein
lineares, zeitinvariantes System zweiter Ordnung

Mẍ(t) + Dẋ(t) + Kx(t) = Bu(t)
y(t) = Cpx(t) + Cvẋ(t)

(3.28)

mit M , D, K ∈ Kn×n. Die Linearität des Systems ist dadurch gegeben, dass
die Koeffizientenmatrizen der Massen-, Dämpfungs- und Steifigkeitseigenschaf-
ten nicht von den Zuständen abhängig sind. Aus diesem Grund treten die
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3 Verfahren zur Modellordnungsreduktion

Unbekannten des Systems nur in linearen Zusammenhängen auf. Da die Ko-
effizientenmatrizen zudem nicht von der Zeit abhängig sind, wirkt sich der
Zeitpunkt des Auftretens von Eingangssignalen nicht auf die Ausprägung der
Ausgänge aus. Das System gilt daher als zeitinvariant. (Unbehauen 2002)

Um das Gleichungssystem im Zeitbereich lösen zu können, muss es von einem
System zweiter Ordnung in ein System erster Ordnung überführt werden.
Hierfür wird häufig die sog. Zustandsraumdarstellung herangezogen, welche
u. a. für regelungstechnische Anwendungen oder in der digitalen Blocksimulation
zum Einsatz kommt. Für die Transformation in den Zustandsraum wird der
Zustandsvektor z aus der Position x und deren Ableitung, der Geschwindigkeit
ẋ, gebildet:

z(t) =
[

x(t)
ẋ(t)

]
. (3.29)

Mit diesem Vektor lässt sich schließlich die Transformation durchführen:
[

N 0
0 M

]

︸ ︷︷ ︸
E

[
ẋ(t)
ẍ(t)

]

︸ ︷︷ ︸
ż(t)

=
[

0 N

−K −D

]

︸ ︷︷ ︸
Ă

[
x(t)
ẋ(t)

]

︸ ︷︷ ︸
z(t)

+
[

0
F

]

︸︷︷︸
B̆

u(t)

y(t) =
[
Cp Cv

]
︸ ︷︷ ︸

C

[
x(t)
ẋ(t)

]

︸ ︷︷ ︸
z(t)

,

(3.30)

woraus sich das verallgemeinerte Zustandsraummodell erster Ordnung

Eż(t) = Ăz(t) + B̆u(t)
y(t) = Cz(t)

(3.31)

mit E, Ă ∈ K2n×2n, B̆ ∈ K2n×m und C ∈ Kq×2n ableiten lässt.

Die Matrix N ∈ Kn×n in Gleichung (3.30) muss lediglich der Forderung genügen,
nicht singulär zu sein. Häufig wird sie daher mit der n × n-Einheitsmatrix
In gleichgesetzt. Werden die N -Blöcke in (3.30) allerdings durch −K ersetzt,
führt dies auf symmetrische Systemmatrizen E und Ă, sofern M und K

symmetrisch sind. Da diese Eigenschaft bei linearen FEM-Modellen i. d. R.
gegeben ist, können somit positive mathematische Effekte hinsichtlich der
Recheneffizienz erreicht werden.

Im Gegensatz zu einer einzelnen Differenzialgleichung kann es beim Gleichungs-
system (3.31) vorkommen, dass zusätzlich algebraische Nebenbedingungen
enthalten sind, was zu einer singulären Matrix E führen kann. In diesem
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ż(t)

=
[

0 N

−K −D

]

︸ ︷︷ ︸
Ă
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Fall spricht man von einem diffenzial-algebraischen Gleichungssystem oder
auch Deskriptorsystem. Ist die Matrix E hingegen invertierbar, so lässt sich
die klassische Zustandsraumdarstellung des linearen, zeitinvarianten Systems2

erzeugen, welche auch für die gekoppelte Simulation angewendet wird:

ż(t) = Az(t) + Bu(t)
y(t) = Cz(t)

(3.32)

mit

A = E−1Ă =
[

0 N

−M−1K −M−1D

]
und B = E−1B̆ =

[
0

M−1F

]
.

Nach der Zustandsraumtransformation liegt ein Differenzialgleichungssystem
erster Ordnung vor, welches für eine Lösung im Zeitbereich geeignet ist. Dabei
ist zu beachten, dass die Dimension n des ursprünglichen Systems (3.28) auf 2n

verdoppelt wurde. Bild 3.2 zeigt eine allgemeine, signaltechnische Darstellung
eines linearen Zustandsraummodells. Die Differenzialgleichung wird dabei durch
den Integrationsblock mit dem Diagonalstrich in der Mitte symbolisiert. Der
Vollständigkeit halber ist auch die Durchgriffsmatrix D dargestellt, die in
Gleichung (3.32) enfällt, da D = 0 gilt.

Bild 3.2: Signaltechnische Darstellung eines linearen Zustandsraumodells

3.2.5 Systemeigenschaften

3.2.5.1 Stabilität und Passivität

Zur Beurteilung der Systemeigenschaft Stabilität können ausgehend vom System
(3.32) zwei Konzepte abgeleitet werden. Unter externer Stabilität wird die
Eigenschaft verstanden, dass aus einem beschränkten Eingangssignal u(t)

2 Diese Form wird in der Systemtheorie auch LTI-System (engl.: linear time-invariant)
genannt.
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auch ein beschränktes Ausgangssignal y(t) folgt (Antoulas 2005). Für die
Untersuchung der inneren Stabilität wird hingegen das Anfangswertproblem

ż(t) = Az(t), z(0) = z0 (3.33)

herangezogen. Liegt für alle t ≥ 0 eine beschränkte Lösung z(t) des Anfangs-
wertproblems (3.33) vor, so gilt das System als stabil. Mechanisch gesehen
bedeutet dies, dass Letzteres nach einer Auslenkung aus der Ruhelage wieder
in eine Ruhelage zurückkehrt. Gilt darüber hinaus

lim
t→∞

z(t) = 0, (3.34)

so wird das System asymptotisch stabil genannt. Ein Schwingungssystem wird
in diesem Fall in endlicher Zeit wieder in der Ausgangslage zur Ruhe kommen.
Einen Spezialfall stellt die Grenzstabilität dar. Diese liegt vor, wenn die Energie
im System konstant bleibt, was für das Schwingungssystem bedeutet, dass es
ohne Amplitudenabfall gleichmäßig weiterschwingt. Zudem gilt, dass ein intern
stabiles System auch extern stabil ist, was jedoch umgekehrt nicht ausnahmslos
folgt (Lehner 2007). In der vorliegenden Arbeit bezieht sich die Verwendung
des Begriffes Stabilität stets auf die innere Stabilität.

Für die Bewertung der Stabilität spielen die Eigenwerte des Systems (sie-
he Abschnitt 3.2.1) eine entscheidende Rolle (Müller 1977, Knobloch &
Kwakernaak 1985). Wenn alle Eigenwerte nur negative Realteile besitzen,
liegt asymptotische Stabilität vor. Dagegen gilt das System als stabil oder
grenzstabil, wenn sämtliche Eigenwerte keine positiven Realteile aufweisen
und zusätzlich alle rein imaginären endlichen Eigenwerte die Vielfachheit 1
aufweisen. Für die weitergehende Stabilitätsanalyse sei auf Antoulas (2005)
verwiesen. Von Müller & Schiehlen (1976) werden darüber hinaus Kriterien
diskutiert, mit deren Hilfe die Stabilität eines Systems ohne direkte Berechnung
der Eigenwerte beurteilt werden kann.

Die Bestimmung der Stabiliät von Differenzialgleichungssystemen zweiter Ord-
nung, die in der Regel bei mechanischen schwingungsfähigen Systemen vorliegen,
erfolgt nach der Transformation in ein System erster Ordnung nach den oben
beschriebenen Kriterien. Alternativ lassen sich Letztere auch auf das Original-
system anwenden. Hierfür werden der Zustandsvektor z =

[
xT ẋT

]T und die
Matrizen E und Ă aus (3.30) in die Eigenwertgleichung (λE − Ă)z = 0 einge-
setzt. Nach Elimination von ẋ entsteht das quadratische Eigenwertproblem der
Dimension n:

(λ2M + λD + K)x = 0. (3.35)

Dieses System ist genau dann stabil bzw. grenzstabil, wenn der Realteil aller
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Nullstellen λ ∈ C des Polynoms p(λ) := det(λ2M +λD+K) kleiner bzw. gleich
Null ist und diejenigen Nullstellen, welche auf der imaginären Achse liegen,
nur die Vielfachheit eins besitzen. Befinden sich alle Nullstellen vollständig
in der offenen linken Halbebene von C, d. h. Re(λn) < 0, so ist das System
asymptotisch stabil. (Antoulas 2005)

An dieser Stelle sei auf die Bedeutung der Dämpfungsmatrix hinsichtlich der
Stabilität eines Systems hingewiesen. Die Nullstellen λi mit i = 1, . . . , n, die
gleichzeitig die Eigenwerte des Systems darstellen, liegen stets als konjugiert
komplexe Paare vor. Wie in Gleichung (2.20) in Abschnitt 2.4.4 dargestellt,
besteht jeder Eigenwert aus einer Abklingkonstante δ (Realteil) sowie der Ei-
genfrequenz des gedämpften Systems ωD (Imaginärteil). Für ein ungedämpftes
System, d. h. wenn D = 0, ergibt die Lösung des Eigenwertproblems n rein
imaginäre Eigenwertpaare (Pietrzko 1992). Daraus geht hervor, dass nur ein
gedämpftes System asymptotisch stabil ist und ein entsprechendes Abklingver-
halten aufweist (Bild 3.3). Die parabelförmige, zur reellen Achse symmetrische
Verteilung der Eigenwerte ist dabei einem proportionalen Dämpfungsansatz
geschuldet, wonach die größeren Eigenwerte stärker bedämpft werden als die
kleineren.
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Bild 3.3: Schematische Darstellung der Eigenwertverteilung in der komplexen
Ebene eines ungedämpften und eines gedämpften Systems

Die Eigenschaft Passivität eines Systems ist dann gegeben, wenn dieses intern
keine Energie generiert. Das System gilt zudem als strikt passiv, wenn es
Eingangsenergie verbraucht bzw. dissipiert (Sorensen 2005, Faßbender &
Benner 2006). Die zu einem bestimmten Zeitpunkt in einem passiven System
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gespeicherte Energie kann demnach nie größer sein, als die Summe der zum
Anfangszeitpunkt gespeicherten und der im zeitlichen Betrachtungsintervall
zugeführten Energie. Zur Beurteilung der Passivität wird die Energie, die über
die Eingänge dem System zugeführt wird, mit derjenigen verrechnet, welche
über die Ausgänge abgeführt wird. Aus diesem Grund sind physikalische Sys-
teme mit geschwindigkeitsproportionaler Dämpfungsmatrix nach Gleichung
(3.28) mathematisch gesehen nur dann passiv, wenn als Ausgänge die Geschwin-
digkeiten der Freiheitsgrade anstelle der Verschiebungen betrachtet werden
(Brogliato et al. 2007). Die Passivität ist damit eine Eigenschaft, welche
auch Einfluss auf die Stabilität des Systems haben kann.

3.2.5.2 Steuer- und Beobachtbarkeit

Das Kriterium Steuerbarkeit beschreibt, inwieweit die Zustände z(t) eines
Systems durch die Eingänge u(t) beeinflusst werden können. Nach der Theorie
von Kalman gilt ein System als vollständig steuerbar, wenn es für jeden An-
fangszustand z(t0) eine Steuerfunktion u(t) gibt, mit der das System innerhalb
einer endlichen Zeitspanne t0 ≤ t ≤ t1 in einen beliebigen Endzustand z(t1)
überführt werden kann (Kalman 1961, Lunze 2008). Für den Fall, dass der
Endzustand nicht von jedem Anfangszustand aus erreicht wird, entfällt der
Zusatz „vollständig“ und das System gilt als steuerbar. Da für lineare zeitinva-
riante kontinuierliche Systeme dieser Fall nicht auftreten kann (Unbehauen
2007), wird ohne die Gefahr eines Missverständnisses hierfür gewöhnlich nur
der Begriff Steuerbarkeit verwendet.

Zur Beurteilung der Steuerbarkeit eines Systems der Form (3.32) wird meist
das Kriterium von Kalman herangezogen, welches sich auf die Steuerbarkeits-
matrix

SS =
[
A AB A2B . . . A2n−1B

]
(3.36)

bezieht. Das Paar (A, B) gilt demnach als steuerbar, wenn die Steuerbarkeits-
matrix den Rang 2n hat:

rang (SS) = 2n. (3.37)

Das Konzept der Beobachtbarkeit beschreibt die Kopplung zwischen dem Zu-
stand z(t) des Systems und seinen Ausgängen y(t). Ein lineares zeitinvariantes
System wird demnach vollständig beobachtbar genannt, wenn der Anfangs-
zustand x0 aus dem bekannten Verlauf der Eingangsgröße u(t) und der Aus-
gangsgröße y(t) im endlichen Intervall [0, t1] bestimmt werden kann (Lunze
2008).

52



3 Verfahren zur Modellordnungsreduktion

gespeicherte Energie kann demnach nie größer sein, als die Summe der zum
Anfangszeitpunkt gespeicherten und der im zeitlichen Betrachtungsintervall
zugeführten Energie. Zur Beurteilung der Passivität wird die Energie, die über
die Eingänge dem System zugeführt wird, mit derjenigen verrechnet, welche
über die Ausgänge abgeführt wird. Aus diesem Grund sind physikalische Sys-
teme mit geschwindigkeitsproportionaler Dämpfungsmatrix nach Gleichung
(3.28) mathematisch gesehen nur dann passiv, wenn als Ausgänge die Geschwin-
digkeiten der Freiheitsgrade anstelle der Verschiebungen betrachtet werden
(Brogliato et al. 2007). Die Passivität ist damit eine Eigenschaft, welche
auch Einfluss auf die Stabilität des Systems haben kann.

3.2.5.2 Steuer- und Beobachtbarkeit

Das Kriterium Steuerbarkeit beschreibt, inwieweit die Zustände z(t) eines
Systems durch die Eingänge u(t) beeinflusst werden können. Nach der Theorie
von Kalman gilt ein System als vollständig steuerbar, wenn es für jeden An-
fangszustand z(t0) eine Steuerfunktion u(t) gibt, mit der das System innerhalb
einer endlichen Zeitspanne t0 ≤ t ≤ t1 in einen beliebigen Endzustand z(t1)
überführt werden kann (Kalman 1961, Lunze 2008). Für den Fall, dass der
Endzustand nicht von jedem Anfangszustand aus erreicht wird, entfällt der
Zusatz „vollständig“ und das System gilt als steuerbar. Da für lineare zeitinva-
riante kontinuierliche Systeme dieser Fall nicht auftreten kann (Unbehauen
2007), wird ohne die Gefahr eines Missverständnisses hierfür gewöhnlich nur
der Begriff Steuerbarkeit verwendet.

Zur Beurteilung der Steuerbarkeit eines Systems der Form (3.32) wird meist
das Kriterium von Kalman herangezogen, welches sich auf die Steuerbarkeits-
matrix

SS =
[
A AB A2B . . . A2n−1B

]
(3.36)

bezieht. Das Paar (A, B) gilt demnach als steuerbar, wenn die Steuerbarkeits-
matrix den Rang 2n hat:

rang (SS) = 2n. (3.37)

Das Konzept der Beobachtbarkeit beschreibt die Kopplung zwischen dem Zu-
stand z(t) des Systems und seinen Ausgängen y(t). Ein lineares zeitinvariantes
System wird demnach vollständig beobachtbar genannt, wenn der Anfangs-
zustand x0 aus dem bekannten Verlauf der Eingangsgröße u(t) und der Aus-
gangsgröße y(t) im endlichen Intervall [0, t1] bestimmt werden kann (Lunze
2008).

52

3.2 Grundlagen der linearen Algebra und der Systemtheorie

Auch für die Beobachtbarkeit gibt es ein Kalmankriterium, welches sich auf
die Beobachtbarkeitsmatrix

SB =
[
C CA CA2 . . . CA2n−1]T (3.38)

bezieht. Analog zu (3.37) ist das Paar (A, C) genau dann vollständig beobacht-
bar, wenn die Beobachtbarkeitsmatrix den Rang 2n hat:

rang (SB) = 2n. (3.39)

Dem Beobachtungsproblem liegt die Tatsache zu Grunde, dass bei den meis-
ten technischen Systemen nicht alle Zustandsvariablen messbar sind. Statt
dessen kann nur ein definierter Ausgangsvektor y(t) erfasst werden. Da die
Dimension von y kleiner als die von x ist, kann aus Dimensionsgründen nicht
der aktuelle Wert x(t) des Zustandsvektors aus dem aktuellen Wert y(t) des
Ausgangsvektors berechnet werden. Bei einem beobachtbaren System können
mehr Informationen über den Zustand erfahren werden, wenn die Bewegung
des Systems nicht nur in einem Zeitpunkt t1, sondern über ein bestimmtes
Zeitintervall beobachtet wird. Aus der Trajektorie y(t) (0 ≤ t ≤ t1) kann auf
diese Weise mit Hilfe des Modells und der bekannten Systembeeinflussung u(t)
der aktuelle Zustand rekonstruiert werden.

3.2.6 Übertragungsverhalten

Um globale Aussagen über das dynamische Verhalten von mechanischen Struk-
turen, welche in systemtechnischer Darstellung vorliegen, treffen zu können,
wird häufig das Übertragungsverhalten im Frequenzbereich betrachtet. Hierfür
werden die Übertragungsfunktionen zwischen den Eingängen des Sytemes, d. h.
bei Werkzeugmaschinen den Orten der Krafteinleitung, und den Ausgängen,
an welchen die Systemantworten abgegriffen werden, betrachtet.

Für die Berechnung des Übertragungsverhaltens ist der Übergang vom Zeit- in
den Frequenzbereich mit Hilfe einer Laplace-Transformation nötig:

F (s) := L[f(t)](s) =
∞∫

0

f(t)e−stdt. (3.40)

Mit dieser Transformation wird die Funktion f(t) in ihre Laplace-Transformierte
F (s) mit der komplexen Frequenzvariable s = σ + ıω überführt. Weitere
Informationen zur Laplace-Transformation können u. a. Föllinger (1994) oder
Unbehauen (2008) entnommen werden.
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Wird die Laplace-Transformation auf das Differenzialgleichungssystem zweiter
Ordnung (3.28) angewendet, so entsteht unter der Voraussetzung homogener
Anfangsbedingungen, d. h. x = ẋ = 0, das algebraische Gleichungssystem

s2MX(s) + sDX(s) + KX(s) = BU(s)
Y (s) = CpX(s) + sCvX(s)

(3.41)

mit dem komplexwertigen Parameter s und X(s), U(s) sowie Y (s) als den
Laplace-Transformierten von x(t), u(t) und y(t). Die anschließende Elimination
von X(s) in (3.41) führt auf

Y (s) = (Cp + sCv)(s2M + sD + K)−1B︸ ︷︷ ︸
H(s)

·U(s), (3.42)

woraus sich die (q × m)-wertige Funktion

H(s) = (Cp + sCv)(s2M + sD + K)−1B (3.43)

ableiten lässt, welche die Übertragungsfunktion des Systems zweiter Ordnung
genannt wird (Salimbahrami & Lohmann 2006). Für die Funktion gilt, dass
der Ausdruck (s2M + sD + K) regulär sein muss, die Matrizen M , D und
K hingegen dürfen jede für sich singulär sein (Rickelt-Rolf 2009). Aus
strukturmechanischer Sicht wird mit der Gleichung (3.43) ein Antwortverhalten
auf eine frequenzabhänige Anregung beschrieben, weshalb das Ergebnis der
Funktion auch Frequenzgang genannt wird. Da in dieser Arbeit stets harmo-
nische Anregungen betrachtet werden, gilt σ = 0, sodass für die komplexe
Frequenzvariable s = ıω = 2πıf resultiert.

Analog zum System zweiter Ordnung lässt sich die Übertragungsfunktion
auch für Systeme erster Ordnung bestimmen. Diese lautet für das allgemeine
Zustandsraummodell (3.31):

H(s) = C(sE − A)−1B. (3.44)

Im Fall des klassischen Zustandsraummodells (3.32) ergibt sich die Übertra-
gungsfunktion zu:

H(s) = C(sI − A)−1B. (3.45)

Auch für die Gleichungen (3.44) bzw. (3.45) gilt die Forderung, dass die
Ausdrücke (sE − A)−1 bzw. (sI − A)−1 regulär sein müssen.

Wird der Fall harmonisch erregter dynamischer Systeme (s = ıω) betrachtet,
so entsteht der sog. Frequenzgang

Ĥ(ıω) = (Cp + ıωCv)(−ω2M + ıωD + K)−1B, (3.46)
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der die Übertragungseigenschaften eines dynamischen Systems für sinusförmige
Eingangsgrößen beschreibt. Der Frequenzgang setzt sich aus dem Amplitu-
dengang

∣∣Ĥ(ıω)
∣∣ und dem Phasengang φ(ıω) zusammen, die üblicherweise

übereinander und (doppelt-)logarithmisch in einem sog. Bode-Diagramm dar-
gestellt werden. In dieser Form lässt sich die Amplitudenverstärkung und
die zugehörige Phasenverschiebung der Systemantwort auf eine harmonische
Eingangsschwingung ablesen.

Wurde für das betrachtete Gleichungssystem das Eigenwertproblem bereits
gelöst, so dass das entkoppelte Differenzialgleichungssystem (2.15) vorliegt,
dann lässt sich auch hierfür die Übertragungsfunktion aufstellen. Unter der
Annahme des modalen Dämpfungsansatzes nach Gleichung (2.24) erhält man
für harmonische Anregungen die stationären Lösungen q:

q = (−Iω2 + ı2DLΩω + Ω2)−1F̃ . (3.47)

Mit Hilfe der Modaltransformation (2.6) kann die Verschiebungsantwort x in
kartesischen Koordinaten berechnet werden:

x = Φ(−Iω2 + ı2DLΩω + Ω2)−1ΦT F . (3.48)

Unter Berücksichtigung der Definition der Übertragungsfunktion als Verhältnis
zwischen der Systemantwort und der anregenden Kraft (vgl. Gleichung (2.5))
wird für den vorliegenden Fall die Übertragungsmatrix N(ıω) mit den dynami-
schen Nachgiebigkeiten sämtlicher Übertragungspfade im Inneren der Struktur
definiert:

N(ıω) := xF −1 = Φ(−Iω2 + ı2DLΩω + Ω2)−1ΦT . (3.49)

Bei Werkzeugmaschinen stellen die Relativbewegungen und somit die Relativ-
nachgiebigkeit zwischen Werkzeug und Werkstück ein wichtiges Kriterium zur
Beurteilung der strukturdynamischen Eigenschaften dar. Für diesen Sonderfall
des Übertragungsverhaltens werden die selben Systemfreiheitsgrade für die
Anregungskräfte wie auch für die Verlagerungspunkte betrachtet.

Die dynamische Nachgiebigkeit kann aufgrund der entkoppelten Form der
oben stehenden Gleichung (3.49) auch als Summe der Beiträge Ni(ıω) zur
Gesamtübertragungsmatrix der einzelnen Moden i dargestellt werden:

N(ıω) =
∑

i

Ni(ıω) mit Ni(ıω) = φiφ
T
i

−ω2 + ı2DL,iωiω + ω2
i

. (3.50)

Nach Summer (1986) lässt sich durch Umformen für jede Mode i ein dimensions-
loser Frequenzgang Si(ıω) bestimmen, der die Dynamik der Mode i unabhängig

55



3 Verfahren zur Modellordnungsreduktion

vom Ein- bzw. Ausgangsfreiheitsgrad beschreibt:

Ni(ıω) = φiφ
T
i

ω2
i

· Si(ıω) mit Si(ıω) = 1
1 + ı2DL,i

ω
ωi

− ω2

ω2
i

. (3.51)

3.2.7 Momente einer Funktion

Die im Freuquenzbereich definierte Übertragungsfunktion H(s) in (3.44) kann
nach ihrer Umformung auch als

H(s) = −C · (I · sA−1E)−1 · A−1B (3.52)

geschrieben werden. Unter der Annahme, dass (I · sA−1E) nicht singulär
ist, und unter Zuhilfenahme einer Neumann-Reihenentwicklung (siehe z. B.
Grimme 1997, Eid 2009)

(I − ηG)−1 =
∞∑

j=0

(ηG)j (3.53)

lässt sich die Funktion H(s) in eine Potenzreihe um die Entwicklungsstelle
s0 = 0 entwickeln:

H(s) =
∞∑

j=0

−C(A−1E)jA−1Bsj =
∞∑

j=0

Tj(0)sj , (3.54)

wobei die Koeffizienten der Reihe Tj als Momente bezeichnet werden (Grimme
1997, Antoulas 2005):

Tj(0) = −C(A−1E)jA−1B = 1
j!

∂jH(s)
∂sj

∣∣∣∣
s=s0=0

mit j = 0, 1, ... . (3.55)

Die Übertragungsfunktion kann demnach durch eine unendliche Reihe darge-
stellt werden. Wird diese vorzeitig abgebrochen, so sind Funktion und Reihen-
darstellung nicht mehr identisch. Im Rahmen der moment-matching-Methoden
wird nun gefordert, dass eine bestimmte Anzahl an Momenten des Originalsys-
tems mit den Momenten des reduzierten Systems übereinstimmt.

Wird die Übertragungsfunktion im Rahmen der Reduktion durch eine Rei-
henentwicklung um den Nullpunkt (s0 = 0) approximiert, so wird dies eine
Padé-Approximation genannt, welche die niederfrequenten Anteile des Systems
gut annähert (Rickelt-Rolf 2009).
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Ni(ıω) = φiφ
T
i

ω2
i

· Si(ıω) mit Si(ıω) = 1
1 + ı2DL,i

ω
ωi

− ω2

ω2
i

. (3.51)
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Darüber hinaus kann die Entwicklung einer Reihe auf beliebige Punkte s0 ∈ C,
die keine Pole der Übertragungsfunktion darstellen, erweitert werden. Die
Formulierung der geshifteten3 Übertragungsfunktion sowie deren Potenzreihen-
darstellung um die Entwicklungsstelle s0 lautet nach Antoulas (2005):

H(s) = C((s − s0)E − (A − s0E))−1B

=
∞∑

j=0

−C((A − s0E)−1E)j(A − s0E)−1B(s − s0)j

=
∞∑

j=0

Tj(s0)(s − s0)j ,

(3.56)

wobei sich die Momente Tj durch

Tj(s0) = −C((A − s0E)−1E)j(A − s0E)−1B = 1
j!

∂jH(s)
∂sj

∣∣∣∣
s=s0

(3.57)

mit j = 0, 1, ... darstellen lassen. Die Wahl des Entwicklungspunktes4 s0
bestimmt dabei, in welchem Frequenzbereich die Übertragungsfunktion gut
wiedergegeben wird. Einen Spezialfall stellt die Reihe um einen Entwicklungs-
punkt im Unendlichen, d. h. s0 = ∞, dar, deren Momente Markov-Parameter
genannt werden. Die Potenzreihenentwicklung von H(s) = C(sE − A)−1B für
s0 → ∞ ist dabei definiert als

H(s) =
∞∑

j=0

Tj(s0)s−j−1 (3.58)

mit den Markov-Parametern

Tj(s0) = C(E−1A)jE−1B mit j = 0, 1, ... . (3.59)

Analog lassen sich nach Su et al. (2004) auch die Momente für die Übertra-
gungsfunktion eines Differenzialgleichungssystems zweiter Ordnung der Form
(3.43) bestimmen. Für die Entwicklung um eine beliebige Entwicklungsstel-
le s0 ∈ C, so dass (s2

0M + s0D + K)−1 existiert, ergibt sich die zu (3.43)

3 Der Begriff stammt vom englischen Verb to shift, welches mit verschieben übersetzt
werden kann. Der englische Ausdruck wird in der numerischen Mathematik mangels einer
treffenden Übersetzung auch im Deutschen verwendet (Soppa 2011).

4 Die Begriffe Entwicklungspunkt (EP) und Entwicklungsstelle (ES) werden in dieser Arbeit
synonym verwendet. Gemeint ist dabei stets ein Funktionswert s0, um welchen eine
Reihe entwickelt wird bzw. für welchen ein oder mehrere Momente zur Übereinstimmung
gebracht werden.
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äquivaliente Darstellung als geshiftete Übertragungsfunktion an der Stelle s:

H(s) = (Čp + (s − s0)Cv)((s − s0)2M + (s − s0)Ď + Ǩ)−1B, (3.60)

wobei gilt:

Ď = 2s0M + D, (3.61)
Ǩ = s2

0M + s0D + K und (3.62)
Čp = Cp + s0Cv. (3.63)

Im nächsten Schritt wird die Gleichung (3.60) zu

H(s) = (Čp+(s−s0)Cv)((s−s0)2Ǩ−1M+(s−s0)Ǩ−1Ď+I)−1Ǩ−1B (3.64)

umgeformt, so dass unter Berücksichtigung der Substitution

((s − s0)2Ǩ−1M + (s − s0)Ǩ−1Ď) = −L (3.65)

in Gleichung (3.64)

H(s) = (Čp + (s − s0)Cv)(I − L)−1Ǩ−1B (3.66)

entsteht. Auf diese Gleichung kann nun unter der Annahme, dass (I − L) nicht
singulär ist, eine Neumann-Reihenentwicklung nach (3.53) angewendet werden.
Damit kann die Übertragungsfunktion H(s) um eine beliebige Entwicklungs-
stelle s0 ∈ C in eine Potenzreihe

H(s) =
∞∑

j=0

Tj(s0)(s − s0)j (3.67)

entwickelt werden.

Die Koeffizienten

Tj(s0) = 1
j!

∂jH(s)
∂sj

∣∣∣∣
s=s0

mit j = 0, 1, ... (3.68)

sowie

Tj(s0) =

{
ČpΘj(s0), für j = 0
CvΘj−1(s0) + ČpΘj(s0) für j = 1, 2, ...

(3.69)
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und

Θj(s0) =





Ǩ−1B, für j = 0
Ǩ−1(−ĎΘ0(s0)), für j = 1
Ǩ−1(−ĎΘj−1(s0) − MΘj−2(s0)) für j = 2, 3, ...

(3.70)

stellen demnach die Momente zweiter Ordnung der Übertragungsfunktion (3.60)
um die Entwicklungsstelle s0 dar (Su et al. 2004).

3.2.8 Normen

3.2.8.1 Allgemeines

Normen dienen in der Systemtheorie dazu, das Verhalten unterschiedlicher
Systeme hinsichtlich bestimmter Eigenschaften quantifizierbar und somit ver-
gleichbar zu machen. Sie können auf Vektoren, Matrizen oder Funktionen
angewendet werden. Die Normierung bildet die zu normierende Größe aus
dem Vektorraum V auf die positiven reellen Zahlen ab und schafft somit eine
Vergleichbarkeit mit den anderen Größen desselben Raumes (Antoulas 2005,
Bronstein et al. 2008):

‖·‖ : V → R≥0. (3.71)

3.2.8.2 Vektornormen

Für Vektoren stellt die sog. p-Norm eine geeignete und häufig verwendet Klasse
dar, die nach Bronstein et al. (2008) wie folgt für reelle Zahlen definiert
ist:

‖x‖ =




(
n∑

i=1
|xi|p

) 1
p

für 1 ≤ p < ∞

max
i∈{1,...,n}

(
|xi|

)
für p = ∞

(3.72)

Für p = 2 ergibt sich die sog. euklidische Norm, deren besondere Bedeutung
darin liegt, dass sie für Vektoren des R3 die Längen im dreidimensionalen Raum
bestimmt:

‖x‖2 =
√

xT · x. (3.73)

Geht p ins Unendliche, so dominiert der größte Eintrag des Vektors immer
mehr, was durch die Maximumsfunktion in (3.72) ausgedrückt wird.
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3.2.8.3 Matrixnormen

Eine für den Kontext der vorliegenden Arbeit relevante, auf Matrizen anwendba-
re Norm ist die sog. Schatten-p-Norm, welche die Singulärwerte (vgl. Gleichung
(3.11)) der Matrix A ∈ Kn×m heranzieht (Antoulas 2005):

‖A‖S,p =





(min{n,m}∑
k=1

σp
k(A)

) 1
p

für 1 ≤ p < ∞

max
1≤k≤min{n,m}

(
σk(A)

)
für p = ∞

(3.74)

Der Sonderfall für p = 2 wird Frobenius-Norm genannt und entspricht der
euklidischen Norm im (n×m)-dimensionalen Raum. Dies wird durch den Index
F gekennzeichnet und kann wie in (3.74) über die Summe der Quadrate der
Singulärwerte σk oder für eine quadratische (n × n)-Matrix auch über die Spur
berechnet werden (Antoulas 2005):

‖A‖F =

√√√√
n∑

k=1

σ2
k(A) =

√
spur

(
A∗A

)
. (3.75)

3.2.8.4 Signalnormen

Eine weitere Klasse repräsentieren die sog. Signalnormen, welche sich auf
vektor- oder matrixwertige Funktionen anwenden lassen. Für Funktionen des
Zeitbereichs wird hierfür wieder die p-Norm herangezogen. Diese lautet für die
im Intervall I ⊂ R stetige Funktion f(t):

‖f(t)‖p =




( ∫
t∈I

|f(t)|p dt

) 1
p

für 1 ≤ p < ∞

sup
t∈I

(
|f(t)|

)
für p = ∞

(3.76)

Für den Grenzwert p → ∞ dominiert das Supremum der Funktion f(t) im
Intervall I. Im Fall ‖f‖∞ = γ bedeutet dies, dass γ den kleinsten Wert
im betrachteten Intervall darstellt, der von den Funktionswerten nicht mehr
überschritten wird.

Liegt eine Funktion dagegen im Frequenzbereich vor, so kommen die soge-
nannten H-Normen zum Tragen. Dazu wird die komplexwertige Funktion F

betrachtet, welche in der offenen rechten Halbebene C+ ⊂ C mit der Frequenz-
variablen s = σ + ıω, σ > 0 analytisch ist, was bedeutet, dass die Funktion in
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jedem Punkt von C+ in eine Taylorreihe entwickelt werden kann. Die Hp-Norm
lautet demnach für die Funktion:

‖F ‖Hp
=





(
1

2π
sup
β>0

∞∫
−∞

‖F (σ + ıω)‖p
S,p dω

) 1
p

für 1 ≤ p < ∞

sup
s∈C+

(
‖F (s)‖S,p

)
für p = ∞

(3.77)

Es ist zu erkennen, dass innerhalb der Hp-Norm die Schatten-p-Norm ange-
wendet wird.

Im Kontext der Modellreduktion sind insbesondere die Normen mit p = 2 und
p = ∞ relevant, die als

‖F ‖H2
=

√√√√√ 1
2π

∞∫

−∞

spur (F ∗(−ıω) · F (ıω)) dω (3.78)

und
‖F ‖H∞

= sup
ω∈R

σmax(F (ıω)) (3.79)

definiert sind (Antoulas 2005).

3.2.8.5 Systemnormen

Werden die vorgestellten Normen auf stabile LTI-Systeme der Form (3.32)
angewendet, so kommen die Übertragungsfunktionen H(s) des betrachteten
Systems zum Tragen. Die H2-Norm eines LTI-Systems Σ1o lautet:

‖Σ1o‖H2
=

√√√√√ 1
2π

∞∫

−∞

spur (H∗(−ıω) · H(ıω)) dω. (3.80)

Der Ausdruck spur (H∗(−ıω) · H(ıω)) definiert die Summe der quadrierten
Amplitudenverstärkungen der Anteile am Übertragungsverhalten. Demnach
kann die H2-Norm als durchschnittliche Verstärkung des Eingangssignals über
den gesamten Frequenzbereich interpretiert werden und repräsentiert somit ein
Maß für die in der Impulsantwort des Systems enthaltene Energie (Gawronski
2004).

Ebenfalls lässt sich die H∞-Norm auf LTI-Systeme anwenden. Äquivalent zu
Gleichung (3.79) lautet diese:

‖Σ1o‖H∞
= sup

ω∈R
σmax(H(ıω)). (3.81)
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Dabei ist σmax(H(ıω)) der größte Singulärwert von H(ıω). Für den Fall eines
SISO-Systems ergibt die Berechnung der H∞-Norm den größten Wert, den die
Amplitudenverstärkung im betrachteten Frequenzbereich annimmt. Sie gibt
somit die größte Verstärkung an, die ein Eingangssignal bei einer bestimmten
Anregungsfrequenz erfahren kann.

Diese Normen stellen ein bewährtes Mittel für die quantitative Bewertung eines
Systems dar. Sollen bspw. die Amplituden der Übertragungsfunktion eines
Systems hinsichtlich der o. g. Normen minimiert werden, so bedeutet dies bei
Verwendung der H2-Norm eine Reduktion der durchschnittlichen richtungsun-
abhängigen Amplitudenverstärkung über den gesamten Frequenzbereich, da die
Summe aller Singulärwerte über alle Frequenzen hinweg minimiert wird. Die
Anwendung der H∞-Norm hingegen führt zur Reduktion desjenigen Funktions-
werts der Übertragungsfunktion, welcher den größten Betrag aufweist und sich
somit auf eine Anregungsfrequenz und -richtung bezieht (Gawronski 2004).

Liegt ein System in modaler Beschreibung vor, welches durch die einzelnen ent-
koppelten Anteile beschrieben wird, so lassen sich nach Gawronski (2004) die
Normen auch auf die Beiträge der einzelnen Moden anwenden. Der Frequenz-
gang einer einzelnen Mode ist durch ein globales Maximum bei der zugehörigen
Eigenfrequenz gekennzeichnet. Die H∞-Norm gibt dann den Betrag des Ma-
ximums wieder, während die H2-Norm die Fläche unter dem Frequenzgang
repräsentiert. Damit besteht die Möglichkeit, einzelne Moden miteinander
vergleichbar zu machen oder auch Auswirkungen von Systemänderungen auf
einzelne Moden zu quantifizieren.

Die erläuterten Normen werden in der Ordnungsreduktion beispielsweise an-
gewendet, wenn das reduzierte System mit dem Originalsystem verglichen
werden soll, indem der Approximationsfehler bezüglich einer geeigneten Norm
berechnet wird und das Übertragungsverhalten somit quantifiziert wird. Je nach
Anwendungsfall und Untersuchungsfokus wird dann eine der beschriebenen
Normen herangezogen.

3.3 Allgemeines zur Modellordnungsreduktion

Modellordnungsreduktionsverfahren kommen in der Regel dann zum Einsatz,
wenn bei der Modellierung von physikalischen Systemen sehr große Gleichungs-
systeme entstehen. Insbesondere die detailgetreue Abbildung von Werkzeugma-
schinen mit Hilfe der Finite-Elemente-Methode führt zu einem hochdimensio-
nalen Gleichungssystem, dessen Lösung extrem zeitaufwendig ist. Das Ziel aller
Modellordnungsreduktionsverfahren liegt in der Bestimmung eines bedeutend
kleineren Systems, das eine Berechnung einer Lösung mit erheblich geringerem

62



3 Verfahren zur Modellordnungsreduktion

Dabei ist σmax(H(ıω)) der größte Singulärwert von H(ıω). Für den Fall eines
SISO-Systems ergibt die Berechnung der H∞-Norm den größten Wert, den die
Amplitudenverstärkung im betrachteten Frequenzbereich annimmt. Sie gibt
somit die größte Verstärkung an, die ein Eingangssignal bei einer bestimmten
Anregungsfrequenz erfahren kann.

Diese Normen stellen ein bewährtes Mittel für die quantitative Bewertung eines
Systems dar. Sollen bspw. die Amplituden der Übertragungsfunktion eines
Systems hinsichtlich der o. g. Normen minimiert werden, so bedeutet dies bei
Verwendung der H2-Norm eine Reduktion der durchschnittlichen richtungsun-
abhängigen Amplitudenverstärkung über den gesamten Frequenzbereich, da die
Summe aller Singulärwerte über alle Frequenzen hinweg minimiert wird. Die
Anwendung der H∞-Norm hingegen führt zur Reduktion desjenigen Funktions-
werts der Übertragungsfunktion, welcher den größten Betrag aufweist und sich
somit auf eine Anregungsfrequenz und -richtung bezieht (Gawronski 2004).

Liegt ein System in modaler Beschreibung vor, welches durch die einzelnen ent-
koppelten Anteile beschrieben wird, so lassen sich nach Gawronski (2004) die
Normen auch auf die Beiträge der einzelnen Moden anwenden. Der Frequenz-
gang einer einzelnen Mode ist durch ein globales Maximum bei der zugehörigen
Eigenfrequenz gekennzeichnet. Die H∞-Norm gibt dann den Betrag des Ma-
ximums wieder, während die H2-Norm die Fläche unter dem Frequenzgang
repräsentiert. Damit besteht die Möglichkeit, einzelne Moden miteinander
vergleichbar zu machen oder auch Auswirkungen von Systemänderungen auf
einzelne Moden zu quantifizieren.

Die erläuterten Normen werden in der Ordnungsreduktion beispielsweise an-
gewendet, wenn das reduzierte System mit dem Originalsystem verglichen
werden soll, indem der Approximationsfehler bezüglich einer geeigneten Norm
berechnet wird und das Übertragungsverhalten somit quantifiziert wird. Je nach
Anwendungsfall und Untersuchungsfokus wird dann eine der beschriebenen
Normen herangezogen.

3.3 Allgemeines zur Modellordnungsreduktion

Modellordnungsreduktionsverfahren kommen in der Regel dann zum Einsatz,
wenn bei der Modellierung von physikalischen Systemen sehr große Gleichungs-
systeme entstehen. Insbesondere die detailgetreue Abbildung von Werkzeugma-
schinen mit Hilfe der Finite-Elemente-Methode führt zu einem hochdimensio-
nalen Gleichungssystem, dessen Lösung extrem zeitaufwendig ist. Das Ziel aller
Modellordnungsreduktionsverfahren liegt in der Bestimmung eines bedeutend
kleineren Systems, das eine Berechnung einer Lösung mit erheblich geringerem
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Zeit- und Speicheraufwand ermöglicht und dabei das Originalsystem möglichst
gut approximiert. Gleichzeitig sollen die Eigenschaften wie bspw. Stabilität,
Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit (siehe Abschnitt 3.2.5) erhalten bleiben.

Die Einordnung des Reduktionsprozesses in die Vorgehensabfolge vom phy-
sikalischen System bis hin zum reduzierten Gleichungssystem ist in Bild 3.4
dargestellt. Im Rahmen der Modellbildung gilt es, eine geeignete mathema-
tische Beschreibung zu finden, welche die Realität möglichst genau abbildet.
Um dies zu überprüfen, muss das Modell einer Validierung unterzogen werden.
Hierfür kommt häufig ein messtechnischer Abgleich zum Einsatz, bei dem die
Berechnungsergebnisse des Modells mit den Messergebnissen des physikalischen
Systems verglichen und ggf. iterativ Anpassungen des Modells vorgenommen
werden. Im nächsten Schritt wird das hochdimensionale Modell dann einer
Ordnungsreduktion unterzogen, welche als Ergebnis ein Gleichungssystem klei-
nerer Dimension ausgibt. Die Überprüfung der Approximationsqualität wird
im Rahmen der Validierung der Reduktion durchgeführt. Hierzu werden die
Berechnungsergebnisse des reduzierten Modells mit denen des Originalmodells
verglichen und nach definierten Kriterien oder Normen (siehe Abschnitt 3.2.8)
ausgewertet.

Modell-
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System DGL-S

Validierung des Modells

Reduktion

Validierung der Reduktion

Reduziertes
DGL-SystemSystem

Fokus der Arbeit

Bild 3.4: Einordnung des Reduktionsprozesses in die Vorgehensabfolge vom phy-
sikalischen System bis zum reduzierten Gleichungssystem im Rahmen
der entwicklungsbegleitenden Simulation

Da der Schwerpunkt der vorliegenden Arbeit auf Ordnungsreduktionsverfahren
und auf deren Einsatz im Rahmen der Simulation von Werkzeugmaschinen
liegt, wird der Schritt der Modellvalidierung hier nicht betrachtet. Für die
nachfolgenden Darlegungen dieser Arbeit werden Differenzialgleichungssysteme
verwendet, die das Verhalten von Werkzeugmaschinen beschreiben und deren
Modellgüte bereits gegenüber der Realität verifiziert wurde.
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3.4 Betrachtete Verfahren

In den Disziplinen der Mathematik und der Regelungstheorie gibt es eine
Vielzahl von Ordnungsreduktionsverfahren für diverse Anwendungen. Für die
Reduktion eines linearen Gleichungssystems mit sehr großen, dünn besetzten
Koeffizientenmatrizen, wie es durch die Modellierung des dynamischen Verhal-
tens von Werkzeugmaschinen mit Hilfe der FEM entsteht, kommen bislang
nahezu ausschließlich die modalen Reduktionsverfahren zum Einsatz. Hierbei
wird das Originalsystem mit Hilfe eines Satzes berechneter Eigenvektoren in
einen kleineren Raum, den modalen Raum, projiziert. Dies führt dazu, dass
die Eigenwerte des Originalsystems auch im reduzierten Modell exakt erhalten
bleiben (Rickelt-Rolf 2009), der Approximationsfehler allerdings nicht vorab
bestimmt werden kann (Varga 1995).

Die Krylov-Unterraum-basierten Verfahren, welche ebenfalls zu den Projekti-
onsverfahren zählen, besitzen großes Potenzial für die Anwendung auf struk-
turmechanische Modelle, da sie hinsichtlich ihrer Automatisierbarkeit etliche
Vorteile bieten. Zudem besteht mit Hilfe sog. Fehlerschätzer die Möglichkeit,
vorgegebene Fehlerschranken einzuhalten (Grimme 1997).

Ein weitere Methode, welche sich für lineare Systeme prinzipiell eignet, ist das
balancierte Abschneiden, auch Balanced Truncation Approximation genannt.
Hinsichtlich der erreichbaren Approximationsqualität und des Einsatzes von
Fehlerschranken stellt sich dieses Verfahren als nahezu ideal dar. Aufgrund des
hohen mathematischen Aufwandes, um die sog. balancierte Form des Systems
zu erreichen, leidet die Recheneffizienz des Verfahrens stark, weshalb es unter
industriellen Ansprüchen nicht sinnvoll auf große Gleichungssysteme der FEM
anwendbar ist (Lehner 2007).

Bild 3.5 stellt die wichtigsten Eigenschaften der genannten Verfahren mit Blick
auf den Einsatz im Rahmen der Simulation von Werkzeugmaschinen einander
gegenüber. Neben dieser Auswahl gibt es ein Vielzahl weiterer Reduktions-
verfahren für spezielle Anwendungen, die hier nicht näher betrachtet werden.
Im Mittelpunkt dieser Arbeit stehen die Krylov-Unterraum-basierten Verfah-
ren, deren Eignung für die Anwendung auf strukturmechanische Modelle von
Werkzeugmaschinen untersucht werden soll.
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Bild 3.5: Gegenüberstellung wichtiger Eigenschaften der modalen Reduktion, der
Krylov-Unterraum-basierten Verfahren sowie der Methode Balanced
Truncation Approximation

3.5 Reduktion durch Projektion

Eine Vielzahl von Ordnungsreduktionsverfahren basiert auf der Grundidee, das
hochdimensionale Originalsystem mit Hilfe eines Projektors auf einen Unter-
raum kleinerer Dimension zu projizieren, wie es in Abschnitt 3.2.3 beschrieben
ist. Hierzu wird der Unterraum V ⊆ Kn der Dimension r herangezogen. Dieser
wird durch die Matrix Vr ∈ Kn×r aufgespannt, deren Spaltenvektoren den
Raum V definieren, d. h. colspan(Vr) = V. Der Unterraum ist dabei so zu
wählen, dass gilt:

x(t) ≈ Vrx̂(t). (3.82)

Wird Gleichung (3.82) in das System (3.28) eingesetzt, so wird dieses im
Unterraum V dargestellt:

MVr
¨̂x(t) + DVr

˙̂x(t) + KVrx̂(t) = Bu(t) + ε(t)
y(t) ≈ CpVrx̂(t) + CvVr

˙̂x(t).
(3.83)

Dies alleine führt aber noch zu keiner Reduktion der Systemdimension. Wie
in Gleichung (3.83) zu erkennen ist, bleibt in dem überbestimmten System
ein Residuum ε(t) �= 0 bestehen, an welches Nebenbedingungen in Form von
Orthogonalitätsbedingungen bezüglich eines zweiten Unterraumes W, auch
Petrov-Galerkin-Bedingungen genannt, gestellt werden. Um diesen nachzukom-
men, wird die Matrix Wr, deren Spaltenvektoren eine Basis des Unterraumes
W aufspannen und die dieselbe Dimension wie Vr besitzt, herangezogen. Die
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3 Verfahren zur Modellordnungsreduktion

geforderte Bedingung wird durch eine Linksmultiplikation mit W ∗
r erfüllt:

W ∗
r (MVr

¨̂x(t) + DVr
˙̂x(t) + KVrx̂(t) − Bu(t)) = 0. (3.84)

Unter der Annahme, dass W ∗
r Vr nicht singulär ist, kann Gleichung (3.84)

nach einer weiteren Multiplikation mit (W ∗
r Vr)−1 von links für alle t wie folgt

formuliert werden:

(W ∗
r Vr)−1W ∗

r MVr
¨̂x(t) + (W ∗

r Vr)−1W ∗
r DVr

˙̂x(t) +
(W ∗

r Vr)−1W ∗
r KVrx̂(t) − (W ∗

r Vr)−1W ∗
r Bu(t) = 0.

(3.85)

Dies liefert dann das reduzierte System zweiter Ordnung der Dimension r mit
den Systemmatrizen

M̂ = W ∗MV , D̂ = W ∗DV , K̂ = W ∗KV ,

B̂ = W ∗B; Ĉp = CpV , Ĉv = CvV
(3.86)

mit
V = Vr und W ∗ = (W ∗

r Vr)−1W ∗
r . (3.87)

Für den Fall, dass die beiden Matrizen Vr und Wr biorthonormal sind, d. h.
wenn W ∗

r Vr = I gilt, vereinfachen sich die Gleichungen (3.87) zu:

W ∗ = W ∗
r und V = Vr. (3.88)

Die Reduktion ist dabei nicht auf die Matrizen V und W beschränkt. Nach
Grimme (1997) oder Li (2000) ist die Wahl der Basen der Unterräume V und
W für die Berechnung des reduzierten Systems nicht von Bedeutung, denn
wenn die Spaltenvektoren der Matrizen V̄ und W̄ ebenfalls eine Basis der
Vektorräume V bzw. W bilden, dann ist das mit diesen Matrizen reduzierte
System äquivalent dem durch die Matrizen V und W reduzierten System
(3.86).

In Bild 3.6 ist die beschriebene Reduktion der Dimension eines Gleichungssys-
tems zweiter Ordnung nochmals grafisch veranschaulicht.

Nachdem die Grundlagen zur Reduktion von Gleichungssystemen durch Pro-
jektionsmethoden nun aufbereitet wurden, folgt in den nächsten Abschnitten
eine detailliertere Erläuterung der modalen sowie der auf Krylov-Unterräumen
basierenden Reduktionsverfahren.
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3.6 Modale Reduktion

Bild 3.6: Schematische Darstellung der Reduktion durch Projektion und der
resultierenden Verkleinerung der Dimension der Strukturmatrizen
(Bonin et al. 2011b)

3.6 Modale Reduktion

3.6.1 Modales Abschneiden

Die modale Reduktion stellt in der Strukturdynamik bislang die am häufigsten
eingesetzte Methode zur Modellordnungsreduktion dar. Hierbei werden die
Strukturverformungen durch die Überlagerung einer Auswahl der berechneten
Eigenvektoren abgebildet, was als modale Synthese bezeichnet wird. Der Begriff
modales Abschneiden rührt daher, dass für die Modalsynthese nur eine Auswahl
von Eigenmoden verwendet und der Rest abgeschnitten und somit vernachlässigt
wird. Da dies die Grundlage jeglicher Ausprägung der auf der Lösung des
Eigenwertproblems basierenden Reduktionsverfahren bildet, wird hierfür in der
vorliegenden Arbeit der übergeordnete Begriff modale Reduktion verwendet.
Zur Erreichung einer kleineren Systemdimension sind bei der Anwendung der
modalen Reduktion demnach drei Schritte nötig, welche in Bild 3.7 visualisiert
sind.

Im ersten Schritt wird, wie in Abschnitt 2.4.3 beschrieben, das Eigenwertpro-
blem (2.9) des ungedämpften Systems gelöst. Als Resultat liegen dann die
Eigenvektormatrix Φ und die Eigenwertmatrix Ω2 vor, die jeweils die Dimen-
sion n des Orginalsystems besitzen. Im zweiten Schritt erfolgt die Auswahl
der für die Transformation verwendeten Eigenvektoren, d. h. es werden die
nicht relevanten Eigenvektoren spaltenweise aus der Eigenvektormatrix entfernt,
was zu einer Verkleinerung derselben führt. Die Identifikation der relevanten
Eigenvektoren stellt dabei den Kernpunkt der modalen Reduktion dar, da dies
über die Approximationsqualität des reduzierten Modells entscheidet. In der
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Bild 3.7: Vorgehen der modalen Reduktion

Praxis, d. h. in aktuellen FEM-Simulationsumgebungen, werden i. d. R. zunächst
i Eigenfrequenzen mit ihren zugehörigen -vektoren bis zu einer bestimmten
Grenzfrequenz berechnet. Alle Eigenfrequenzen oberhalb dieser Grenze werden
vernachlässigt. Die Rechtfertigung hierfür liegt in der Annahme, dass die hoch-
frequenten Systemanteile keinen dominanten Einfluss auf das Systemverhalten
haben. Wenngleich es keine festen Regeln für dieses Abschneiden gibt, sind
in der Literatur Empfehlungen zu finden, dass alle Eigenmoden bis zum dop-
pelten Wert der höchsten zu erwartenden Erregerfrequenz zu berücksichtigen
sind (Gasch & Knothe 1989). Darüber hinaus können noch weitere Spalten-
vektoren der berechneten Modalmatrix Φ entfernt werden, die durchaus im
betrachteten Frequenzbereich liegen, sofern diese als nicht-dominant erachtet
werden. Im dritten Schritt kommt es zur eigentlichen Reduktion. Hierfür werden
die verbliebenen Spaltenvektoren der Modalmatrix als Projektionsmatrix Φr

verwendet (siehe Abschnitt 3.5). Wie in Gleichung (3.86) allgemein angedeutet,
werden die Strukturmatrizen hierbei jeweils durch eine Linksmultiplikation mit
Φr und Rechtsmultiplikation mit ΦT

r in den modalen Raum projiziert.

Für die entsprechende Auswahl der zu berücksichtigenden Eigenmoden wurden
in der Vergangenheit verschiedene Ansätze vorgestellt. Hierzu sei bspw. das
Verfahren nach Litz (1979) erwähnt, welches aufbauend auf den Arbeiten von
Davison (1966) und Chidambara (1969) die Bestimmung der wesentlichen
Eigenwerte anhand von Dominanzmaßen vornimmt. Auf Basis der Gleichun-
gen (3.50) und (3.51) lässt sich die Übertragungsfunktion als Überlagerung
einzelner Moden für einen Übertragungspfad von einem definierten Eingang
zu einem Ausgang der Struktur bestimmen. Daraus können die Litz’schen
Übertragungsdominanzen abgeleitet werden, die eine quantitative Aussage über
die Beteiligung der einzelnen Eigenwerte an einem bestimmten Übertragungs-
vorgang liefern und gleichzeitig als Maß für den durch die Vernachlässigung
eines Eigenwerts entstandenen Fehler herangezogen werden können. Es sei aber
erwähnt, dass für diese Fehlerbestimmung die Gesamtheit aller Eigenwerte als
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Referenz benötigt wird, deren Berechnung bei hochdimensionalen Systemen
aufgrund des beträchtlichen numerischen Aufwandes nicht mehr praktikabel
ist. Der Reduktionsfehler gegenüber dem Originalmodell lässt sich demnach
bei hohen Systemordnungen nicht mehr quantifizieren, was einen generellen
Nachteil der modalen Reduktionsverfahren darstellt.

Eine weitere Möglichkeit zur Auswahl der relevanten Moden ist die Verwen-
dung von Normen (Gawronski 2004). Wie in Abschnitt 3.2.8.5 beschrieben,
bietet die H2-Norm eine Möglichkeit, die Beiträge einzelner Moden zum dy-
namischen Verhalten einer Struktur und zu dessen Übertragungsverhalten
zu quantifizieren. Nach der Berechnung der Normen der einzelnen Moden
wird die Modalmatrix spaltenweise umsortiert, wobei mit den größten Beträ-
gen begonnen wird. Auf diese Weise wird sichergestellt, dass die dominanten
Anteile im reduzierten System erhalten bleiben. Die Problematik, dass bei
großen Systemdimensionen nur eine bestimmte Anzahl von Eigenfrequenzen und
-moden berechnet werden kann, aus welchen dann die dominanten Anteile durch
Sortieren und Abschneiden extrahiert werden, um das bestmögliche Reduk-
tionsergebnis zu erzielen, hat aber weiter Bestand. Darüber hinaus besteht
auch bei diesem Verfahren keine Möglichkeit, den Approximationsfehler zu
bestimmen, sofern nicht alle Eigenwerte berechnet wurden, was i. d. R. aufgrund
des Aufwandes und in der praktischen Anwendung nicht wirtschaftlich ist.

3.6.2 Substrukturtechnik

Die Substrukturtechnik, auch Component Mode Synthesis oder Superelement-
methode genannt, kommt insbesondere in flexiblen Mehrkörpersystemen oder
in großen FEM-Modellen, die diversen Iterationsrechnungen mit entsprechen-
der Parametervariation unterzogen werden sollen, zur Anwendung (Bild 3.12).
Der Grundgedanke besteht in der Unterteilung des Gesamtsystems in einzelne
Substrukturen, die getrennt voneinander reduziert und im Anschluss wieder
zusammengesetzt werden.

Die am weitesten verbreitete Methode hierzu wurde von Craig & Bampton
(1968) vorgestellt und ist auch heute in vielen Simulationsumgebungen im-
plementiert. Diese basiert auf einer sog. gemischten Kondensation, d. h. einer
Kombination aus statischer und dynamischer (modaler) Kondensation. Die
Kondensationsverfahren gehen zurück auf Hurty (1965) bzw. Guyan (1965)
und beruhen auf einer Einteilung des Systems in Haupt- und Nebenfreiheits-
grade. Als Hauptfreiheitsgrade dienen diejenigen Strukturpunkte, welche in
Wechselwirkungen mit der Umgebung stehen. Auf diese Weise wird sowohl
das statische als auch das dynamische Verhalten der Komponenten abgebildet.
Da der modale Ansatz aber äußere Lasten nur unzureichend approximiert,
wurde von Craig & Bampton (1968) die Verwendung sog. Korrekturmoden
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vorgeschlagen. Hierfür wird die zu berechnende Komponente an den Knoten
der Hauptfreiheitsgrade als fest eingespannt modelliert und die Eigenmoden
der fixierten Struktur werden berechnet. Zusätzlich wird je ein Knotenpunkt
von der Einspannung gelöst und mit einer Einheitsverschiebung beaufschlagt.
Daraus lassen sich lokale Korrekturmoden berechnen, die ebenfalls in die Trans-
formationsmatrix für die Reduktion aufgenommen werden. Weitere detaillierte
Ausführungen sowie eine Literaturübersicht zur Substrukturtechnik sind z. B.
in (Gasch & Knothe 1989, Rickelt-Rolf 2009) zu finden.

Allen modalen Ansätzen zur Reduktion großer FEM-Strukturen ist eine weite-
re Einschränkung im Hinblick auf die Wahl des Dämpfungsansatzes gemein.
Nachdem der Bestimmung der Modalmatrix die Lösung des reellen Eigen-
wertproblems zugrunde liegt, wird in der Regel eine nachträglich erzeugte
Dämpfungsmatrix verwendet, die entweder über den Proportionalansatz oder
unter Verwendung eines Lehr’schen Dämpfungsmaßes für jede der berechneten
Eigenmoden erzeugt wurde. Dies stellt aber stets nur eine globale Beschrei-
bung der Dämpfung dar und gibt keinerlei Informationen bezüglich lokaler
Dämpfungseffekte wieder.

3.7 Krylov-Unterraum-Verfahren

3.7.1 Definition von Krylov-Unterräumen

Ein Krylov5-Unterraum ist ein Untervektorraum des Spaltenvektorraumes Kn,
der durch sich wiederholende Matrix-Vektor-Produkte der quadratischen Matrix
P ∈ Kn×n und den Spaltenvektor q ∈ Kn gegeben ist. Ein Krylov-Unterraum
der Stufe m ist demnach definiert als (Saad 2003, Freund 2003):

Km(P , q) = span({q, P q, P 2q, . . . , P m−1q}). (3.89)

Der Vektor q wird dabei Startvektor genannt. Die linear unabhängigen Vektoren
der Sequenz

{q, P q, P 2q, . . . , P m−1q} (3.90)

werden als Basisvektoren des Krylov-Unterraumes bezeichnet. Sobald der i-te
Vektor (i < m) der Sequenz (3.90) eine Linearkombination der vorangegangenen
Vektoren bildet, können auch die folgenden Vektoren als Linearkombination der
ersten (i − 1) Vektoren geschrieben werden. Daher gelten lediglich die ersten

5 Benannt nach dem russischen Schiffsbauingenieur und Mathematiker Aleksei Nikolaevich
Krylov (∗1863 † 1945).
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i linear unabhängigen Vektoren als Basis des Krylov-Unterraumes Km(P , q)
(Soppa 2011).

Liegt mehr als ein Startvektor q vor (hier Anzahl k), werden diese mehreren
Startvektoren in der Startmatrix Q für die sog. Blockversion des oben definierten
Krylov-Unterraumes zusammengefasst. Der Block-Krylov-Unterraum der Stufe
m zur Matrix P ∈ Kn×n und einer Startmatrix Q ∈ Kn×k ist demnach definiert
als:

Km(P , Q) = colspan({Q, P Q, P 2Q, . . . , P m−1Q}). (3.91)

Auch hier gilt, dass die linear unabhängigen Vektoren eine Basis des Block-
Krylov-Unterraumes ergeben. Der Block-Krylov-Unterraum Km(P , Q) mit k

Startvektoren kann als Vereinigung von k Krylov-Unterräumen der Form (3.89)
für jeden der Startvektoren angesehen werden (Golub & van Loan 1996,
Saad 2003).

Darüber hinaus wurden auch sog. Block-Krylov-Unterräume zweiter Ordnung
vorgestellt, die bspw. für die Reduktion von DGL-Systemen zweiter Ordnung
in Frage kommen (z. B. Salimbahrami 2005, Bai & Su 2005b). Ein Block-
Krylov-Unterraum zweiter Ordnung der Stufe m der zwei Matrizen P1 ∈ Kn×n

und P2 ∈ Kn×n sowie einer Startmatrix Q ∈ Kn×k ist definiert als:

Gm(P1, P2, Q) = colspan({X0, X1, . . . , Xm−1}), (3.92)

wobei gilt:

X0 = Q, (3.93)
X1 = P1X0, (3.94)
Xi = P1Xi−1 + P2Xi−2, i = 2, 3, . . . , m − 1. (3.95)

Wie auch bei den oben beschriebenen (Block-)Krylov-Unterräumen bilden die
linear unabhängigen Vektoren von (3.92) die Basisvektoren des Block-Krylov-
Unterraumes zweiter Ordnung.

3.7.2 Approximation durch Momentenabgleich

Bei den Reduktionsverfahren auf der Basis von Krylov-Unterräumen handelt
es sich ebenfalls um Projektionsverfahren. Im Gegesatz zu den modalen Me-
thoden wird hierbei jedoch das Ein-/Ausgangsverhalten dynamischer Systeme
approximiert. Dazu wird die Projektionsmatrix durch eine mathematische
Systembewertung bestimmt, indem die in Abschnitt 3.2.6 definierte Über-
tragungsfunktion H(s) mit Hilfe eines sog. Momentenabgleichs interpoliert
wird.
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Wie in Abschnitt 3.2.7 beschrieben, kann die Übertragungsfunktion als Potenz-
reihenentwicklung um die Stelle s0 ∈ C geschrieben werden (Gleichung 3.56).
Momentenabgleich oder moment-matching bedeutet dann, dass ein reduziertes
System bestimmt wird, dessen erste Momente mit den ersten Momenten der
Übertragungsfunktion des Originalsystems am Entwicklungspunkt überein-
stimmen. Auf diese Weise kann die Übertragungsfunktion durch Interpolation
approximiert werden.

Prinzipiell besteht die Möglichkeit, den Momenentenabgleich explizit zu be-
rechnen. Ein Ansatz dazu wurde unter dem Begriff Asymptotic Waveform
Evaluation (AWE) von Chiprout & Nakhla (1994) vorgestellt. Er birgt aber
die Gefahr, dass Systeme, welche auf eine Dimension (r > 10) reduziert wurden,
numerisch instabil sind und daher nicht weiter zu verwenden sind. Daher werden
i. d. R. implizite Verfahren zur Approximation des Originalsystems verwendet,
bei denen die oben vorgestellten Krylov-Unterräume zur Anwendung kommen.
Um den impliziten Momentenabgleich mit Hilfe von Krylov-Unterräumen zu
veranschaulichen, wird die Reihenentwicklung der Übertragungsfunktion des
klassischen Zustandsraummodells eines SISO-Systems (vgl. Gleichung (3.45))
herangezogen. Die Reihenentwicklung um eine beliebige Stelle s0 ∈ C kann auf
zwei verschiedene Weisen geschrieben werden:

H(s) = −
∞∑

j=0

c ((A − s0I)−1)j(A − s0I)−1b (s − s0)j

= −
∞∑

j=0

(
((A − s0I)−1)j(A − s0I)−∗c∗

)∗
b(s − s0)j .

(3.96)

Dabei ist jeweils ein Teil der Momente der Reihe durch den Rahmen hervor-
gehoben, wobei der Unterschied in der Einbeziehung der Vektoren b und c

liegt. Auf diese Weise ergeben sich die gleichen Strukturen der Momente in der
Reihenentwicklung. Führt man in dieser Darstellung die Matrizen Pe und Pa,
sowie die Vektoren qe und qa mit

Pe = (A − s0I)−1, qe = (A − s0I)−1b

Pa = (A − s0I)−∗, qa = (A − s0I)−∗c∗ (3.97)
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ein, so wird die Ähnlichkeit der Strukturen noch deutlicher:

H(s) = −
∞∑

j=0

c
{

P j
e qe

}
(s − s0)j

= −
∞∑

j=0

{
P j

a qa

}
b(s − s0)j .

(3.98)

Dabei bedeutet die Indizierung mit e bzw. a, dass einmal der Eingangs- und
einmal der Ausgangsvektor verwendet wurde. Werden diese aus der Potenzreihe
in (3.98) ausgeklammert, ist zu erkennen, dass das Produkt aus P j und q jeweils
auf einen Vektor führt und die Reihendarstellung demnach eine Vektorkette
beschreibt:

H(s) = c
( ∞∑

j=0

P j
e qe(s − s0)j

)
bzw. H(s) =

( ∞∑
j=0

P j
a qa(s − s0)j

)
b. (3.99)

Erst das Skalarprodukt mit dem Ein- oder Ausgangsvektor führt schließ-
lich auf den skalarwertigen Funktionswert der Übertragungungsfunktion des
SISO-Systems. Bild 3.8 zeigt schematisch, dass die vom Index j abhängige
Summendarstellung (3.99) eine unendliche Vektorkette bildet. Aufgrund der
Systemdimension (dim(A) = n × n) ist eine maximale Anzahl von n linear
unabhängigen Vektoren gegeben. Weitere Vektoren, die in der Reihe auftreten,
können entsprechend nur noch linear abhängig von den vorherigen sein. Durch
die Begrenzung der Reihe in (3.99) auf eine Anzahl m < n ergibt sich eine
Approximation der Übertragungsfunktion H(s).

Titelm
durch
bearb

masterformat 
 Klicken 
eiten

Approximation

Bild 3.8: Schematische Darstellung der Approximation der Übertragungsfunk-
tion im R3. Die Originalfunktion H(s), welche sich als Reihenent-
wicklung unendlicher Länge beschreiben lässt, wird hier durch eine
Vektorkette aus m Einzelvektoren hj approximiert.
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Bei der Betrachtung der Struktur der Momente in Gleichung (3.98) wird die
Verbindung zu den Krylov-Unterräumen deutlich (vgl. (3.89)). Die Elemente
der Krylov-Sequenz stimmen dabei mit den Eingangs- bzw. Ausgangsmomenten
überein. Das ist die Voraussetzung dafür, die Momente der Übertragungsfunkti-
on eines reduzierten Systems mit den Momenten der Übertragungsfunktion des
Originalsystems implizit zur Übereinstimmung bringen zu können. Dies wieder-
um wird für die Reduktion des Systems ausgenutzt, indem der Zustandsvektor
auf einen Untervektorraum projiziert wird, der von den ersten m Vektoren des
Krylov-Unterraumes aufgespannt wird. Durch die Wahl der ersten Vektoren
der Reihendarstellung in (3.99) ist implizit gewährleistet, dass die ersten m

Momente der approximierten und der ursprünglichen Reihe übereinstimmen,
was die Bezeichnung Momentenabgleich begründet. Je nachdem, wie P und
q gewählt werden, d. h. ob die Eingangs- oder die Ausgangsmomente berück-
sichtigt werden, wird entweder der Eingangs-Krylov-Unterraum Km(Pe, qe)
der Stufe m oder der Ausgangs-Krylov-Unterraum Km(Pa, qa) der Stufe m

aufgespannt.

Zur Erläuterung des Momentenabgleichs wird die Übertragungsfunktion ei-
nes SISO-Systems nach Gleichung (3.45) herangezogen. Für ein allgemeines
Zustandsraummodell (3.44) haben P und q nach Soppa (2011) die Struktur:

Pe = (A − s0E)−1E, qe = (A − s0E)−1b

Pa = (A − s0E)−∗E∗, qa = (A − s0E)−∗c∗.
(3.100)

Besitzt das System zudem mehrere Ein- bzw. Ausgänge, wird für den Mo-
mentenabgleich ein Block-Krylov-Unterraum, wie in Abschnitt 3.7.1 definiert,
mit

Qe = (A − s0E)−1B bzw. Qa = (A − s0E)−∗C∗ (3.101)

aufgespannt.

Ein Beweis dafür, dass die Momente des reduzierten und des originalen Modells
für eine Reihenentwicklung um s0 tatsächlich übereinstimmen, ist anhand
des nullten Moments h0 in Lohmann & Salimbahrami (2004) gegeben. Mit
diesem Beweisprinzip ist auch der Nachweis für die weiteren Momente möglich,
der beispielsweise in Salimbahrami (2005) zu finden ist. Da die ersten Mo-
mente der Reihe den größten Einfluss auf die Approximationsgüte in der nahen
Umgebung der Entwicklungsstelle haben, werden durch die ersten Vektoren der
Krylovsequenz automatisch die wichtigsten Momente zur Übereinstimmung
gebracht. Dies hat insbesondere bei der Entwicklung um die Stelle s0 = 0
eine besondere Bedeutung, da das Moment m0 die stationäre Verstärkung aus-
drückt, welche dadurch bei dieser Art der Reduktion erhalten bleibt (Lohmann
& Salimbahrami 2004). Im Vergleich zur modalen Reduktion weisen die
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Krylov-Unterraum-basierten Verfahren somit den Vorteil auf, dass das statische
Verhalten ohne Verluste approximiert wird.

3.7.3 Ein- und zweiseitige Krylov-Unterraum-Verfahren

Für die eigentliche Ordnungsreduktion werden im nächsten Schritt die Pro-
jektionsmatrizen V und W ∈ Kn×r benötigt. Demnach muss eine Basis des
Krylov-Unterraumes gefunden werden, um die geforderte Übereinstimmung
der Momente zu gewährleisten. Wird hierfür der Eingangs-Krylov-Unterraum
mit Pe und qe bzw. Qe aus (3.97) herangezogen, ist eine Projektionsmatrix V

zu bestimmen, so dass gilt:

Km(Pe, qe) ⊆ V = colspan(V ) bzw.
Km(Pe, Qe) ⊆ V = colspan(V ).

(3.102)

Gleichung (3.102) besagt somit, dass der Eingangs-Krylov-Unterraum Km der
Stufe m eine Teilmenge des Vektorraumes V ist, welcher von den Spalten-
vektoren der Matrix V aufgespannt wird. Um der Projektionsvorschrift aus
Abschnitt 3.5 nachzukommen, bedarf es einer zweiten Matrix W . Wird diese
aus demselben Eingangs-Krylov-Unterraum ermittelt, so dass W = V gilt
und die Matrix V unitär ist, liegt ein einseitiges Krylov-Unterraum-Verfahren
vor. Auf diese Weise werden die ersten m Momente der Reihenentwicklung
der Übertragungsfunktion um den Entwicklungspunkt zur Übereinstimmung
gebracht.

Alternativ kann auch der Ausgangs-Krylov-Unterraum für die Bestimmung der
Projektionsmatrizen herangezogen werden. Die Spaltenvektoren der Matrizen
V und W sind dann so zu wählen, dass gilt:

Km(Pa, qa) ⊆ W = colspan(W ) bzw.
Km(Pa, Qa) ⊆ W = colspan(W ),

V = W , wobei W ∗W = I.

(3.103)

Wird darüber hinaus von der Möglichkeit Gebrauch gemacht, unterschiedliche
Matrizen V und W zu nutzen, um beide Vektorräume für die Projektion
zu berücksichtigen, kann noch mehr Information der Übertragungsfunktion
für deren Approximation aufgenommen werden. Dies wird das zweiseitige
Krylov-Unterraum-Verfahren genannt. Somit lassen sich bis zu doppelt so
viele Momente zur Übereinstimmung bringen. Die Begründung hierfür liegt
in der Tatsache, dass die Übertragungsmatrix H grundsätzlich sowohl von
der Eingangs- als auch von der Ausgangsmatrix abhängt (Eid 2009). Die
Matrizen V und W sind dann jeweils orthonormale Basen des Eingangs- bzw.
des Ausgangs-Krylov-Unterraumes.
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3.7.4 Verwendung mehrerer Entwicklungspunkte

In den vorangegangen Abschnitten wurde die Approximation der Übertra-
gungsfunktion auf der Grundlage einer Reihenentwicklung an einer einzigen
Entwicklungsstelle s0 diskutiert. Damit lässt sich die Übertragungsfunktion
in der Nähe der Entwicklungsstelle gut abbilden, während die Genauigkeit
in Frequenzbereichen mit größerem Abstand zum Entwicklungspunkt stark
abnehmen kann. Dadurch können sich auch die Approximationsergebnisse bei
der Modellreduktion signifikant verschlechtern.

Abhilfe schafft hier die von Grimme (1997) vorgestellte Methode der Rationalen
Interpolation. Dazu werden mehrere Entwicklungsstellen für den Projektions-
vektorraum berücksichtigt, wodurch die Genauigkeit in mehreren Bereichen der
komplexen Ebene gesteigert werden kann. Bei diesem Vorgehen werden mehrere
Vektorräume vereinigt, die jeweils einem der in Abschnitt 3.7.1 beschriebenen
Krylov-Unterräume entsprechen:

n⋃
j=1

Kmj (Pj , qj) = Km1 (P1, q1) ∪ Km2 (P2, q2) ∪ . . . ∪ Kmn (Pn, qn). (3.104)

Die Gesamtprojektionsmatrix V wird dann aus den Basismatrizen Vj zusam-
mengesetzt, die an den jeweiligen Entwicklungspunkten s0j bestimmt wurden
und verschiedene Stufen haben können, sodass gilt:

n⋃
j=1

Kmj (Pj , qj) ⊆ V = colspan(V ) = colspan([V1, V2, . . . , Vn]). (3.105)

Äquivalent dazu wird für den Fall des zweiseitigen Krylov-Unterraumverfahrens
die Projektionsmatrix W bestimmt. Die jeweiligen Matrizen Pj und Startvek-
toren qj besitzen die in Gleichung (3.100) definierte Struktur und sind von der
Lage der Entwicklungspunkte s0j abhängig. Wie in (3.100) zu erkennen ist,
muss für jeden Entwicklungspunkt die Inverse einer Matrix der Dimension des
Originalsystems gefunden werden, was einen erheblichen Anteil am numerischen
Gesamtaufwand des Verfahrens darstellt. Aus diesem Grund ist die Anzahl der
verwendeten Entwicklungspunkte vom Standpunkt der Recheneffizienz stets
umsichtig zu wählen.

Wenngleich das Verfahren als rationale Interpolation bezeichnet wird, lässt
es sich nicht anhand der Übertragung auf eine einfache Reihenentwicklung
verstehen. Da Letztere nicht für eine Entwicklung an mehreren Stellen formu-
liert werden kann, ist das Verfahren lediglich durch Vektorraumüberlegungen
nachzuvollziehen, wie sie in Gleichung (3.104) wiedergegeben sind.
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n⋃
j=1
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n⋃
j=1

Kmj (Pj , qj) ⊆ V = colspan(V ) = colspan([V1, V2, . . . , Vn]). (3.105)
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3.7.5 Bestimmung der Projektionsmatrizen

Wie in Abschnitt 3.5 erläutert, wird die eigentliche Ordnungsreduktion durch
die Projektion mit Hilfe der orthonormalen Projektionsmatrizen V und W

herbeigeführt. Die Orthonormalbasis ist dabei eine wichtige Voraussetzung
für die Projektion, weil die Vektoren nur im Fall der Orthonormalität korrekt
zerlegt und somit richtig im jeweiligen Unterraum dargestellt werden können.
Für die Bestimmung der Projektionsmatrizen besteht eine Möglichkeit darin,
die Krylov-Unterraumvektoren, wie sie in Abschnitt 3.7.1 definiert wurden,
explizit zu berechnen und im Anschluss mit Hilfe einer QR-Zerlegung (vgl.
Abschnitt 3.2.2) zu orthonormieren. Aus Gründen der numerischen Stabilität
ist dieses Vorgehen aber nicht sinnvoll, da die Vektoren der Krylov-Sequenz
(3.90) oft sehr schnell gegen den dominanten Eigenvektor konvergieren und die
neugebildeten Vektoren sich damit zunehmend einer linearen Abhängigkeit der
bereits bestehenden annähern (Freund 2003).

Um dieser Problematik entgegen zu wirken, bieten sich prinzipiell zwei Algo-
rithmen an. Eine Möglichkeit, die Projektionsmatrizen für den Einsatz von
zweiseitigen Kyrlov-Unterraummethoden zu bestimmen, ist die Anwendung
des (unsymmetrischen) Lanczos-Algorithmus (Antoulas 2005, Salimbahrami
2005). Dieser erzeugt aus dem Ein- bzw. Ausgangs-Krylov-Unterraum die
biorthonormalen Basen W und V , d. h. W ∗V = I.

Eine zweite Möglichkeit, die numerisch stabiler ist, stellt das sog. Arnoldi-
Verfahren dar (Arnoldi 1951), welches in der vorliegenden Arbeit weiter
verfolgt wird. Der Algorithmus berechnet die Basen W und V in zwei ge-
trennten Schritten, weshalb er auch effizient für einseitige Krylov-Unterraum-
Verfahren anwendbar ist. Die resultierenden Basen entsprechen hierbei der
Orthogonalitätsbedingung, d. h. W ∗W = I bzw. V ∗V = I.

Bei der Anwendung des Arnoldi-Verfahrens werden die Basisvektoren iterativ
aus dem jeweils letzten berechneten orthonormalen Vektor der Projektionsma-
trix berechnet, was durch die Gegenüberstellung in (3.106) angedeutet ist. Der
Vorteil dieser Methode liegt somit darin, dass auf die explizite Berechnung der
Krylov-Unterraum-Sequenz verzichtet werden kann. Es gilt:

K(:,n+1) = P n−1q︸ ︷︷ ︸
Vorgehen nach Krylov-Unterraumdefinition

⇔ K(:,n+1) = P V(:,n)︸ ︷︷ ︸
Arnoldi-Verfahren

(3.106)

In obiger Darstellung bezeichnet K die Matrix der Krylov-Unterraumvektoren,
die einmal aus der Krylovsequenz (3.90) und einmal nach dem Arnoldi-Verfahren
gebildet wird. Die Matrix V spiegelt dabei die Projektionsmatrix wider und
enthält die bereits orthonormierten Basisvektoren. Für die Ermittlung des
(n + 1)-ten Basisvektors wird somit der n-te Vektor aus V verwendet. Um
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der Forderung nachzukommen, dass der jeweils neu ermittelte Basisvektor or-
thonormal zu den bereits bestehenden Vektoren der Projektionsmatrix ist,
kommt vorzugsweise das sog. Gram-Schmidt-Verfahren zum Einsatz. Die-
ses gehört zu den wichtigsten Orthonormierungsverfahren und ist bspw. in
Saad (2003) detailliert erläutert. Ziel des Verfahrens ist die Bestimmung einer
Orthonormalbasis Q = [q1, q2, . . . , qn] ∈ Rn×n zu einer bestehenden Basis
B = [b1, b2, . . . , bn] ∈ Rn×n. Der erste Vektor q1 von Q wird durch eine
Normierung des ersten Vektors b1 der Basis B erzeugt und bildet den Aus-
gangspunkt. Auf diesen wird der zweite Vektor b2 projiziert und anschließend
durch Substraktion des Ergebnisses von b2 orthogonalisiert. Die Normierung
des neu entstandenen Vektors führt schließlich auf den zweiten Vektor q2 der
gewünschten Orthonormalbasis Q. Jeder neue Vektor wird dann gegenüber
allen vorherigen Vektoren orthonormiert, indem jeweils die Schritte Projekti-
on, Orthogonalisierung und Normierung angewendet werden. In Saad (2003)
wird darüber hinaus eine Abwandlung des Schrittes der Orthogonalisierung
beschrieben, um diesen numerisch effizienter zu gestalten. Dieses Vorgehen
wird modifiziertes Gram-Schmidt-Verfahren (MGS-Verfahren) genannt und
bildet aufgrund der rekursiven Bestimmung des jeweils nächsten orthonormalen
Vektors der Basis die Grundlage für das Arnoldi-Verfahren.

Der grundsätzliche Ablauf des Arnoldi-Algorithmus zur Bestimmung einer
orthogonalen Basis V zum Krylovraum Km der Stufe m ist in Bild 3.9 als
Strukturdiagramm veranschaulicht. Wie zu erkennen ist, wird die Schleife zur
Bestimmung der Spaltenvektoren der Projektionsmatrix V für alle m Momente
durchlaufen. Dabei wird die gewünschte orthonormale Basis V zur Matrix K

iterativ bestimmt. Die entstehende Matrix H ist dabei als Transformations-
matrix zu verstehen und hat obere Dreiecksform. Da das Produkt V · H die
Ausgangsmatrix K ergibt, ist das Arnoldi-Verfahren als eine spezielle Form
der QR-Zerlegung zu verstehen.
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Bild 3.9: Ablauf des Arnoldi-Verfahrens nach Saad (2003) und
Antoulas (2005)

Das Verfahren wurde aus Gründen der Anschaulichkeit zunächst für den SISO-
Fall mit nur einer Eingangsgröße erläutert. Für strukturmechanische Anwen-
dungen, bei denen das LTI-System mehrere Eingangsgrößen aufweist, kommt
dagegen die Blockversion des Arnoldi-Verfahrens zum Einsatz, bei welcher die
Projektionsmatrix V blockweise aufgebaut wird (Bild 3.10). Hierbei kommen
anstelle eines einzelnen neuen Spaltenvektors stets mehrere zu einem Block
zusammengefasste orthonormale Spaltenvektoren hinzu.

Die in Gleichung (3.101) definierte Matrix Q ist dabei, analog dem Startvektor
q in Bild 3.9, die Startmatrix. Im Anschluss werden alle neuen Blöcke auf die
bestehenden Vektoren der Krylov-Sequenz projiziert und gegenüber den bereits
berechneten Spaltenvektoren der Projektionsmatrix V orthogonalisiert.
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Bild 3.10: Ablauf des Block-Arnoldi-Algorithmus mit blockweiser Orthogonali-
sierung nach Sadkane (1993) und Saad (2003)

Ein wichtiger Aspekt, der auch bei Anwendung des Block-Arnoldi-Verfahrens
berücksichtigt werden muss, ist die Gefahr der linearen Abhängigkeit der Spal-
tenvektoren des k-ten Blockes P kQ der Block-Krylov-Sequenz in (3.91) von
Spaltenvektoren in Blöcken, die vorher erzeugt wurden. Die Grundversion des
Block-Arnoldi-Verfahrens in Bild 3.10 sorgt zwar dafür, dass jeder neu erzeugte
Block in der Projektionsmatrix V gegenüber den bestehenden Spaltenvektoren
linear unabhängig ist, garantiert aber nicht, dass dies auch für die Spaltenvek-
toren innerhalb dieses Blocks zutrifft. Aus diesem Grund ist es sinnvoll, die
neuen Basisvektoren der Blöcke einzeln und spaltenweise zu orthonormieren
(Salimbahrami 2005), was aufgrund des erhöhten numerischen Aufwandes
jedoch zu einer längeren Berechnungsdauer führt. Dieser Algorithmus ist in
Bild 3.11 als Strukturdiagramm dargestellt.
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Bild 3.11: Strukturdiagramm zur Erläuterung des Block-Arnoldi-Verfahrens
nach Antoulas (2005) und Salimbahrami (2005)

Um in der Praxis zu vermeiden, dass der Algorithmus bei einer auftretenden
linearen Abhängigkeit eines neuen Basisvektors abbricht, wird dem Algorith-
mus in Bild 3.11 eine Toleranzgrenze τ übergeben. Der zuletzt berechnete
Spaltenvektor wird nur dann für die Projektionsmatrix V verwendet, sofern
dessen Norm die Grenze betragsmäßig übersteigt. Andernfalls hat dieser Vektor
einen zu kleinen Anteil an der neuen Dimension des Gesamtvektorraumes. Da
aufgrund numerischer Ungenauigkeiten die Gefahr besteht, dass eine falsche
Richtung hinzugefügt wird, wird der berechnete Vektor nicht weiter verwendet.
Das Entfernen nahezu linear abhängiger Vektoren wird als Deflation bezeichnet
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und verhindert ein Abbrechen des Algorithmus. Dieses Vorgehen verursacht
allerdings eine Verkleinerung des jeweiligen Abbildungsblockes, was insbesonde-
re bei zweiseitigen Verfahren dazu führen kann, dass die Projektionsmatrizen
V und W verschiedene Dimensionen besitzen. Um dies auszugleichen, kön-
nen nach Soppa (2011) bspw. weitere Basisvektoren über die angegebene
Anzahl von Momenten hinaus erzeugt werden, bis die geforderte Dimension
der Projektionsmatrix wieder erreicht ist.

Prinzipiell wäre der Einsatz der genannten Deflationstechniken auch für das
Verfahren aus Bild 3.10 wünschenswert. Da in diesem Fall aber stets ein Block
von Spaltenvektoren zur Projektionsmatrix hinzugefügt wird, lässt sich die
Überprüfung auf lineare Abhängigkeit einzelner Vektoren schwer realisieren,
weshalb bislang meist auf die numerisch aufwendigere Variante aus Bild 3.11
zurückgegriffen wird.

Mit dem oben dargestellten Block-Arnoldi-Verfahren lassen sich die Projekti-
onsmatrizen zur Reduktion von MIMO-Systemen erstellen. Die Anzahl der Ein-
und Ausgangsgrößen hat dabei einen direkten Einfluss auf die resultierende
Dimension der Projektionsmatrix, die sich wiederum auf den Reduktionsgrad
auswirkt. Die Anzahl der Spaltenvektoren der Projektionsmatrix V ergibt sich
mit

Anzahl(V(1,:)) = Anzahl(Q(1,:)) · Anzahl(Momente) · Anzahl(EP ) (3.107)

als Produkt aus der Anzahl der Startvektoren, die durch die Anzahl der Ein-
bzw. Ausgänge bestimmt wird, der Anzahl der approximierten Momente und der
Anzahl der Entwicklungspunkte (EP). Durch eine hohe Anzahl von Ein- bzw.
Ausgängen nimmt bei einer festgelegten maximalen Dimension von V entweder
der Reduktionsgrad ab oder es werden weniger Momente zur Übereinstimmung
gebracht. Dies wird durch die Überlegung, dass mit zunehmender Zahl von
Ein- bzw. Ausgängen auch die Zahl der Übertragungspfade in der Matrix H(s)
zunimmt, deutlich. Dem entsprechend müssen auch mehrere Frequenzgänge als
Reihe entwickelt werden. An dieser Stelle wird ein Unterschied zu den modalen
Reduktionsverfahren deutlich, da deren Projektionsmatrix unabhängig von den
Ein- und Ausgängen ist.
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3.8 Modellordnungsreduktion in der Simulation von Werk-
zeugmaschinen

Für die Approximation des dynamischen Verhaltens einer modellierten Werk-
zeugmaschinenstruktur kommen heute meist die modalen Verfahren zum Ein-
satz. Hierbei werden die Strukturkomponenten nach der Lösung des Eigen-
wertproblems (siehe Abschnitt 2.4.3) in den modalen Raum transformiert, was
die Grundlage für die Reduktion der Freiheitsgrade bildet. Durch die modale
Superposition einfacher Schwingungsformen können somit komplexe Defor-
mationen einer Struktur abgebildet werden. Dies kann sowohl auf einzelne
Strukurkomponenten einer Maschine als auch auf das Gesamtmodell angewen-
det werden. Bild 3.12 zeigt die beiden am häufigsten angewandten Varianten
der modalen Reduktion und resultierende Möglichkeiten zur Weiterverwendung
der reduzierten Modelle.

Die Component Mode Synthesis (CMS) (siehe Abschnitt 3.6.2) gehört zu den
Substrukturtechniken und hat sich aufgrund der Integration in kommerzielle
FEM-Softwareprodukte stark verbreitet. Sie basiert auf einer Modaltransforma-
tion aller Freiheitsgrade der Komponente, für die die berechneten Eigenformen
eines zu definierenden Frequenzbereiches berücksichtigt werden. Anschließend
werden die Eigenschaften des FEM-Netzes der Komponente nach der Theorie
von Craig & Bampton (1968) auf die Koppelknoten reduziert. Darunter
sind diejenigen Freiheitsgrade zu verstehen, die für die Verbindung mit den
übrigen Maschinenkomponenten nötig sind, wie beispielsweise Führungs- oder
Lagerpunkte. Alle übrigen Freiheitsgrade sind nicht mehr in physikalischen
Koordinaten vorhanden. Um den Fehler, der durch die Vernachlässigung von
Eigenmoden ab einem bestimmten Frequenzbereich entsteht, zu kompensie-
ren, wird von Craig & Bampton (1968) die Verwendung sog. Rest- oder
Korrekturmoden vorgeschlagen. Insgesamt kann mit dem CMS-Verfahren die
Systemdimension bei gleichzeitiger Berücksichtigung der Nachgiebigkeit der
Komponente stark reduziert werden. Eine Anwendung ist insbesondere für
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fahrbewegungen der Maschinenachsen zu untersuchen. Auf diese Weise können
große Führungsbewegungen realisiert und gleichzeitig auftretende Schwingun-
gen analysiert werden. Darüber hinaus sind in der Literatur weitere Arbeiten
auf Basis flexibler Mehrkörpersysteme unter Verwendung der CMS-Methode zur
Untersuchung des dynamischen Verhaltens von Werkzeugmaschinen zu finden,
z. B. Weißenberger (2002), Queins (2005) und Kipfmüller (2010).

Als zweites Verfahren hat sich die Modaltransformation des Gesamtmodells
etabliert. Hierbei werden alle Freiheitsgrade der vernetzten Maschinenstruktur
in den modalen Raum projiziert. Die eigentliche Reduktion wird somit durch
eine Auswahl der für die Projektion berücksichtigten dynamischen Eigenmoden
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erreicht. Durch diese Einschränkung kann aber das statische und dynamische
Verhalten des reduzierten Systems mit einem signifikanten Fehler behaftet sein,
dem in der Regel durch einen größeren berücksichtigten Frequenzbereich der Ei-
genmoden entgegnet wird, was sich wiederum negativ auf den Reduktionsgrad
auswirkt. Durch die Modaltransformation lässt sich das Gleichungssystem, wie
in Abschnitt 2.4.3 erläutert, in den verallgemeinerten, modalen Koordinaten
darstellen. Nach der Festlegung der für die Analysen benötigten Ein- und
Ausgänge wird das System in die Zustandsraumdarstellung (Gleichung 2.29)
überführt, wodurch die relevanten Übertragungspfade für das Systemverhal-
ten definiert werden. Für diesen Fall stellte Litz (1979) ein Verfahren zur
Bestimmung von ein- und ausgangsgerichteten Dominanzindizes vor. Diese
liefern eine quantifizierende Aussage über den Anteil einzelner Eigenmoden
an einem Übertragungsvorgang, welcher als Auswahlkriterium herangezogen
werden kann. Damit lassen sich diejenigen Moden für die Modaltransformation
identifizieren, welche einen definierten Mindestdominanzgrad aufweisen.

Die modale Reduktion stellt aufgrund ihrer einfachen physikalischen Interpre-
tierbarkeit heute ein Standardverfahren zur Reduktion der durch die FEM-
Modellierung entstehenden Freiheitsgrade dar und wird sowohl im wissenschaft-
lichen (z. B. Altintas et al. 2005, Großmann et al. 2007, Neugebauer
et al. 2010) als auch im industriellen Umfeld (z. B. Kehl 2004) zur Simulation
von Werkzeugmaschinen eingesetzt. Sie kommt stets dann zur Anwendung,
wenn das Ziel in der Zeitbereichsberechnung liegt, wie es in Abschnitt 2.5.4
beschrieben ist. Berkemer (2003) wandte die modale Reduktion unter Berück-
sichtigung der vorhandenen Starrkörpermoden der ungefesselten Linearachsen
in seiner Arbeit an, um Strukturmodelle von Werkzeugmaschinen gekoppelt mit
den geregelten Antriebssystemen zu simulieren. Er nutzte zudem bestimmte
Rekonstruktionen der vernachlässigten Moden zur Minimierung des Redukti-
onsfehlers, welcher aber verfahrensbedingt nicht vollständig zu kompensieren
ist. Auch Oertli (2008) nutzte den Ansatz der gekoppelten Simulation für
Werkzeugmaschinen mit geregelten Antriebsachsen, setzte aber das Dominanz-
maß nach Litz (1979) ein, um die für das Übertragungsverhalten relevanten
Eigenmoden zu identifizieren, bevor die Modaltransformation durchgeführt
wird. Des weiteren kommt die modale Reduktion auch bei Schwarz (2010)
und Gebhard (2011) zum Einsatz, um effizient zu berechnende Systemmodelle
für die gekoppelte Simulation mit Prozessmodellen zu erhalten. Anstelle einer
Kompensationsstrategie für den sich einstellenden Fehler wurde in diesen Ar-
beiten ein größerer Frequenzbereich berücksichtigt, d. h. eine große Anzahl an
Eigenschwingformen, was wiederum in größeren Dimensionen der reduzierten
Modelle resultierte.
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3 Verfahren zur Modellordnungsreduktion

Es bleibt festzustellen, dass für strukturmechanische Anwendungen und insbe-
sondere für die Simulation von Werkzeugmaschinen meist die modale Reduktion
verwendet wird, wenn es um die Erstellung eines effizient zu berechnenden
Systemmodells für Betrachtungen im Zeitbereich geht. Die Vorteile sind in
der einfachen Anwendung dieser Reduktionsmethode bei einer bislang als
ausreichend bewerteten Genauigkeit zu sehen. Dafür müssen die verfahrens-
bedingten Nachteile und insbesondere die Unkenntnis über den entstandenen
Approximationsfehler in Kauf genommen werden.

Erste Versuche, moderne Ordnungsreduktionsverfahren wie Krylov-Unterraum-
Verfahren für die Werkzeugmaschinensimulation anzuwenden, sind von Maglie
et al. (2010) präsentiert worden. Hierfür wurden die Einzelkomponenten
einer Werkzeugmaschine mit Hilfe einer für die FEM-Software ANSYS® er-
hältlichen Toolbox (MOR4ANSYS®) reduziert. Daraus resultierten mehrere
reduzierte Zustandsraummodelle der Einzelkomponenten. Um das Verhalten
des Gesamtsystems darstellen zu können, wurden die reduzierten Einzelsyste-
me mit Feder-Dämpfer-Elementen zwischen den Verbindungsstellen gekoppelt.
Eine Reduktion des Gesamtmaschinenmodells inkl. der modellierten Vorschub-
achsen ist auf diese Weise nicht möglich. MOR4ANSYS® ist ein auf Krylov-
Unterräumen basierendes Reduktionsprogramm, welches für die Simulation
mikro-elektromechanischer Systeme (MEMS) entwickelt wurde (Rudnyi &
Korvink 2004). Diese werden i. d. R. mit Hilfe von DGL-Systemen erster
Ordnung (vgl. Gleichung 3.32) modelliert, weshalb das Programm auf die
Reduktion dieses Gleichungstyps ausgelegt ist. Es kann daher nicht direkt auf
die Koeffizientenmatrizen des Werkzeugmaschinenmodells angewendet werden.
Hierfür muss zunächst eine Transformation vorgenommen werden, was die
Dimension der Matrizen verdoppelt und damit erhöhte Speicheranforderungen
nach sich zieht.

Einen vielversprechenden Ansatz zur Reduktion großer FEM-Strukturmodelle
auf Basis von Krylov-Unterraum-Verfahren stellte Soppa (2011) vor. Der
Schwerpunkt dieser Arbeit liegt in der Implementierung eines iterativen Ver-
fahrens zur Optimierung der Lage der Entwicklungsstellen, um das dynamische
Verhalten der Strukturmodelle bestmöglich abzubilden. In dieser mathematisch
geprägten Arbeit werden Komponenten von Werkzeugmaschinen als Anwen-
dungsbeispiele herangezogen, welchen ein proportionaler Dämpfungsansatz zu
Grunde liegt. Da mit dem Verfahren gute Ergebnisse für diese Beispiele erzielt
werden konnten, wird es im weiteren Verlauf der vorliegenden Arbeit noch
näher beleuchtet (Abschnitt 4.4.6).
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Für die effiziente Berechnung großer Differenzialgleichungssysteme, wie sie
beispielsweise aus Finite-Elemente-Modellen resultieren, sind entsprechende
Methoden zur Ordnungsreduktion nahezu unumgänglich. Das Ziel aller Verfah-
ren ist es dabei, das Originalsystem durch ein System kleinerer Dimension zu
approximieren, sodass der entstehende Fehler möglichst gering ist. Der Approxi-
mationsansatz vieler Reduktionsverfahren besteht darin, das hochdimensionale
Originalsystem mit Hilfe einer Projektionsmatrix auf einen Unterraum kleinerer
Dimension zu projizieren. Das reduzierte System ist dann entsprechend schnel-
ler und mit weniger Speicheraufwand zu berechnen und kann für verschiedene
Einsatzzwecke weiterverwendet werden.

In der Strukturdynamik stellen bislang die modalen Reduktionsverfahren die
am häufigsten eingesetzten Methoden dar. Die Grundidee ist dabei, die auf-
tretenden Strukturverformungen durch die Überlagerung einer Auswahl der
zuvor berechneten Eigenschwingungsformen abzubilden. Hierfür wird nach der
Lösung des reellen Eigenwertproblems die Eigenvektor- oder Modalmatrix als
Projektionsmatrix herangezogen, um das Originalsystem damit in den modalen
Raum zu projizieren. In der Regel werden für diese Transformation aber nicht
alle Eigenvektoren des Systems verwendet, sondern lediglich eine Auswahl, wo-
durch die eigentliche Reduktion resultiert. Die Einschränkung der Anzahl der
dynamischen Moden führt aber gleichzeitig dazu, dass das statische Verhalten
mit einem signifikanten Fehler behaftet sein kann, der den statischen Residuen
der nicht berücksichtigten Moden entspricht. Zudem geht auch die dynamische
Information der vernachlässigten Moden verloren.

Hieraus resultiert die Problematik, dass der durch die Reduktion auftretende
Fehler nicht bekannt ist. Für dessen Bestimmung wäre die Berechnung aller
Eigenwerte und -vektoren nötig, was wiederum dem rechnerischen Aufwand
für die Lösung des originären Gleichungssystems entspräche. In der Praxis
werden daher Erfahrungswerte bezüglich der Anzahl der berücksichtigten Mo-
den herangezogen, ohne dass dabei exakt bekannt ist, welchen Anteil die
Ordnungsreduktion an der Gesamtabweichung zwischen dem Modell und der
Realität hat. Aus diesem Grund ist hierfür bis heute eine größtenteils manuelle
Vorgehensweise üblich. Darüber hinaus schränken die modalen Verfahren den
Benutzer in der Wahl des Dämpfungsansatzes für die Maschinenstruktur ein.
Um das mit Hilfe der Modaltransformation entkoppelte Gleichungssytem zu
wahren, wird bislang meist mit einem globalen Dämpfungsmaß gearbeitet, was
keinerlei Rückschluss auf lokale Dämpfungseffekte und deren Entstehungsort
zulässt.

87



3 Verfahren zur Modellordnungsreduktion

Als Alternative wurden in diesem Kapitel Krylov-Unterraum-Verfahren vorge-
stellt, welche das Originalsystem mit Hilfe eines impliziten Momentenabgleichs
approximieren und ebenfalls zu den Projektionsverfahren gehören. Die Bestim-
mung der Projektionsmatrix findet dabei auf einer mathematischen Grundlage
statt, was das Potenzial für eine Automatisierung des Verfahrens ergibt.

Für Finite-Elemente-Modelle von Werkzeugmaschinen kommen die Krylov-
Unterraum-Verfahren aber bislang noch kaum zum Einsatz und sie sind für die
Simulation komplexer mechatronischer Maschinenmodelle nicht ausführlich ge-
testet und validiert worden. Um die genannten Vorteile auch für die Simulation
von Werkzeugmaschinen nutzbar zu machen, besteht der Handlungsbedarf, die
modernen Methoden der Ordnungsreduktion auf ihre Eignung zu untersuchen
und für den Einsatz in der Entwicklung von Werkzeugmaschinen zu validieren.
Hierbei gilt es, die nötigen Anpassungen vorzunehmen, um den Anforderungen
der Werkzeugmaschinenmodelle nachzukommen und einen möglichst hohen
Automatisierungsgrad zu erreichen. Zudem bietet die Möglichkeit, mit Hilfe
von Krylov-Unterraum-Methoden auch nicht modal oder nicht proportional
gedämpfte Systeme in ihrer Ordnung zu reduzieren, weiteres Potenzial, welches
bislang nicht genutzt ist.

Die aus dem Fachbereich der Mathematik stammenden Reduktionsverfahren
stellen allerdings derzeit noch Insellösungen dar. Um diese Verfahren effizient
im Entwicklungsprozess von Werkzeugmaschinen einsetzen zu können, bedarf
es einer Vorgehensmethodik für deren Integration in den derzeit etablierten
Entwicklungsprozess, sodass dem Anwender der Einsatz der Ordnungsreduktion
erleichtert wird.
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4 Reduktion von Werkzeugmaschinenmodellen mit
Krylov-Unterraum-Verfahren

4.1 Inhalt des Kapitels

Im vorliegenden Kapitel wird ein Reduktionsverfahren auf Basis der beschrie-
benen Krylov-Unterräume vorgestellt, welches speziell für die Reduktion von
FEM-Modellen von Werkzeugmaschinen geeignet ist. Das Vorgehen innerhalb
dieses Kapitels ist in Bild 4.1 dargestellt.

Abschnitt 4.5

Erweiterung des Reduktionsverf
2. Ordnung für beliebig ge

Abschnitt 4.2

Definition der Anforderungen
an das Reduktionsverfahren

Abschnitt 4.4

Beschreibung der
Reduktionsverfahre

gedämpfte Werkzeu

fahrens mit Krylov-Unterräumen 
edämpfte Strukturmodelle

Abschnitt 4.3

Analyse der Einflussfaktoren 
auf KU-Verfahren 

r Bestandteile des 
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Bild 4.1: Aufbau des Kapitels

Zunächst werden in Abschnitt 4.2 die Eigenschaften von strukturmechani-
schen FEM-Modellen von Werkzeugmaschinen näher betrachtet. Darauf folgt
die Definition und Erläuterung der resultierenden Anforderungen, die an das
Krylov-Unterraum-basierte Reduktionsverfahren zu stellen sind. Um die Eigen-
schaften von Krylov-Unterraum-Verfahren und deren Parameter bestmöglich
zu verstehen, erfolgt in Abschnitt 4.3 eine Analyse der Einflussfaktoren mit
ihren Auswirkungen auf die Ergebnisse beim Einsatz von Krylov-Unterraum-
Verfahren. Mit den so gewonnenen Kenntnissen lassen sich zusammen mit
den Anforderungen in der Simulation von Werkzeugmaschinen die notwendi-
gen Bestandteile eines für typische Modelle angepassten Reduktionsverfahrens
definieren. In Abschnitt 4.4 werden hierfür die Lösungsbausteine einer adap-
tierten Variante der Krylov-Unterraum-Verfahren für deren Anwendung auf
lineare Strukturmodelle von Werkzeugmaschinen mit proportionaler Dämpfung
erläutert.
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Eine neue Variante zur Reduktion von Werkzeugmaschinen mit einer beliebigen
Dämpfungsmatrix, d. h. mit Berücksichtigung lokal auftretender Dämpfungsef-
fekte, wird abschließend in Abschnitt 4.5 erläutert. In diesem Verfahren kommen
sog. Krylov-Unterräume zweiter Ordnung zum Einsatz, welche mit dem zuvor
beschriebenen automatisierten Reduktionsverfahren kombiniert werden. Das
Kapitel endet schließlich mit einer Zusammenfassung.

4.2 Anforderungen an das Reduktionsverfahren

4.2.1 Systeme zweiter Ordnung und Matrixeigenschaften

Bevor die Anforderungen im Detail beschrieben werden, wird im folgenden
Abschnitt auf einige wesentliche Eigenschaften der in der vorliegenden Arbeit
betrachteten FEM-Strukturmodelle von Werkzeugmaschinen eingegangen. Aus
der Modellierung von mechanischen Strukturen mit Hilfe der Finite-Elemente-
Methode resultiert eine Massen- und eine Steifigkeitsmatrix, sodass ein lineares
Differenzialgleichungssystem 2. Ordnung vorliegt. Um eine hohe Modellgüte
im Vergleich zur Realität zu erreichen, werden die Strukturkomponenten der
Maschine möglichst fein diskretisiert. Daraus ergibt sich ein FE-Netz mit einer
hohen Anzahl an Gitterpunkten, was zu großen Systemmatrizen führt, die
ihrerseits aber dünn besetzt sind und Bandstrukturen aufweisen.

Diese Eigenschaften lassen sich am Beispiel einer abstrahierten Werkzeugma-
schinenstruktur erläutern, welche von ihren Komponenten einer Ständerfräsma-
schine mit einer Vorschubachse ähnelt. In Bild 4.2(a) sind ein FEM-Modell und
dessen wichtigste Komponenten dargestellt. Im Ausgangszustand besitzt dieses
n = 4983 Freiheitsgrade. Zusätzlich sind die Belegungen der Massen- (b) und
der Steifigkeitsmatrix (c) abgebildet, wodurch die Bandstrukturen erkennbar
werden. In dieser Darstellung sind diejenigen Einträge der (n × n)-Matrizen,
welche ungleich Null sind, durch eine Markierung verdeutlicht. Der hohe An-
teil von Null-Einträgen in der Massenmatrix liegt darin begründet, dass die
kontinuierliche Massenverteilung der Komponenten mit Hilfe des Prinzips der
virtuellen Arbeit vom FEM-Programm „konzentriert“ und auf die diskreten
Knoten des FE-Netzes verteilt wird1. Auf diese Weise verringert sich der Berech-

1 In der FEM wird zwischen einer konzentrierten (engl.: lumped) und einer konsistenten
(engl.: coupled) Elementmatrixformulierung differenziert. Der Unterschied liegt in der
Massenverteilung auf die Freiheitsgrade der Elementknoten. Beim konzentrierten Ansatz
wird die Elementmasse aus Recheneffizienzgründen nicht auf alle sechs Knotenfreiheitsgra-
de, sondern je nach Elementtyp auf wenige konzentrierte Freiheitsgrade verteilt. Dadurch
entstehen ggf. Nullzeilen bzw. -spalten in der Matrix, was zur Singularität führt. (Bathe
2001, Klein 2007)
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nungsaufwand des Gleichungssystems deutlich, weshalb sich die konzentrierte
Massenverteilung in der Praxis durchgesetzt hat.

Maschinenbett TCP

Spindel

Spindelhalter

xy
z

Servomotor

Vorschubachse

Maschinen-
ständer

(a) FEM-Modell mit Bezeichnung der relevanten Strukturkomponenten

(b) Belegungsstruktur der Mas-
senmatrix

(c) Belegungsstruktur der Steifig-
keitsmatrix

Bild 4.2: FEM-Modell einer abstrahierten Werkzeugmaschinenstruktur mit
4983 Freiheitsgraden (a) und der Belegungsstruktur von Massen- (b)
und Steifigkeitsmatrix (c)

Wie im vergrößerten Ausschnitt der Massenmatrix zu erkennen ist, wird die
jeweilige Masse der Volumenelemente nur auf die drei translatorischen Frei-
heitsgrade verteilt. Dies ist an den drei aufeinander folgenden Null-Einträgen
zu erkennen. Zudem sind im unteren Teil der Matrix weitere Lücken vorhanden,
welche dadurch begründet sind, dass im Modell Elemente enthalten sind, denen
keine Masse zugeordnet ist. Dies sind zum einen sog. Multi-Point-Constraints,
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welche als vereinfacht modellierte Verbindungskomponenten, wie bspw. der
Linearführungsschuhe, fungieren, und masselose Zeigerelemente, die zur Vi-
sualisierung von Torsionsmoden der mit Hilfe von Stabelementen modellierten
Gewindespindelwelle dienen. Diese Eigenschaften führen dazu, dass die Mas-
senmatrix singulär ist.

Die Steifigkeitsmatrix weist ebenfalls gewisse Bandstrukturen auf, besitzt
aber deutlich mehr Einträge. Durch die Verknüpfungen der Freiheitsgrade
über die Nebendiagonaleinträge dieser Matrix werden die Kraftbeziehungen
innerhalb der mechanischen Struktur festgelegt. Wird auf einen bestimmten
Freiheitsgrad eine Verschiebung aufgebracht, so entstehen in allen übrigen
Freiheitsgraden bestimmte, durch die Steifigkeitsmatrix definierte Kräfte, sofern
alle Freiheitsgrade gefesselt sind. Die Steifigkeitsmatrix ist somit invertierbar.
Für den Fall, dass bestimmte Freiheitsgrade im Modell nicht bestimmt sind, weil
sie bewusst nicht gefesselt wurden (Vorschubachsen, Hauptspindel), entstehen
auch in dieser Matrix Nullzeilen bzw. -spalten. Die Steifigkeitsmatrix wird auf
diese Weise singulär. Soll das Strukturmodell einer Werkzeugmaschine mit den
Modellen der elektromechanischen Antriebe und deren Regelung gekoppelt
werden, so müssen bestimmte Vorschubbewegungen der Achsen im Modell
möglich sein. Dies kann erreicht werden, indem bspw. die Spindel- oder die
Motorwelle einer Vorschubachse in Rotationsrichtung nicht festgelegt ist. Daraus
resultiert der oben beschriebene Fall einer singulären Steifigkeitsmatrix und
das Modell besitzt folglich sog. Starrkörpermoden. Systemtheoretisch gesehen
beschreibt das Gleichungssystem damit ein instabiles System.

Wie in Abschnitt 2.4.4 erläutert, wird die Dämpfungsmatrix dem Gleichungs-
system häufig nachträglich als Linearkombination aus der Massen- und der
Steifigkeitsmatrix hinzugefügt. Eine Besonderheit stellt dagegen die Verwen-
dung lokaler, viskos wirkender Dämpfungselemente dar, da dies auf eine Dämp-
fungsmatrix führt, die verhindert, dass das Gleichungssystem entkoppelbar ist.
Aus diesem Grund fand die Modellierung lokaler Dämpfungseffekte bislang
keine Anwendung, da kein bestehendes Ordnungsreduktionsverfahren direkt
dazu geeignet ist, das Gleichungssystem zu reduzieren.

4.2.2 Beschreibung der Anforderungen

Aus den vorangegangenen Erläuterungen wird deutlich, dass ein Verfahren zur
Ordnungsreduktion von FEM-Strukturmodellen von Werkzeugmaschinen einige
Anforderungen erfüllen muss, welche im Folgenden zusammengefasst werden.

Einen der wichtigsten Ansprüche beschreibt die Forderung nach einer bestmögli-
chen Approximationsqualität, welche das reduzierte System verglichen mit dem
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aus dem FEM-Modell resultierenden Originalsystem aufweisen muss. Gleichzei-
tig besteht die Anforderung, die generellen Struktureigenschaften einzuhalten.
Hierzu zählen Aspekte wie die Stabilität, die Passivität, die Beobachtbarkeit
sowie die Steuerbarkeit des Systems. Ist ein System im Ausgangszustand nach
den in Abschnitt 3.2.5 definierten Kriterien stabil, so muss auch das reduzierte
System diese Stabilität aufweisen. Diese Forderung gilt analog auch für die
anderen Systemeigenschaften.

Zudem soll das aus dem FEM-Programm resultierende Gleichungssystem 2. Ord-
nung direkt vom Reduktionsverfahren verarbeitet werden können. Wenngleich
auch der Weg, das System zunächst in ein System 1. Ordnung zu transfor-
mieren und anschließend zu reduzieren, theoretisch gangbar ist, soll durch
die direkte Anwendung des Reduktionsverfahrens auf das Gleichungssystem 2.
Ordnung die Effizienz erheblich gesteigert werden. Hierdurch soll insbesondere
der benötigte Speicherbedarf des Simulationsrechners gering gehalten werden.
Gleichzeitig soll die dünn besetzte Struktur der Matrizen ausgenutzt werden,
um die Rechenzeit möglichst kurz zu halten.

Eine gewisse Besonderheit ist durch die zur Simulation von Verfahrbewegun-
gen benötigten Starrkörpermoden in FEM-Modellen von Werkzeugmaschinen
gegeben. Diese sollen auch nach der Reduktion erhalten bleiben, um das Sy-
stemmodell in einer gekoppelten Simulation verwenden zu können. Da moderne
CACE-Umgebungen für die Zeitbereichssimulation in der Regel mit Systemen
1. Ordnung rechnen, soll das reduzierte System einfach in die geforderte Form
zu transformieren sein oder direkt in dieser ausgegeben werden können. In
der endgültigen Ausprägung müssen die Starrkörpermoden noch im System
enthalten sein.

Darüber hinaus interessieren bei einem strukturmechanischen Systemmodell
meist verschiedene Übertragungsstrecken, d. h. das System hat entsprechend
mehrere Ein- und Ausgänge. Ein für die Beurteilung der Werkzeugmaschinen-
qualität relevantes Kriterium bildet der relative oder absolute Nachgiebigkeits-
frequenzgang am TCP. Dieser wird meist in allen drei translatorischen Koordi-
natenrichtungen betrachtet, wodurch ein MIMO-System mit drei Kraftein- und
drei Verschiebungsausgängen entsteht. Wird das Modell im Kontext der Mecha-
troniksimulation verwendet, sind auch rotatorische Ein- und Ausgänge relevant,
wie bspw. das auf den Rotor des Servomotors wirkende Rotationsmoment oder
dessen resultierende Drehgeschwindigkeit. Hier kommt eine weitere Besonder-
heit zum Tragen. Für den Geschwindigkeitsregler der Vorschubachsen werden
Informationen über die aktuelle Geschwindigkeit am Messsystem benötigt. Im
Systemmodell äußert sich dies neben der Ausgangsmatrix der Verschiebungen
Cp zusätzlich in der Existenz von Cv, mit deren Hilfe die Geschwindigkeiten
einzelner Freiheitsgrade ausgegeben werden (vgl. Gleichung 3.28). Für den
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Fall, dass Cv �= 0, soll diese Struktur ebenfalls nach der Reduktion erhalten
bleiben.

Die oben beschriebenen Anforderungen gelten auch für die bisher angewende-
ten modalen Reduktionsverfahren. Darüber hinaus bestehen für die effiziente
Simulation von Werkzeugmaschinen weitere Forderungen, die die Potenziale
der bekannten modalen Verfahren übersteigen. So soll das Reduktionsverfahren
derart gestaltet sein, dass auch Modelle mit nicht proportionaler Dämpfungs-
matrix bei gleichzeitiger Erhaltung der Originaleigenschaften reduziert werden
können.

Ein weiterer Anspruch besteht in der aus der praktischen Anwendung resultie-
renden Forderung nach einer automatischen Reduktion. Das Verfahren soll den
bei den modalen Methoden bislang benötigten Erfahrungsschatz des Anwen-
ders substituieren. Letzterer soll lediglich die Angaben eines Frequenzbereiches,
welcher approximiert werden soll, sowie eine Fehlerschranke, die der Appro-
ximationsfehler nicht überschreiten darf, angeben müssen. Weiterhin soll die
automatische Reduktion auch erfolgen, wenn eine maximal tolerierte Dimension
des reduzierten Systems angegeben wird.

Die in der vorliegenden Arbeit herangezogenen Krylov-Unterraum-Verfahren
bieten die Möglichkeit, die beschriebenen Anforderungen bei richtiger Anwen-
dung zu erfüllen. Um einen zielgerichteten Einsatz der Verfahren zu gewährleis-
ten, werden im folgenden Abschnitt die Einflussfaktoren sowie die Sensitivität
unterschiedlicher Parameter im Hinblick auf das Reduktionsergebnis analy-
siert.

4.3 Einflussfaktoren auf Krylov-Unterraum-Verfahren

4.3.1 Darstellung des Beispielsystems

Wie in Abschnitt 3.7 bereits angedeutet, gibt es bei der Anwendung von
Krylov-Unterraum-Verfahren mehrere Parameter, die Einfluss auf die Approxi-
mationsqualität des reduzierten Systems nehmen. In diesem Abschnitt werden
daher diese Einflussfaktoren näher analysiert.

Für die Untersuchungen wird zunächst ein proportional gedämpftes Beispiel-
system in Zustandsraumdarstellung mit 20 Freiheitsgraden verwendet. Das
DGL-System erster Ordnung beschreibt das Verhalten eines Feder-Masse-
Dämpfer-(FMD)-Systems mit 10 Einzelmassen, wie es in Bild 4.3 zu sehen
ist. In diesem System werden die verschiedenen Massen mi über Feder- und
Dämpferelemente mit den Federkonstanten ki und den Dämpfungskonstanten
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di gekoppelt. Die translatorischen Verschiebungen der Massekörper, welche
aufgrund der angreifenden Kräfte fi auftreten, werden mit xi beschrieben.

Titelm
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 Klicken 
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• • •

Bild 4.3: Schematische Darstellung eines Feder-Masse-Dämpfer-Systems
(Die Parameter des Systems sind im Anhang A.2 aufgeführt.)

Die Parameter des Systems sind willkürlich gewählt und nicht als Abbild
eines realen Systems zu verstehen. Aufgrund der hohen Übersichtlichkeit be-
züglich der Pollagen und Amplitudenverstärkungen ist das System jedoch
geeignet, die Effekte der Reduktion bei Variation unterschiedlicher Parameter
zu demonstrieren. Zur Auswertung werden die Eigenwerte (EW) sowie das
Übertragungsverhalten des Original- und des reduzierten Systems herangezogen
und miteinander verglichen.

Das symmetrische Amplitudennachgiebigkeitsspektrum |H(s)| dieses Systems
mit der komplexen Frequenzvariablen s (vgl. Abschnitt 3.2.6) ist in Bild 4.4
dargestellt. In dieser Grafik wird der Übertragungspfad einer Kraftanregung
am ersten Freiheitsgrad des DGL-Systems zweiter Ordnung auf die Auslenkung
desselben betrachtet.

95



4 Reduktion von Werkzeugmaschinenmodellen mit KU-Verfahren

Bild 4.4: Amplitudenspektrum des Beispielsystems mit 20 Freiheitsgraden,
aufgetragen über der komplexen Zahlenebene

Die Eigenwerte sind übersichtlicher in Bild 4.5 verdeutlicht und zeigen die kon-
jugiert komplexe Verteilung der Pole des Systems. Hierbei ist anzumerken, dass
die Eigenwerte bei großen Gleichungssystemen, wie sie aus der FEM hervorge-
hen, nicht vor der eigentlichen Reduktion berechnet werden. Für die folgenden
Untersuchungen an den einfachen Beispielmodellen wurde das Eigenwertpro-
blem lediglich vorab berechnet, um bspw. die Lage der Entwicklungsstellen
gezielt mit der Kenntnis der Lage der Eigenwerte zu definieren.
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Bild 4.5: Lage der Pole des Originalsystems mit 20 Freiheitsgraden
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Bild 4.5: Lage der Pole des Originalsystems mit 20 Freiheitsgraden
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Die Amplitudenspektren werden im Folgenden in der Regel über der positiven
imaginären Achse aufgetragen, da aufgrund der Symmetrie zur reellen Achse auf
die Darstellung des negativen imaginären Teils verzichtet werden kann. Diese
übersichtliche Darstellung entspricht dem in Kapitel 3 behandelten Amplitu-
denspektrum der Übertragungsfunktion. Für die folgenden Untersuchungen
und Ausführungen ist stets der Vergleich des originalen und des reduzierten
Systems von besonderem Interesse.

4.3.2 Anzahl der Momente

Den Ausgangspunkt der Untersuchungen bildet die Reduktion des Beispielsys-
tems mit Hilfe des in Abschnitt 3.7.5 erläuterten Krylov-Unterraum-Verfahrens,
wobei insbesondere auf die Anzahl der zur Übereinstimmung gebrachten Momen-
te eingegangen wird. Der Entwicklungspunkt (EP) liegt hierfür im Ursprung,
d. h. bei s0 = 0, und ist in den folgenden Spektren durch ein weiß gefülltes
Dreieck gekennzeichnet.

Zunächst wurde das System auf die Dimension 8 reduziert, d. h. es wurden 8
Momente zur Übereinstimmung gebracht (siehe Bild 4.6). Der Vergleich der
Amplitudenspektren des Originalsystems und des reduzierten Systems zeigt,
dass die Approximationsqualität lediglich bis 4 rad/s gut ist. Im darüber liegen-
den Frequenzbereich kommt es zu großen Abweichungen mit der Verschiebung
von Eigenkreisfrequenzen, was sich insbesondere bei dem bei 7 rad/s liegenden
Maximum des reduzierten Systems zeigt. Die Konsequenz dieses Fehlers resul-
tiert in einer deutlichen Überhöhung der Amplitude in diesem Frequenzbereich.
Der Grund hierfür liegt in der Tatsache, dass der für die Amplitudenerhöhung
relevante Eigenwert des reduzierten Systems vom zugehörigen Eigenwert des
Originalsystems abweicht. Die Anzahl der Momente, welche mit denjenigen
des Originalsystems übereinstimmen, ist demnach für den betrachteten Fre-
quenzbereich nicht groß genug. Die Approximation der Übertragungsfunktion
durch eine Reihenentwicklung mit 8 Summanden (Momenten) ist demnach
nicht ausreichend.

Werden dagegen 12 Momente für die Reduktion verwendet, steigt erwartungs-
gemäß auch die Approximationsqualität an. Hierbei stehen dem reduzierten
System genügend Eigenwerte zur Verfügung, um die wichtigsten Eigenwerte
des Originalsystems gut anzunähern. Lediglich im Bereich von 9 rad/s kommt
es noch zu geringfügigen Abweichungen der Amplitudenverstärkungen (Bild
4.7). Die höhere Approximationsqualität geht allerdings zu Lasten des Reduk-
tionsgrades, da das reduzierte System nun die Dimension 12 besitzt.
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Bild 4.6: Amplitudenspektrum des Originalsystems und des reduzierten Sys-
tems bei der Verwendung von 8 Momenten
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Bild 4.7: Amplitudenspektrum des Originalsystems und des reduzierten Sys-
tems bei der Verwendung von 12 Momenten

Der Vergleich der beiden aufgetragenen Spektren über der komplexen Ebene
(Bild 4.8) zeigt auf, dass der Fehler des reduzierten Systems gegenüber dem
Original gravierender ist als dies aus Bild 4.7 hervorgeht. Es fällt auf, dass
ein Verstärkungsmaximum nur unzureichend angenähert wird. Aus diesem
Grund werden im Folgenden der Real- und der Imaginärteil der komplexen
Frequenzvariable getrennt analysiert. Der Imaginärteil der Kreisfrequenz ω

entspricht hierbei der Resonanzfrequenz, der Realteil stellt die Abklingkonstante
dar (vgl. Gleichung (2.20) und (2.21)).
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Bild 4.8: Vergleich der Amplitudenspektren von Original- und reduziertem
System über der komplexen Zahlenebene bei Verwendung von 12
Momenten

Im Folgenden wird die Verteilung der Eigenwerte im reduzierten System näher
analysiert. Den Ausgangspunkt stellt wiederum das Originalsystem mit 20
Freiheitsgraden dar. Zunächst wurden die Imaginärteile der Eigenwerte der
unterschiedlich stark reduzierten Systeme ausgewertet. In Bild 4.9 ist zu erken-
nen, wie bei Anwendung des Krylov-Unterraum-Verfahrens die Lage der Pole
in Abhängigkeit des Reduktionsgrades beeinflusst wird. Dabei fällt auf, dass
bei ungeradzahliger Systemdimension jeweils ein Pol auf der reellen Achse liegt,
da diese Systeme nicht mehr nur konjugiert komplexe Eigenwerte besitzen. Zur
Sicherstellung einer reellen Lösung des Systems bleibt lediglich die Variante,
dass ein einzelner Pol auf der rellen Achse liegt. Die beiden o. g. Beispiele
mit reduzierter Dimension 8 bzw. 12 sind durch die gestrichelten Rechtecke
hervorgehoben.

In dieser Darstellung fällt auf, dass die Eigenwerte des reduzierten Systems
bei steigendem Reduktionsgrad sich immer stärker von den Eigenwerten des
Originalsystems unterscheiden. Dies wird besonders bei den weiter vom Entwick-
lungspunkt entfernt liegenden Eigenwerten deutlich. Diese Lageabweichungen
führen dazu, dass die Resonanzfrequenzen der approximierten Systeme nicht
mehr mit denjenigen des Originalsystems übereinstimmen.
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Bild 4.9: Lage der Imaginärteile der Eigenwerte des reduzierten Systems bei
unterschiedlichem Reduktionsgrad

Ähnlich verhalten sich die Abweichungen der Realteile der Eigenwerte für gerad-
zahlige Systemdimensionen (Bild 4.10). Bei der Verwendung einer ungeraden
Momentenanzahl liegen die Eigenwerte der reduzierten Systeme betragsmäßig
um ein Vielfaches über den Realteilen der abgebildeten Eigenwerte auf der
reellen Achse. Um eine übersichtliche Darstellung zu gewährleisten, wurden
die Eigenwerte von Systemen mit ungerader Dimension auf der reellen Achse
ausgeblendet. Auch hierbei ist zu erkennen, dass bei höherem Reduktionsgrad
die Abweichung der Realteile der Eigenwerte im Vergleich zu den Originalwer-
ten zunimmt. Da die Realteile den Abklingkonstanten der einzelnen Moden
entsprechen, ändern bzw. verfälschen diese Abweichungen somit im Modell
das Dämpfungsverhalten der zugehörigen Moden. Die gestrichelt umrandeten
Eigenwerte entsprechen wiederum den oben beschriebenen Beispielen.

Zusammenfassend ist festzustellen, dass bei der Anwendung der Krylov-
Unterraum-Verfahren ein Kompromiss zwischen dem Reduktionsgrad, welcher
durch die Anzahl der berücksichtigten Momente bestimmt wird, und der Ap-
proximationsqualität gefunden werden muss. Für die Beurteilung der Qualität
des reduzierten Systems im Vergleich zum Originalsystem muss aufgrund der
oben gewonnenen Erkenntnisse stets auch die Lage der Eigenwerte analysiert
werden.
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Bild 4.10: Lage der Realteile der Eigenwerte des reduzierten Systems bei un-
terschiedlichem Reduktionsgrad

4.3.3 Anwendung des ein- bzw. des zweiseitigen Krylov-
Unterraum-Verfahrens

Als zweites Einflusskriterium wird im Folgenden die Wahl des Krylovraumes
betrachtet. Hierfür kommt weiterhin das FMD-System mit 20 Freiheitsgraden
zum Einsatz (siehe Abschnitt 4.3.1). Wie in Abschnitt 3.7.3 erläutert, besteht
zwischen dem Ein- und dem Ausgangs-Krylovraum ein Unterschied, der sich
auf das Reduktionsergebnis auswirkt. Dies ist in Bild 4.11 veranschaulicht,
in welchem einmal nur der Eingangs-Krylovraum (links) und einmal nur der
Ausgangs-Krylovraum (rechts) jeweils im einseitigen Verfahren, d. h. V = W ,
angewendet wurde. Beide Male wurden hierfür 10 Momente zur Übereinstim-
mung gebracht. Die Unterschiede zwischen diesen beiden Verfahren zeigen sich
vor allem im Bereich der ohnehin schlechten Approximation, d. h. im Bereich
zwischen 7 und 10 rad/s.

Mit dem zweiseitigen Krylov-Unterraum-Verfahren besteht die Möglichkeit, bis
zu zweimal so viele Momente bei gleicher Dimension des reduzierten Systems
zur Übereinstimmung zu bringen. Dabei werden die orthonormalen Basen
V und W des Eingangs- und des Ausgangs-Krylovraumes bestimmt. Sind
diese biorthonormal, so ist die Projektionsvorschrift besonders einfach (siehe
Abschnitt 3.2.3).
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(a) Reduktion mit Eingangs-Krylov-
Unterraum
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Bild 4.11: Gegenüberstellung der Amplitudenspektren von Original- und redu-
ziertem System bei Verwendung des Eingangs- (a) bzw. des Ausgangs-
Krylov-Unterraumes (b) (Modell mit 20 FHG aus Abschnitt 4.3.1)

In Bild 4.12 sind das einseitige und das zweiseitige Verfahren einander gegenüber
gestellt. Für beide Varianten wurden jeweils 8 Momente zur Übereinstimmung
gebracht. Der Vergleich der Nachgiebigkeitsspektren zeigt für das Beispielsystem
nahezu keinen Unterschied. Zur Verdeutlichung ist in der rechten Abbildung
die Differenz der beiden Varianten dargestellt.

Da beim zweiseitigen Verfahren auch zwei Projektionsmatrizen bestimmt wer-
den müssen, verdoppelt sich der numerische Aufwand hierbei. Für die Ap-
proximationsergebnisse des reduzierten Beispielsystems ergibt sich lediglich
eine sehr kleine Verbesserung, die optisch kaum auflösbar ist (siehe Abbildung
4.12a). Aus diesem Grund ist der Einsatz der zweiseitigen Verfahren stets zu
hinterfragen, da diese einen höheren numerischen Aufwand bedeuten und damit
das Aufwand-Nutzen-Verhältnis belasten.

4.3.4 Mehrere Entwicklungspunkte und Wahl ihrer Lage

In den bisherigen Untersuchungen wurde die Approximation der Übertragungs-
funktion stets auf der Grundlage einer Reihenentwicklung an einer einzigen
Stelle diskutiert. Wie in Abschnitt 3.7.4 erläutert, wurden bereits Verfahren
vorgestellt, welche mehrere Entwicklungspunkte verwenden, um weit vom sonst
einzigen Entwicklungspunkt gelegene Bereiche ebenfalls gut approximieren zu
können. Die Wahl der Lage der Entwicklungspunkte ist für das Reduktionser-
gebnis dabei ein wichtiger Einflussfaktor, unabhängig von deren Anzahl. An
der Stelle jedes Entwicklungspunktes wird die entwickelte Funktion bereits
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(b) Differenz zwischen dem ein- und
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Bild 4.12: Vergleich der berechneten Übertragungsfunktionen des mit dem
einseitigen und mit dem zweiseitigen Verfahren reduzierten Systems
sowie Veranschaulichung der resultierenden Differenz zwischen beiden
Verfahren (Modell mit 20 FHG aus Abschnitt 4.3.1)

bei Verwendung eines einzigen Momentes exakt beschrieben. Dadurch lässt
sich bspw. die statische Nachgiebigkeit mechanischer Systeme durch einen
Entwicklungspunkt bei Null, d. h. im Ursprung der komplexen Zahlenebene,
korrekt darstellen.

Im Folgenden wird der Einfluss der Anzahl der Entwicklungspunkte sowie ihrer
Lage verdeutlicht. Hieraus können sich sowohl positive als auch negative Eigen-
schaften für die Approximation des Originalsystems ergeben. Zur Darstellung
der Eigenwertverteilungen in der komplexen Zahlenebene in Abhängigkeit von
der Lage der Entwicklungspunkte wird hierfür die einheitliche Notation aus
Tabelle 4.1 verwendet.

EW des Originalsystems 

EW des reduzierten Systems 

Entwicklungspunkt(e) 

Tabelle 4.1: Legende zur Darstellung der Eigenwertverteilung in der komplexen
Zahlenebene

Im linken Teil von Bild 4.13 ist die Eigenwertverteilung des Original- und des
reduzierten Systems bei Verwendung eines Entwicklungspunktes dargestellt,
welcher auf der reellen Achse liegt und einen negativen Realteil aufweist. In
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diesem Fall bleibt die Symmetrie des Spektrums erhalten, was auch an der
Verteilung der Eigenwerte des reduzierten Systems erkennbar ist.

Wird dagegen ein Entwicklungspunkt gewählt, welcher nicht auf der reellen
Achse liegt, so resultiert eine unsymmetrische Verteilung (Bild 4.13b). Zusätz-
lich ist zu erkennen, dass das System nicht mehr stabil ist, weil auch Pole
mit positivem Realteil vorhanden sind. Hierdurch wird die Lösung des redu-
zierten Systems instabil und komplex. Weil somit wichtige Eigenschaften des
Originalsystem nicht erhalten bleiben bzw. sogar verfälscht werden, ist dieses
Reduktionsergebnis unbrauchbar.
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Bild 4.13: Einfluss der Wahl des Entwicklungspunktes auf die Eigenwertvertei-
lung des reduzierten Systems (Modell mit 20 FHG)

Im nächsten Schritt werden zwei konjugiert komplexe Entwicklungspunkte
mit negativem Realteil verwendet, deren Lage im linken Teil von Bild 4.14 zu
erkennen ist. Da der Amplitudenfrequenzgang nur über der positiven imagi-
nären Achse aufgetragen ist, ist der zweite Entwicklungspunkt im Spektrum
nicht zu sehen. Wie dem rechten Teil von Bild 4.14 zu entnehmen ist, wird
erwartungsgemäß der Bereich um den Entwicklungspunkt gut approximiert,
bei höheren Frequenzen kommt es dagegen zu deutlichen Abweichungen.
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Bild 4.14: Reduktionsergebnisse bei Anwendung zweier konjugiert komplexer
Entwicklungspunkte mit negativem Realteil (Modell mit 20 FHG)

Zur Verdeutlichung des Lageeinflusses sind in Bild 4.15 die Ergebnisse bei
Vergrößerung der Beträge der Imaginärteile der Entwicklungspunkte auf
imag(EP ) = ±6 dargestellt. Verglichen mit dem Spektrum in Bild 4.14 ist die
Approximation des Originalsystems im Bereich des Ursprungs schlecht. In der
Nähe des Entwicklungspunktes hingegen wird eine hohe Approximationsgüte
erreicht. Die Anzahl der Momente ist in beiden Abbildungen identisch.
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Bild 4.15: Reduktionsergebnisse bei Anwendung zweier konjugiert komplexer
Entwicklungspunkte mit vergrößertem Imaginärteil
(Modell mit 20 FHG)
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Wie in Abschnitt 3.7.5 erläutert, wird die Dimension des reduzierten Modells
durch das Produkt aus der Anzahl der Eingänge, der Anzahl der Entwicklungs-
punkte und der berücksichtigten Momente pro Entwicklungspunkt festgelegt.
An dieser Stelle gilt es nun die Frage zu klären, wie die günstigste Kombination
aus der Anzahl von Entwicklungspunkten und der dazugehörigen Momente
aussieht. Für die Untersuchungen wird ein zweites System mit der Dimension 24
(Parameter siehe Anhang A.2) betrachtet und die Zahl der Entwicklungspunkte
sukzessive gesteigert. Die Dimension des reduzierten Systems bleibt dabei
konstant bei 12, d. h. es liegt stets ein Reduktionsgrad von 50 % vor. Dabei
wird jeweils die Übertragungsstrecke von einem Freiheitsgrad der Anregung, in
diesem Beispiel dem dritten, zu einem Freiheitsgrad der Auslenkung, hier dem
ersten, als Vergleichskriterium verwendet. Es liegt demnach ein SISO-System
vor.

Die Imaginärteile der Entwicklungspunkte werden hierfür wieder manuell fest-
gelegt, der erste nahezu mit der zweiten Eigenfrequenz des Orinialsystems
übereinstimmend, der zweite zwischen zwei Eigenfrequenzen. Die Realteile fol-
gen der Verteilung der Eigenwerte entlang der neg. Abszisse, d. h. deren Beträge
werden größer. In Bild 4.16 sind die Spektren sowie die Eigenwertverteilungen
des Original- und des reduzierten Systems bei zwei unterschiedlichen Kom-
binationen aus Anzahl der Entwicklungsstellen und Anzahl der zugehörigen
Momente visualisiert. Die oberen beiden Abbildungen (a) und (b) zeigen die Ei-
genwertverteilung und das Amplitudenspektrum von Original- und reduziertem
System bei Verwendung von 2 konjugiert komplexen Entwicklungspunkten, in
welchen je 6 Momente zur Übereinstimmung gebracht wurden. In den Abbildun-
gen (c) und (d) sind die Ergebnisse bei Verwendung von 4 Entwicklungspunkten
mit je 3 Momenten dargestellt.

Der Theorie entsprechend wird das Originalsystem jeweils im Frequenzbereich
der Entwicklungsstellen gut approximiert. In Bild 4.16 (a) und (b) zeigt sich
eine hohe Übereinstimmung bis einschließlich der vierten Eigenmode. Dar-
über hinaus nehmen die Abweichungen deutlich zu. Die Erhöhung der Anzahl
der Entwicklungspunkte lässt die bessere Aproximation eines größeren Fre-
quenzbereichs erwarten. In Bild 4.16 (c) ist jedoch zu erkennen, dass drei zur
Übereinstimmung gebrachte Momente pro Entwicklungspunkt nur jeweils einen
kleinen Frequenzbereich um den selben gut approximieren. Der erste und der
dritte Eigenwert weichen deutlich voneinander ab, was auch im Spektrum (Bild
4.16 (d)) anhand der Amplitudenunterschiede erkennbar ist.
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4.3 Einflussfaktoren auf Krylov-Unterraum-Verfahren
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Bild 4.16: Reduktionsergebnisse bei der Anwendung unterschiedlicher Kom-
binationen aus Entwicklungspunkten und zugehöriger Anzahl von
Momenten (Modell mit 24 FHG aus Abschnitt 4.3.1)

Die Ergebnisse bei einer Steigerung der Anzahl der für die Reduktion verwende-
ten Entwicklungspunkte auf 6 mit je 2 Momenten sind in Bild 4.17 dargestellt.
Hierbei offenbart sich, dass Krylov-Unterraum-Verfahren sehr sensitiv auf die
Wahl der Lage der Entwicklungspunkte reagieren. Im oberen Teil der Abbildung
wurden die 6 Entwicklungspunkte grob in die Nähe der Eigenfrequenzen des
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4 Reduktion von Werkzeugmaschinenmodellen mit KU-Verfahren

Originalsystems gelegt, wobei betragsmäßig durchaus große Realteile verwen-
det wurden. Dabei ist eine breite Streuung der Eigenwerte des reduzierten
Systems zu erkennen, was sich in einer sehr schlechten Approximationsqualität
niederschlägt. Gelingt es hingegen, die Entwicklungspunkte mit einem Teil der
Eigenwerte des Originalsystems zur Übereinstimmung zu bringen, so ergeben
sich sehr gute Approximationseigenschaften des reduzierten Systems. Dieser
Fall ist in den unteren beiden Abbildungen von Bild 4.17 zugrunde gelegt.
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Bild 4.17: Reduktionsergebnisse bei unterschiedlicher Verteilung von 6 konju-
giert komplexen Entwicklungspunkten mit je 2 Momenten
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Bild 4.17: Reduktionsergebnisse bei unterschiedlicher Verteilung von 6 konju-
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4.4 Bestandteile des Reduktionsverfahrens

4.3.5 Zusammenfassung

Die Ergebnisse der oben dargestellten Untersuchungen zeigen eine große Ab-
hängigkeit der Approximationsqualität von den untersuchten Einflussgrößen
Anzahl der Momente, Anzahl und Lage der Entwicklungspunkte sowie Art des
Krylov-Unterraumes (Eingangs- oder Ausgangs-KU) auf. Besonders relevant ist
hierbei die Lage der Entwicklungspunkte. Für eine hohe Ergebnisqualität muss
demzufolge die Übertragungsfunktion besonders in der Nähe der Eigenwerte
des Originalsystems gut beschrieben werden, weshalb die Entwicklungspunkte
möglichst nahe bei den dominanten Eigenwerten des Originalsystems liegen
sollten. Diese sind vor der Anwendung des Reduktionsverfahrens aber nicht
bekannt und eine A-priori-Berechnung der Eigenwerte ist gerade für große
Systeme aufgrund der aufwendigen Lösung nicht zielführend. Eine Möglichkeit,
die Entwicklungspunkte dennoch möglichst zur Übereinstimmung mit den
Eigenwerten zu bringen, kann eine iterative Bestimmung derselbigen sein (vgl.
Abschnitt 4.4.6).

4.4 Bestandteile des Reduktionsverfahrens

4.4.1 Allgemeines und Aufbau des Verfahrens

In der vorliegenden Arbeit kommen Krylov-Unterraum-basierte Reduktions-
verfahren für die Simulation von Werkzeugmaschinen zum Einsatz. Der Fokus
liegt dabei nicht auf der Entwicklung mathematischer Algorithmen, sondern
auf einem Konzept zur Integration eines Reduktionsverfahrens in den simu-
lationsbasierten Entwicklungsprozess. Aus diesem Grund wird größtenteils
auf bereits veröffentlichte Algorithmen und Verfahren zurückgegriffen, die als
Lösungsbausteine des Reduktionsverfahrens dienen2.

Das allgemeingültige Vorgehen während des Reduktionsprozesses mit Krylov-
Unterraum-Verfahren zeigt Bild 4.18. Zu Beginn muss die Lage und Anzahl
der Entwicklungsstellen festgelegt werden. Im nächsten Schritt werden die
Matrizen P und Q bestimmt, woraus sich die Krylov-Sequenz ergibt. Zu dieser
Sequenz gilt es dann geeignete orthonormierte Basisvektoren zu finden, um die
Projektionsmatrizen V und W zu generieren. Durch die Anwendung einer Links-
Rechts-Multiplikation mit den Koeffizientenmatrizen des zu reduzierenden

2 Eine wichtige Quelle stellt die Arbeit von Soppa (2011) dar, welche aus dem von der
Deutschen Forschungsgemeinschaft geförderten Forschungsprojekt Integrierte Simulati-
on des Systems „Werkzeugmaschine - Antrieb - Zerspanprozess“ auf der Grundlage
ordnungsreduzierter FEM-Strukturmodelle hervorging.
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Systems wird schließlich die Reduktion der Dimension hervorgerufen (vgl.
Abschnitt 3.5).
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Bild 4.18: Schematischer Ablauf des Reduktionsprozesses

Dieser Ablauf gibt die Grundstruktur vor, auf der demnach auch eine an
Werkzeugmaschinenmodelle adaptierte Vorgehensweise basieren muss. Da die
Approximationsgüte der Reduktion durch die Projektionsmatrizen definert
wird, kann eine Anpassung für strukturmechanische Modelle lediglich im Wir-
kungsbereich der ersten drei Schritte erfolgen. Durch geeignete Überprüfungen
lässt sich ggf. die Approximationsqualität mit definierten Iterationsschleifen
verbessern.

Bild 4.19 gibt die Lösungsansätze zur Erfüllung der in Abschnitt 4.2 definierten
Anforderungen wieder. Hierin sind auf der rechten Seite die resultierenden
Lösungsbausteine aufgeführt, welche aufeinander aufbauend ihre Berücksich-
tigung im Reduktionsverfahren finden. Der von Soppa (2011) unter dem
Namen VAIRGA (vollständiger adaptiver iterativer rationaler globaler Arnoldi-
Algorithmus) publizierte Algorithmus berücksichtigt die relevanten Aspekte
für die Reduktion von Werkzeugmaschinenmodellen, welche eine proportionale
Dämpfungsmatrix aufweisen. Dieses Verfahren wird im weiteren Verlauf der
Arbeit intensiver beleuchtet.

Die folgenden Abschnitte beschreiben die jeweiligen Lösungsbausteine näher,
um ein besseres Verständnis der Zusammenhänge zu vermitteln. Hierbei soll
ein Überblick über die relevanten Schritte gegeben, dabei aber nicht alle
mathematischen Einzelheiten erläutert werden. Für detailliertere Betrachtungen
wird deshalb teilweise auf den Anhang bzw. die entsprechenden Literaturquellen
verwiesen.

Der erste Baustein beschreibt eine Definition der Krylov-Sequenz, welche es
erlaubt, große lineare Systeme 2. Ordnung ohne die Transformation in ein
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Bild 4.19: Herleitung der Lösungsbausteine für das Reduktionsverfahren auf
Basis der gestellten Anforderungen

System 1. Ordnung zu reduzieren. Im nächsten Schritt wird die Umsetzung der
Berücksichtigung mehrerer Systemein- und ausgänge im Reduktionsverfahren
erläutert. Schließlich folgt der Einsatz mehrerer Entwicklungspunkte, um einen
möglichst großen Frequenzbereich gut approximieren zu können, bevor auf die
Automatisierung des Reduktionsverfahrens eingegangen wird.

4.4.2 Reduktion von Systemen zweiter Ordnung

Krylov-Unterraum-Verfahren wurden ursprünglich für Differenzialgleichungs-
systeme erster Ordnung entwickelt und eingesetzt. Da die Modellierung vieler
technischer Anwendungen aber Systeme zweiter Ordnung hervorbringt, wurden
bereits Verfahren zur Reduktion derselben vorgestellt und diskutiert. In der
Regel handelt es sich dabei um einseitige Krylov-Unterraum-Verfahren, da
diese die Forderung nach der Erhaltung der Passivität und Stabilität erfüllen
(Salimbahrami 2005). Für die in der vorliegenden Arbeit relevanten Struktur-
modelle zweiter Ordnung kommen aus diesem Grund ausschließlich einseitige
Krylov-Unterraum-Verfahren zum Einsatz.

In Abschnitt 3.7.1 wurden sog. Krylov-Unterräume zweiter Ordnung für die
Reduktion von Systemen zweiter Ordnung definiert. Dabei spielt die Dämp-
fungsmatrix D dieser Systeme eine besondere Rolle, weil sie den Kopplungsgrad
der Gleichungen festlegt. Für die in diesem Abschnitt betrachteten Maschi-
nenmodelle mit proportionaler Dämpfung ergibt sich der Sonderfall, dass,
wie von Beattie & Gugercin (2005) sowie Eid et al. (2007) gezeigt, für
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ungedämpfte und proportional gedämpfte Systeme auch die konventionellen
Krylov-Unterräume zur Ermittlung der orthogonalen Basen verwendet werden
können. Demnach gilt nach Eid et al. (2007)

Km(−Ǩ−1M , Ǩ−1B) = Gm(−Ǩ−1(αM + βK), −Ǩ−1M , Ǩ−1B) (4.1)

mit Ǩ aus Gleichung (3.62). Für das proportional gedämpfte System zweiter
Ordnung können dann

P = −(s2
0M + s0D + K)−1M und (4.2)

Q = (s2
0M + s0D + K)−1B (4.3)

in der Krylov-Sequenz (3.91) zur Bestimmung der Basisvektoren gewählt werden,
um damit einen Momentenabgleich zu gewährleisten (Beattie & Gugercin
2005).

Die Invertierung des Ausdrucks (s2
0M+s0D+K) zur Berechung der Matrizen P

und Q ist numerisch sehr aufwendig. Um die Berechnung effizient zu gestalten,
wird hierfür die LU -Zerlegung herangezogen:

LU = (s2
0M + s0D + K). (4.4)

Die untere und obere Dreiecksmatrix L bzw. U lassen sich dann deutlich
einfacher invertieren, sodass die Matrizen P und Q wie folgt berechnet werden
können:

P = − U−1(L−1M) = − U\(L\M) und (4.5)
Q = U−1(L−1B) = U\(L\B). (4.6)

Mit diesen Matrizen kann schließlich die Krylov-Sequenz nach dem in Gleichung
(3.90) bzw. (3.91) dargestellten Schema aufgebaut werden, wobei diese so viele
Elemente enthält wie Momente zur Übereinstimmung gebracht werden sollen.

4.4.3 Berücksichtigung mehrerer Systemein- und -ausgänge

Um der Anforderung gerecht zu werden, die in der vorliegenden Arbeit verwen-
deten Systeme mit mehreren Ein- und Ausgängen reduzieren zu können, kommt
an dieser Stelle die Blockversion des Arnoldi-Algorithmus (vgl. Abschnitt 3.7.5)
zum Einsatz. Da die betrachteten Ein- bzw. Ausgänge je einen Spaltenvektor
der Eingangs- bzw. Ausgangsmatrix festlegen, werden diese bei der Berechnung
der Projektionsmatrix blockweise berücksichtigt. Anstelle nur eines Vektors zur
Bestimmung des nächsten Krylov-Unterraumvektors für das jeweilige Moment
kommen bei diesem Verfahren stets mehrere zu einem Block zusammengefasste
Vektoren hinzu.
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Prinzipiell eignen sich für die hier betrachteten Systeme beide in Abschnitt
3.7.5 vorgestellten Varianten des Block-Arnoldi-Algorithmus. Die spaltenweise
Orthogonalisierung der neuen Block-Krylov-Unterräume verringert das Risiko,
dass linear abhängige Vektoren während der Generierung der Projektionsmatrix
auftreten und lässt zudem den Einsatz einer Deflationstoleranz zu. Für große
Strukturmodelle ist dieses Vorgehen aber mit einem erheblichen numerischen
Aufwand verbunden, welcher mit zunehmender Anzahl von Ein- bzw. Ausgängen
weiter zunimmt.

Aus diesem Grund wird für die in der vorliegenden Arbeit betrachteten Mo-
delle ein kombiniertes Verfahren aus einer blockweisen Orthogonalisierung
und einer anschließenden Reorthonormalisierung angewendet. Für eine mög-
lichst hohe Recheneffizienz wird jeweils der pro Moment neu hinzugekommene
Block gegenüber den bestehenden orthogonalisiert. Zur Vermeidung linearer
Abhängigkeiten in der Projektionsmatrix wird in dem Vorgehen eine Rank-
Revealing-QR-Zerlegung mit anschließender Auslöschung der linear abhängigen
Vektoren sowie der Reorthonormalisierungsalgorithmus von Sadkane (1993)
berücksichtigt und ergänzt. Das entsprechende Strukturdiagramm des Algo-
rithmus für diesen Lösungsbaustein ist im Anhang A.3.1 erläutert.

4.4.4 Verwendung mehrerer Entwicklungspunkte

Bei strukturmechanischen Modellen können die Eigenfrequenzen über einen
weiten Frequenzbereich verstreut sein. Dies führt bei der Anwendung der Krylov-
Unterraum-Verfahren, wenn der Momentenabgleich in nur einem Entwicklungs-
punkt erwirkt wird, zu Qualitätseinbußen hinsichtlich der Approximation in
weit vom Entwicklungspunkt gelegenen Frequenzbereichen. Um dem entgegen
zu wirken, kommen in dieser Arbeit die in Abschnitt 3.7.4 vorgestellten ra-
tionalen Krylov-Verfahren zum Einsatz, welche mehrere Entwicklungspunkte
für den Momentenabgleich verwenden. Hierbei wird eine Vereinigung mehrerer
Vektorräume zur Bestimmung der Projektionsmatrix herangezogen, die sich aus
den Krylov-Unterräumen an der jeweiligen Entwicklungsstelle ergibt. Die Stufen
der Krylov-Unterräume an den einzelnen Entwicklungsstellen können dabei
variieren, d. h. pro Entwicklungsstelle besteht die Möglichkeit, unterschiedlich
viele Momente zur Übereinstimmung zu bringen.

Wie in Abschnitt 3.7.4 ausgeführt, gibt es für die rationale Interpolation keine
mathematische Formulierung in Form einer Übertragungsfunktion. Aus diesem
Grund muss die Gesamtprojektionsmatrix V aus mehreren Basismatrizen zu-
sammengesetzt werden (vgl. Gleichung (3.105)). Zu deren Bestimmung wird
der (Block-)Arnoldi-Algorithmus für die Krylov-Sequenz jeder Entwicklungs-
stelle durchlaufen, wodurch die Projektionsmatrix nicht nur für jede Stufe
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des Krylov-Unterraumes erweitert wird, sondern auch für jede Entwicklungs-
stelle mit deren zugehörigen Stufenvektoren. Im Reduktionsalgorithmus wird
dies durch eine Iterationsschleife über alle si Entwicklungsstellen umgesetzt,
zu welchen jeweils die Krylov-Sequenz und die dazugehörigen orthonormalen
Basen berechnet werden. Letztere werden am Ende jeder Iteration der Pro-
jektionsmatrix hinzugefügt. Das Strukturdiagramm sowie weitere Einzelheiten
dieses Lösungsbausteins zur rationalen Interpolation sind im Anhang A.3.2
dargestellt.

4.4.5 Vereinfachung des Orthogonalisierungsschemas

Mit dem oben beschriebenen Verfahren ist es möglich, auch Systeme mit meh-
reren Ein- und Ausgängen zu behandeln. Dabei ist allerdings zu beachten, dass
der numerische Aufwand mit der Anzahl der Ein- bzw. Ausgänge erheblich
zunimmt. Um den Reduktionsprozess für diese Systeme dennoch möglichst
effizient zu gestalten, lässt sich für Systeme 2. Ordnung ein Verfahren anwenden,
welches auf dem sog. globalen Arnoldi-Algorithmus basiert. Den Kern des Ver-
fahrens bildet eine Vereinfachung der Orthogonalisierung der neu berechneten
Blöcke gegenüber den bestehenden Krylov-Unterraumvektoren.

Der globale Arnoldi-Algorithmus wurde erstmals von Jbilou et al. (1999)
vorgestellt, wobei die Lösung linearer Gleichungen mit mehrfachen rechten
Seiten und die von Lyapunov-Gleichungen im Fokus standen. Die Verwendung
im Kontext der Modellreduktion von MIMO-Systemen 1. Ordnung stand im
Mittelpunkt der Arbeiten von Chu et al. (2006, 2008).

Der hauptsächliche Unterschied zum klassischen (Block-)Arnoldi-Algorithmus
liegt darin, dass beim globalen Arnoldi-Algorithmus das innere Produkt zweier
Matrizen 〈P , Q〉 = P ∗Q mit P , Q ∈ Kn×s durch 〈P , Q〉F = spur(P ∗Q) ersetzt
wird und dadurch die induzierte Frobenius-Norm verwendet wird. Auf diese
Weise erzeugt der globale Arnoldi-Algorithmus hinsichtlich der Frobenius-Norm
orthogonale (F-orthonormale) Basisvektoren des Matrix-Krylov-Unterraumes
Kk(P , Q) ⊂ Kn×s, während der Block-Arnoldi-Algorithmus orthonormale Ba-
sen des Block-Krylov-Unterraumes Kk(P , Q) ⊂ Kn generiert. Der genaue
Ablauf des globalen Arnoldi-Algorithmus ist in Anhang A.3.3 als Struktur-
diagramm mit weiteren Erläuterungen erläutert. Dieser weist gegenüber der
Blockversion des klassischen Arnoldi-Algorithmus einige numerische Vorteile
auf:

• Bei der Anwendung des globalen Arnoldi-Algorithmus ist in jeder Iteration
nur eine QR-Zerlegung sowie die Teilung durch die Frobenius-Norm
anstelle zweier QR-Zerlegungen nötig.
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• In der inneren Schleife ist für den globalen Arnoldi-Algorithmus nur die
Berechnung der Spur anstelle eines Matrix-Matrix-Produkts erforderlich.

• Für die Orthogonalisierung in der inneren Schleife ist bei der Verwendung
des globalen Arnoldi-Algorithmus nur ein Skalar-Matrix-Produkt, bei der
Blockversion des klassischen Arnoldi-Algorithmus hingegen ein Matrix-
Matrix-Produkt zu berechnen.

Die Anwendung des Vorgehens unter Einbindung des globalen Arnoldi-
Algorithmus ermöglicht somit eine effizientere Reduktion von MIMO-Systemen
als dies mit dem klassischen Arnoldi-Algorithmus möglich ist. Zur Demons-
tration wurden von Soppa (2011) Vergleichsrechnungen angestellt, welche die
benötigten Rechenzeiten des klassischen und des globalen Arnoldi-Algorithmus
bei zunehmender Anzahl von Eingängen einander gegenüberstellen. Dabei
wurde bei der Anwendung des klassischen Arnoldi zusätzlich zwischen den
Versionen mit spalten- und blockweiser Orthogonalisierung unterschieden. Die
Ergebnisse zeigen ein erhebliches Einsparpotenzial der numerischen Kosten bei
Verwendung der Blockversion im Vergleich zur spaltenweisen Berechnung der
Matrix V .

Für die Reduktion der in der vorliegenden Arbeit fokussierten Strukturmodelle
wird der im Anhang für Systeme zweiter Ordnung vorgestellte globale Arnoldi-
Algorithmus angewendet. Dieser konnte bereits erfolgreich auf Strukturmodelle
zweiter Ordnung von Werkzeugmaschinen angewendet werden (Bonin et al.
2010, 2011a).

4.4.6 Automatisierung des Reduktionsverfahrens

Mit den in den vorangegangenen Abschnitten vorgestellten Algorithmen lassen
sich hochdimensionale Strukturmodelle von Werkzeugmaschinen auf Basis von
Krylov-Unterraum-Verfahren effizient reduzieren. Dabei hängt die Approxi-
mationsqualität jedoch, wie in Abschnitt 4.3.4 nachgewiesen, stark von der
Anzahl und Lage der Entwicklungspunkte sowie der dazugehörigen Momente
ab. Um den Anwender von einer manuellen Eingabe der Entwicklungspunkte
und der Anzahl der Momente zu entlasten, empfiehlt sich ein von Soppa (2011)
vorgeschlagenes automatisches Verfahren zur Identifikation der optimalen Lage
der Entwicklungspunkte und zur adaptiven Bestimmung der abgeglichenen
Momente pro Stelle. Dieser Reduktionsalgorithmus (VAIRGA) sieht eine ite-
rative Bestimmung der geeigneten Entwicklungsstellen vor. Zudem wird für
jede Stelle die Stufe des Krylov-Unterraumes, basierend auf dem Verfahren von
Chu et al. (2006), adaptiv bestimmt. Mit dem Einsatz eines Fehlerschätzers
kann der Approximationsfehler in den iterativ bestimmten Punkten ausge-
wertet und der Prozess ggf. solange wiederholt werden, bis eine vorgegebene
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Fehlerschranke unterschritten wird. Damit läuft die Reduktion ohne benötigte
Benutzereingaben völlig automatisiert ab.

Im Folgenden wird dieses Vorgehen in vereinfachter Form erläutert (Bild 4.20).
Da an dieser Stelle einige Berechnungsschritte zusammengefasst sind, wird
anstelle der Strukturdiagramme zweckmäßiger Weise ein Ablaufdiagramm
herangezogen. Für detailliertere Informationen zu den Algorithmen sei auf
Soppa (2011) und Chu et al. (2006) verwiesen.

Zu Beginn liegt das zu reduzierende System 2. Ordnung der Form (3.28) vor.
Als Eingangsparameter werden vom Benutzer ein Intervall des zu approximie-
renden Frequenzbereichs mit der oberen Grenze fmax, ein maximal zulässiger
Fehler in den Entwicklungsstellen εs (Fehlerschranke) und ggf. eine maximal
zulässige Dimension des reduzierten Systems rmax benötigt. Für den Start
des Verfahrens werden die Anfangsentwicklungsstellen äquidistant über den
Frequenzbereich verteilt und im Vektor s gespeichert. Der weitere Ablauf des
Verfahrens ist durch zwei Iterationsschleifen gekennzeichnet. In der inneren wird
die Projektionsmatrix V sukzessive um die Spaltenvektoren ergänzt, welche
durch die Hinzunahme eines weiteren Entwicklungspunktes benötigt werden.
Die Entscheidung, für welchen der vorliegenden Entwicklungsstellen das nächs-
te Moment abgeglichen werden soll, erfolgt an der Stelle, die den größten
geschätzten Momentenfehler im Vergleich zum Originalsystem aufweist (obere
gestrichelte Markierung). Die äußere Schleife umfasst die innere und wiederholt
den Vorgang stets mit neu gewählten Entwicklungsstellen so lange, bis die
Differenz zweier aufeinander reduzierter Systeme bezüglich einer geeigneten
Norm eine festgesetzte Konvergenzgrenze unterschreitet. In der Praxis hat sich
gezeigt, dass der Konvergenzwert δ bereits nach der zweiten Wiederholung
sehr kleine Werte erreicht. Dies liegt an der Tatsache, dass bei der erstmaligen
Neuberechnung der Entwicklungsstellen (untere gestrichelte Markierung) die
Eigenwerte des Originalsystems bereits sehr gut approximiert werden, sodass
mehr als zwei äußere Iterationen keine Verbesserungen der Ergebnisse mehr
hervorbringen. Aus diesem Grund wird von Soppa (2011) vorgeschlagen, die
Konvergenzgrenze fest auf einen Wert von 10−5 zu setzen oder vorzugeben,
dass die Schleife exakt zweimal durchlaufen werden soll.
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Bild 4.20: Vereinfachte Darstellung des VAIRGA-Ablaufes nach Soppa (2011)

Die Besonderheit, welche sowohl die Automatisierung zu realisieren erlaubt
als auch gleichzeitig für bestmögliche Approximationsergebnisse sorgt, liegt
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demnach in den beiden Schritten, die in Bild 4.20 durch die gestrichelten
Markierungen hervorgehoben sind:

• Die Auswahl des Entwicklungspunktes, der den größten geschätzten
Momentenfehler aufweist; hierdurch wird aus der Menge der potenziell
zur Verfügung stehenden Punkte stets für den ausgewählten ein weiteres
Moment abgeglichen, wodurch die adaptive Anpassung der Stufe des
jeweiligen Krylov-Unterraumes gewährleistet wird.

• Die Berechnung neuer Entwicklungsstellen, welche für die folgende Itera-
tion zur Verfügung stehen; da hierbei die Eigenwerte des Originalsystems
approximiert werden, wird eine bestmögliche Übereinstimmung des Sys-
temverhaltens erzielt.

Die detailliertere Beschreibung der beiden o. g. Punkte ist im Anhang A.3.4
aufgeführt. Dort wird näher auf die Schätzung des Momentenfehlers sowie auf
die Berechnung der Entwicklungsstellen für die nächste Iteration eingegangen.
Durch den Abgleich der vom Benuter vorgegebenen Fehlerschranke mit der
Berechnung des Fehlerschätzers kann somit die Einhaltung einer gewünschten
Approximationsqualität garantiert werden. Auf diese Weise sind keine weite-
ren Eingaben durch den Benutzer nötig, wodurch der Forderung nach einem
größtmöglichen Automatisierungsgrad nachgekommen wird.

4.4.7 Zusammenfassung

In den vorangegangenen Abschnitten wurden die nötigen Lösungsbausteine
vorgestellt, mit denen die automatische Reduktion von strukturmechanischen
FEM-Modellen von Werkzeugmaschinen möglich ist. Das resultierende Ver-
fahren kann demnach direkt auf das DGL-System 2. Ordnung angewendet
werden und durch die Verwendung mehrerer Entwicklungspunkte lässt sich ein
großer Frequenzbereich gut approximieren. Zur Eingrenzung des numerischen
Mehraufwands wurde ein effizientes Orthogonalisierungsschema herangezogen.
Mit der automatischen Entwicklungsstellenwahl und der adaptiven Bestimmung
der Stufe des jeweiligen Krylov-Unterraumes wird die geforderte Automati-
sierung des Verfahrens erreicht, sodass eine Reduktion linearer proportional
gedämpfter Werkzeugmaschinenmodelle ohne weitere Benutzerinteraktionen
durchführbar ist. Um die Einschränkung in Bezug auf den Dämpfungsansatz
aufzuheben, wird im folgenden Abschnitt eine Erweiterung des von Soppa
(2011) vorgestellten Ansatzes präsentiert, mit welcher sich schließlich auch
beliebig gedämpfte strukturmechanische Modelle effizient reduzieren lassen.
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Durch den Abgleich der vom Benuter vorgegebenen Fehlerschranke mit der
Berechnung des Fehlerschätzers kann somit die Einhaltung einer gewünschten
Approximationsqualität garantiert werden. Auf diese Weise sind keine weite-
ren Eingaben durch den Benutzer nötig, wodurch der Forderung nach einem
größtmöglichen Automatisierungsgrad nachgekommen wird.

4.4.7 Zusammenfassung

In den vorangegangenen Abschnitten wurden die nötigen Lösungsbausteine
vorgestellt, mit denen die automatische Reduktion von strukturmechanischen
FEM-Modellen von Werkzeugmaschinen möglich ist. Das resultierende Ver-
fahren kann demnach direkt auf das DGL-System 2. Ordnung angewendet
werden und durch die Verwendung mehrerer Entwicklungspunkte lässt sich ein
großer Frequenzbereich gut approximieren. Zur Eingrenzung des numerischen
Mehraufwands wurde ein effizientes Orthogonalisierungsschema herangezogen.
Mit der automatischen Entwicklungsstellenwahl und der adaptiven Bestimmung
der Stufe des jeweiligen Krylov-Unterraumes wird die geforderte Automati-
sierung des Verfahrens erreicht, sodass eine Reduktion linearer proportional
gedämpfter Werkzeugmaschinenmodelle ohne weitere Benutzerinteraktionen
durchführbar ist. Um die Einschränkung in Bezug auf den Dämpfungsansatz
aufzuheben, wird im folgenden Abschnitt eine Erweiterung des von Soppa
(2011) vorgestellten Ansatzes präsentiert, mit welcher sich schließlich auch
beliebig gedämpfte strukturmechanische Modelle effizient reduzieren lassen.
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4.5.1 Modellierung lokaler viskoser Dämpfungseffekte

Der in den bisherigen Auführungen zugrunde gelegte globale Dämpfungsan-
satz beschreibt die in der gesamten Struktur wirkenden Dämpfungskräfte als
Linearkombination der Massen- und der Steifigkeitsmatrix (vgl. Abschnitt
2.4.4) und ist demnach auch linear proportional zu den Steifigkeitseinträgen.
Mit dieser Vorschrift werden besonders steife Elemente und Verbindungen
auch besonders stark bedämpft, was die Realität aber nur sehr eingeschränkt
widerspiegelt. Ein Großteil des Dämpfungsverhaltens einer Werkzeugmaschinen-
struktur resultiert aus kleinen, lokal auftretenden Relativbewegungen in den
Füge- und Verbindungsstellen. Aufgrund der vorliegenden Reibverhältnisse wird
die Dämpfungswirkung umso größer, je mehr Bewegung in den Fügestellen auf-
tritt. Diese Effekte sind daher als geschwindigkeitsproportional anzusehen und
deshalb in Form von definierten Einträgen in der viskosen Dämfpungsmatrix
zu modellieren.

In modernen FEM-Programmen gibt es für die Abbildung lokaler viskoser
Dämpfung entsprechende Elemente, mit deren Hilfe die Einträge für die ge-
wünschten Freiheitsgrade definiert werden können. Diese werden, analog den
Federelementen, welche zur vereinfachten Abbildung von Lager- oder Führungs-
komponenten herangezogen werden (vgl. z. B. Oertli 2008), zwischen den
Koppelpunkten der Strukturkomponenten eingesetzt und mit entsprechenden
Werten besetzt.

Die Dämpfungseinträge im Modell werden analog zur Massen- und Steifigkeits-
matrix zu einer Dämpfungsmatrix zusammengesetzt. Aufgrund der geringen
Anzahl von Verbindungskomponenten, verglichen mit der Gesamtanzahl von
Freiheitsgraden, entsteht eine sehr dünn besetzte viskose Dämpfungsmatrix
D ∈ Kn×n. Eine exemplarische Darstellung der Belegungsstruktur ist für die
vereinfachte Maschinenstruktur aus Bild 4.2 in Bild 4.21 visualisiert.

Beim Einsatz lokaler Dämpfungselemente in FEM-Modellen ist zu beachten,
dass damit nur Einfluss auf die Bewegungen genommen werden kann, deren
Kraftfluss auch durch die Elemente beeinflusst wird. Dies bedeutet, dass mit den
lokalen Dämpfungselementen diejenigen Eigenschwingungsformen bedämpft
werden können, welche Relativbewegungen bspw. in Führungen aufweisen.
Die Dämpfung innerhalb einzelner Strukturkomponenten wird durch diesen
Ansatz hingegen nicht wiedergegeben. Um dies zu modellieren, existiert die
sog. Strukturdämpfung, welche im folgenden Abschnitt 4.5.2 erläutert wird.
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Bild 4.21: Belegungsstruktur der viskosen Dämpfungsmatrix bei lokal model-
lierten Dämpfungselementen inklusive vergrößertem Ausschnitt

4.5.2 Berücksichtigung von Strukturdämpfung

Auch wenn die Strukturdämpfung in schwach gedämpften Systemen wie Werk-
zeugmaschinen nur eine untergeordnete Rolle spielt, soll an dieser Stelle auf
deren Modellierung und Behandlung durch die Krylov-Unterraum-Verfahren
eingegangen werden, da mit den bisherigen Verfahren der modalen Ordnungs-
reduktion keine explizite Berücksichtigung von lokalen viskosen Dämpfungsele-
menten sowie der Strukturdämpfung möglich war.

Zur Modellierung der Strukturdämpfung wird im FEM-Programm ein Ver-
lustfaktor entweder mit einer Materialdefinition oder mit einzelnen Elementen
verknüpft. Bei der ersten Variante gilt der Faktor dann für alle aus dem ent-
sprechenden Material modellierten Elemente, bei der zweiten übernehmen nur
die definierten Elemente die Eigenschaften des Verlustfaktors. Wie in Abschnitt
2.4.4 erläutert, resultiert hieraus eine komplexe Steifigkeitsmatrix (vgl. Glei-
chung (2.16)), die sich aus dem globalen Verlustfaktor und der Summe der
Elementsteifigkeitsmatrizen mit Verlustfaktor zusammensetzt.

Auffällig ist hierbei die Verteilung der Eigenwerte eines Modells mit Struktur-
dämpfung. Im Gegensatz zu der in Bild 3.3 dargestellten, zur realen Achse
symmetrischen Verteilung der komplexen Eigenwertpaare treten letztere bei
Strukturdämpfung punktsymmetrisch zum Ursprung der komplexen Zahlene-
bene auf. Die Eigenwerte mit negativen Imaginärteil haben hier einen positiven
Realteil, was systemtechnisch gesehen eine Instabilität des Systems definiert.
Um dennoch die Eigenvektoren eines strukturell gedämpften Systems bestim-
men zu können, werden bspw. vom FEM-Programm MSC.Nastran® nur die
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Eigenwerte mit positivem Imaginär- und negativem Realteil, also die stabilen,
berücksichtigt.

Die komplexe Steifigkeitsmatrix verliert für transiente Analysen ihre Gültig-
keit, da sie, physikalisch gesehen, eine Mischung frequenz- und zeitabhängiger
Anteile besitzt. In FEM-Programmen wird anstelle des komplexen Anteils der
Strukturdämpfung ein viskos-äquivalenter Anteil zur viskosen Dämpfungsma-
trix hinzu addiert, auf den an dieser Stelle nicht näher eingegangen wird. In
der vorliegenden Arbeit wird die Strukturdämpfung deshalb nur für Frequenz-
bereichsuntersuchungen eingesetzt.

Für die Krylov-Unterraum-Verfahren resultiert aus einer komplexen Steifig-
keitsmatrix hingegen kein Problem. Wie in Abschnitt 4.3.4 angedeutet, kann
der Einsatz von komplexwertigen Entwicklungspunkten während der Reduktion
zu einer sehr guten Approximationsqualität führen. Wird dann für den Momen-
tenabgleich die geshiftete Übertragungsfunktion um einen komplexen Entwick-
lungspunkt (Gleichung 3.60) betrachtet, so wird diese ohnehin komplexwertige
Funktionswerte annehmen, sodass die Berücksichtigung von Strukturdämpfung
keine weiteren Komplikationen mit sich bringt.

4.5.3 Reduktionsverfahren für beliebig gedämpfte Systeme auf Ba-
sis von Krylov-Unterräumen zweiter Ordnung

In Abschnitt 4.4.2 wurde dargelegt, dass sich für den Spezialfall der proportio-
nalen Dämpfung die Krylov-Unterraum-Verfahren erster Ordnung anwenden
lassen, da die Dämpfungsmatrix eine Linearkombination aus der Massenma-
trix M und der Steifigkeitsmatrix K ist (vgl. Gleichung (4.1)). Aufgrund der
Herkunft der Krylov-Unterraum-Verfahren, die ursprünglich für Differenzial-
gleichungssysteme erster Ordnung entwickelt wurden, ist die Berücksichtigung
einer viskosen Dämpfungsmatrix mit lokalen Einträgen bislang nicht intensiv
betrachtet worden. Auch Soppa (2011), der sich auf die Automatisierung von
Krylov-Unterraum-Verfahren für Strukturmodelle von Werkzeugmaschinen kon-
zentrierte, beschränkte sich auf den Spezialfall der proportionalen Dämpfung
(Rayleigh-Dämpfung). Im Folgenden wird daher ein Verfahren für die Ord-
nungsreduktion von beliebig gedämpften Strukturmodellen zweiter Ordnung
vorgestellt, welches auf den sog. Krylov-Unterräumen zweiter Ordnung (vgl. Ab-
schnitt 3.7.1) basiert. Damit wird die erstmalige Reduktion von FEM-Modellen
von Werkzeugmaschinen mit lokal modellierten Dämpfungseffekten möglich.

Zur Erläuterung des Grundprinzips der Verfahren für Systeme zweiter Ordnung
wird zunächst das in ein System erster Ordnung transformierte Zustandsraum-
modell (3.30) mit N = −K herangezogen. Wird hierfür die Reihenentwicklung
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der Übertragungsfunktion nach Gleichung (3.54) zunächst an der Stelle s0 = 0
betrachtet, ergibt sich der Eingangs-Krylov-Unterraum Km der Stufe m zu

Km

(
Ă−1E, −Ă−1B̆

)
=

Km

([
0 −K

−K −D

]−1 [
−K 0

0 M

]
,

[
0 K

K D

]−1 [
0
B

])
=

Km

([
K−1DK−1 −K−1

−K−1 0

] [
−K 0

0 M

]
,

[
−K−1DK−1 K−1

K−1 0

] [
0
B

])
=

Km

([
−K−1D −K−1M

I 0

]
,

[
K−1B

0

])
,

(4.7)

wobei sich die Bildung der Inversen von Ă anhand der Berechnungsvorschrift
für inverse Matrizen des K2×2 nachvollziehen lässt. Diese ist im Anhang A.4
detaillierter ausgeführt.

Die in (4.7) resultierende Struktur lässt sich in Abhängigkeit der Krylovraum-
Matrizen P1, P2 und Q schreiben:

Km

([
P1 P2
I 0

]
,

[
Q

0

])
, (4.8)

wodurch sich die Sequenz von Krylov-Unterraum-Vektoren der Form
[

Q P1Q P 2
1 Q + P2Q . . .

0 Q P1Q . . .

]
=

[
R0 R1 . . . Rm−1
0 R0 . . . Rm−2

]
=

[
Zo

Zu

] (4.9)

mit

R0 = K−1B = Q,

R1 = −K−1DR0 = P1R0 und
Ri = −K−1DRi−1 − K−1MRi−2 = P1Ri−1 + P2Ri−2

(4.10)

für i = 2, . . . , m − 1 ergibt.

Analog zu Gleichung (4.7) lässt sich auch der Ausgangs-Krylov-Unterraum zwei-
ter Ordnung bestimmen. Da allerdings eine Geschwindigkeitsausgangsmatrix
Cv im System zweiter Ordnung existieren kann, ergibt sich eine komplizierter
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)
=

Km

([
0 −K

−K −D

]−1 [
−K 0

0 M

]
,

[
0 K

K D

]−1 [
0
B

])
=

Km

([
K−1DK−1 −K−1

−K−1 0

] [
−K 0

0 M

]
,

[
−K−1DK−1 K−1

K−1 0

] [
0
B

])
=

Km

([
−K−1D −K−1M

I 0

]
,

[
K−1B

0

])
,

(4.7)

wobei sich die Bildung der Inversen von Ă anhand der Berechnungsvorschrift
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zu vereinfachende Struktur der Krylov-Unterraummatrizen. Die Grundlage zur
Bestimmung des Ausgangs-Krylov-Unterraumes ist ebenfalls die verallgemei-
nerte Zustandsraumdarstellung des transformierten Systems erster Ordnung
(3.30). Dieses wird so umgeformt, dass gilt:

Ă =
[

−K 0
0 N

]
, B̆ =

[
F

0

]

C =
[
Cp Cv

]
, E =

[
D M

N 0

]
.

(4.11)

Daraus ergibt sich der Ausgangs-Krylov-Unterraum Km der Stufe m zu:

Km

(
Ă−∗E∗, −Ă−∗C∗)

=

Km

([
−K∗ 0

0 N∗

]−1 [
D∗ N∗

M∗ 0

]
,

[
K∗ 0
0 −N∗

]−1 [
C∗

p

C∗
v

])
=

Km

([
−K−∗D∗ −K−∗N∗

N−∗M∗ 0

]
,

[
K−∗C∗

p

−N−∗C∗
v

])
.

(4.12)

Unter der Voraussetzung der Invertierbarkeit der Matrix M besitzt der Krylov-
Unterraum mit N = M dann die Struktur:

Km

([
P1 P2
I 0

]
,

[
Q1
Q2

])
(4.13)

Damit entsteht eine zu (4.9) ähnliche Krylov-Sequenz
[

R0 R1 . . . Rm−1
R−1 R0 . . . Rm−2

]
=

[
Zo

Zu

]
(4.14)

mit

R−1 = −M−∗C∗
v = Q2,

R0 = K−∗C∗
p = Q1 und

Ri = −K−∗D∗Ri−1 − K−∗M∗Ri−2 = P1Ri−1 + P2Ri−2

(4.15)

für i = 2, 3, . . . , m − 1.
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Mit der Annahme, dass Cv = 0, folgt R−1 = 0, sodass sich die gleiche Struktur
wie für den Eingangs-Krylov-Unterraum ergibt:

R0 = K−∗C∗
p = Q1,

R1 = −K−∗D∗R0 = P1R0 und
Ri = −K−∗D∗Ri−1 − K−∗M∗Ri−2 = P1Ri−1 + P2Ri−2

(4.16)

für i = 2, 3, . . . , m − 1.

Für den Fall, dass Cv �= 0 und somit R−1 �= 0, muss der Algorithmus um eine
weitere Unterscheidung bei der Berechnung des neuen Krylovraum-Blocks für
das erste Moment erweitert werden, da die untere Sequenz kein vollständiger
Bestandteil der oberen Sequenz mehr ist.

Wird die Krylov-Unterraum-Sequenz zweiter Ordnung (4.9) in einen oberen
Teil Zo und einen unteren Teil Zu aufgeteilt, fällt auf, dass der Vektorraum
der unteren Hälfte ein Untervektorraum der oberen Hälfte ist:

span(Zu) ⊆ span(Zo). (4.17)

Damit lässt sich der Krylov-Unterraum zweiter Ordnung als

Gm(P1, P2, Q) = span(R0, R1, R2, . . . , Rm−1) = span(Zo) (4.18)

definieren, wobei dessen Basis den gleichen Raum aufspannt wie die Basis der
oberen Hälfte des Krylov-Unterraumes (4.8). Demnach kann dieser auch wie
folgt geschrieben werden:

Km(P , Q) =
[

Zo 0
0 Zo

]
. (4.19)

Durch eine geeignete Wahl der Matrizen P1, P2 und Q in (4.18) können dann
für das System erster Ordnung die orthonormalen Projektionsmatrizen V des
Eingangs- und ggf. W des Ausgangs-Krylovraumes bestimmt werden:

V =
[

Vo 0
0 Vo

]
, W =

[
Wo 0
0 Wo

]
. (4.20)

Die Reduktion kann nun durch Anwendung der Projektionsmatrizen V und
W auf das transformierte System erster Ordnung durchgeführt werden. Eine
Besonderheit der vorgestellten Krylov-Unterräume zweiter Ordnung ist aber,
dass damit die Möglichkeit besteht, das System zweiter Ordnung durch An-
wendung der Projektionsmatrizen Vo und Wo nach Gleichung (3.86) direkt zu
reduzieren (Salimbahrami 2005).
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Um die Reduktion durch einen Momentenabgleich der Übertragungsfunktion an
der Entwicklungsstelle s0 = 0 durchzuführen, müssen die Projektionsmatrizen
V , W ∈ Kn×r so gewählt werden, dass mit den Krylovraum-Matrizen

P1 = −K−1D

P2 = −K−1M

Q = −K−1B

(4.21)

gilt:

Gm(−K−1D, −K−1M , −K−1B) ⊆ V = colspan(V ),
W = V .

(4.22)

Ist die Matrix W ∗AV regulär, so erhält man mit der Projektion Π = V W ∗

ein reduziertes System, dessen erste Momente an der Entwicklungsstelle s0 mit
denen des Originalsystems übereinstimmen (Salimbahrami 2005).

Analog zu den Krylov-Unterräumen erster Ordnung lässt sich der Momen-
tenabgleich auch an einer beliebigen Entwicklungsstelle s0 ∈ C mit Hilfe der
geshifteten Übertragungsfunktion (3.60) erreichen. Hierfür werden die sub-
stituierten Matrizen Ď, Ǩ und Čv aus (3.61), (3.62) und (3.63) anstelle der
Matrizen D, K, Cv für die Definition der Krylovraum-Matrizen eingesetzt.
Mit

P1 = −Ǩ−1Ď = −(s2
0M + s0D + K)−1(2s0M + D),

P2 = −Ǩ−1M = −(s2
0M + s0D + K)−1M und

Q = −Ǩ−1B = −(s2
0M + s0D + K)−1B

(4.23)

lassen sich nach Salimbahrami (2005) die Projektionsmatrizen V und W als
Basen des Eingangs-Krylov-Unterraumes zweiter Ordnung bestimmen, sodass
gilt:

Gm(−Ǩ−1Ď, −Ǩ−1M , −Ǩ−1B) =
Gm(−(s2

0M + s0D + K)−1(2s0M + D), −(s2
0M + s0D + K)−1M ,

− (s2
0M + s0D + K)−1B) ⊆ V = colspan(V ),

W = V .

(4.24)

Darüber hinaus ist auch mit den Krylov-Unterräumen zweiter Art eine rationale
Interpolation, d. h. die Berücksichtigung mehrerer Entwicklungspunkte möglich,
um die Approximationsqualität in einem großen Frequenzbereich hoch zu halten.
Hierfür werden analog dem in Abschnitt 3.7.4 dargestellten Vorgehen einzelne
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Krylov-Unterräume zu jeder Entwicklungsstelle aufgespannt und zu einem
Vektorraum vereinigt. Die Matrizen P1i , P2i und Qi werden analog zu (4.23)
für jede Entwicklungsstelle s0i bestimmt, sodass eine Vereinigung der damit
aufgespannten Krylov-Unterräume entsteht, deren orthogonale Basen einen
Unterraum definieren, den auch die Projektionsmatrix V aufspannt:

s⋃
i=1

Gmi (−Ǩ−1
i Ďi, −Ǩ−1

i M , −Ǩ−1
i B) =

s⋃
i=1

Gmi (−(s2
0i

M + s0i D + K)−1(2s0i M + D), −(s2
0i

M + s0i D + K)−1M ,

− (s2
0i

M + s0i D + K)−1B) ⊆ V = colspan(V ),
W = V .

(4.25)

Mit den oben dargestellten Zusammenhängen können die Krylov-Unterräume
zweiter Ordnung für beliebig gedämpfte Strukturmodelle von Werkzeugma-
schinen aufgestellt werden. Hierfür muss schließlich die Projektionsmatrix V

als Basis des Krylov-Unterraumes gefunden werden, wofür im Folgenden das
nötige numerische Verfahren, welches Krylov-Unterräume zweiter Ordnung
verarbeiten kann, erörtert wird.

Für den allgemeinen Fall von dynamischen Systemen zweiter Ordnung wur-
den bspw. von Lohmann & Salimbahrami (2005) sowie von Bai & Su
(2005a) Verfahren zu Reduktion vorgestellt, die auf Krylov-Unterräumen zwei-
ter Ordnung basieren. Als wichtigster Vertreter dieser Verfahren ist der sog.
SOAR3-Algorithmus zu nennen, der auf dem klassischen Arnoldi-Algorithmus
beruht und orthogonale Basen für Krylov-Unterräume zweiter Ordnung erzeugt,
indem er die spezielle Struktur derselbigen ausnutzt. Hierzu wurde die Ortho-
gonalisierung der Basisvektoren so modifiziert, dass anstelle des gesamten neu
erzeugten Blocks der Basisvektoren [V T

o V T
u ]T (sowie ggf. [W T

o W T
u ]T ) lediglich

die obere Hälfte Vo (und Wo) die notwendige Orthogonalität erfüllt. Bild 4.22
zeigt das Strukturdiagramm des SOAR-Verfahrens.

Eine gewisse Besonderheit liegt in der Überprüfung auf Deflation. Mit dem
Kriterium ho < τ wird lediglich eine Aussage bezüglich des oberen Teils der
Krylov-Sequenz getroffen, ob eine Deflation vorliegt. Zur Sicherstellung sollte
aber die lineare Abhängigkeit der gesamten Sequenz ausgeschlossen werden

3 SOAR: Second-Order-Arnoldi
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können, weshalb, wie von Salimbahrami (2005) vorgeschlagen, zusätzlich hu

überprüft wird.

Damit ist das SOAR-Verfahren in der Lage, Systeme zweiter Ordnung zu redu-
zieren und es kann folglich auch beliebige Dämpfungsmatrizen berücksichtigen.
Wie dem Strukturdiagramm des Algorithmus zu entnehmen ist, geschieht die
Orthogonalisierung der neuen Basisvektoren in diesem Verfahren jedoch spal-
tenweise, was einen erheblichen numerischen Aufwand mit sich bringt (siehe
Abschnitt 3.7.5). Für eine automatisierte Modellreduktion, wie sie in Abschnitt
4.4.6 dargelegt wurde, ist der Algorithmus in der vorliegenden Form daher
nur bedingt geeignet, weil zur Bestimmung der Entwicklungspunkte unter
Umständen mehrere Iterationen notwendig sind.

Das von Soppa (2011) auf dem globalen Arnoldi basierende Verfahren (Ab-
schnitt 4.4.5) führt die Orthogonalisierung hingegen erheblich effizienter durch
und ist auch Kernbestandteil des in Abschnitt 4.4.6 erläuterten Vorgehens zur
automatisierten Modellreduktion. Bislang ist es aber nur für den Sonderfall
proportional gedämpfter Strukturmodelle zweiter Ordnung anwendbar.

Im Folgenden wird daher eine Kombination der Krylov-Unterraum-Verfahren
zweiter Ordnung mit dem Einsatz eines globalen Arnoldi-Algorithmus vorge-
schlagen, um die automatische Modellreduktion für Systeme zweiter Ordnung
mit beliebiger Dämpfungsmatrix zu gewährleisten. Durch den Einsatz des glo-
balen Arnoldi-Algorithmus, welcher für Krylov-Unterräume zweiter Ordnung
erweitert wurde, kann somit einerseits eine hohe numerische Effizienz bei der
Orthogonalisierung der Basisvektoren der Projektionsmatrix erreicht werden.
Andererseits kann mit dessen Einbindung in das von Soppa (2011) vorgestellte
automatisierte Verfahren mit adaptiver Entwicklungsstellenwahl eine sehr gute
Approximationsqualität der reduzierten Systemmodelle sichergestellt werden.

Der globale Arnoldi-Algorithmus für Krylov-Unterräume zweiter Ordnung
stellt somit eine Erweiterung des von Soppa (2011) vorgeschlagenen Verfahrens
dar und ist als Strukturdiagramm in Bild 4.23 wiedergegeben. Hierbei wird
die Basis des Krylov-Unterraumes mit der Krylov-Sequenz zweiter Ordnung
(4.9) generiert. Deshalb wird für das erste Moment die Startmatrix Ro,0 = Q

bzw. Ru,0 = 0 in der Sequenz verwendet, normiert und als Startblock in der
Projektonsmatrix V definiert. Für die folgenden Blöcke wird für Ru stets der
obere Block Ro,j−1 der vorangegangenen Stufe herangezogen. Der neue obere
Block wird dann gemäß (4.9) gebildet und lautet Ro,2 = P1Ro,1 für das zweite
Moment und Ro,j = P1Ro,j−1 + P2Ru,j−1 für alle höheren Momente, d. h.
wenn gilt j > 2.

Der Orthogonalisierungsprozess wird analog zu Soppa (2011) mit Hilfe der Be-
rechnung der Spur realisiert, muss aber für das jeweilige Moment sowohl für den

128



4 Reduktion von Werkzeugmaschinenmodellen mit KU-Verfahren

können, weshalb, wie von Salimbahrami (2005) vorgeschlagen, zusätzlich hu

überprüft wird.

Damit ist das SOAR-Verfahren in der Lage, Systeme zweiter Ordnung zu redu-
zieren und es kann folglich auch beliebige Dämpfungsmatrizen berücksichtigen.
Wie dem Strukturdiagramm des Algorithmus zu entnehmen ist, geschieht die
Orthogonalisierung der neuen Basisvektoren in diesem Verfahren jedoch spal-
tenweise, was einen erheblichen numerischen Aufwand mit sich bringt (siehe
Abschnitt 3.7.5). Für eine automatisierte Modellreduktion, wie sie in Abschnitt
4.4.6 dargelegt wurde, ist der Algorithmus in der vorliegenden Form daher
nur bedingt geeignet, weil zur Bestimmung der Entwicklungspunkte unter
Umständen mehrere Iterationen notwendig sind.

Das von Soppa (2011) auf dem globalen Arnoldi basierende Verfahren (Ab-
schnitt 4.4.5) führt die Orthogonalisierung hingegen erheblich effizienter durch
und ist auch Kernbestandteil des in Abschnitt 4.4.6 erläuterten Vorgehens zur
automatisierten Modellreduktion. Bislang ist es aber nur für den Sonderfall
proportional gedämpfter Strukturmodelle zweiter Ordnung anwendbar.

Im Folgenden wird daher eine Kombination der Krylov-Unterraum-Verfahren
zweiter Ordnung mit dem Einsatz eines globalen Arnoldi-Algorithmus vorge-
schlagen, um die automatische Modellreduktion für Systeme zweiter Ordnung
mit beliebiger Dämpfungsmatrix zu gewährleisten. Durch den Einsatz des glo-
balen Arnoldi-Algorithmus, welcher für Krylov-Unterräume zweiter Ordnung
erweitert wurde, kann somit einerseits eine hohe numerische Effizienz bei der
Orthogonalisierung der Basisvektoren der Projektionsmatrix erreicht werden.
Andererseits kann mit dessen Einbindung in das von Soppa (2011) vorgestellte
automatisierte Verfahren mit adaptiver Entwicklungsstellenwahl eine sehr gute
Approximationsqualität der reduzierten Systemmodelle sichergestellt werden.

Der globale Arnoldi-Algorithmus für Krylov-Unterräume zweiter Ordnung
stellt somit eine Erweiterung des von Soppa (2011) vorgeschlagenen Verfahrens
dar und ist als Strukturdiagramm in Bild 4.23 wiedergegeben. Hierbei wird
die Basis des Krylov-Unterraumes mit der Krylov-Sequenz zweiter Ordnung
(4.9) generiert. Deshalb wird für das erste Moment die Startmatrix Ro,0 = Q

bzw. Ru,0 = 0 in der Sequenz verwendet, normiert und als Startblock in der
Projektonsmatrix V definiert. Für die folgenden Blöcke wird für Ru stets der
obere Block Ro,j−1 der vorangegangenen Stufe herangezogen. Der neue obere
Block wird dann gemäß (4.9) gebildet und lautet Ro,2 = P1Ro,1 für das zweite
Moment und Ro,j = P1Ro,j−1 + P2Ru,j−1 für alle höheren Momente, d. h.
wenn gilt j > 2.

Der Orthogonalisierungsprozess wird analog zu Soppa (2011) mit Hilfe der Be-
rechnung der Spur realisiert, muss aber für das jeweilige Moment sowohl für den

128

4.5 Reduktionsverfahren für beliebig gedämpfte Modelle

Initialisierung:

Schleife über alle Momente von bis

Übergabe: 

Blöcke des 2. Moments

Prüfung des M

Schleife über die Blöcke aller bisherige

Projektion und Berechnung der Sp

Definition der Startblöcke: 

Normierung und Festlegung der Startmat

j g p

Erhöhung der Laufvariablen:

ja

Erhöhung der Laufvariablen:

F-Orthogonalisierung:

Prüfung a

Abbruch

Erweiterung von 

Berechnung der Frobenius-Norm:  

Berechnung der Rank-Revealing- -Ze

Bestimmung des Ranges    von     

Ausgabe: Projektionsmatrix

Auslöschung linear abhängiger Spalten v

s

Momentenzählers

en Momente von          bis  

ur:

trix:

Blöcke der weiteren Momente

nein
auf Deflation

Normierung:  

erlegung: 

von     : 

Bild 4.23: Strukturdiagramm des globalen Arnoldi-Algorithmus für Krylov-
Unterräume zweiter Ordnung

129
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oberen Block Ro als auch für den unteren Block Ru durchgeführt werden, da
beide bei der Bestimmung der nachfolgenden Blöcke wieder zum Einsatz kom-
men. Bei dem hier vorgeschlagenen Verfahren werden die notwendigen Schritte
Projektion, Orthogonalisierung und Normierung für alle Blöcke durchlaufen
und die entstandenen orthonormierten oberen Blöcke der Projektionsmatrix
V hinzugefügt, sofern diese keine Deflation aufweisen. Zur Überprüfung der
Deflation wird analog Bild A.4 die Frobenius-Norm herangezogen, welche nicht
zu klein werden darf.

Die Projektionsmatrix V wird schließlich aus dem oberen Block gebildet und
kann somit direkt auf die Koeffizientenmatrizen des Systems zweiter Ordnung
angewendet werden. Vor Abschluss des Algorithmus wird die entstandene Ma-
trix V nochmals mit einer Rank-Revealing-QR-Zerlegung orthogonalisiert, um
eine lineare Abhängigkeit der Spaltenvektoren untereinander zu verhindern.

Dieser Algorithmus ist für die Krylov-Unterraum-Matrizen P1, P2 und Q des
Eingangs-Krylov-Unterraumes aus (4.9) und des Ausgangs-Krylov-Unterraumes
aus (4.14) gültig, sofern bei letzterem R−1 = 0 gilt, d. h. Cv = 0.

Für die automatisierte Anwendung wird dieser Algorithmus ebenfalls in das in
Abschnitt 4.4.6 vorgestellte VAIRGA-Verfahren eingesetzt. Damit lassen sich
erstmals beliebig gedämpfte FEM-Modelle von Werkzeugmaschinen reduzieren,
ohne dass explizite Kenntnisse des Anwenders bzgl. des Verfahrens erforderlich
sind.

4.6 Zusammenfassung und Fazit

Im vorliegenden Kapitel wurde ein auf Krylov-Unterräumen basierendes Verfah-
ren zur Reduktion linearer FEM-Modelle von Werkzeugmaschinen vorgestellt,
welches gegenüber den bislang verwendeten modalen Reduktionsverfahren
erhebliche Vorteile aufweist.

Im ersten Schritt wurden die Anforderungen, die für lineare FEM-Modelle
von Werkzeugmaschinen an das Reduktionsverfahren zu stellen sind, erläu-
tert. Neben den strukturellen Eigenschaften der resultierenden Matrizen ist
die direkte Reduktion des Gleichungssystems zweiter Ordnung eine wichtige
Anforderung, um die speicherintensive Transformation in ein System erster
Ordnung zu vermeiden. Zudem sollte die Reduktion möglichst automatisch
ablaufen, um diese effizient im Entwicklungsprozess anwenden zu können.

Um die Krylov-Unterraum-Verfahren zielgerichtet einsetzen zu können, wurden
anhand eines einfachen kleinen Beispielmodells, eines FMD-Systems, die relevan-
ten Einflussgrößen zur Beeinflussung der Approximationsqualität identifiziert.
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4.6 Zusammenfassung und Fazit

Demnach haben insbesondere die Stufe des verwendeten Krylov-Unterraumes,
welche mit der Anzahl der berücksichtigten Momente der Übertragungsfunktion
einhergeht, sowie die Anzahl und Lage der Entwicklungspunkte den größten
Einfluss.

Eine weitere Herausforderung liegt in der Art der Dämpfung. Da mit den bisher
bestehenden Krylov-Unterraum-Verfahren lediglich die Reduktion proportional
gedämpfter FEM-Modelle möglich ist, wurde ein Verfahren vorgestellt, mit
welchem erstmals die Reduktion beliebig gedämpfter Strukturmodelle von
Werkzeugmaschinen möglich ist. Damit lassen sich auch lokale Dämpfungsef-
fekte bspw. in Führungen oder anderen Fügestellen in der Maschinenstruktur
berücksichtigen und dennoch das entstehende Modell reduzieren.

Mit dem vorgestellten Verfahren zur Modellordnungsreduktion steht somit eine
leistungsfähige Reduktionsmethode zur Verfügung, welche für die Anwendung
auf FEM-Modelle von Werkzeugmaschinen angepasst und erweitert wurde. Da
das Verfahren einige veränderte Rahmenbedingungen mit sich bringt, wird im
folgenden Kapitel ein neues Vorgehensmodell für den effizienten Einsatz im
simulationsgestützten Entwicklungsprozess vorgestellt. Damit soll die Verbin-
dung zwischen den eher mathematisch geprägten Reduktionsmethoden und der
Anwendung im ingenieurwissenschaftlichen Bereich geschaffen werden.
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5 Integration des Reduktionsverfahrens in die entwick-
lungsbegleitende Simulation

5.1 Inhalt des Kapitels

In diesem Kapitel wird ein neues Vorgehensmodell für die Nutzung des in
dieser Arbeit vorgestellten Reduktionsverfahrens im Rahmen der entwicklungs-
begleitenden Simulation von Werkzeugmaschinen erläutert. Damit soll künftig
die effiziente Anwendung des Reduktionsverfahrens erleichtert werden. Hierfür
wird in Abschnitt 5.2 zunächst der konventionelle Ablauf des Einsatzes von
Simulationsmethoden während der Entwicklungsphasen dargestellt und der
nötige Adaptionsbedarf aufgezeigt. In Abschnitt 5.3 folgt eine Beschreibung der
Anforderungen an einen veränderten Ablauf, bevor im Hauptteil dieses Kapitels
(Abschnitt 5.4) die Konzeption des neuen Vorgehensmodells erörtert wird. Für
den optimalen Einsatz der Krylov-Unterraum-Verfahren in der Entwicklung
von Werkzeugmaschinen wird hierfür ein 5-stufiges Vorgehen vorgeschlagen
und beschrieben. Eine Zusammenfassung schließt das Kapitel ab.

5.2 Entwicklungsbegleitende Simulation

Wie in Kapitel 2 erörtert, ist der Einsatz von Simulationsmethoden in der Ent-
wicklung von modernen hochdynamischen Werkzeugmaschinen heute nicht mehr
wegzudenken. Dabei stellt die Finite-Elemente-Methode während der Entwurfs-
und Detaillierungsphase häufig das Mittel der Wahl dar, um die Eigenschaften
des Maschinenentwurfs frühzeitig zu untersuchen. Zum einen lassen sich mit
dem Modell der mechanischen Komponenten Strukturberechnungen, wie die
Bestimmung von Eigenfrequenzen sowie Nachgiebigkeitsanalysen bspw. am
TCP, durchführen. Einen großen Mehrwert bringt darüber hinaus die Kopplung
mit Antriebs- und Regelungsmodellen zur Bestimmung geeigneter Reglerpa-
rameter oder auch mit einem Zerspankraftmodell, um die Leistungsfähigkeit
der Maschine hinsichtlich bestimmter Bearbeitungsprozesse zu beurteilen. Bei
allen drei Varianten wird das Modell des Maschinenentwurfs jeweils auf die
Erreichung der festgesetzten Ziele und die Erfüllung der Anforderungen hin
überprüft und ggf. durch Änderungsmaßnahmen der konstruktiven Ausführung
optimiert (Bild 5.1).
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5.2 Entwicklungsbegleitende Simulation

Um ein aussagekräftiges Modell zu erhalten, werden die einzelnen Kompo-
nenten der Maschinenstruktur meist mit hohem manuellen Aufwand vernetzt
und anschließend zu einem Gesamtmodell zusammengesetzt. Für dünnwandige
Bauteile empfielt sich dabei der Weg über eine CAD-Modell-basierte Mitten-
ebenenkonstruktion, um bei der Vernetzung zweidimensionale Schalenelemente
verwenden zu können, welchen die der jeweiligen Wandstärke entsprechen-
de Dicke zugewiesen wird. Für die übrigen Bereiche der Gestellstrukturen
werden Volumenelemente, vorzugsweise die sog. Hexaeder-Elemente, heran-
gezogen, um die Geometrie des Entwurfs abzubilden (Schwarz 2010). Auf
diese Weise lässt sich, verglichen mit einer automatischen Vernetzung mit sog.
Tetraeder-Elementen, die Anzahl der finiten Elemente und der resultierenden
Freiheitsgrade des Modells einschränken.

Der Vorteil einer geringeren Modellgröße und damit einer kürzeren Berech-
nungsdauer für die Lösung des Eigenwertproblems geht dabei allerdings auf
Kosten der Zeit für die Modellerstellung. Dies wirkt sich insbesondere bei
mehreren Iterationsschleifen zur Entwurfsoptimierung nachteilig aus.

Im weiteren Ablauf der entwicklungsbegleitenden Simulation wird dann ein
Systemmodell in Block- oder Zustandsraumform der mechanischen Struktur-
komponenten benötigt, um dieses mit einem Regelungsmodell oder einem
Zerspankraftmodell koppeln zu können. Hierfür kommt bislang die in Abschnitt
3.6 erläuterte modale Ordnungsreduktion zum Einsatz, um ein effizient zu
berechnendes Systemmodell zu erhalten. Tritt während der gekoppelten Si-
mulation erneut Änderungsbedarf am Maschinenentwurf auf, ist der gesamte
Ablauf von der Modellerstellung an erneut zu durchlaufen. Wird hingegen ein
bereits gegenüber der Realität abgesichertes Modell der Maschine verwendet,
lassen sich durch die Kopplung die Modelle des Bearbeitungsprozesses oder der
Regelung anpassen oder weiterentwickeln (gestrichelte Pfade in Bild 5.1).

An dieser Stelle wird das Potenzial der in der vorliegenden Arbeit vorgestellten
auf Krylov-Unterräumen basierenden Ordnungsreduktionsverfahren deutlich.
Mit Hilfe der genannten Krylov-Unterraum-Verfahren ist es möglich, System-
modelle für die Simulation von Werkzeugmaschinen effizient zu erstellen, ohne
das Eigenwertproblem lösen und die modale Reduktion mit ihren bekannten
Nachteilen anwenden zu müssen.

Um die Krylov-Unterraummethoden für die Simulation von Werkzeugma-
schinen zukünftig gezielt einsetzen zu können, wird im Folgenden ein neues
Vorgehensmodell vorgestellt. Dieses beschreibt die nötigen Schritte inklusive
der Integration des Reduktionsverfahrens zur Erstellung qualitativ hochwertiger
Systemmodelle, welche im Anschluss für die jeweilige Simulationsanwendung
herangezogen werden können.
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5.3 Anforderungen und Randbedingungen

An dieser Stelle werden zunächst die wichtigsten an das Vorgehensmodell zu
richtenden Anforderungen und Randbedingungen erläutert, damit es sinnvoll
und wirkungsvoll in der entwicklungsbegleitenden Simulation von Werkzeugma-
schinen eingesetzt werden kann. Diese lassen sich wie folgt zusammenfassen:

• Zum einen soll das Vorgehensmodell so allgemeingültig gehalten sein,
dass es sich in jegliche industrielle Entwicklungsprozesse von Werkzeug-
maschinen einbinden lässt und dabei unabhängig vom zu entwickelnden
Maschinentyp und dessen Entwicklungsstadium ist. Es soll lediglich vor-
ausgesetzt werden, dass die Finite-Elemente-Methode zur Auslegung des
Maschinenentwurfs zum Einsatz kommt und ein erstes Strukturmodell
vorliegt. Darüber hinaus soll auch das Ziel des Simulationseinsatzes keine
Rolle spielen, d. h. das Vorgehen soll sowohl für rein strukturmechani-
sche Berechnungen (z. B. statisch, dynamisch) als auch für eine spätere
gekoppelte Simulation anwendbar sein.

• Darüber hinaus soll mit dem neuen Vorgehen die Anzahl der beherrschba-
ren Freiheitsgrade gesteigert werden können. Dies wirkt sich vereinfachend
auf die Vernetzung während der Modellerstellung aus. Gleichzeitig muss
eine bestmögliche Approximationsqualität des reduzierten Modells gegen-
über dem Originalmodell sichergestellt sein. Damit kann ausgeschlossen
werden, dass Abweichungen zwischen Modell und Vermessung der Ma-
schine aus der Modellreduktion entstammen. Hierfür ist der Verlust von
modalen Informationen, wie er bei den konventionellen Verfahren auf-
treten kann, zu vermeiden und eine Möglichkeit zur Abschätzung des
Reduktionsfehlers zu schaffen.

• Das Vorgehen soll derart gestaltet sein, dass es kein ausgeprägtes Ex-
pertenwissen bezüglich des Reduktionsverfahrens voraussetzt. Dies kann
erreicht werden, indem der Ablauf weitgehend automatisiert wird. Durch
die Integration von Krylov-Unterraum-basierten Reduktionsverfahren soll
zudem der zeitliche Aufwand des Gesamtprozesses verringert werden.

• Schlussendlich soll das Vorgehensmodell das Potenzial der Krylov-
Unterraum-Verfahren ausnutzen, auch Modelle mit lokal abgebildeten
Dämpfungseffekten simulieren zu können. Dies soll erstmals die direkte
Erstellung von reduzierten Systemmodellen ermöglichen, für welche die
Dämpfungsmatrix nicht nachträglich über einen globalen Ansatz erstellt
werden muss.
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5.4 Konzeption des Vorgehensmodells

Wie oben beschrieben, soll das Vorgehensmodell mit dem darin integrierten
Reduktionsverfahren zu jedem Zeitpunkt der Entwicklung eingesetzt werden
können. Um allerdings Aussagen über die Leistungfähigkeit einer Maschine tref-
fen zu können, besteht die Notwendigkeit der Gesamtsystembetrachtung. Diese
erfordert die Existenz eines FEM-Modells des Gesamtsystems, um insbesondere
auch die aus den Fügestellen resultierenden Verformungen mit berücksichtigen
zu können.

Eine besondere Randbedingung besteht in der Tatsache, dass das in der vorlie-
genden Arbeit vorgeschlagene Reduktionsverfahren das Übertragungsverhalten
der mechanischen Struktur mit Hilfe eines Momentenabgleichs approximiert.
Dem entsprechend muss die Festlegung der Ein- und Ausgänge des Differenzial-
gleichungssystems und somit des Übertragungspfades in dem Vorgehensmodell
berücksichtigt werden.

5.4 Konzeption des Vorgehensmodells

5.4.1 Überblick

Für den erfolgreichen Einsatz des in der vorliegenden Arbeit vorgestellten
Reduktionsverfahrens im Rahmen des entwicklungsbegleitenden Simulations-
prozesses von Werkzeugmaschinen muss das konventionelle Vorgehen, wie es
in Abschnitt 5.2 beschrieben wurde, angepasst und überarbeitet werden. Im
Folgenden wird daher ein neues Vorgehensmodell zur Integration der Krylov-
Unterraum-Methode in den Simulationsablauf konzipiert, welches die in Ab-
schnitt 5.3 beschriebenen Anforderungen erfüllt.

Das vorrangige Ziel ist dabei ein allgemeingültiger Ablauf, welcher universell
in der Entwicklung von Werkzeugmaschinen angewendet werden kann. Auf-
grund des hohen Automatisierungsgrades des integrierten Reduktionsverfahrens
wird die Fehlerwahrscheinlichkeit, falsche modale Informationen auszuwählen,
verringert und die erforderliche Approximationsqualität somit sichergestellt.
Zudem soll der zeitliche Aufwand des Gesamtprozesses im Vergleich zum kon-
ventionellen Vorgehen aus Bild 5.1 reduziert werden. Dies geschieht einerseits
durch den Wegfall des zu lösenden Eigenwertproblems und der anschließenden
modalen Reduktion. Darüber hinaus soll künftig aber auch auf eine manuelle
Vernetzung der Strukturkomponenten verzichtet werden können, da durch die
größere Anzahl an beherrschbaren Freiheitsgraden problemlos automatische
Vernetzer, welche i. d. R. vielseitig einsetzbare Tetraeder-Elemente verwenden,
herangezogen werden können. Der zeitliche Aufwand des Gesamtprozesses
wird demnach sowohl aufgrund einer verkürzten Modellerstellungsphase als
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auch aufgrund einer schnelleren Generierung des gewünschten reduzierten
Systemmodells verringert.

Mit diesem Vorgehen soll sichergestellt werden, dass nach der Reduktion ein
niedrig dimensioniertes, reduziertes Systemmodell vorliegt, mit dessen Verwen-
dung eine effiziente und schnelle Lösung der Berechnungsaufgabe ermöglicht
wird. Gleichzeitig ist zu gewährleisten, dass der Approximationsfehler zwischen
dem reduzierten und dem Originalmodell eine vom Anwender definierte Größe
nicht übersteigt. Am Ende des Ablaufes muss aufgrund der Simulationsergebnis-
se entschieden werden, ob eine weitere Überarbeitung des Maschinenentwurfs
und damit eine Anpassung des FEM-Modells nötig ist oder ob die Daten die
Forderungen aus dem Lastenheft der Werkzeugmaschine erfüllen.

Um die beschriebenen Ziele zu erreichen, wird im Folgenden ein 5-stufiges
Vorgehen vorgestellt, welches die definierten Anforderungen berücksichtigt und
den effizienten Einsatz der Krylov-Unterraum-Verfahren mit deren Vorteilen
ermöglicht (Bild 5.2).

Die einzelnen Stufen werden in den folgenden Abschnitten detailliert erläutert.
Einer der größten Unterschiede im Vergleich zum konventionellen Ablauf ist
in der frühzeitigen Festlegung des Systemmodells anhand der nötigen Ein-
und Ausgänge zu sehen. Dadurch werden die für die Betrachtungen relevanten
Übertragungspfade in der mechanischen Struktur festgelegt. Da im Rahmen
der Krylov-Unterraum-basierten Reduktion das Übertragungsverhalten ap-
proximiert wird, werden nur die relevanten Informationen im resultierenden
Modell festgehalten, was zu einer sehr guten Approximationsqualität für den
ausgewählten Anwendungsfall gegenüber dem Originalmodell führt.
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Bild 5.2: 5-stufiges Vorgehensmodell zur Simulation von Werkzeugmaschinen
unter Verwendung Krylov-Unterraum-basierter Reduktionsverfahren
mit optionaler Iterationsmöglichkeit zur Optimierung des Maschinen-
entwurfs hinsichtlich der Lastenheftanforderungen

5.4.2 Modellierung der Maschinenstruktur

Der erste Schritt besteht, wie auch bei einer konventionellen Vorgehensweise,
in der Erstellung eines FEM-Modells der Maschinenstruktur inklusive der
Verbindungskomponenten wie bspw. Linearführungen, Kugelgewindetriebe
oder Lager. Das Ziel ist es, aus dem Gesamtmodell die Koeffizientenmatrizen
(Masse, Dämpfung und Steifigkeit), welche das Gleichungssystem definieren
und das Maschinenverhalten beschreiben, auszuleiten. Das hierfür notwendige
Vorgehen ist im folgenden Bild 5.3 ausgeführt, in welchem die Darstellungsart
von Bild 5.1 übernommen wurde.
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Bild 5.3: Einzelschritte zur Erstellung des Maschinenmodells mit Hilfe der
Finite-Elemente-Methode und zur Generierung der Systemmatrizen

Dabei werden die Maschinenkomponenten, wie z. B. das Maschinenbett, der
Ständer, diverse Schlitten usw., deren Geometrie im CAD-Modell festgelegt
ist, zunächst einzeln betrachtet und vernetzt. Hierfür stellen kommerzielle
Softwarepakete, wie bspw. MSC.Patran® oder HyperMesh®, verschiedene finite
Elementetypen in entsprechenden Elementbibliotheken zur Verfügung. Bislang
war hierfür sehr hoher manueller Aufwand erforderlich, um eine hohe Modell-
qualität zu gewährleisten. Wie bereits erwähnt, kann der Aufwand mit dem
hier beschriebenen Vorgehen reduziert werden und es kann auf automatische
Vernetzer zurückgegriffen werden. Dabei kommen meist sog. Tetraeder zum
Einsatz, weil diese für die Abbildung der Geometrie der Komponenten beson-
ders flexibel anwendbar sind, was i. d. R. aber zu einer sehr hohen Anzahl von
Elementen und somit auch zu vielen Freiheitsgraden im Vergleich zu aufwen-
dig erzeugten Hexaeder- oder Schalenelementnetzen führt. Zusätzlich müssen
auch die mechanischen Elemente der Antriebe, wie z. B. die Motorgehäuse,
die Motorwellen und die Spindelwellen, im FEM-Modell abgebildet werden.
Hierfür werden i. d. R. eindimensionale Balkenelemente eingesetzt, welche den
realen Durchmesser als Eigenschaft besitzen. Allen verwendeten Elementen
wird schließlich ein Material mit den entsprechenden Parametern wie der Dichte,
dem Elastizitätsmodul und der Querkontraktionszahl zugewiesen. Gleichzeitig
kann das Material an dieser Stelle, sofern bekannt, mit einem Wert für dessen
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Strukturdämpfung versehen werden.

Im nächsten Schritt müssen die Strukturkomponenten zu einem Gesamtmodell
der Maschine zusammengesetzt und miteinander verbunden werden. In der
Realität wird dies bspw. durch Linearwälz- oder Gleitführungen, sofern eine
translatorische Bewegung ermöglicht werden soll, durch Verschraubungen oder
im Falle von rotierenden Wellen durch Wälz- oder Gleitlager realisiert. Da
der Fokus auf dem Verhalten der Gesamtmaschine und nicht auf der Detailun-
tersuchung der Einzelkomponenten liegt, werden die Steifigkeitseigenschaften
der Verbindungskomponenten im FEM-Modell zweckmäßiger Weise durch Er-
satzfedern und -dämpfer abgebildet. Hierfür hat sich die Verwendung von
Starrkörperelementen, sog. Rigid Body Elements (RBE), als zielführend erwie-
sen (Oertli 2008, Schwarz 2010). Diese Elemente koppeln mehrere Knoten
der Oberfläche der Gestellstruktur mit einem Referenzknoten, über den die
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Bild 5.4: Modellierung einer Verbindungskomponente, bestehend aus Feder-
und Dämpferelementen, am Beispiel eines Führungsschuhs (nach
Oertli 2008 und Schwarz 2010)

Auf ähnliche Weise geschieht die Integration der Antriebskomponenten in das
Strukturmodell der Maschine. Die Basis für Vorschubantriebe mit Kugelgewin-
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detrieben bildet die Modellierung des Kugelgewindetriebes nach dem Modell
von Oertli (2008), welches mit Hilfe einer Übertragungsmatrix die Rotation
einer Spindelwelle in eine Translation der Spindelmutter und damit des Schlit-
tens überführt. Diese Matrix koppelt den relevanten rotatorischen mit dem
entsprechenden translatorischen Freiheitsgrad durch eine Schraubsteifigkeit
und gibt mit den axialen, den radialen und den Kippsteifigkeiten das kom-
plexe Verhalten der Kugelgewindemutter wieder. Die eigentliche Verbindung
findet ebenfalls mit Hilfe der in Bild 5.4 dargestellten Starrkörperelemente
statt. Einen umfassenden Überblick, mit welchen finiten Elementen die we-
sentlichen Maschinenkomponenten im Modell diskretisiert werden können, gibt
Schwarz (2010), dessen Zusammenstellung als Leitfaden für die Erstellung
von Werkzeugmaschinenmodellen gesehen werden kann.

Für das dynamische Verhalten der Gesamtmaschine sind die Verbindungs- und
die Fügestellen zwischen den Einzelkomponenten von besonderer Relevanz, da
ein Großteil der Nachgiebigkeiten der Maschine aus diesen resultiert (Schwarz
2010). Während die Eigenfrequenzen der Einzelkomponenten meist über 300 Hz
auftreten, liegt das dominante Verformungsverhalten des Gesamtsystems Werk-
zeugmaschine in einem deutlich niedrigeren Frequenzbereich von ca. 30 bis
200 Hz (Albertz 1995). Um den Eigenschwingungsformen der Maschine die
richtige Dämpfung zuzuordnen, bietet es sich an, in den Verbindungsstellen
entsprechende viskose Dämpfungselemente zu modellieren. Dies ist in Bild 5.4
durch zu den Federelementen parallel wirkende Dämpferelemente angedeutet.
Damit besteht die Möglichkeit, den Relativbewegungen bzw. den Relativge-
schwindigkeiten in den verschiedenen kartesischen Freiheitsgraden definierte
Dämpfungskräfte entgegen wirken zu lassen. Für die Modellierung von Dämp-
fungseffekten stehen in modernen FEM-Programmen entsprechende Elemente
zur Verfügung, welche analog zu den Federelementen parametriert werden
können.

Das Ergebnis der oben beschriebenen Schritte ist ein vollständiges FEM-
Modell der Maschine, welches das Verhalten des Gesamtsystems detailliert
abbildet. Dieses liegt im Präprozessor der FEM-Software, z. B. MSC.Patran®,
vor. Analog zum konventionellen Vorgehen, bei welchem nun eine Berechnung
des Eigenwertproblems anstehen würde, werden mit dem hier vorgeschlagenen
Verfahren die Koeffizientenmatrizen durch den FEM-Solver aufgestellt. Im hier
vorgeschlagenen Vorgehensmodell wird dieser Schritt ebenfalls durchlaufen.
Nach dem Erstellen der Matrizen werden diese aber in einer externen Datei
abgespeichert und der Prozess wird gestoppt (Bild 5.5).

Basierend auf den Informationen des FEM-Modells wird durch den Solver für
jedes finite Element, unabhängig vom Elementtyp, eine Elementsteifigkeits-
und eine Elementmassenmatrix berechnet. Diese werden im Anschluss der
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Bild 5.5: Gegenüberstellung von konventionellem und neuem Vorgehen hinsicht-
lich der Abläufe im FEM-Programm zur Erstellung und Verarbeitung
der Koeffizientenmatrizen

Topologie und der Massenverteilung entsprechend zu je einer Gesamtmatrix
zusammengesetzt. Sind im Modell Dämpfungselemente vorhanden, wird analog
auch eine Dämpfungsmatrix erstellt (vgl. auch Abschnitt 2.4.4). An dieser
Stelle soll nicht näher auf die Theorie der Finite-Elemente-Methode und die
Bestimmung der Koeffizientenmatrizen eingegangen werden. Hierfür sei auf
entsprechende Fachliteratur verwiesen (z. B. Bathe 2001, Klein 2007).

Wie in Bild 5.5 zu erkennen ist, wird in diesem Schritt der Postprozessor nicht
mehr zur Visualisierung von Eigenschwingungen verwendet, da die weiteren
Schritte zunächst außerhalb des FEM-Programms durchgeführt werden. Eine
Visualisierung der Ergebnisse der Berechnungen, z. B. in Form von Frequenz-
gängen, erfolgt dann zu einem späteren Zeitpunkt im Vorgehensmodell. Die
vorliegenden Strukturmatrizen des Maschinenmodells, welche separat abgespei-
chert wurden, bilden nun die Schnittstelle zur nächsten Stufe des in diesem
Kapitel vorgestellten Vorgehensmodells (siehe Bild 5.3). Ihre weitere Verwen-
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dung zur Definition des Systemmodells steht im Mittelpunkt des folgenden
Abschnitts.

5.4.3 Erstellung des Systemmodells

Die zweite Stufe des hier präsentierten Vorgehensmodells hat die Definition
und Erstellung des Systemmodells zum Ziel. Dieser Schritt ist von besonderer
Relevanz, da er einen dominanten Einfluss auf die weiteren Schritte hat. In Bild
5.6 sind die Einzelschritte aufgeführt, die durchlaufen werden, um basierend
auf den vorliegenden Strukturmatrizen das Systemmodell zu generieren.
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Bild 5.6: Einzelschritte zur Erstellung des Systemmodells in Form eines an die
Zustandsraumdarstellung angelehnten DGL-Systems 2. Ordnung

An erster Stelle steht die Festlegung der späteren Art der Berechnung. Grund-
sätzlich können hier drei Gruppen unterschieden werden, die bereits in Bild
5.1 veranschaulicht sind und die teilweise auch miteinander kombiniert werden
können:

• Strukturmechanische Betrachtung der Gesamtmaschine:
Hierbei wird das Maschinenverhalten analysiert, welches rein auf dem
Zusammenwirken der mechanischen Komponenten basiert. Ein typisches
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Beispiel ist hierfür der Relativnachgiebigkeitsfrequenzgang am TCP, um
eine Aussage über das dynamische Verhalten der Maschine an der Zer-
spanstelle zu erhalten. Hierbei wird die Relativbewegung zwischen dem
werkzeugseitigen und dem werkstückseitigen Knoten des TCP in den drei
Koordinatenrichtungen in Abhängikeit der Anregungsfrequenz untersucht.

• Struktur-Prozess-Simulation:
Das Maschinenmodell wird hierfür mit einem Zerspankraftmodell gekop-
pelt. Die Anregung durch den Prozess findet zwischen dem werkzeugsei-
tigen und dem werkstückseitigen Knoten des TCP statt, d. h. es wird
dieselbe mechanische Übertragungsstrecke wie bei der Betrachung der
Relativnachgiebigkeit herangezogen. Aufgrund der Tatsache, dass das
Kraftmodell auf Verlagerungen der Maschinenstruktur mit Veränderun-
gen der Schnitttiefe und damit der Schnittkraft reagiert, kann mit dieser
Betrachtung die Maschine hinsichtlich ihrer Ratterneigung untersucht
werden.

• Regelungssimulation:
Die Kopplung des Maschinenmodells mit dem Modell der Regelung so-
wie der elektrischen Antriebe dient der Analyse der Wechselwirkungen
aller drei Systeme sowie zur Ermittlung von geeigneten Reglerparame-
tern für den Steuerungsentwurf. Hierbei wird eine andere mechanische
Übertragungsstrecke betrachtet, da die Regelung die Sollströme für die
Servomotoren ausgibt, welche in das jeweilige auf die Motorwelle wirkende
Moment umgerechnet werden. Letzteres wirkt demnach auf das mechani-
sche Modell als Drehmoment. Als Eingang für den Lageregler dient in
diesem Fall eine Verschiebung am Messsystem bzw. einem entsprechen-
den Knoten am betrachteten Vorschubschlitten. Der Übertragungspfad
verläuft hierbei dann beginnend bei der Rotation der Motorwelle über
eine Kupplung oder eine Riemenübersetzungsstufe auf die Spindelwelle
und weiter über die Kugelgewindemutter auf den Schlitten, welcher eine
translatorische Verschiebung erfährt. Zusammen mit der Regelung las-
sen sich somit bspw. sog. Führungsfrequenzgänge ermitteln, welche das
Verhältnis zwischen der Ist- und der Sollgröße des Reglers beschreiben.

Die Auswahl der Berechnungsaufgabe legt somit einerseits den mechanischen
Übertragungspfad fest, dessen Übertragungsverhalten während der Reduktion
approximiert wird. Andererseits wird damit auch definiert, ob die Vorschub-
achsen im Modell als geklemmt modelliert werden müssen oder nicht. Für eine
Regelungssimulation muss das Modell eine Starrkörperbewegung der beteiligten
Komponenten zulassen, damit der Regler wirksam werden kann.
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Nach dieser Festlegung müssen in einem zweiten Schritt die resultierenden
Koppelknoten bestimmt werden. Im FEM-Netz des Modells hat jeder Struk-
turknoten eine Nummer, über die er eindeutig identifiziert ist. Entsprechend
der oben definierten Übertragungsstrecke wählt der Anwender die Knoten-
Nummern aus. Für den Fall einer Relativnachgiebigkeitsanalyse am TCP der
Maschinen ist hierfür die Nummer des werkzeugseitigen und des werkstücksei-
tigen Referenzknotens zu verwenden.

Die weiteren Schritte zur Definition des Systemmodells mit den relevanten
Ein- und Ausgängen laufen automatisch ab und sind exemplarisch in Bild 5.7
dargestellt. Hierfür spielt die Korrelationsmatrix eine zentrale Rolle, welche
vom FEM-Solver aufgestellt wird und im vorherigen Schritt gemeinsam mit den
Strukturmatrizen ausgeleitet wurde. In dieser Matrix sind die Zusammenhänge
zwischen den Knotenfreiheitsgraden und den Freiheitsgraden des resultierenden
Systemmodells festgelegt. Grundsätzlich hat jeder Knoten in einem FEM-
Strukturmodell 6 Freiheitsgrade - 3 translatorische (x, y, z) und 3 rotatorische
(rx, ry, rz). Vom Solver werden allerdings nicht alle Freiheitsgrade für die
Erstellung der Strukturmatrizen verwendet. Da bspw. die Rotationsbewegungen
der Knoten von Volumenelementen (z. B. Tetra-, Penta-, Hexaeder) durch
Translationen der Nachbarknoten des selben Elements ausgedrückt werden,
sind diesen Elementen keine rotatorischen Freiheitsgrade in der Elementmatrix
zugeordnet (siehe beispielhafter Auszug aus der Korrelationsmatrix in Bild
5.7). Ebenso kann es Knoten in der Struktur geben, die keine Freiheitsgrade
mehr besitzen, da sie bestimmten Zwangsbedingungen unterliegen. Dies ist
bspw. bei fest eingespannten Knoten oder auch bei den mit dem Referenzpunkt
eines Starrkörperelements verbundenen Knoten der Fall. Da aufgrund der
vorherrschenden Zwangsbedingungen diese Knoten die selben Verschiebungen
wie der Referenzknoten selbst erfahren, würde sich in der Strukturmatrix eine
lineare Abhängigkeit ergeben. Um dies zu vermeiden, weist der Solver diesen
Knoten keine oder weniger Freiheitsgrade zu (MSC.Software Corporation
2003). Über die Korrelationsmatrix lassen sich demnach aus den kartesischen
Freiheitsgraden der Strukturknoten die entsprechenden Einträge in den Spalten
und Zeilen der Strukturmatrizen bestimmen.

Dieser Zusammenhang wird für die Generierung der Systemeingangs- und
-ausgangsmatrizen B, Cp und Cv herangezogen. Die Matrix B besitzt pro
Eingang eine Spalte, d. h. wenn bspw. die Nachgiebigkeit am TCP in allen drei
Koordinatenrichtungen untersucht wird, hat die Matrix drei Spalten. Analog
verhält sich dies bei den Ausgangsmatrizen Cp und Cv, die entsprechend viele
Zeilen bekommen, sodass sich für diesen Fall ein (3 × 3)-MIMO-System ergibt.
Die Ein- und die Ausgangsmatrizen fungieren im Systemmodell als eine Art
Filter, da lediglich diejenigen Freiheitgrade, welche angesprochen werden sollen,
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Bild 5.7: Festlegung der Ein- und Ausgangsfreiheitsgrade des Systemmodells
über eine Korrelationsmatrix am Beispiel der Eingangsmatrix B

einen Eintrag mit dem Betrag Eins erhalten. Dadurch gelingt es, die wirkende
Kraft, welche über den Systemeingang Bu auf das System aufgebracht wird, an
den entsprechenden Knoten mit der gewünschten Orientierung einzuleiten. Zu
erwähnen ist, dass eine zwischen zwei Strukturknoten wirkende Eingangskraft
durch zwei Einträge innerhalb einer Spalte mit gegensätzlichen Vorzeichen
gekennzeichnet ist, um das Prinzip actio gleich re-actio zu bewahren.

Nachdem dieser Schritt durchlaufen ist, liegen alle Matrizen des Systemmodells
vor, welches die an den Zustandsraum angelehnte Darstellung nach Gleichung
(3.28) besitzt (siehe auch Bild 5.6). In dieser Form kann es im Folgenden
weiterverarbeitet werden.

5.4.4 Reduktion des Systemmodells

Dieser Abschnitt bildet den Kern des hier vorgestellten neuen Vorgehensmo-
dells, da das zuvor erstellte Systemmodell nun in seiner Dimension reduziert
wird. Das Ziel dieser Stufe ist es, aus dem originalen hochdimensionierten
Systemmodell ein System deutlich kleinerer Dimension zu generieren, welches
das Verhalten des Originals möglichst gut approximiert und selbst effizient zu
berechnen ist. Die Einzelschritte zur Erreichung eines reduzierten Modells zeigt
folgendes Bild 5.8. Wie gefordert, sind hierfür kaum manuelle Eingriffe des An-
wenders nötig, da der Großteil des in der vorliegenden Arbeit vorgeschlagenen
Reduktionsverfahrens automatisiert abläuft. Vom Benutzer sind deshalb ledig-
lich im ersten Schritt Angaben hinsichtlich des relevanten Frequenzbereichs, für
den das Modell approximiert werden soll, des maximal zulässigen Fehlers oder
hinsichtlich einer gewünschten maximalen Systemdimension des reduzierten
Modells zu machen.

147



5 Integration des Reduktionsverfahrens

Reduktion des Systemmodells

Reduziertes S
der mechanisc

Automatische Mode
Krylov-Unterraum-basiert

Festlegung der rele
(relevanter Frequenzbereic

gewünschte Z

Reduzierte Matrizen 

der mechanisc

Übergabe des Gle

Systemmodell 
chen Struktur

ellreduktion mit dem 
ten Reduktionsverfahren

evanten Parameter
ch, max. zulässiger Fehler, 
Zieldimension)

des Systemmodells 

chen Struktur

eichungssystems

Bild 5.8: Einzelschritte zur Erstellung eines reduzierten Systemmodells mit Hilfe
eines auf Krylov-Unterräumen basierenden Reduktionsverfahrens

Diese Angaben dienen als Eingangsparameter für das Reduktionsverfahren,
welches als zweiter Schritt in Bild 5.8 dargestellt ist. Mit diesen Werten wird
das Eingangsmodell automatisch mit Hilfe des in Kapitel 4 vorgestellten Ver-
fahrens in seiner Dimension reduziert. Der Fokus wird dabei auf den definierten
Frequenzbereich gelegt. Für diesen wird das Modell entweder so stark reduziert,
bis das Übertragungsverhalten des neuen Modells eine maximal zulässige Ab-
weichung unterschreitet, oder dieses wird auf die festgelegte Dimension gebracht
und der entstandene Approximationsfehler wird zusätzlich mit ausgegeben.

Das Resultat sind die reduzierten Strukturmatrizen, die nun vollbesetzt sind
und deren Einträge in den Spalten und Zeilen der Matrizen keine physikalische
Zuordnung zur Geometrie des FEM-Modells mehr besitzen. Daher müssen diese
im nächsten Schritt wieder in die Form eines DGL-Systems 2. Ordnung gebracht
werden, dessen Ausgangsgrößen denen des in der zweiten Stufe festgelegten
Originalmodells entsprechen. Dieses reduzierte Systemmodell wird schließlich
zur weiteren Verwendung übergeben.
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5.4.5 Überführung in ein Blockmodell

Die vierte Stufe des Vorgehensmodells dient der Vorbereitung der Berechnung
des Maschinenmodells. Als Eingangsdatensatz liegt nun ein Systemmodell
zweiter Ordnung mit den reduzierten Strukturmatrizen vor, welches in die für
das weitere Vorgehen benötige Form gebracht werden muss. Bild 5.9 zeigt die
hierfür nötigen Schritte.
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Bild 5.9: Einzelschritte zur Überführung in ein Blockmodell für eine anschlie-
ßende gekoppelte Simulation und Option zur direkten Verwendung
des reduzierten Systemmodells 2. Ordnung (gestrichelter Pfad)

Für eine gekoppelte Simulation, welche i. d. R. in einer CACE-Umgebung wie
bspw. Matlab/Simulink® stattfindet, ist an dieser Stelle eine Transformation in
ein Zustandsraummodell erster Ordnung nach Gleichung (3.32) notwendig, um
dieses als Block in die CACE-Umgebung einzubetten. Für die Transformation
wird im Normalfall, wie in Abschnitt 3.2.4 dargestellt, der Zustandsvektor z

aus den Verschiebungen x und den Geschwindigkeiten ẋ gebildet. Mit diesem
Vektor erfolgt dann die Überführung in ein DGL-System erster Ordnung für
die weiteren Berechnungen.

An dieser Stelle sei angemerkt, dass eine rein strukturmechanische Berechnung
auch auf Basis des reduzierten Systemmodells 2. Ordnung möglich ist. Hierfür
wird bspw. das Übertragungsverhalten nach Gleichung (3.43) am TCP berech-
net. Für den Fall, dass im Rahmen der entwicklungsbegleitenden Simulation
keinerlei gekoppelte Betrachtungen zwischen der Struktur und der Regelung
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oder dem Prozess angestrebt werden, kann diese Stufe entfallen, was durch den
gestrichelten Pfeil in Bild 5.9 angedeutet ist.

Dennoch bietet der Pfad über die Transformation in ein Zustandsraummodell
alle weitere Möglichkeiten, da eine alleinige Berechnung des Strukturverhaltens
auch mit dem Modell 1. Ordnung möglich ist (vgl. Gleichung (3.45)). Zudem ist
die Berechnungsdauer für die Transformation eines bereits reduzierten Systems
vernachlässigbar gering. Mit der Transformation in ein Zustandsraummodell ist
somit die letzte Vorbereitung für die Berechnung getroffen, auf die im folgenden
Abschnitt eingegangen wird.

5.4.6 Berechnung der Simulationsaufgabe

Der letzte Schritt des Vorgehensmodells besteht in der Berechnung der eigent-
lichen Simulationsaufgabe. An dieser Stelle wird das Modell des Maschinen-
entwurfs - alleine oder in Kopplung mit der Regelung oder einem Prozess -
berechnet. Die Auswertung der Ergebnisse zeigt dann, ob die Eigenschaften der
Maschine dem Lastenheft genügen oder ob eine Verbesserung der Konstruktion
nötig ist. An dieser Stelle wird das reduzierte System nun entsprechend des
oben ausgewählten Simulationsziels weiter verwendet. Die drei Wege mit den
jeweiligen Einzelschritten sind in Bild 5.10 dargestellt.

Für den Fall, dass die zur Definition gewählten Systemein- und -ausgänge es
erlauben, lassen sich die im Bild 5.10 aufgezeigten Wege auch miteinander
kombinieren. Werden bspw. für die Nachgiebigkeitsberechnung der Maschinen-
struktur die Ein- und Ausgänge am TCP betrachtet, so lässt sich dasselbe
Modell auch für eine Kopplung mit einem Zerspankraftmodell, welches ebenfalls
am TCP wirkt, verwenden.

Mit dem hier aufgezeigten Vorgehen lassen sich nun vielfältige Untersuchungen
des Maschinenentwurfs durchführen. Für den Fall der rein strukturmecha-
nischen Berechnung wird meist das (Relativ-)Nachgiebigkeitsverhalten der
Maschine untersucht. Dieses lässt Rückschlüsse auf kritische Frequenzberei-
che zu, die als Anregungsfrequenzen, bspw. durch einen Bearbeitungsprozess
hervorgerufen, vermieden werden sollten. Ebenso sind in der Blocksimulation
auch Strukturantworten im Zeitbereich oder statische Nachgiebigkeiten zu
berechnen.

Eine Kopplung des Strukturmodells der Maschine mit den regelungstechnischen
Elementen erfolgt wie in Abschnitt 2.5 beschrieben. Gegenstand dessen ist, das
Zusammenwirken von Maschinenstruktur und Regelung der elektromechani-
schen Vorschubachsen zu untersuchen. Auch bei dieser Anwendung kann die
Berechnung sowohl im Zeit- als auch im Frequenzbereich durchgeführt werden.
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Mögliche Beispiele sind in Tabelle 5.1 aufgeführt. Detailliertere Beschreibun-
gen dieser Simulationsanwendung sind z. B. Berkemer (2003), Witt (2007),
Oertli (2008) oder Schwarz (2010) zu entnehmen.
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Bild 5.10: Einzelschritte zur Berechnung der Simulationsaufgabe mit angedeu-
teter Iteration zur Überarbeitung des Maschinenentwurfs

Der mittlere Pfad in Bild 5.10 beschreibt die Struktur-Prozess-Simulation, um
die Wechselwirkungen zwischen den mechanischen Komponenten einer Maschine
und einem Zerspanprozess zu untersuchen. Hierbei wird analog zur Mechatro-
niksimulation das Blockmodell der Maschine mit einem Zerspankraftmodell,
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welches ebenfalls als Blockmodell vorliegt, gekoppelt. Das Zerspankraftmo-
dell errechnet für einen bestimmten Bearbeitungsfall die auftretenden Kräfte,
welche im Modell als Eingangsgrößen für das Mechanikmodell wirken. Dieses
antwortet mit einer Verlagerung der Struktur (Ausgang), die wiederum Einfluss
auf die Zerspankraft hat und daher als Eingang auf das Kraftmodell wirkt.
Diesen Zusammenhang gibt auch Bild 2.3 (S. 15) wieder.

Die Modellierung von Zerspanprozessen und deren Kräften ist noch immer
Gegenstand wissenschaftlicher Untersuchungen. Daher kommt die gekoppelte
Simulation von Struktur-Prozess-Wechselwirkungen in der industriellen Anwen-
dung noch wenig zum Einsatz. Dennoch gibt es etliche Prozessmodelle, die sich
auch gut mit Hilfe der digitalen Blocksimulation darstellen lassen (siehe u. a.
Kienzle & Victor 1957, Budak et al. 1996, Altintas 2000) und sich für
die gekoppelte Simulation eignen. Mit diesem gekoppelten System lassen sich
nach dessen Berechnung schließlich Aussagen bezüglich der Prozessstabilität
sowie der prinzipiellen Eignung eines Maschinenentwurfs für einen Bearbei-
tungsprozess treffen. Für detailliertere Informationen sei bspw. auf Altintas
et al. (2005), Brandt et al. (2008) oder Schwarz (2010) verwiesen.
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Tabelle 5.1: Übersicht der Analysemöglichkeiten von Werkzeugmaschinen im
Frequenz- und im Zeitbereich durch Einsatz der entwicklungsbe-
gleitenden Simulation

Mit diesen Analysen ist schließlich der letzte Schritt des Vorgehensmodells
erreicht. Abschließend muss auf Basis der Simulationsergebnisse entschieden
werden, ob die Eigenschaften des Maschinenentwurfs ausreichen oder ob eine Ab-
wandlung wie bspw. eine Geometrieänderung an einer Strukturkomponente oder
eine Veränderung der Verbindungseigenschaften durch andere Führungsschuhe
vorgenommen werden muss. Eine Abwandlung des Modells der mechanischen
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5.5 Zusammenfassung und Fazit

Komponenten verändert die Massen- und die Steifigkeitsverteilung innerhalb
der Maschinenstruktur, sodass dann ein erneutes Durchlaufen der Stufen not-
wenig wird. Dank des Einsatzes der in der vorliegenden Arbeit vorgestellten
Krylov-Unterraum-Verfahren lässt sich dies aber effizient durchführen.

Nach Abschluss der Iterationsschleifen liegt ein hinsichtlich des Lastenheftes
optimierter Maschinenentwurf vor, sodass die nächsten Schritte der Werk-
zeugmaschinenentwicklung angegangen werden können. Hierzu zählen u. a. die
Steuerungsentwicklung oder das Ableiten von Fertigungszeichnungen, sodass
eine erste reale Maschine aufgebaut werden kann.

5.5 Zusammenfassung und Fazit

In diesem Kapitel wurde ein neues Vorgehensmodell für die entwicklungsbeglei-
tende Simulation von Werkzeugmaschinen präsentiert, welches die speziellen
Anforderungen moderner Ordnungsreduktionsverfahren auf Basis von Krylov-
Unterräumen berücksichtigt und deren Einsatz ermöglicht. Die Besonderheit
liegt hierbei darin, dass entgegen dem konventionellen Ablauf auf die nume-
risch aufwendige Lösung des Eigenwertproblems des aus dem FEM-Modell
resultierenden Gleichungssystems verzichtet werden kann und die anschließen-
de modale Reduktion entfällt. Dies wird durch das in Kapitel 4 vorgestellte
automatisierte Ordnungsreduktionsverfahren ersetzt, wodurch festgesetzte Qua-
litätskriterien, wie bspw. der maximale Approxiationsfehler, gezielt eingehalten
werden können.

Mit diesem Vorgehensmodell wird die Möglichkeit geschaffen, die vorgestellten
Krylov-Unterraum-Verfahren auch im Entwicklungsprozess von Werkzeugma-
schinen einzusetzen. Auf diese Weise kann der Entwickler ein aus dem Fachgebiet
der Mathematik stammendes Reduktionsverfahren ohne tiefere Detailkenntnisse
anwenden und die Potenziale des Verfahrens für sich nutzbar machen.

Die Gegenüberstellung des konventionellen und des hier vorgeschlagenen Verfah-
rens zeigt den Unterschied auf, dass bei der Anwendung der Krylov-Unterraum-
Verfahren die strukturmechanische Optimierungsschleife entfällt (Bild 5.1 oben).
Bei Anwendung des vorgestellten Vorgehensschemas müssen stets alle fünf
Schritte durchgeführt werden, bevor erste Ergebnisse vorliegen und somit ggf.
ein Verbessungespotenzial identifiziert werden kann. Dies wirkt auf den ersten
Blick etwas unflexibel, was als Nachteil interpretiert werden kann.

Demgegenüber stehen die Vorteile des neuen Verfahrens. Ein wichtiger Aspekt
ist hierbei der Einsatz von Fehlerschätzern im Rahmen der Krylov-Unterraum-
basierten Reduktion. Es kann ein maximal zulässiger Fehler vorgegeben werden
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und die in Schritt 3 durchgeführte Reduktion des Systemmodells berücksichtigt
diese Grenze und hält sie ein. Somit kann sicher gestellt werden, dass der
resultierende Approximationsfehler einen definierten Wert nicht übersteigt. Im
konventionellen Verfahren auf Basis der modalen Reduktion bleibt dieser Fehler
hingegen unbekannt. Ein zweiter Vorteil besteht in der Automatisierung der
einzelnen Schritte. Wenngleich stets die fünf Stufen durchlaufen werden müssen,
so wird dennoch die Effizienz gegenüber dem bisherigen Vorgehen gesteigert,
da weniger manuelle, auf Erfahrung basierende Eingriffe und Beurteilungen
nötig sind. Darüber hinaus können künftig lokal modellierte Dämpfungsef-
fekte, bspw. aus Fügenstellen wie Verschraubungen, Linearführungen oder
Kugelgewindetrieben, im Modell berücksichtigt werden, ohne dass dadurch die
Ordnungs-Reduzierbarkeit des Systems verloren geht. Das vorgestellte Reduk-
tionsverfahren berücksichtigt die Dämpfung auch im reduzierten Systemmodell
und ermöglicht somit dessen direkte Weiterverwendung in der gekoppelten
Simulation, ohne Ersatzmodelle für die beschriebenen Dämpfungseffekte ge-
nerieren zu müssen. Um den Anforderungen moderner Werkzeugmaschinen
und der Forderung nach einem effizienten Entwicklungsprozess nachzukommen,
eignet sich die in diesem Kapitel präsentierte Vorgehensweise zur Simulation
des gekoppelten Systems aus Maschinenstruktur und den regelungstechnischen
Wechselwirkungen der Antriebe oder des Zerspanprozesses in besonderem
Maße.

Mit den Erläuterungen dieses Kapitels endet der allgemeine Teil dieser Arbeit.
Im Folgenden wird der Einsatz des Reduktionsverfahrens und des Vorgehens-
modells auf diverse Anwendungsfälle beschrieben.
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6 Anwendung und Validierung des Reduktionsverfah-
rens

6.1 Inhalt des Kapitels und Vorgehen

In diesem Kapitel wird die Anwendung des automatischen Krylov-Unterraum-
Verfahrens auf unterschiedliche Beispielmodelle beschrieben. Dabei werden
diverse Aspekte beleuchtet und analysiert, um die Eignung des Verfahrens für
den Einsatz in der Werkzeugmaschinenentwicklung zu prüfen. Zunächst werden
in Abschnitt 6.2 drei FEM-Modelle vorgestellt, auf welche die Reduktion für
die Validierung angewendet wird (Abschnitt 6.3). Den Hauptteil dieses Kapitels
bildet die Untersuchung der Approximationsqualität (Abschnitt 6.4) und der
Berechnungseffizienz (Abschnitt 6.5), um das Reduktionsverfahren im Vergleich
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quenzbereich auch Zeitbereichsanalysen durchführen. Das Kapitel schließt mit
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zwischen den Berechnungsergebnissen von Original- und reduziertem System
kann demnach auf einen Approximationsfehler des Reduktionsverfahrens zu-
rückgeführt werden (Bild 6.1).

Ein wichtiges Analysekriterium in strukturdynamischen Betrachtungen von
Werkzeugmaschinen ist das Übertragungsverhalten des Systems in Form von
Frequenzgängen, wie bspw. des Nachgiebigkeitsfrequenzgangs am TCP. Da
die Krylov-Unterraum-Verfahren während der Reduktion dieses Verhalten mit
Hilfe eines Momentenabgleichs appoximieren, eignet es sich für vergleichende
Darstellungen und Bewertungen. Dazu werden die Frequenzgänge sowohl für
das Originalsystem als auch für die reduzierten Modelle berechnet. Um eine
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Bild 6.1: Vorgehen zur Validierung des Reduktionsverfahrens

Vergleichsmöglichkeit zur bislang angewandten modalen Reduktion zu schaf-
fen, wird für die folgenden Untersuchungen zusätzlich der aus der modalen
Darstellung berechnete Frequenzgang herangezogen.

6.2 Beschreibung der Beispielmodelle

6.2.1 Finite-Elemente-Modelle

Für die Untersuchung und Bewertung der in dieser Arbeit vorgestellten Krylov-
Unterraum-Verfahren werden drei verschiedene FEM-Modelle herangezogen.
Die Komponenten der modellierten Strukturen und deren Zusammensetzung
sind dabei typisch für Werkzeugmaschinen. Um den Einfluss der Systemdi-
mension auf die Berechnungszeiten aufzeigen zu können (siehe Abschnitt 6.5),
wurden für die Koeffizientenmatrizen der Originalsysteme, welche im Folgenden
erläutert werden, unterschiedliche Dimensionen herbeigeführt.

Antriebsstrang einer Vorschubachse

Als erstes Beispiel dient das FEM-Modell des Antriebsstranges einer Vorschub-
achse, wie sie typischer Weise in Werkzeugmaschinen verbaut ist. Bild 6.2 zeigt
die Komponenten und die dafür verwendeten finiten Elemente. Das Modell
spiegelt die Vorschubachse eines Versuchsstandes wider, dessen Maschinenbett
aufgrund seiner kompakten, mit Mineralbeton ausgefüllten Stahlkonstruktion
als Starrkörper angesehen werden kann. Ebenso werden der Kreuz- und der
Oberschlitten als starr betrachtet, was die Modellierung mit einer Punktmasse
inklusive deren Trägheitseigenschaften, welche starr mit der Linearführung
verbunden ist, zulässt. In diesem einfachen Aufbau tragen insbesondere die be-
wegten Schlittenmassen sowie die Nachgiebigkeiten entlang des Antriebsstranges
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Bild 6.2: Modell eines Antriebsstranges mit Einzelkomponenten und deren
Abbildung durch finite Elemente

Das resultierende Systemmodell besitzt 738 Freiheitsgrade und die Massen-
und die Steifigkeitsmatrix sind, wie für strukturmechanische FEM-Modelle
typisch, dünn besetzt, symmetrisch und enthalten Bandstrukturen. Zudem
ist die Massenmatrix aufgrund der konzentrierten Elementmatrixformulierung
singulär (vgl. Abschnitt 4.2.1).

Für die Untersuchungen werden zwei Versionen des Modells verwendet. Der
Unterschied liegt in der Festlegung des Rotationsfreiheitsgrades der Motorwelle
(MW). Ist die Motorwelle geklemmt, was durch eine Torsionsfeder an der Motor-
welle mit sehr hoher Steifigkeit realisiert wird, so ist keine Vorschubbewegung
des Schlittens möglich, wohl aber die dynamische Nachgiebigkeit des Schlittens
analysierbar. Ist die Motorwelle nicht geklemmt, so ist über die Kugelgewin-
demutter die Übersetzung der Rotationsbewegung der Spindelwelle in eine
Translation des Schlittens gewährleistet und es sind kleine Vorschubbewegungen
möglich. Dies resultiert in einer singulären Steifigkeitsmatrix, was in diesem
Fall eine Starrkörpermode bei Null Hertz verursacht. Mit dieser Modellvariante
kann bspw. die Mobilität bzw. die Beweglichkeit der Welle mit Bezug auf das
anliegende Motormoment untersucht werden. Diese Darstellung - aufgetragen
über der Frequenz - wird Mobilitätsfrequenzgang genannt.

Abstrahierte Werkzeugmaschinenstruktur

Das zweite Beispiel ist das FEM-Modell einer fiktiven abstrahierten Werk-
zeugmaschinenstruktur, wie sie bereits in Bild 4.2(a) (S. 91) dargestellt ist.
Dieses Modell besitzt 4983 Freiheitsgrade und bildet die grundsätzliche Gestalt
einer einfachen Werkzeugmaschine ab. Hierzu gehören die Komponenten Bett,
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Ständer, Spindelhalter und Frässpindel. Zudem ist darin eine Vorschubachse
enthalten, die analog des in Bild 6.2 dargestellten Antriebsstranges modelliert
ist.

Dieses Modell liegt ebenfalls in zwei Varianten vor, jeweils mit und ohne
gefesselter Motorwelle, was sich auf die Existenz einer Starrkörpermode auswirkt.
Für den ungefesselten Fall wird eine Vorschubbewegung am TCP realisiert,
sobald die Motorwelle rotiert.

Portalfräsmaschine

Als drittes Beispiel wird das FEM-Modell einer Portalfräsmaschine mit drei
Vorschubachsen herangezogen, welches 88268 Freiheitsgrade besitzt (Bild 6.3).
Die Komplexität des Modells entspricht dabei der des Abbildes einer realen
Werkzeugmaschine und die Dimension des Systems ist von einer Größe, welche
aus numerischer Sicht bereits als geeignete Prüfung für die vorgestellten Re-
duktionsmethoden angesehen werden kann. Hiermit soll gezeigt werden, dass
diese Verfahren auch auf hochdimensionale und komplexe Strukturmodelle
übertragbar sind und in der industriellen Praxis eingesetzt werden können.

Maschinenbett

Portal

x
y

z

Spindelhalter

TCP

Frässpindel

Maschinentisch

Bild 6.3: FEM-Modell einer Portalfräsmaschine mit 88268 Freiheitsgraden

Für die Beurteilung der dynamischen Nachgiebigkeit der Maschine, welche
durch den Nachgiebigkeitsfrequenzgang beschrieben wird, sind die Motorwellen
gefesselt. Wie bei den beiden oben beschriebenen Beispielen kann aber auch
ein System mit Starrkörperbeweglichkeit erzeugt werden.
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6.2 Beschreibung der Beispielmodelle

6.2.2 Definition der Systemein- und -ausgänge

Für die Anwendung des Reduktionsverfahrens müssen die Beispielmodelle
in eine systemtheoretische Darstellung nach Gleichung (3.28) überführt wer-
den. Hierzu wird auf das in Kapitel 5 entwickelte Vorgehensmodell zurückge-
griffen. Wie in Bild 5.2 beschrieben, werden zunächst die Strukturmatrizen
des FEM-Modells erstellt und ausgeleitet. Im nächsten Schritt findet gemäß
dem Untersuchungs- oder Simulationsziel die Festlegung der Ein- und Aus-
gangsmatrizen statt. Tabelle 6.1 zeigt eine Übersicht möglicher Eingangs- und
Ausgangsspezifikationen der Beispielmodelle, welche für die überwiegenden
Untersuchungen zur Validierung der Krylov-Unterraum-basierten Reduktions-
verfahren in diesem Kapitel herangezogen werden.

Nr. Dimen-
sion Eingänge Ausgänge Besonderheit Beispielhafte 

Anwendung 

Vo
rs

ch
ub

ac
hs

e 

1 738 •Rotation MW 
•Rotation MW 
•x-Translation 
Schlitten 

MW ungefesselt 

•Mobilitätsfrequenz-
gang der MW 

•Gekoppelte Simulation 
mit Regelungsmodell 

2 738 •x-Translation 
Schlitten 

•x-Translation 
Schlitten MW gefesselt Nachgiebigkeits-

verhalten der Struktur 

W
ZM

-S
tr

uk
tu

r 1 4983 
•x-Translation TCP 
•y-Translation TCP 
•z-Translation TCP 

•x-Translation TCP 
•y-Translation TCP 
•z-Translation TCP 

MW gefesselt Dyn. Nachgiebigkeit der 
Maschinenstruktur 

2 4983 

•Rotation MW 
•x-Translation TCP 
•y-Translation TCP 
•z-Translation TCP 

•x-Translation TCP 
•y-Translation TCP 
•z-Translation TCP 
•Rotation MW 
•Rotation SW 

MW ungefesselt 

•Gekoppelte Simulation 
mit Regelungsmodell 

•Prozess-Struktur-
Simulation 

Po
rt

al
fr

äs
m

as
ch

in
e 

1 88268 
•x-Translation TCP 
•y-Translation TCP 
•z-Translation TCP 

•x-Translation TCP 
•y-Translation TCP 
•z-Translation TCP 

MW gefesselt Dyn. Nachgiebigkeit der 
Maschinenstruktur 

2 88268 

•Rotation MW  
(x-Achse) 

•Rotation MW 
(y-Achse) 

•x-Translation TCP 
•y-Translation TCP 
•z-Translation TCP 

•x-Translation TCP 
•y-Translation TCP 
•z-Translation TCP 
•x-Translation d. 
x-Schliittens 

•Rotation x-MW 
•y-Translation d.  
y-Schlittens 

•Rotation y-MW 

MW der x- und y-
Achse ungefesselt 

•Gekoppelte Simulation 
mit Regelungsmodell 

•Prozess-Struktur-
Simulation 

Tabelle 6.1: Übersicht der zur Bewertung herangezogenen unterschiedlich di-
mensionierten Systemmodelle mit deren Ein- und Ausgangsspezifi-
kationen

Entsprechend der Spezifikation der Ein- und Ausgänge werden schließlich die
Eingangs- und Ausgangsmatrizen festgelegt (vgl. Abschnitt 5.4.3). Wird nur je
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ein Eingangs- und ein Ausgangsfreiheitsgrad betrachtet, wie in Variante 2 des
Modells der Vorschubachse, so entsteht ein SISO-System, in diesem Fall der
Dimension 738. Werden hingegen mehrere Ein- und Ausgänge benötigt, so re-
sultiert daraus ein MIMO-System. Dies ist bspw. der Fall, wenn die dynamische
Nachgiebigkeit am TCP in allen drei Raumrichtungen untersucht wird, siehe
Variante 2 der abstrahierten Werkzeugmaschinenstruktur. Damit stehen nun
für die Anwendung und Validierung drei Beispielmodelle mit stark unterschied-
lichen Dimensionen und unterschiedlicher Anzahl von Übertragungspfaden zur
Verfügung, die in den folgenden Abschnitten herangezogen werden.

An dieser Stelle ist zu erwähnen, dass die beschriebenen Modelle zunächst ohne
Dämpfungseffekte im FEM-Präprozessor modelliert wurden. Die Berücksich-
tigung der Dämpfung erfolgt für die weiteren Untersuchungen mit Hilfe des
proportionalen Rayleigh-Ansatzes (vgl. Gleichung (2.26)), nach welchem die
Dämpfungsmatrix aus einer Linearkombination der Massen- und Steifigkeits-
matrix gebildet wird. Darüber hinaus wird der Fall der nicht proportionalen
Dämpfung in Abschnitt 6.6 gesondert betrachtet.

6.3 Anwendung des Reduktionsverfahrens

Den Ausgangspunkt der Anwendung des Reduktionsverfahrens stellen die
im vorherigen Abschnitt definierten Sytemmodelle 2. Ordnung dar, die dem
Reduktionsprogramm übergeben werden. Alle Berechnungen zur Ordnungsre-
duktion der Beispielmodelle wurden auf einem Rechner mit zwei Intel® Xeon®

X5550-Prozessoren mit je 4 Kernen à 2,67 GHz Taktfrequenz durchgeführt.
Die Implementierung der Reduktionsalgorithmen und die Durchführung der
Berechnungen erfolgte mit der Software MATLAB/Simulink® in der Version
7.11, Release R2010b (64-Bit-Version).

Nach der Reduktion liegen die Ergebnisse zunächst als komplexwertiges System-
modell 2. Ordnung vor. Damit lassen sich Untersuchungen im Frequenzbereich,
wie bspw. die Berechnung der Übertragungsfunktion effizient anstellen. Für
den Fall einer Zeitbereichsuntersuchung des Systems muss dieses zunächst in
eine reelle Form gebracht werden. Dies kann u. a. mit einer QR-Zerlegung
geschehen, bringt aber den Nachteil mit sich, dass sich die Systemdimension
des reduzierten Modells verdoppelt.

Ein Vergleich der Eigenschaften mit den in Abschnitt 4.2.2 gestellten Anforde-
rungen an das Reduktionsverfahren zeigt bereits einen hohen Erfüllungsgrad
auf. Da es sich bei den Krylov-Unterraum-Verfahren um Projektionsverfah-
ren handelt, wird die Struktur des Gleichungssystems bewahrt. Das System
2. Ordnung bleibt demnach ein System 2. Ordnung und die Anzahl der Ein-
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6.4 Analyse der Approximationsqualität

und Ausgänge ist ebenfalls mit denen des Originals identisch. Zudem wird
durch die automatische Wahl der geeigneten Entwicklungsstellen ein hoher
Automatisierungsgrad des Verfahrens gewährleistet, sodass das Verfahren auch
ohne mathematische Detailkenntnisse anwendbar ist.

In den nächsten Abschnitten werden die Kriterien der Approximationsqualität
und der Berechnungseffizienz genauer analysiert. Dabei wird auch der Einsatz
von Fehlerschranken sowie der Umgang mit Starrkörpermoden im Modell
beleuchtet.

6.4 Analyse der Approximationsqualität

6.4.1 Allgemeines und Berechnung des Fehlers

Im Folgenden wird die Abbildungsgenauigkeit der reduzierten Modelle nach der
Anwendung des automatischen Krylov-Unterraum-basierten Reduktionsverfah-
rens untersucht. Wie in Bild 6.1 dargestellt ist, geschieht die Bewertung durch
den Vergleich der Berechnungsergebnisse von Original- und reduziertem Modell.
Hierfür kommt in erster Linie das über der Frequenz aufgetragene Übertra-
gungsverhalten der Systemmodelle zum Einsatz. Um auch Aussagen bezüglich
der Unterschiede zu den konventionell modal reduzierten Systemen treffen zu
können, werden deren Ergebnisse ebenfalls in die Auswertung mit einbezogen.
Auf diese Weise werden die Vorzüge des neuen Verfahrens deutlich.

Wie bereits in den Darstellungen der Spektren in Abschnitt 4.3 zu erken-
nen ist, sind bei der Betrachtung des Übertragungsverhaltens von Original-
und reduziertem System kaum Unterschiede erkennbar, vorausgesetzt die Ent-
wicklungspunkte wurden richtig gewählt. Um die Approximationsqualität der
Reduktionsverfahren dennoch bewerten zu können, werden die Abweichungen
durch die Berechnung des sog. Fehlers aufgezeigt. Um diesen unabhängig vom
Funktionswert im Frequenzbereich darstellen zu können, wird der relative
Fehler herangezogen, für den der absolute Fehler, d. h. die Differenz zwischen
den beiden Funktionen, noch durch die Funktionswerte des Referenz- bzw. des
Originalsystems dividiert wird. Da in der vorliegenden Arbeit MIMO-Systeme
reduziert wurden, deren mehrdimensionales Übertragungsverhalten durch die
Übertragungsmatrix H(s) definiert ist, wird der relative Fehler am zweck-
mäßigsten bezüglich einer geeigneten Matrixnorm, hier der Frobenius-Norm,
angegeben:

εrel(s) =

∥∥H(s) − Ĥ(s)
∥∥

F

‖H(s)‖F

(6.1)
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Mit εrel wird somit ein Fehlermaß über alle Eingangs- und Ausgangspaare
angegeben. Für eine konkrete Auswertung eines Paares, wie bspw. des Nach-
giebigkeitsfrequenzganges in x-Richtung, wofür die Knotenverschiebung in
x-Richtung am Ausgang und die Krafteinleitung in x-Richtung am Eingang
betrachtet wird, lässt sich der relative Fehler

εrel,ij(s) =

∥∥Hij(s) − Ĥij(s)
∥∥

F

‖Hij(s)‖F

(6.2)

mit i = 1, . . . , q und j = 1, . . . , m berechnen.

Damit können die Ergebnisse der reduzierten Systeme und der Originalsysteme
einander gegenübergestellt und bewertet werden.

6.4.2 Einfluss der Modelldimension

Im Folgenden werden anhand der drei vorgestellten Beispielmodelle die Er-
gebnisse der Reduktionsverfahren präsentiert. Hierfür werden zunächst die
Varianten ohne Starrkörpermoden herangezogen, d. h. die Motorwellen sind
gefesselt, um deren Rotationsbewegung zu verhindern.

Kleines Beipielmodell: Antriebsstrang einer Vorschubachse

Als erstes wurde das Krylov-Unterraum-Verfahren auf das kleine Beispielmodell
der Vorschubachse angewendet, welches mit einer proportionalen Dämpfung
mit den Faktoren α = 0, 25 und β = 5 · 10−5 versehen ist. Diese Faktoren
wurden ausgewählt, da die maximalen Amplitudenverstärkungen des Übertra-
gungsfrequenzgangs somit mit denen eines modal gedämpften Systems mit 5 %
Lehr´scher Dämpfung vergleichbar sind, was in einem für Werkzeugmaschinen-
strukturen typischen Bereich liegt (siehe z. B. Summer 1986).

Für die Reduktion wurde eine Zieldimension von 20 vorgegeben und der zu
approximierende Frequenzbereich auf das Intervall von 0 bis 400 Hz festgelegt.
Als Vergleichsmodell dient ein modal reduziertes, für welches die niedrigsten
20 Eigenmoden berücksichtigt wurden, um gleiche Dimensionen der reduzier-
ten Systeme zu erhalten. Diese 20 Eigenmoden decken einen Frequenzbereich
bis 781 Hz ab. Das Übertragungsverhalten des Beispielmodells beschreibt das
Nachgiebigkeitsverhalten des Vorschubschlittens bei einer harmonischen Anre-
gung des selben. In Bild 6.4 ist dieser Nachgiebigkeitsfrequenzgang mit dem
zugehörigen Phasengang des Original- und der beiden reduzierten Systeme
dargestellt. In dieser Skalierung ist zunächst kein Unterschied zwischen den
Systemen erkennbar, was die Betrachtung des relativen Fehlers der Funkti-
onswerte nötig macht, um eine größere Auflösung zu erzielen (vgl. Bild 6.5).
Hierbei ist zu erkennen, dass das modal reduzierte Modell das Original im
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εrel,ij(s) =

∥∥Hij(s) − Ĥij(s)
∥∥

F

‖Hij(s)‖F

(6.2)

mit i = 1, . . . , q und j = 1, . . . , m berechnen.
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Bild 6.4: Vergleich von Originalmodell (Dimension 738), modal und Krylov-
Unterraum-reduziertem Modell, jeweils der Dimension 20, am Bei-
spiel des Nachgiebigkeitsfrequenzganges des Vorschubschlittens in
x-Richtung und des zugehörigen Phasenganges

betrachteten Frequenzbereich mit einem maximalen relativen Fehler von ca.
10−3 = 0,1 % sehr gut approximiert, der aber um ein Vielfaches höher ist
als der des Krylov-Unterraum-reduzierten Systems. Das automatische Krylov-
Unterraum-Verfahren hat für diese Reduktion fünf geeignete Entwicklungs-
punkte identifiziert und in diesen jeweils zwei Momente zur Übereinstimmung
gebracht. Dabei fällt auf, dass nur vier der Entwicklungspunkte im vorgege-
benen Frequenzintervall bis 400 Hz liegen. Dies ist der iterativen Bestimmung
der Entwicklungspunkte geschuldet. Da in der ersten Iteration standardmäßig
5 Punkte vorgegeben sind, versucht das Verfahren, auch in den folgenden
Schleifen mindestens 5 Entwicklungspunkte zu berücksichtigen. Da bei diesem
kleinen System nur 4 stabile Entwicklungspunkte bis 400 Hz gefunden werden
können, nimmt das Verfahren den nächst größeren außerhalb des Frequenz-
intervalls, um eine stabile Reduktion zu gewährleisten (Abschnitt 4.4.6). Auf
diese Weise entsteht ein komplexwertiges reduziertes System der Dimension 10,
welches sich während der Reellifizierung auf die gewünschte Größe verdoppelt.
Da es sich bei diesem Beispiel um ein SISO-System handelt, beschreibt die
zu approximierende Übertragungsmatrix H nur ein Transferverhalten, sodass
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die volle Systeminformation des reduzierten Systems zur Beschreibung des
einen Frequenzganges dient. Die Untersuchungen haben ergeben, dass der Pha-
sengang stets dann Abweichungen zwischen Orignal- und reduziertem System
zeigt, wenn auch der Amplitudenverlauf Unterschiede aufweist. Da beide Werte,
Amplitude und Phase, aus der Übertragungsmatrix H berechnet werden und
auftretende Unterschiede somit in beiden Verläufen enthalten sind, wird in den
folgenden Ausführungen auf die Darstellung der Phase verzichtet.
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Bild 6.5: Relativer Fehler der Amplitude des Nachgiebigkeitsfrequenzgangs1der
reduzierten Modelle mit Dimension 20 gegenüber dem Originalsystem

Für einen weiteren Versuch wurde dem Krylov-Unterraum-Verfahren ein maxi-
mal zulässiger relativer Fehler von 10−3 in den Entwicklungspunkten vorgegeben.
Daraus resultierte ein reelles System der Dimension 10, für welches die selben 5
Entwicklungspunkte gefunden wurden, in welchen jeweils ein Moment abgegli-
chen wurde. Diese Systemdimension reicht immer noch aus, um einen über den
gesamten vorgegebenen Frequenzbereich bis 400 Hz deutlich kleineren relativen
Fehler zu erreichen, als mit dem modal reduzierten Modell der Dimension 20
(Bild 6.6). Dies hat den Vorteil, dass für eine weitere Verwendung mit einer
kleineren Systemdimension gerechnet werden kann, was sich insbesondere bei
größeren Modellen positiv auf die Rechenzeiten auswirkt.

1 Wie oben erläutert, wird im weiteren Verlauf der Arbeit auf die Darstellung der Phase
verzichtet. Die folgenden Darstellungen des relativen Fehlers beziehen sich daher stets auf
die Unterschiede im Amplitudenfrequenzgang zwischen Original- und reduziertem Modell.
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Bild 6.6: Relativer Fehler des modal reduzierten Modells mit Dimension 20
und des KUV-reduzierten Modells mit Dimension 10 gegenüber dem
Originalsystem

Mittleres Beipielmodell: Abstrahierte Werkzeugmaschinenstruktur

Das zweite Beispielsystem, auf welches das Krylov-Unterraum-Verfahren an-
gewendet wurde, ist ein MIMO-System mit drei Ein- und drei Ausgängen als
Abbild einer abstrahierten Werkzeugmaschinenstruktur. Da es hierbei bereits
neun verschiedene Übertragungspfade gibt, eignet sich für die Auswertung die
Frobenius-normierte Darstellung der Übertragungsmatrix ‖H‖F der Struktur,
was als normierte Amplitudenverstärkung aller Ein- und Ausgangskombinatio-
nen verstanden werden kann (siehe Bild 6.7).
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Bild 6.7: Amplitude des Übertragungsfrequenzgang des mittleren Beispielmo-
dells, dargestellt in der Frobenius-Norm

Für dieses Modell wurde auch eine proportionale Dämpfungsmatrix bestimmt.
Da es sich um ein fiktives Modell handelt, wurden die selben Faktoren, α = 0, 2
und β = 3, 64 · 10−5, wie sie auch für das große Beispielmodell eingesetzt
wurden, herangezogen. Für die Anwendung des Reduktionsverfahrens wurde
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als Zieldimension 30 und das Frequenzintervall von 0 bis 400 Hz vorgegeben.
Für das modal reduzierte Vergleichsmodell wurden entsprechend 30 Moden
berücksichtigt, welche einen Frequenzbereich bis 1374 Hz abdecken. In Bild
6.8 sind die relativen Fehler der verschiedenen reduzierten Modelle einander
gegenübergestellt und zeigen die deutlich höhere Approximationsqualität der
mit dem Krylov-Unterraum-Verfahren reduzierten Systeme.
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Bild 6.8: Vergleich der relativen Fehler des modal reduzierten (30 Moden),
des auf Dimension 30 KUV-reduzierten und des auf Dimension 24
KUV-reduzierten Modells

Zusätzlich wurde in einer weiteren Reduktion ein maximal zulässiger Fehler
in den Entwicklungspunkten von 10−2 vorgegeben, was zu einem automatisch
reduzierten System der Dimension 24 führt (Bild 6.8). Es ist zu erkennen, dass
damit nahezu die gleiche Approximationsqualität wie mit dem System der
Dimension 30 erreichbar ist. Für die Reduktion des kleineren Systems wurden
lediglich 4 Entwicklungspunkte verwendet, woraus die Verkleinerung der Sys-
temdimension resultiert. Der Entwicklungspunkt bei 175 Hz (senkrechter Pfeil
in Bild 6.8) wurde hierfür nicht verwendet, was aufgrund des nahe liegenden
Entwicklungspunktes bei 167 Hz keine negative Auswirkung in diesem Bereich
hat. In dieser Darstellung wird aber die Auswirkung des gewählten Frequenzbe-
reiches deutlich. Da kein Entwicklungspunkt mehr in der Nähe von 400 Hz und
darüber verwendet wurde, weisen beide mit dem Krylov-Unterraum-Verfahren
reduzierten Systeme einen Anstieg des relativen Fehlers im Bereich oberhalb
des Intervalls auf.

Neben dem oben aufgeführten normierten Übertragungsfrequenzgang sind im
Anhang A.5.1 zusätzlich die Relativnachgiebigkeitsfrequenzgänge der einzel-
nen Koordinatenrichtungen mit den entsprechenden Fehlerdarstellungen der
reduzierten Systeme aufgeführt (Bild A.5 und A.6).
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Großes Beipielmodell: Portalfräsmaschine

Auch das dritte Beipielsystem ist ein MIMO-System mit drei Ein- und drei
Ausgängen, wofür jeweils die Knoten am TCP verwendet wurden, um Aussagen
bezüglich der Relativnachgiebigkeit der Maschine treffen zu können. Für die
Erstellung der Dämpfungsmatrix nach dem proportionalen Rayleigh-Ansatz
wurden wiederum die Faktoren α = 0, 2 und β = 3, 64 · 10−5 verwendet.
Wie in Bild 6.9 offensichtlich ist, werden bei einem komplexen System mit
vielen Eigenfrequenzen, wie es bei Werkzeugmaschinenstrukturen üblich ist,
durch den proportionalen Dämpfungsansatz die niederfrequenten Eigenmoden
eher schwach bedämpft, was an den großen Gradienten und hohen Amplitu-
denverstärkungen zu erkennen ist, und die höherfrequenten Anteile stärker
bedämpft.
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Bild 6.9: Übertragungsfrequenzgang des Originalsystems des großen Beispiel-
modells, des modal reduzierten (Dimension 200) und des KUV-
reduzierten Systems der Dimension 200

Die Verläufe des Frequenzganges eines modal reduzierten Modells unter Be-
rücksichtigung von 200 Eigenmoden sowie eines mit dem Krylov-Unterraum-
Verfahren reduzierten Systems der Dimension 200 sind ebenfalls in Bild 6.9
dargestellt.

Dieses Beispiel zeigt, dass für hochdimensionale Modelle mit vielen Eigenfre-
quenzen der modale Ansatz erhebliche Schwächen aufweist, obwohl die 200
Moden einen Bereich bis 1524 Hz abdecken. Der Grund hierfür liegt in der
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Vernachlässigung der hochfrequenten modalen Anteile2. Die Gegenüberstellung
der relativen Fehler (Bild 6.10) verdeutlicht die signifikanten Unterschiede und
die Vorteile zugunsten des mit dem Krylov-Unterraum-Verfahren reduzierten
Systems.

Die Reduktionsergebnisse in Bild 6.9 und 6.10 sind an dieser Stelle anhand
des normierten Übertragungsfrequenzganges dargestellt. Eine Detaillierung der
Ergebnisse der Relativnachgiebigkeit für die einzelnen Koordinatenrichtungen
ist im Anhang A.5.2 zu finden.
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Bild 6.10: Relative Fehler des modal reduzierten Systems (Dimension 200)
sowie des KUV-reduzierten Systems (Dimension 200) gegenüber dem
Originalsystem

Zusammenfassend ist festzustellen, dass das automatische Krylov-Unterraum-
Verfahren unabhängig von der Modelldimension sehr gute Approximations-
ergebnisse liefert. Um die hohe Qualität zu erreichen, resultiert erwartungs-
gemäß für sehr große Systeme auch eine größere Dimension des reduzierten
Systems. Bei gleicher Dimension der reduzierten Systeme besitzen die mit
Krylov-Unterraum-Verfahren reduzierten System jedoch stets den geringeren
Approximationsfehler.

2 Für die direkte Berechnung des Übertragungsverhaltens bieten moderne FEM-Solver die
Möglichkeit, die sog. residual vectors (modale Residuenvektoren) zu berücksichtigen, mit
deren Hilfe sich die Ergebnisse gegenüber dem Originalmodell verbessern lassen, insbeson-
dere auch für den statischen Fall (Rose 1991, Roy & Girard 2005). Für die Erstellung
eines modalen Systemmodells ist aber das Eigenwertproblem des Originalmodells zu
lösen, weshalb die Verbesserung der Ergebnisse in der direkt berechneten Übertragungs-
funktion hinfällig ist. In weiteren Versuchen wurden die residual vectors auch für die
Eigenwertberechnung berücksichtigt. Da dieser Schritt keinen nennenswerten Einfluss auf
die Eigenwerte selbst und somit auf die modal reduzierten Modelle hatte, wurde für die
Berechnungen in dieser Arbeit auf ihn verzichtet und das in Abschnitt 2.4.3 beschriebene
Standardvorgehen verwendet.

168



6 Anwendung und Validierung des Reduktionsverfahrens

Vernachlässigung der hochfrequenten modalen Anteile2. Die Gegenüberstellung
der relativen Fehler (Bild 6.10) verdeutlicht die signifikanten Unterschiede und
die Vorteile zugunsten des mit dem Krylov-Unterraum-Verfahren reduzierten
Systems.

Die Reduktionsergebnisse in Bild 6.9 und 6.10 sind an dieser Stelle anhand
des normierten Übertragungsfrequenzganges dargestellt. Eine Detaillierung der
Ergebnisse der Relativnachgiebigkeit für die einzelnen Koordinatenrichtungen
ist im Anhang A.5.2 zu finden.

0 50 100 150 200 250 300 350 400 Hz 500
10
−20

10
−15

10
−10

EE-

10
0

R
el
.EF
eh
le
r

Frequenz

modalEred.ESystem
KUV−red.ESystem
Entwicklungspunkte

Bild 6.10: Relative Fehler des modal reduzierten Systems (Dimension 200)
sowie des KUV-reduzierten Systems (Dimension 200) gegenüber dem
Originalsystem

Zusammenfassend ist festzustellen, dass das automatische Krylov-Unterraum-
Verfahren unabhängig von der Modelldimension sehr gute Approximations-
ergebnisse liefert. Um die hohe Qualität zu erreichen, resultiert erwartungs-
gemäß für sehr große Systeme auch eine größere Dimension des reduzierten
Systems. Bei gleicher Dimension der reduzierten Systeme besitzen die mit
Krylov-Unterraum-Verfahren reduzierten System jedoch stets den geringeren
Approximationsfehler.

2 Für die direkte Berechnung des Übertragungsverhaltens bieten moderne FEM-Solver die
Möglichkeit, die sog. residual vectors (modale Residuenvektoren) zu berücksichtigen, mit
deren Hilfe sich die Ergebnisse gegenüber dem Originalmodell verbessern lassen, insbeson-
dere auch für den statischen Fall (Rose 1991, Roy & Girard 2005). Für die Erstellung
eines modalen Systemmodells ist aber das Eigenwertproblem des Originalmodells zu
lösen, weshalb die Verbesserung der Ergebnisse in der direkt berechneten Übertragungs-
funktion hinfällig ist. In weiteren Versuchen wurden die residual vectors auch für die
Eigenwertberechnung berücksichtigt. Da dieser Schritt keinen nennenswerten Einfluss auf
die Eigenwerte selbst und somit auf die modal reduzierten Modelle hatte, wurde für die
Berechnungen in dieser Arbeit auf ihn verzichtet und das in Abschnitt 2.4.3 beschriebene
Standardvorgehen verwendet.

168

6.4 Analyse der Approximationsqualität

6.4.3 Einfluss des gewählten Frequenzbereiches

Für die im vorherigen Abschnitt präsentierten Reduktionsergebnisse wurde dem
automatischen Krylov-Unterraum-basierten Verfahren ein zu approximierender
Frequenzbereich von 0 bis 400 Hz vorgegeben. In den Darstellungen ist zu
erkennen, dass in diesem Bereich die Abweichung gegenüber dem Originalsys-
tem vernachlässigbar ist. Ab der Intervallgrenze steigt der relative Fehler aber
jeweils an. Um den Einfluss des gewählten Frequenzbereichs aufzuzeigen, wurde
das Originalssystem des großen Beispielmodells dreimal mit verschiedenen
Approximationsintervallen ([0 150], [0 300] und [0 500] Hertz) reduziert (Bild
6.11). Bei allen drei Reduktionen wurde ein maximal zulässiger relativer Fehler
von 10−3 in den Entwicklungspunkten vorgegeben. Der definierte Frequenzbe-
reich hat entsprechend Einfluss auf die Anzahl der Entwicklungsstellen, sodass
die reduzierten Systeme unterschiedliche Dimensionen aufweisen (Tabelle 6.2).
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Frequenzintervall in Hertz [0  150] [0  300] [0  500] 

Dimension des red. Systems 42 66 72 

Anzahl der verwendeten 
Entwicklungspunkte 7 11 12 

Frequenzlage der 
Entwicklungspunkte in Hertz 
(gerundet) 

• 18,4 
• 39,1 
• 57,1 
• 64,9 
• 69,5 
• 110,7 
• 132,2 

• 35,1 
• 55,6 
• 64,4 
• 65,5 
• 97,3 
• 131,5 
• 186,6 
• 201,6 
• 253,7 
• 284,1 
• 293,6 

• 44,3 
• 60,4 
• 67,2 
• 127,4 
• 133,7 
• 204,8 
• 252,8 
• 289,8 
• 293,0 
• 379,9 
• 393,4 
• 398,2 

Tabelle 6.2: Anzahl und Lage der verwendeten Entwicklungspunkte in Abhän-
gigkeit des gewählten zu approximierenden Frequenzintervalls

Wie zu erkennen ist, steigt der relative Fehler im Frequenzbereich oberhalb
der jeweiligen Intervallgrenze stark an, da dort keine Entwicklungspunkte
mehr für einen Momentenabgleich berücksichtigt werden. Wird während der
Entwicklungsstellenwahl auch innerhalb des Intervalls in einem bestimmten
Bereich kein dominanter Eigenwert gefunden, so kann es auch hier zum Anstieg
der Abweichungen kommen. Dies ist für das reduzierte System der Dimension 72
(schwarze Linie in Bild 6.11) der Fall, da oberhalb von 400 Hz kein (dominanter)
Eigenwert mehr gefunden wird (vgl. Bild 6.10). Aus diesem Grund ist in der
Regel die Wahl eines größeren Frequenzbereichs sinnvoll, wenngleich dies die
Reduktionsdauer und die Dimension des reduzierten Systems nach oben treiben
kann. Dies ist bspw. von der Anzahl der Eigenfrequenzen und deren Dämpfung
abhängig.

6.4.4 Reduzierung der Fehlerwahrscheinlichkeit durch Automati-
sierung

Ein großer Vorteil des automatischen Krylov-Unterraum-basierten Verfahrens
ist, dass die Reduktion auf Basis einer mathematischen Bewertung stattfindet.
Auf diese Weise werden Fehler umgangen, die sich bei der modalen Reduktion
durch manuelle Selektion der dominanten Eigenfrequenzen oder auch anhand
einer normierten Systemdarstellung ergeben können. Wird bspw. der normier-
te Übertragungsfrequenzgang (Bild 6.9) zur Modenauswahl herangezogen, so
erscheinen die Moden 13 (166 Hz) und 15 (189 Hz) als geringfügig dominant
(Bild 6.12 links). Bei der Betrachtung des Nachgiebigkeitsfrequenzganges in
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x-Richtung fällt aber auf, dass Mode 15 ausgeprägt vorhanden ist und bei
Nichtbeachtung dieser Mode auch die entsprechende Schwingungsform (Ro-
tationsschwingung des Spindelhalters inkl. des x-Schlittens um die z-Achse,
Relativbewegung in den Führungsschuhen des x-Schlittens) nicht enthalten ist
(Bild 6.12 rechts). Diese Problematik wird insbesondere bei höheren Dämp-
fungsgraden verschärft, da wenig dominante Eigenfrequenzen in einem aufgrund
der Dämpfungswirkung abgeflachten und verbreiterten Amplitudenverlauf in
den Hintergrund treten.
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Bild 6.12: Auswirkung der Vernachlässigung der 13. und 15. Eigenmo-
de auf den normierten Frequenzgang (links) sowie den x-Nach-
giebigkeitsfrequenzgang (rechts) des großen Beispielmodells

Nebenbei fällt eine starke Verschiebung der Anti-Resonanz in den modal re-
duzierten Modellen auf. Das mit dem Krylov-Unterraum-Verfahren reduzierte
System (max. zulässiger rel. Fehler in den EP: 10−3, Frequenzintervall [0 400]
Hertz) folgt hingegen dem Verlauf des Originalsystems und bildet das dynami-
sche Verhalten in diesem Frequenzbereich korrekt ab.

6.4.5 Berücksichtigung von Starrkörpermoden

Bei den Anforderungen an das in dieser Arbeit vorgeschlagene Reduktionsver-
fahren wurde unter anderem die Beherrschung von Starrkörpermoden genannt,
da diese für eine gekoppelte Simulation mit einem regelungstechnischen Modell
der Werkzeugmaschinenantriebe notwendig sind. Deshalb wird im Folgenden
nochmals explizit auf diese Thematik eingegangen.

Die Existenz von Starrkörpermoden stellt eine Herausforderung an das Reduk-
tionverfahren dar, weil der zu approximierende Nachgiebigkeitsfrequenzgang im
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statischen Bereich (f → 0) theoretisch gegen Unendlich geht, da die statische
Steifigkeit Null ist. Aus systemtheoretischer Sicht resultieren in diesem Fall ein
doppelter bzw. zwei konjugiert komplexe Eigenwerte bei 0 Hz3.

Um das Bewegungsverhalten der Vorschubachsen einer Werkzeugmaschine kor-
rekt durch ein reduziertes Modell wiederzugeben, muss der jeweilige Eigenwert
bei 0 Hz in diesem erhalten bleiben. Das wird im Krylov-Unterraum-basierten
Reduktionsverfahren durch die Dominanzanalyse der Residuen während der
Wahl der Entwicklungsstellen sicher gestellt (vgl. Abschnitt 4.4.6). Aufgrund
der Tatsache, dass die Amplitudenverstärkung des Nachgiebigkeitsfrequenz-
gangs bei 0 Hz gegen Unendlich geht, wird dieser Eigenwert stark gewichtet
und als Entwicklungspunkt für die folgende Iteration herangezogen. Zusätzlich
wird in der Reduktionsroutine im betragsmäßig kleinsten Entwicklungspunkt
definitiv ein Moment abgeglichen (siehe Abschnitt 4.4.6), sodass der Vergleich
von Original- und KUV-reduziertem Modell eine sehr gute Übereinstimmung
des Eigenwertes der Starrkörpermode (Bild 6.13) und des Amplitudenverlaufs
im sehr niederfrequenten Bereich aufweist (Bild 6.14).
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Bild 6.13: Vergleich der Lage der niederfrequenten Eigenwerte des Originalsys-
tems und des KUV-reduzierten Systems am Beispiel des mittelgroßen
FEM-Modells

Wie in Bild 6.13 zu erkennen ist, approximieren die Eigenwerte des reduzierten
Systems die des Originals sehr gut. Für die Starrkörpermode ist insbesondere
der Eigenwert mit real(s) = imag(s) = 0 von Interesse. Auf Basis der Ergebnis-
se der Dominanzanalyse während der Auswahl relevanter Entwicklungsstellen
im Rahmen der Reduktion wird automatisch ein Entwicklungspunkt bei oder
nahe bei 0 Hz gelegt (Bild 6.14b). Es ist zu erkennen, dass der relative Fehler
im höheren Frequenzbereich erneut stark ansteigt. Dies ist der vorgegeben

3 In der Praxis können diese Eigenwerte aufgrund von Rundungsfehlern im Federmodell
des Kugelgewindetriebes auch sehr kleine Werte größer Null annehmen.

172



6 Anwendung und Validierung des Reduktionsverfahrens

statischen Bereich (f → 0) theoretisch gegen Unendlich geht, da die statische
Steifigkeit Null ist. Aus systemtheoretischer Sicht resultieren in diesem Fall ein
doppelter bzw. zwei konjugiert komplexe Eigenwerte bei 0 Hz3.

Um das Bewegungsverhalten der Vorschubachsen einer Werkzeugmaschine kor-
rekt durch ein reduziertes Modell wiederzugeben, muss der jeweilige Eigenwert
bei 0 Hz in diesem erhalten bleiben. Das wird im Krylov-Unterraum-basierten
Reduktionsverfahren durch die Dominanzanalyse der Residuen während der
Wahl der Entwicklungsstellen sicher gestellt (vgl. Abschnitt 4.4.6). Aufgrund
der Tatsache, dass die Amplitudenverstärkung des Nachgiebigkeitsfrequenz-
gangs bei 0 Hz gegen Unendlich geht, wird dieser Eigenwert stark gewichtet
und als Entwicklungspunkt für die folgende Iteration herangezogen. Zusätzlich
wird in der Reduktionsroutine im betragsmäßig kleinsten Entwicklungspunkt
definitiv ein Moment abgeglichen (siehe Abschnitt 4.4.6), sodass der Vergleich
von Original- und KUV-reduziertem Modell eine sehr gute Übereinstimmung
des Eigenwertes der Starrkörpermode (Bild 6.13) und des Amplitudenverlaufs
im sehr niederfrequenten Bereich aufweist (Bild 6.14).

−100 −90 −80 −70 −60 −50 −40 −30 −20 rad/s 0
−3000

−2000

−1000

0

1000

rad/s

3000

Realteil(s)

Im
ag
in
är
te
il(
s)

Originalsystem
KUV-red.VSystemV(Dim.V30)

Bild 6.13: Vergleich der Lage der niederfrequenten Eigenwerte des Originalsys-
tems und des KUV-reduzierten Systems am Beispiel des mittelgroßen
FEM-Modells

Wie in Bild 6.13 zu erkennen ist, approximieren die Eigenwerte des reduzierten
Systems die des Originals sehr gut. Für die Starrkörpermode ist insbesondere
der Eigenwert mit real(s) = imag(s) = 0 von Interesse. Auf Basis der Ergebnis-
se der Dominanzanalyse während der Auswahl relevanter Entwicklungsstellen
im Rahmen der Reduktion wird automatisch ein Entwicklungspunkt bei oder
nahe bei 0 Hz gelegt (Bild 6.14b). Es ist zu erkennen, dass der relative Fehler
im höheren Frequenzbereich erneut stark ansteigt. Dies ist der vorgegeben

3 In der Praxis können diese Eigenwerte aufgrund von Rundungsfehlern im Federmodell
des Kugelgewindetriebes auch sehr kleine Werte größer Null annehmen.

172

6.4 Analyse der Approximationsqualität

Dimension von 30 geschuldet, die eine Vergleichbarkeit mit dem modal reduzie-
ren Modell gewährleistet. Eine automatische Reduktion mit einem maximal
zulässigen Fehler (10−3) ergibt eine Systemdimension von 40, bei welcher ein
Entwicklungspunkt mehr verwendet wird und somit noch bessere Ergebnisse
im höherfrequenten Bereich erzielt werden können (siehe Anhang A.5.3).
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Bild 6.14: Vergleich der Approximationsqualität eines modal reduzierten und
eines KUV-reduzierten Systems (beide Dimension 30), ausgewertet
anhand des Mobilitätsfrequenzgangs der Motorwelle der y-Achse des
mittleren Beispielmodells

Weitere Reduktionsergebnisse zur Berücksichtigung von Starrkörpermoden für
das große Beispielmodell mit zwei nicht gefesselten Motorwellen sind ebenfalls
im Anhang A.5.3 zu finden.

Zusammenfassend ist festzustellen, dass durch die Verwendung einer Dominanz-
analyse während der Entwicklungsstellenwahl die für die Starrkörpermoden
relevanten Eigenwerte im reduzierten Modell erhalten bleiben. Damit kommen
die Krylov-Unterraum-Verfahren der diesbezüglich gestellten Anforderung nach
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und approximieren das Originalmodell stets besser als die konventionellen
modalen reduzierten Modelle.

6.4.6 Einfluss der Anzahl von Ein- und Ausgängen

Eine Besonderheit der Krylov-Unterraum-Verfahren gegenüber der modalen
Reduktion ist, dass die Anzahl der Ein- und bei zweiseitigen Verfahren auch
die Anzahl der Ausgänge einen Einfluss auf die Dimension des reduzierten
Modells hat (vgl. Gleichung (3.107)). Da bei Systemen mit vielen Eingängen
auch entsprechend viele Übertragungspfade approximert werden müssen, ist
dies bei der automatischen Reduktion zu beachten. Zur Veranschaulichung
wurde das große Beispielmodell verwendet, um drei MIMO-Systemvarianten zu
erzeugen. Diese werden im Folgenden nach der Anzahl ihrer Ein- und Ausgänge
mit (3 × 3), (6 × 6) und (9 × 9) bezeichnet. Bei der automatischen Reduktion
mit einem vorgegebenen, maximal zulässigen relativen Fehler pro Entwicklungs-
punkt von 10−3 resultieren unterschiedliche Größen der reduzierten Systeme
(Tabelle 6.3). Je mehr Eingänge das System aufweist, desto mehr potenzielle
Entwicklungspunkte werden zunächst gefunden. Um den maximal zulässigen
Fehler zu unterschreiten, werden aber bei allen drei Systemen nur 12 bzw.
13 Punkte, in denen je ein Moment zur Übereinstimmung gebracht wurde,
benötigt. Erwartungsgemäß steigen mit zunehmender Anzahl von Eingängen
auch die Berechnungszeiten für die Reduktion der Systeme an (siehe Abschnitt
6.5).

MIMO-System 3 × 3 6 × 6 9 × 9 

Potenzielle 
Entwicklungspunkte 12 23 34 

Verwendete 
Entwicklungspunkte 12 13 12 

Resultierende 
Dimension (reell) 76 154 216 

Tabelle 6.3: Auswirkung der Anzahl der Ein- und Ausgänge auf die Entwick-
lungspunkte und die Systemdimension

Mit dem hier verwendeten Krylov-Unterraum-Verfahren lassen sich auch kom-
plexe Modelle mit einer hohen Anzahl von Eingängen zuverlässig reduzieren,
wobei verfahrensbedingt die benötigte Dimension des reduzierten Systems
ansteigt. Die Untersuchungen hierzu haben ergeben, dass es dabei nicht emp-
fehlenswert ist, eine definierte Dimension vorzugeben, da bei einer maximal
zulässigen Größe das Reduktionsverfahren die Erweiterung der Projektionsma-
trix bei Erreichen der Dimension abbricht. Auch wenn bis zu dieser Größe stets
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diejenigen Entwicklungspunkte für den nächsten Momentenabgleich vom Pro-
gramm ausgewählt wurden, welche den größten relativen Fehler besitzen, kann
es dennoch zu einem erheblichen Anstieg des Approximationsfehlers kommen
(Bild 6.15). Bei der Begrenzung auf die Dimension 100 während der Reduktion
des großen Beispielmodells wurden keine Entwicklungspunkte oberhalb von
100 Hz verwendet (außer dem in der Routine vorgegebenen betragsmäßig größ-
ten, in diesem Fall bei ca. 450 Hz), weil vorher die erlaubte Dimension erreicht
wurde. Aus diesem Grund kommt es bei dieser Übertragungsstrecke zu einem
erheblichen Anstieg des relativen Fehlers (schwarze Linie in Bild 6.15b).

0 50 100 150 200 250 300 350 400 Hz 500
10
−8

10
−6

mm/N

10
−2

A
m
pl
itu
de

Frequenz

Originalsystem

(a) Absolutnachgiebigkeit am TCP in x-Richtung bei Anregung am Portal in
x-Richtung

0 50 100 150 200 250 300 350 400 Hz 500
10

−15

10
−10

  -

10
0

R
el

. F
eh

le
r

Frequenz

KUV-red. System (Dim. 100)
KUV-red. System (Dim. 216)
modal red. System
Entwicklungspunkte

(b) Relativer Fehler der KUV-reduzierten (Dim. 100 und 216) Systeme sowie
des modal reduzierten (Dim. 200) Systems gegenüber dem Originalsystem

Bild 6.15: Auswirkungen der Dimensionsbegrenzung auf den relativen Fehler,
dagestellt am Übertragungsfrequenzgang „Anregung am Portal -
Verlagerung am TCP“ (jeweils in x-Richtung) des großen Beispiel-
modells

Zusätzlich zur dargestellten Absolutnachgiebigkeit in x-Richtung ist im Anhang
A.5.4 der genormte Frequenzgang über alle 9 × 9 Übertragungsstrecken mit
den zugehörigen Fehlern der untersuchten Systeme aufgeführt.
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6.4.7 Schlussfolgerungen zur Untersuchung der Approximations-
qualität

Die Untersuchungen der Approximationsqualität der mit den Krylov-Unter-
raum-Verfahren reduzierten Modelle zeigen durchgehend sehr gute Ergbnisse,
die stets besser als die der modal reduzierten Modelle sind. Dies wird insbe-
sondere bei größeren Modelldimensionen sichtbar, da hier der modale Ansatz
das Originalsystem nur unzulänglich abbilden kann. In dieser Arbeit wurde
auf den zusätzlichen Einsatz modaler Domianzanalyse-Verfahren verzichtet,
da, wie dargestellt, selbst die Verwendung aller modalen Informationen im
betrachteten Frequenzbereich zu erheblichen Abweichungen gegenüber dem
Originalmodell führt. Eine Auswahl der dominanten Moden kann hier keine
weitere Verbesserung bringen.

Ein wichtiger Aspekt zugunsten des Krylov-Unterraum-Verfahrens ist die
Tatsache, dass durch den Einsatz des implementierten Fehlerschätzers die
Anzahl der Momente für den jeweiligen Entwicklungspunkt adaptiv bestimmt
und gleichzeitig eine vorgegebene maximal zulässige Abweichung eingehalten
wird. Diese Möglichkeit bieten die modalen Reduktionsverfahren nicht und der
Fehler gegenüber dem Originalsystem ist auch nach der Reduktion nicht zu
bestimmen.

6.5 Untersuchung der Berechnungseffizienz

6.5.1 Allgemeines

Neben dem Aspekt der erreichbaren Approximationsqualität spielt auch die
Berechnungseffizienz für die Validierung der eingesetzten Krylov-Unterraum-
Verfahren eine Rolle. In diesem Abschnitt werden deshalb die benötigten
Berechnungszeiten des konventionellen und des neuen Verfahrens einander ge-
genüber gestellt, um eine Aussage über die Wirtschaftlichkeit der Anwendung
treffen zu können. Den Ausgangspunkt der Untersuchungen bilden die Koeffizi-
entenmatrizen des unreduzierten FEM-Modells. Diese werden vom FEM-Solver
aufgestellt und jeweils in einer externen Datei abgespeichert (siehe Bild 5.5).
Im Normalfall würde vom Solver auch das Eigenwertproblem gelöst und die
modalen Informationen erzeugt werden. Hierfür existieren sehr effiziente Berech-
nungsroutinen, welche vom FEM-Software-Hersteller4 stetig weiterentwickelt
wurden. Die Krylov-Unterraum-Verfahren hingegen wurden im Rahmen der
vorliegenden Arbeit prototypisch in MATLAB® implementiert und sind auf die

4 Für die Untersuchungen wurde der FEM-Solver MSC.Nastran der Fa. MSC.Software
Corporation verwendet
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Hauptspeicherverwaltung dieser Software angewiesen. Um eine Vergleichbarkeit
der Berechnungszeiten zu gewährleisten, wurden die folgenden Untersuchungen
gesamthaft mit MATLAB® durchgeführt.

6.5.2 Bestimmung der Berechnungszeiten

Für die Bestimmung der Berechnungsdauer müssen die benötigten Zeiten
der Einzelschritte betrachtet werden, da sich die modalen und die Krylov-
Unterraum-basierten Verfahren hinsichtlich ihrer Vorgehensweise unterscheiden.
Mit beiden Methoden soll aus den vorliegenden Koeffizientenmatrizen eines
FEM-Modells ein niedrig dimensioniertes Systemmodell erzeugt werden, mit
dem ein bestimmtes Übertragungsverhalten berechnet werden kann.

Die Dauer für die Bestimmung des Übertragungsverhaltens mit Hilfe eines
konventionell erstellten modalen Modells setzt sich demnach aus folgenden
Einzelzeiten zusammen:

• Lösung des Eigenwertproblems: tEW P

• Auswahl der berücksichtigten Moden: tausw

(manuell oder modales Abschneiden)

• Modaltransformation: tMT

• Berechnung der Übertragungsmatrix H(s): tT F

Damit ergibt sich die Gesamtdauer tmodal zur Berechnung der modal reduzierten
Übertragungsfunktion:

tmodal = tEW P + tausw + tMT + tT F (6.3)

Bei der Anwendung der Krylov-Unterraum-Verfahren errechnet sich die gesamte
benötigte Zeit aus der

• automatischen Ordnungsreduktion tMOR und der

• Berechnung der Übertragungsmatrix H(s): tT F .

Die zu erwartende Gesamtzeit tKUV stellt sich entsprechend als Summe dar:

tKUV = tMOR + tT F (6.4)

Der Betrag von tT F ist von der Anzahl der berechneten Funktionswerte s

abhängig. In dieser Arbeit wurde das Übertragungsverhalten für alle Syste-
me bis 500 Hz mit einer Auflösung von 0,2 Hz berechnet. Insgesamt wird die
Übertragungsfunktion demnach an 2500 Stellen ausgewertet. Wird nur das
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reduzierte Systemmodell erstellt, so entfällt in beiden Fällen die Dauer tT F zur
Berechnung der Übertragungsmatrix H(s).

Für die modale Reduktion kann die Auswahl der berücksichtigten Moden
entweder manuell oder mit Hilfe einer Dominanzanalyse erfolgen. Hierfür wird
aber i. d. R. immer nur ein bestimmter Frequenzbereich berücksichtigt, indem
die hochfrequenten Anteile „abgeschnitten“ und vernachlässigt werden. Da für
einen Vergleich der Berechnungszeiten die Dauer eines manuellen Schrittes
nicht sinnvoll quantifiziert werden kann, wurde für die Gegenüberstellung
stets das modale Abschneiden gewählt. Dies bedeutet, dass im Rahmen dieses
Vergleichs für das jeweilige Modell eine definierte Anzahl der niederfrequentesten
Eigenmoden berechnet und berücksichtigt wurde. Aus diesem Grund entfällt
der Summand tausw in Gleichung (6.3) für die folgenden Darstellungen.

6.5.3 Vergleich der Berechnungszeiten

Für den Vergleich der in Abschnitt 6.5.2 definierten Zeiten wurden das kleine
Beipielmodell der Vorschubachse und das mittlere Modell der abstahierten
Werkzeugmaschinenstruktur herangezogen. Eine Gegenüberstellung anhand des
großen Modells war hierfür nicht möglich, da die Lösung des Eigenwertproblems
für das System mit fast 90.000 Freiheitsgraden in MATLAB® trotz des 48-GB-
RAM-großen Arbeitsspeichers nicht durchführbar ist.

Analog der in Abschnitt 6.4.2 dargestellten Ergebnisse wurde das kleine Mo-
dell der Vorschubachse auch hier von ursprünglich 738 auf die Dimension 20
reduziert. Für die modale Reduktion wurden die kleinsten 20 Eigenfrequenzen
und -moden berechnet, mit welchen im Anschluss die Modaltransformation
durchgeführt und aus dem resultierenden Systemmodell schließlich die Über-
tragungsmatrix H berechnet wurde. Für den Vergleich erfolgte die Reduktion
des Modells mit Hilfe des Krylov-Unterraum-Verfahrens, woraus ein komplex-
wertiges System der Dimension 10 resultierte, welches nach der Reellifizierung
ebenfalls die Dimension 20 hatte. Damit sind auch die Zeiten zur Berechnung
der Übertragungsmatrix vergleichbar.

Für das mittlere Modell wurde das selbe Vorgehen angewendet. Dieses wur-
de mit Hilfe der berechneten, kleinsten 30 Eigenfrequenzen modal reduziert.
Für die Krylov-Unterraum-basierte Reduktion wurde ein maximal zulässiger
Fehler von 10−3 in einem zu approximierenden Frequenzbereich von 0 bis
400 Hz vorgegeben, woraus ebenfalls ein reduziertes reelles Systemmodell der
Dimension 30 entstand. Im Anschluss wurde auch für diese beiden reduzierten
Modelle die Übertragungsfunktion berechnet und alle benötigten Zeiten wurden
dokumentiert (Bild 6.16a).
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(b) Gegenüberstellung der Berechnungszeiten des kleinen und des mittleren Beispiel-
modells

Bild 6.16: Vergleich der Berechnungszeiten zur Erstellung eines reduzierten
Systemmodells anhand des kleinen Beispielmodells, reduziert auf
Dimension 20, und des mittleren Beispielmodells, reduziert auf Di-
mension 30

Die Gegenüberstellung in Bild 6.16b zeigt, dass das Krylov-Unterraum-
Verfahren für die verwendeten Beispielmodelle deutliche Vorteile hinsichtlich
der Berechnungszeit gegenüber der modalen Reduktion aufweist. Dies ist zum
Großteil der Tatsache geschuldet, dass die Krylov-Unterraum-Verfahren auf
die Berechnung des Eigenwertproblems des Originalmodells verzichten können.
Die Dauer tT F zur Berechnung der Übertragungsfunktion ist bei den KUV-
reduzierten Modellen geringfügig höher als bei den modal reduzierten. Dies ist
damit zu begründen, dass das Gleichungssystem durch die Modaltransformati-
on entkoppelt wird, wodurch es effizienter zu berechnen ist. Bei den kleinen
Dimensionen der reduzierten Modelle spielt dies aber eine untergeordnete Rolle.
Steht für bestimmte Analysen lediglich die Berechnung definierter Übertra-
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gungsfunktionen, wie bspw. des Relativnachgiebigkeitsfrequenzgangs am TCP,
im Mittelpunkt, so kann auf die Reellifizierung des KUV-reduzierten Systems
verzichtet werden, was ein zu berechnendes System der halben Dimension
im Vergleich zum reellwertigen System bringt. Dies kann insbesondere bei
iterativen Anpassungen einer Maschinenstruktur von Vorteil sein, da hierdurch
die Berechnungszeit signifikant verkürzt werden kann.

Für die Auswertungen im Rahmen dieser Arbeit wurde stets auch die Übertra-
gungsmatrix des Originalsystems berechnet. Hier wird der Unterschied zu den
reduzierten Modellen besonders deutlich. Für das Modell der Vorschubachse
benötigte die Berechnung 6,9 Sekunden und für die abstrahierte Werkzeugma-
schine bereits fast 700 Sekunden.

Der Tendenz aus Bild 6.16 folgend steigt auch die Reduktionszeit für das
große Beispielmodell nochmals stark an. Bei einem vorgebenen maximalen
Fehler von 10−3 und einem Approximationsintervall [0 400] Hz konnte das
Krylov-Unterraum-Verfahren bei Anwendung auf das große Beispielmodell
das reduzierte System der Dimension 72 innerhalb von 481 Sekunden errech-
nen. Leider steht hierfür aufgrund der Modellgröße kein Vergleichswert der
benötigten Dauer zur Lösung des Eigenwertproblems zur Verfügung. Da das
modale Verfahren zur Berechnung der Eigenmoden bei einer Vergrößerung
der Modelldimension um den Faktor 6,75 (von 738 auf 4983 FHG) bereits
einen Anstieg der Rechendauer um den Faktor 64,7 (von tEW P = 0,8474 s
auf tEW P = 54,8214 s) aufwies, ist bei dem weitaus größeren Modell der Por-
talfräsmaschine (Faktor 17,7 gegenüber dem mittleren Anwendungsbeispiel)
eine weitaus längere Berechnungsdauer des modalen Verfahrens gegenüber dem
Krylov-Unterraum-Verfahren zu erwarten.

Wie in Abschnitt 6.4.6 bereits angedeutet, hat bei den Krylov-Unterraum-
Verfahren allerdings die Anzahl der Eingänge, und bei den zweiseitigen Ver-
fahren auch entsprechend die Anzahl der Ausgänge, einen nicht unerheblichen
Einfluss auf die Reduktionszeit. Um dies zu überprüfen und zu konkretisieren,
wurden die drei Systeme aus Abschnitt 6.4.6 mit 3, 6 und 9 Eingängen für die
Reduktion herangezogen und deren Zeiten miteinander verglichen (Bild 6.17).
Für das große Beispielmodell ergab sich bei einer Verdoppelung der Anzahl der
Eingänge auch eine Verdoppelung der Reduktionszeit, wobei bei einer weiteren
Erhöhung der Eingangsanzahl ein nahezu lineares Verhalten erkennbar ist.
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Bild 6.17: Einfluss der Anzahl der Eingänge auf die Reduktionszeit, dargestellt
anhand von drei MIMO-Systemen des großen Beispielmodells mit
jeweils 3, 6 und 9 Ein- und Ausgängen

6.5.4 Zusammenfassung

Die Untersuchung der benötigten Berechnungszeiten der im Fokus stehenden
Reduktionsverfahren zeigt auf, dass die Krylov-Unterraum-Verfahren qualita-
tiv hochwertige reduzierte Modelle mit kleiner Systemdimension in deutlich
kürzerer Zeit erzeugen können als dies mit der modalen Reduktion möglich ist.
Die Begründung liegt darin, dass das Eigenwertproblem des Originalsystems
nicht gelöst werden muss, was den größten numerischen Aufwand während
der modalen Reduktion darstellt. Gleichzeitig unterliegt die Berechnungsdauer
der Krylov-Unterraum-Verfahren aber etlichen Einflussfaktoren, wie dies bspw.
anhand der Anzahl der Ein- und Ausgänge erörtert wurde. Aus diesem Grund
ist eine sorgfältige Definition des Simulationsziels nötig, um dem Anwendungs-
fall entsprechende zweckmaßige Systemmodelle zu verwenden. Darüber hinaus
haben die Untersuchungen ergeben, dass die Wahl der Fehlerschranke ebenfalls
Einfluss auf die Berechnungszeiten hat, da mit sinkendem maximal zulässigem
Approximationsfehler unter Umständen mehrere Iterationsschleifen während
der Reduktion durchlaufen werden müssen, um die Fehlerschranke einhalten
zu können.

Wenngleich an dieser Stelle keine quantitativen Aussagen zu Werten und Gren-
zen getroffen werden können, gelten dennoch folgende qualitative Empfehlungen:
Insbesondere für große Modelle wird empfohlen, einen größeren max. Fehler
zuzulassen, sofern die Anzahl der Eingänge gering ist. Bei steigender Anzahl
von Eingängen sollte der max. zulässige Fehler reduziert werden, um alle Über-
tragungspfade gut approximieren zu können, auch wenn sich dies negativ auf
die Berechnungszeit auswirkt.

In Bezug auf einen realen Entwicklungsprozess, der häufig mehrere Wochen
oder länger dauert, spielen die Einsparungen im Sekundenbereich für die Mo-
dellreduktion natürlich eine untergeordnete Rolle. Für die Bewertung darf
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allerdings nicht allein die Reduktionsdauer betrachet werden, sondern es muss
der gesamte Ablauf des in Kapitel 5 dargestellten Vorgehens bewertet werden.
Diesbezüglich leisten die Krylov-Unterraum-Verfahren einen Beitrag, indem die
Reduktionsdauer reduziert wird. Zusammen mit den Vorteilen der Automati-
sierbarkeit, der Einsatzmöglichkeit von Fehlerschätzern und der Anwendbarkeit
von automatischen Vernetzern wird der vollständige Mehrwert des Krylov-
Unterraum-Verfahren sichtbar.

Da es sich hierbei um ein neues Verfahren zur Simulation von Werkzeugma-
schinen handelt, welches in der vorliegenden Arbeit prototypisch in MAT-
LAB/Simulink® umgesetzt wurde, ist zum jetzigen Zeitpunkt noch ein entspre-
chender Einarbeitungsaufwand in die Theorie und die Abläufe der Redukti-
onsroutinen nötig. Zudem muss, falls noch nicht in der Berechnungsabteilung
vorhanden, die entsprechende Software (vorzugsweise MATLAB/Simulink®)
beschafft werden, um das Vorgehen in den bestehenden Berechnungsablauf
zu integrieren. Diese Aufwände reduzieren sich allerdings stark, sobald das
Verfahren von einem FEM-Softwareanbieter aufgegriffen, professionell imple-
mentiert und schließlich als Zusatzmodul der FEM-Softwareumgebung mit
entsprechender Anleitung angeboten wird.

6.6 Reduktion von Systemen mit nicht-proportionaler Dämp-
fungsmatrix

6.6.1 Allgemeines

Mit den vorangegangenen Beispielen wurde gezeigt, dass mit den automatischen
Krylov-Unterraum-basierten Reduktionsverfahren qualitativ hochwertige Sys-
temmodelle auf effiziente Weise erzeugt werden können. Hierfür kamen bislang
die Krylov-Unterräume erster Ordnung zum Einsatz, welche auf proportional
gedämpfte FEM-Modelle angewendet wurden. Wie bereits in Abschnitt 2.4.4
erwähnt, bildet der proportionale Ansatz die Realität nicht unbedingt hinrei-
chend genau ab. An dieser Stelle werden deshalb FEM-Modelle mit lokalen
viskosen Dämpfungselementen (vgl. Abschnitt 4.5.1) sowie mit berücksichtigter
Strukturdämpfung (vgl. Abschnitt 4.5.2) betrachtet. Um derartige Modelle auf
konventionelle Weise mit dem modalen Ansatz zu reduzieren, muss das qua-
dratische Eigenwertproblem gelöst werden. Als Alternative kann auch die aus
dem generalisierten Eigenwertproblem des ungedämpften Systems resultierende
reelle Eigenvektormatrix für die Modaltransformation des gedämpften Systems
angewendet werden. Auf diese Weise lässt sich die Dämpfungsmatrix dann aber
nicht entkoppeln. In beiden Fällen muss aber das Eigenwertproblem gelöst
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Krylov-Unterraum-basierten Reduktionsverfahren qualitativ hochwertige Sys-
temmodelle auf effiziente Weise erzeugt werden können. Hierfür kamen bislang
die Krylov-Unterräume erster Ordnung zum Einsatz, welche auf proportional
gedämpfte FEM-Modelle angewendet wurden. Wie bereits in Abschnitt 2.4.4
erwähnt, bildet der proportionale Ansatz die Realität nicht unbedingt hinrei-
chend genau ab. An dieser Stelle werden deshalb FEM-Modelle mit lokalen
viskosen Dämpfungselementen (vgl. Abschnitt 4.5.1) sowie mit berücksichtigter
Strukturdämpfung (vgl. Abschnitt 4.5.2) betrachtet. Um derartige Modelle auf
konventionelle Weise mit dem modalen Ansatz zu reduzieren, muss das qua-
dratische Eigenwertproblem gelöst werden. Als Alternative kann auch die aus
dem generalisierten Eigenwertproblem des ungedämpften Systems resultierende
reelle Eigenvektormatrix für die Modaltransformation des gedämpften Systems
angewendet werden. Auf diese Weise lässt sich die Dämpfungsmatrix dann aber
nicht entkoppeln. In beiden Fällen muss aber das Eigenwertproblem gelöst
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werden, was, wie in Abschnitt 6.5 gezeigt wurde, einen erheblichen numerischen
Aufwand bedeutet.

Das in Abschnitt 4.5.3 vorgestellte Verfahren auf Basis von Krylov-Unterräumen
2. Ordnung ist geeignet, auch beliebig gedämpfte Systeme 2. Ordnung zu reduzie-
ren. Im Folgenden wird nachgewiesen, dass es damit möglich ist, FEM-Modelle
von Werkzeugmaschinen mit lokalen Dämpfungselementen in ein stabiles re-
duziertes System umzuwandeln. Hierfür wurde das große Beispielmodell der
Portalfräsmaschine herangezogen und analog Bild 5.4 mit Dämpfungselementen
in den Verbindungskomponenten wie den Linearführungen, Verschraubungen
und Kugelgewindetrieben versehen. Darüber hinaus wurde in den Materialeigen-
schaften des FEM-Modells Strukturdämpfung berücksichtigt. Die resultierenden
Koeffizientenmatrizen der Massen-, der Dämpfungs- und der Steifigkeitsver-
teilung wurden, wie bei den vorangegangenen Untersuchungen vom Solver
aufgestellt und ausgeleitet. Als Ein- und Ausgänge des Systems 2. Ordnung
wurden wiederum die Knoten am TCP der Werkzeugmaschine mit den drei
kartesischen translatorischen Raumrichtungen x, y und z verwendet, sodass
ein (3 × 3)-MIMO-System gegeben ist (vgl. Tabelle 6.1).

6.6.2 Darstellung der Reduktionsergebnisse

Für die automatische Reduktion des nicht-proportional gedämpften FEM-
Modells der Portalfräsmaschine wurden die in Bild 4.23 vorgestellten Krylov-
Unterräume 2. Ordnung verwendet. Als Parameter wurden das zu approximie-
rende Frequenzintervall von 0 bis 500 Hz, ein maximal zulässiger relativer Fehler
in den Entwicklungspunkten von 10−5 und standardmäßig 5 Anfangsentwick-
lungsstellen vorgegeben. Damit entsteht, analog der Reduktion in Abschnitt
6.4.3, ein System, welches nach der Reellifizierung die Dimension 72 hat. Hierfür
wurden 12 Entwicklungsstellen gefunden, in denen je ein Moment abgeglichen
wurde. Es fällt auf, dass aufgrund der geringen Systemdämpfung, wie sie in
Werkzeugmaschinen üblich ist, der Frequenzgang schwieriger zu approximieren
ist und die Einhaltung der Fehlerschranke erstmals nicht über den vorgegebnen
Frequenzbereich garantiert werden konnte (Bild 6.18). Ein Grund hierfür ist,
dass die Fehlerschätzung nur lokale Gültigkeit hat, da der Momentenfehler
jeweils in den Entwicklungspunkten ausgewertet wird (Soppa 2011). In diesen
Punkten wird aufgrund der Momentenanpassung stets eine sehr gute Überein-
stimmung erreicht, im Frequenzbereich zwischen den Punkten kann es aber zu
einem starken Anstieg des Fehlers kommen.

Eine Analyse der reduzierten Systeme ergab, dass es während der automatischen
Reduktion der bislang in dieser Arbeit vorgestellten Modelle stets ausreichte,
ein Moment pro Entwicklungspunkt zur Übereinstimmung zu bringen, um die
Fehlerschranke einzuhalten. Bei nur einem abgeglichenen Moment unterscheiden
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Bild 6.18: Reduktionsergebnis bei Anwendung des Verfahrens auf Basis der
Krylov-Unterräume 2. Ordnung, reduziert auf die Dimension 72

sich die Krylov-Unterräume erster und zweiter Ordnung aber noch nicht, da in
beiden Fällen lediglich der Startblock Q zur Bildung der Projektionsmatrix V

verwendet wird (vgl. Bild A.4 und 4.23).

Um den Unterschied der Reduktionsergebnisse zwischen den Krylov-Unter-
räumen 1. und 2. Ordnung deutlich zu machen, wurde das nicht-proportional
gedämpfte Beispielmodell der Portalfräsmaschine mit 7 fest vorgegebenen
Entwicklungspunkten (siehe Bild 6.19), in welchen je 4 Momente abgeglichen
wurden, reduziert. Für dieses Modell mit 3 Eingängen resultiert daher ein
komplexwertiges System der Dimension 7·4·3 = 84. Wie Bild 6.19 zu entnehmen
ist, bringt die Reduktion mit den Krylov-Unterräumen 2. Ordnung die besseren
Approximationseigenschaften, wenngleich die Unterschiede durchaus gering sind.
An dieser Stelle ist zu erwähnen, dass der Grad der Dämpfung großen Einfluss
auf die Ergebnisqualität der mit Krylov-Unterräumen 2. Ordnung reduzierten
Modelle hat. Insbesondere bei schwach gedämpften Systemen erzielen die
Krylov-Unterräume 1. Ordnung teilweise bessere Ergebnisse. Nach Soppa
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(2011) kann aber mit den Krylov-Unterräumen 1. Ordnung bei Anwendung
auf nicht-proportional gedämpfte Systeme die Stabilitätserhaltung des Systems
nicht garantiert werden.
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Bild 6.19: Relative Fehler der reduzierten Systeme (Dim. 84) bei Anwendung
der Krylov-Unterräume 1. Ordnung und 2. Ordnung

Daher gibt es zwei Möglichkeiten, die Approximationsergebnisse zu verbes-
sern:

• Eine Abwandlung der Vorgehensweise zur adaptiven Bestimmung der Stu-
fe des Krylovraumes; für denjenigen Punkt, der den größten geschätzten
Fehler aufweist, werden bei dieser Variante jeweils drei statt nur einem
Moment abgeglichen, bevor der nächste Entwicklungspunkt bestimmt
wird. Auf diese Weise wird abgesichert, dass die Projektionsmatrix auf
Basis der Krylov-Unterräume 2. Ordnung erstellt wird.

• Die Verwendung von mehr Anfangsentwicklungsstellen, die in der ersten
Iteration äquidistant über den definierten Frequenzbereich verteilt sind;
daraus resultiert eine größere Dimension des ersten reduzierten Modells,
das wiederum entsprechend mehr Eigenwerte besitzt, die in der nächsten
Iteration als potenzielle Entwicklungspunkte zur Verfügung stehen.

Für die Validierung wurden beide Varianten herangezogen. Im ersten Fall
werden zur Erstellung des reduzierten Modells 14 relevante Entwicklungspunkte
im Frequenzbereich identifiziert, für die jeweils ein Krylov-Unterraum der Stufe
3 verwendet wurde. Auf diese Weise entsteht nach der Reellifizierung ein System
der Dimension 252, was deutlich größer als das in Bild 6.18 verwendete ist. Mit
dieser Systemdimension lässt sich die Fehlerschranke einhalten und es werden
sehr gute Approximationsergebnisse erzielt (Bild 6.20).

Bei der zweiten Variante wurden anstelle der standardmäßigen 5 Anfangsent-
wicklungspunkte 10 verwendet. Dadurch stehen in der ersten Folgeiteration
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Bild 6.20: Vergleich der Varianten „Erhöhung der Momentenanzahl pro EP“
(Var.1) und „Erhöhung der Anzahl der Anfangsentwicklungspunkte“
(Var. 2) anhand der relativen Fehler gegenüber dem Originalsystem

mehr Entwicklungsstellen zur Auswahl. Bei dieser Reduktion wurden 25 relevan-
te Stellen gefunden, für die jeweils ein Moment zur Übereinstimmung gebracht
wurde. Daraus resultiert eine Systemdimension von 75 und von 150 nach der
Reellifizierung. In Bild 6.20 ist zu erkennen, dass diese Variante ähnlich gute
Reduktionsergebnisse hervorbringt.

Um eine Empfehlung für eine der beiden Varianten abgeben zu können, wur-
den zusätzlich die benötigten Berechnungszeiten gespeichert. Aufgrund der
höheren Anzahl von Entwicklungspunkten bzw. Momenten verlängern sich
Berechungszeiten bei beiden Varianten. Während die Reduktion mit der zwei-
ten Variante 1892 s in Anspruch nahm, wurden für die erste Variante 5518 s,
d. h. annähernd die dreifache Zeit benötigt. Aus diesem Grund sind mehr
Anfangsentwicklungsstellen einer Erhöhung der Momente vorzuziehen.

6.6.3 Schlussfolgerung

In diesem Abschnitt wurde gezeigt, dass mit den vorgestellten Krylov-
Unterraum-Verfahren auch nicht-proportional gedämpfte FEM-Modelle re-
duziert werden können und somit auf die Lösung des quadratischen Eigenwert-
problems zur Berechnung der komplexen Eigenwerte und -vektoren verzichtet
werden kann. Dies ermöglicht künftig die Berücksichtigung lokaler Dämpfungs-
effekte in der Simulation des dynamischen Verhaltens von Werkzeugmaschinen.
Darüber hinaus hat sich erwiesen, dass für die hier angewendeten schwach
gedämpften, linearen Systeme die Verfahren auf Basis der Krylov-Unterräume
1. Ordnung ebenfalls sehr gute Approximationseigenschaften und gleichzeitig
sehr geringe Rechenzeiten aufweisen, sofern genügend Entwicklungspunkte
verwendet werden.
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An dieser Stelle ist keine Aussage möglich, ab welchem Grad der Dämpfung im
System die Verwendung der Krylov-Unterräume 2. Ordnung zwingend erforder-
lich ist, um eine gute Approximationsqualität zu gewährleisten, da dies nicht
im Fokus der Untersuchungen der vorliegenden Arbeit stand. Beispielsweise
können durch zusätzliche Dämpfungssyteme, die das dynamische Verhalten
von Werkzeugmaschinen verbessern sollen, erheblich größere Dämpfungsma-
ße auftreten als dies in den hier untersuchten Modellen der Fall ist, sodass
diesbezüglich weiterer Forschungsbedarf besteht (siehe Kapitel 7).

6.7 Einsatz ordnungsreduzierter Modelle in der gekoppelten
Simulation

Wie in Kapitel 5 dargelegt wurde, stellt die gekoppelte Simulation, neben der
Analyse des dynamischen Verhaltens von Werkzeugmaschinen anhand von Fre-
quenzgängen, ein weiteres Mittel zur Beurteilung des Maschinenentwurfs in den
Entwicklungsphasen dar. Die Eignung der mit den Krylov-Unterraum-Verfahren
reduzierten Modelle für Analysen im Zeitbereich und die gekoppelte Simulation
des Strukturmodells mit dem regelungstechnischen Modell der Vorschubachsen
wurde in (Bonin et al. 2011a) und (Bonin et al. 2011b) bereits exemplarisch
festgestellt (rechter Pfad in Bild 5.10, S. 151). Für die gekoppelte Struktur-
Prozess-Simulation auf Basis KUV-reduzierter Systemmodelle (mittlerer Pfad
in Bild 5.10) gibt es bislang aber keine Erkenntnisse.

An dieser Stelle wird deshalb ein Krylov-Unterraum-reduziertes System des
großen Beispielmodells in Kopplung mit einem Zerspankraftmodell eines
Fräsprozesses beschrieben, um die Wechselwirkungen zwischen der Maschi-
nenstruktur und dem Bearbeitungsprozess zu erläutern. Hierfür kam das in
Abschnitt 6.6 verwendete Modell mit lokal modellierten viskosen Dämpfungs-
elementen zum Einsatz. Die Strukturdämpfung wurde für diese Simulation ver-
nachlässigt, da diese im Zeitbereich physikalisch nicht sinnvoll ist (vgl. Abschnitt
2.4.4). Für die automatische Reduktion wurden 10 Anfangsentwicklungspunkte,
eine relative Fehlerschranke von 10−5 sowie ein zu approximierendes Frequenz-
intervall von 0 bis 500 Hz vorgegeben. Daraus resultierte ein reduziertes System
der Dimension 138, was einem Reduktionsgrad von 99.84 % entspricht. Dieses
Modell zweiter Ordnung wurde zunächst in ein Zustandsraummodell überführt
und, wie in Bild 2.3 dargestellt, mit dem Modell eines Bearbeitungsprozesses
in der Berechnungsumgebung Simulink® gekoppelt. Auf diese Weise werden
die durch die Kräfte hervorgerufenenen Relativverlagerungen am TCP der
Werkzeugmaschinenstruktur in der Zerspankraftbestimmung berücksichtigt.
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Als Bearbeitungsprozess diente ein Stirn-Umfangsfräsprozess mit einem Vor-
schub in x-Richtung der Maschine. In der Simulation wurde ein 3-Schneiden-
Fräser aus Vollhartmetall (VHM) verwendet und die Berechnung der Zerspa-
nungskräfte basierte dabei auf dem Ansatz von Altintas (2000). Tabelle 6.4
listet die verwendeten Zerspanungsparameter und Eingriffsgrößen.

Werkzeug

Schneiden: z = 3

Durchmesser: d = 16 mm

Drallwinkel: β = 30°

Werkstoff

Prozess

Drehzahl: n =  3000 min-1

Vorschub pro Zahn: fz = 0,15 mm

Arbeitseingriff: ae = 3 mm

Schnitttiefe: ap = 4 bis 9 mm

Vergütungsstahl 1.0503 (C45)

Tabelle 6.4: Werkzeug- und Prozessparameter für die Simulation der Bearbei-
tungskräfte

Für die Versuche wurden unterschiedliche Schnitttiefen von 4 bis 9 mm simuliert,
während die übrigen Parameter konstant blieben. Dabei war festzustellen,
dass der Prozess bei geringer Schnitttiefe (bis einschließlich 6 mm) stabil oder
grenzstabil verläuft. In Bild 6.21 ist dies exemplarisch für die Schnitttiefe
ap = 4 mm dargestellt. Die Zerspanungskräfte (a) zeigten dabei einen typischen
periodischen Verlauf. Im vergrößerten Ausschnitt sind die Kraftkomponenten
zu erkennen. Da in diesem Fall der Arbeitseingriff ae kleiner als der Radius des
Fräsers ist, befindet sich stets nur eine der drei Schneiden im Eingriff. Auf diese
Weise wird die Maschinenstruktur periodisch mit der Schneideneintrittsfrequenz
angeregt. Hieraus resultiert eine entsprechende Schwingungsantwort am TCP
der Maschine (Bild 6.21b). In x- und y-Richtung kommt es daher zu einer
kleinen, statischen Abdrängung aufgrund der Bearbeitungskräfte.
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Bild 6.21: Bearbeitungskräfte und Strukturantwort während des stabilen Zer-
spanprozesses mit der Schnitttiefe ap = 4 mm

Mit zunehmender Schnitttiefe steigen die Bearbeitungskräfte an, wodurch auch
die Maschine zu Schwingungen mit höheren Amplituden angeregt wird. In Bild
6.22 ist zu erkennen, dass die Bearbeitung bei der eingestellten Schnitttiefe
ap = 7 mm instabil wird. Der vergrößerte Ausschnitt zeigt, dass die Kräfte
nach dem Eintritt ins Werkstück zunächst ansteigen. Gleichzeitig kommt es
zu einer Variation der Amplituden, was auf eine Spanungsdickenmodulation
zurückzuführen ist. Dieser instabile Zustand wird als Rattern bezeichnet. Die
Amplituden der Kräfte und die resultierenden Verlagerungen steigen dabei
weiter an, bis die Schneiden zeitweise außer Eingriff kommen. Dieser Effekt ist
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die Erklärung, warum in der Simulation sowohl die Amplituden der Kraftkom-
ponenten als auch die Verlagerungen sich asymptotisch einem maximalen Wert
annähern. In der Realität kann dieses Aufschwingen aufgrund eines instabi-
len Bearbeitungsprozesses im schlimmsten Fall zur Zerstörung der Maschine
führen.

(a) Berechnete Zerspankraftkomponenten

(b) Berechnete Verlagerungen am TCP

Bild 6.22: Bearbeitungskräfte und Strukturantwort während des instabilen
Zerspanprozesses mit der Schnitttiefe ap = 7 mm
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Besonders deutlich werden die Simulationsergebnisse der beiden exemplarisch
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(b) Spektrum des instabilen Schnitts

Bild 6.23: Amplitudenspektren der simulierten Schwingungen am TCP für den
stabilen und den instabilen Prozess

Die Untersuchungen der Prozess-Struktur-Wechselwirkungen haben ergeben,
dass sich die Krylov-Unterraum-reduzierten Modelle einfach in die gekoppelte
Simulation integrieren lassen und somit den Anforderung der Zeitbereichssi-
mulation nachkommen. Auf diese Weise können bspw. diverse Kombinationen
von Bearbeitungsparametern in ihrer Wirkung auf das Maschinenverhalten im
Betrieb effizient berechnet und auch Stabilitätskarten erzeugt werden.

Damit wurde die Möglichkeit geschaffen, FEM-Modelle von Werkzeugmaschi-
nen mit lokal modellierten Dämpfungselementen hinsichtlich der ratterfrei
erreichbaren Zerspanungsleistung zu untersuchen. Gleiches gilt für die Analyse
der Wechselwirkungen zwischen der Struktur und den geregelten Vorschubach-
sen, sofern eine gekoppelte Mechatroniksimulation durchgeführt wird. Da an
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6 Anwendung und Validierung des Reduktionsverfahrens

dieser Stelle nur der prinzipielle Nachweis geführt werden sollte, wird nicht
näher auf letztere eingegangen.

6.8 Bewertung des Reduktionsverfahrens und Fazit

In diesem Kapitel wurde die Anwendung der vorgestellten Reduktionsverfah-
ren auf drei FEM-Modelle unterschiedlicher Dimension beschrieben und diese
wurden auf ihre Eignung für den Einsatz in den Entwicklungsphasen von Werk-
zeugmaschinen untersucht. Hierbei resultierte, dass die Krylov-Unterraum-
reduzierten Modelle im Vergleich zu konventionell modal reduzierten stets
bessere Approximationsqualitäten im gewählten Frequenzbereich aufweisen
(Abschnitt 6.4). Zudem zeigte ein Vergleich der Berechnungszeiten, dass die
Erstellung eines KUV-reduzierten Systemmodells deutlich schneller ist als die
eines konventionellen modalen Systems, da auf die Lösung des Eigenwertpro-
blems des unreduzierten Systems verzichtet werden kann (vgl. Abschnitt 6.5).
Als Besonderheit des neuen Verfahrens ist zu nennen, dass sich damit erstmals
auch große Systeme mit lokal modellierten Dämpfungseffekten in ihrer Dimen-
sion reduzieren lassen, die dann bspw. in der gekoppelten Simulation eingesetzt
werden können.

Der Vergleich mit den in Abschnitt 4.2 gestellten Anforderungen zeigt, dass das
neue Reduktionsverfahren diese in allen Belangen erfüllt. In den Abschnitten
4.4.2 und 4.5.3 wurde vorgestellt, wie die Krylov-Unterraum-Sequenzen gestaltet
sein müssen, um das Reduktionsverfahren direkt auf DGL-Systeme 2. Ordnung
anwenden zu können, was bei allen in der Arbeit dargestellten Ergebnissen
geschah. Gleiches gilt für die Block-Version des Arnoldi-Algorithmus, die in den
Verfahren implementiert ist, um MIMO-Systeme, wie sie bei der Simulation
von Werkzeugmaschinen meist auftreten, effizient reduzieren zu können.

Auf diese Weise lässt sich mit den reduzierten Modellen das Systemverhalten
des Originalmodells hochgenau abbilden. Dies liegt daran, dass während der
automatischen Reduktion die Entwicklungspunkte in einem iterativen Prozess
so gewählt werden, dass sie gegen die Eigenwerte des Originalsystems konver-
gieren. Die Systemeigenschaften bleiben auf diese Weise erhalten, was für die
Abbildung des dynamischen Verhaltens von Werkzeugmaschinen elementar ist.
Gleichzeitig werden die Starrkörpermoden der Vorschubachsen, falls vorhanden,
ebenfalls berücksichtigt. Neben der Tatsache, dass die Approximationsqualität
der KUV-reduzierten Systeme höher als die der modal reduzierten ist, liegt der
entscheidende Vorteil der neuen Verfahren aber in der Automatisierung. Durch
den Einsatz von Fehlerschätzern kann diese hohe Qualität gewährleistet werden,

192



6 Anwendung und Validierung des Reduktionsverfahrens

dieser Stelle nur der prinzipielle Nachweis geführt werden sollte, wird nicht
näher auf letztere eingegangen.

6.8 Bewertung des Reduktionsverfahrens und Fazit

In diesem Kapitel wurde die Anwendung der vorgestellten Reduktionsverfah-
ren auf drei FEM-Modelle unterschiedlicher Dimension beschrieben und diese
wurden auf ihre Eignung für den Einsatz in den Entwicklungsphasen von Werk-
zeugmaschinen untersucht. Hierbei resultierte, dass die Krylov-Unterraum-
reduzierten Modelle im Vergleich zu konventionell modal reduzierten stets
bessere Approximationsqualitäten im gewählten Frequenzbereich aufweisen
(Abschnitt 6.4). Zudem zeigte ein Vergleich der Berechnungszeiten, dass die
Erstellung eines KUV-reduzierten Systemmodells deutlich schneller ist als die
eines konventionellen modalen Systems, da auf die Lösung des Eigenwertpro-
blems des unreduzierten Systems verzichtet werden kann (vgl. Abschnitt 6.5).
Als Besonderheit des neuen Verfahrens ist zu nennen, dass sich damit erstmals
auch große Systeme mit lokal modellierten Dämpfungseffekten in ihrer Dimen-
sion reduzieren lassen, die dann bspw. in der gekoppelten Simulation eingesetzt
werden können.

Der Vergleich mit den in Abschnitt 4.2 gestellten Anforderungen zeigt, dass das
neue Reduktionsverfahren diese in allen Belangen erfüllt. In den Abschnitten
4.4.2 und 4.5.3 wurde vorgestellt, wie die Krylov-Unterraum-Sequenzen gestaltet
sein müssen, um das Reduktionsverfahren direkt auf DGL-Systeme 2. Ordnung
anwenden zu können, was bei allen in der Arbeit dargestellten Ergebnissen
geschah. Gleiches gilt für die Block-Version des Arnoldi-Algorithmus, die in den
Verfahren implementiert ist, um MIMO-Systeme, wie sie bei der Simulation
von Werkzeugmaschinen meist auftreten, effizient reduzieren zu können.

Auf diese Weise lässt sich mit den reduzierten Modellen das Systemverhalten
des Originalmodells hochgenau abbilden. Dies liegt daran, dass während der
automatischen Reduktion die Entwicklungspunkte in einem iterativen Prozess
so gewählt werden, dass sie gegen die Eigenwerte des Originalsystems konver-
gieren. Die Systemeigenschaften bleiben auf diese Weise erhalten, was für die
Abbildung des dynamischen Verhaltens von Werkzeugmaschinen elementar ist.
Gleichzeitig werden die Starrkörpermoden der Vorschubachsen, falls vorhanden,
ebenfalls berücksichtigt. Neben der Tatsache, dass die Approximationsqualität
der KUV-reduzierten Systeme höher als die der modal reduzierten ist, liegt der
entscheidende Vorteil der neuen Verfahren aber in der Automatisierung. Durch
den Einsatz von Fehlerschätzern kann diese hohe Qualität gewährleistet werden,

192

6.8 Bewertung des Reduktionsverfahrens und Fazit

ohne dass die Expertise eines Anwenders während der Reduktion erforderlich
ist.

Einen weiteren Vorteil gegenüber den konventionellen modalen Verfahren besit-
zen die Krylov-Unterraum-Verfahren durch die Eigenschaft, auch FEM-Modelle
mit lokal modellierten, viskosen Dämpfungseffekten reduzieren zu können.
Damit eröffnen sich in der Entwicklung von Werkzeugmaschinen neue Möglich-
keiten, da bereits in den frühen Phasen Sensibilitätsuntersuchungen hinsichtlich
der Dämpfungsverteilung in der Maschine angestellt werden können.

Zusammenfassend ist festzuhalten, dass mit den vorgestellten Krylov-
Unterraum-Verfahren ein wertvolles Instrument für die effiziente Reduktion
von hochdimensionierten linearen FEM-Modellen von Werkzeugmaschinen
präsentiert wurde, welches der Absicherung von Produkteigenschaften anhand
von virtuellen Prototypen dient. Durch die automatische Systembewertung
können Fehler reduziert und Variationsrechnungen einfach durchgeführt werden.
Mit dem in Kapitel 5 entwickelten Vorgehensmodell wird die Integration
der Reduktionsverfahren in die entwicklungsbegleitende Simulation von
Werkzeugmaschinen vereinfacht und der zielgerichtete Einsatz sichergestellt.
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7 Zusammenfassung und Ausblick

Der Einsatz von Simulationsmethoden während der Entwicklungsphasen von
Werkzeugmaschinen hat in den letzten Jahren stetig zugenommen. Für die
Abbildung der mechanischen Maschinenstruktur hat sich die Finite-Elemente-
Methode dabei zu einem Standardverfahren etabliert. Da das dynamische
Verhalten einer Werkzeugmaschine durch die Wechselwirkungen zwischen der
Struktur, den geregelten elektromechanischen Vorschubantrieben und dem
Bearbeitungsprozess beeinflusst wird, ist es sinnvoll, das Gesamtsystem durch
eine gekoppelte Simulation der Teilsysteme zu berechnen und zu analysieren.
Hierfür muss das aus der FEM resultierende große Gleichungssystem in seiner
Dimension reduziert werden, um die Berechnung durchführen zu können.

In der vorliegenden Arbeit wurde hierfür ein integriertes Verfahren zur Unter-
stützung der Berechnung großer FEM-Modelle im Rahmen der entwicklungs-
begleitenden Simulation von Werkzeugmaschinen präsentiert. Hierfür kamen
erstmals sog. Krylov-Unterraum-Verfahren für die Ordnungsreduktion zum
Einsatz, um das hoch dimensionierte Differenzialgleichungssystem, welches das
Strukturverhalten der Maschinenstruktur beschreibt, in ein kleines und schnell
zu berechnendes Systemmodell zu überführen. Bislang waren die Entwickler von
Werkzeugmaschinen auf den konventionellen modalen Ansatz zur Reduktion
der Freiheitsgrade des Maschinenmodells angewiesen. Hierfür musste zunächst
das Eigenwertproblem gelöst werden, um das Gleichungssystem auf Basis der
berechneten Modalmatrix, welche die dominanten Schwingungsformen enthält,
in den modalen Raum zu transformieren und somit in seiner Ordnung zu
reduzieren. Dabei stellt insbesondere die Identifikation der dominanten Moden
die größte Schwierigkeit dar. Sie erfordert sehr viel Erfahrung des Anwenders.
In der Regel werden deshalb in der Praxis lediglich die niederfrequenten Moden,
welche einen für relevant bestimmten Frequenzbereich abdecken, verwendet.
Die hochfrequenten Informationen werden vernachlässt und die bekannte Ab-
weichung der statischen Steifigkeit in Kauf genommen. Ein weiterer Nachteil der
modalen Reduktion ist dabei, dass der entstandene Fehler unbekannt bleibt. In
dieser Arbeit kamen deshalb die aus der Regelungstechnik und Kontrolltheorie
bekannten Krylov-Unterraum-Verfahren zum Einsatz. Diese weisen gegenüber
den modalen Methoden einige Vorteile auf, da sie gut automatisierbar sind,
eine verlässliche Systemanalyse auf Basis mathematischer Verfahren bieten und
durch den Einsatz von Fehlerschätzern geeignet sind, vorgegebene maximal
zulässige Abweichungen vom Originalsystem einzuhalten.

In einem ersten Schritt wurden die Krylov-Unterraum-Verfahren genau ana-
lysiert und die Einflussfaktoren auf die Ergebnisqualität untersucht. Daraus
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7 Zusammenfassung und Ausblick

konnten die Anforderungen, die während der Anwendung bzw. der Auslegung
des Ordnungsreduktionsverfahrens auftreten, abgeleitet werden. Mit Hilfe des
gewonnenen Verständnisses für die mathematischen Verfahren konnte eine
Adaption abgeleitet werden, mit der proportional gedämpfte Maschinenmodelle
effizient und automatisiert reduziert werden können. Einen besonderen Mehr-
wert bietet die Erweiterung des Reduktionsverfahrens um die Möglichkeit, auch
beliebig gedämpfte Modelle, d. h. wenn lokale Dämpfungseffekte berücksichtigt
werden, zu reduzieren.

Um die neuen Reduktionsverfahren auch in der Praxis einsetzen zu können,
wurde im nächsten Schritt ein Vorgehensmodell zur Integration der Verfah-
ren in die entwicklungsbegleitende Simulation entwickelt. Hierbei wurden die
Randbedingungen und Anforderungen analysiert und dokumentiert und in der
Konzeption berücksichtigt. Dieses Vorgehensmodell legt somit einen wichtigen
Baustein an der Schnittstelle zwischen den Disziplinen der Mathematik und
den Ingenieurwissenschaften. Damit können die Entwicklungsingenieure die
mathematischen Verfahren zur Ordnungsreduktion zukünftig zielgerichtet ein-
setzen, ohne sich zunächst Expertenwissen bzgl. des Reduktionsverfahrens aus
der Disziplin der Mathematik aneignen zu müssen.

Schließlich wurde der Einsatz des neuen Verfahrens ausführlich getestet und die
Ergebnisse wurden analysiert. Hierfür wurden unterschiedliche Beispielmodelle
für die Validierung des Reduktionsverfahrens herangezogen. Die Ergebnisse
zeigen, dass mit den vorgestellten Krylov-Unterraum-Verfahren das Original-
system sehr gut approximiert wird und dass die Erstellung des Systemmodells,
verglichen mit den modalen Verfahren, auch schneller durchzuführen ist. Die
Systemeigenschaften des Originalmodells bleiben dabei stets erhalten, sodass
die reduzierten Systeme in der gekoppelten Simulation eingesetzt werden kön-
nen. Als größter Vorteil ist sicherlich die Automatisierung des Verfahrens zu
nennen, da auf diese Weise eine maximale zulässige Abweichung eingehalten
werden kann. Abschließend wurde die Reduktion auf ein FEM-Modell einer
Portalfräsmaschine, welches lokale Dämpfungselemente in den Verbindungs-
komponenten enthielt, angewendet und eine gekoppelte Simulation mit einem
Zerspankraftmodell durchgeführt. Die Ergebnisse beleuchten das große Poten-
zial der Effizienz- und Approximationsqualitätssteigerung, welches durch das
in dieser Arbeit vorgestelle integrierte Verfahren zur Verfügung gestellt wird.

Die vorliegende Arbeit leistet somit einen Beitrag zur Verbesserung der ent-
wicklungsbegleitenden Simulation von Werkzeugmaschinen. Durch den Einsatz
der Krylov-Unterraum-Verfahren wurden zudem neue Möglichkeiten geschaffen,
das komplexe Dämpfungsverhalten der Maschinen besser in der Berechnung
berücksichtigen zu können. Die vorgestellten Verfahren und Methoden dieser
Arbeit wurden für die Untersuchungen prototypisch in der Softwareumgebung

196



7 Zusammenfassung und Ausblick

konnten die Anforderungen, die während der Anwendung bzw. der Auslegung
des Ordnungsreduktionsverfahrens auftreten, abgeleitet werden. Mit Hilfe des
gewonnenen Verständnisses für die mathematischen Verfahren konnte eine
Adaption abgeleitet werden, mit der proportional gedämpfte Maschinenmodelle
effizient und automatisiert reduziert werden können. Einen besonderen Mehr-
wert bietet die Erweiterung des Reduktionsverfahrens um die Möglichkeit, auch
beliebig gedämpfte Modelle, d. h. wenn lokale Dämpfungseffekte berücksichtigt
werden, zu reduzieren.

Um die neuen Reduktionsverfahren auch in der Praxis einsetzen zu können,
wurde im nächsten Schritt ein Vorgehensmodell zur Integration der Verfah-
ren in die entwicklungsbegleitende Simulation entwickelt. Hierbei wurden die
Randbedingungen und Anforderungen analysiert und dokumentiert und in der
Konzeption berücksichtigt. Dieses Vorgehensmodell legt somit einen wichtigen
Baustein an der Schnittstelle zwischen den Disziplinen der Mathematik und
den Ingenieurwissenschaften. Damit können die Entwicklungsingenieure die
mathematischen Verfahren zur Ordnungsreduktion zukünftig zielgerichtet ein-
setzen, ohne sich zunächst Expertenwissen bzgl. des Reduktionsverfahrens aus
der Disziplin der Mathematik aneignen zu müssen.

Schließlich wurde der Einsatz des neuen Verfahrens ausführlich getestet und die
Ergebnisse wurden analysiert. Hierfür wurden unterschiedliche Beispielmodelle
für die Validierung des Reduktionsverfahrens herangezogen. Die Ergebnisse
zeigen, dass mit den vorgestellten Krylov-Unterraum-Verfahren das Original-
system sehr gut approximiert wird und dass die Erstellung des Systemmodells,
verglichen mit den modalen Verfahren, auch schneller durchzuführen ist. Die
Systemeigenschaften des Originalmodells bleiben dabei stets erhalten, sodass
die reduzierten Systeme in der gekoppelten Simulation eingesetzt werden kön-
nen. Als größter Vorteil ist sicherlich die Automatisierung des Verfahrens zu
nennen, da auf diese Weise eine maximale zulässige Abweichung eingehalten
werden kann. Abschließend wurde die Reduktion auf ein FEM-Modell einer
Portalfräsmaschine, welches lokale Dämpfungselemente in den Verbindungs-
komponenten enthielt, angewendet und eine gekoppelte Simulation mit einem
Zerspankraftmodell durchgeführt. Die Ergebnisse beleuchten das große Poten-
zial der Effizienz- und Approximationsqualitätssteigerung, welches durch das
in dieser Arbeit vorgestelle integrierte Verfahren zur Verfügung gestellt wird.

Die vorliegende Arbeit leistet somit einen Beitrag zur Verbesserung der ent-
wicklungsbegleitenden Simulation von Werkzeugmaschinen. Durch den Einsatz
der Krylov-Unterraum-Verfahren wurden zudem neue Möglichkeiten geschaffen,
das komplexe Dämpfungsverhalten der Maschinen besser in der Berechnung
berücksichtigen zu können. Die vorgestellten Verfahren und Methoden dieser
Arbeit wurden für die Untersuchungen prototypisch in der Softwareumgebung

196

MATLAB/Simulink® implementiert und umgesetzt. Für einen wirtschaftlichen
Einsatz in realen Entwicklungsprozessen bedarf es aber einer professionellen
Implementierung und Einbindung in entsprechende FEM-Programme. Es ist
zu erwarten, dass damit eine weitere Verkürzung der Rechenzeiten erreichbar
ist.

Die Verbesserung von Berechnungs- und Simulationsmethoden für den Einsatz
in der Entwicklung ist damit aber noch nicht abgeschlossen und bietet noch
Potenzial für weitere Forschungsaktivitäten. Werkzeugmaschinenstrukturen
können je nach Größe und Beschaffenheit der Struktur ein im Arbeitsraum
veränderliches Steifigkeitsverhalten aufweisen. Dies kann dazu führen, dass
bestimmte Bearbeitungsprozesse nur in ausgewählten Achspositionen stabil
ablaufen können. Für die Berücksichtigung dieses positionsabhängigen Struktur-
verhaltens wurde in der Vergangenheit die sog. Arbeitsraumstudie vorgeschlagen
(siehe z. B. Schwarz 2010), wofür aber für jede betrachtete Position im Ar-
beitsraum ein FEM-Modell erstellt und berechnet werden muss. Im Bereich
der Reduktionsverfahren gibt es seit einigen Jahren Forschungsaktivitäten zur
sog. parametrischen Modellreduktion (siehe hierzu z. B. Panzer et al. 2010,
Baur et al. 2011). Mit diesen Verfahren ist es möglich, Gleichungssysteme
mit veränderlichen und von bestimmten Parametern abhängigen Koeffizien-
tenmatrizen zu reduzieren. Übertragen auf Werkzeugmaschinen können bspw.
bestimmte Achspositionen parametrisiert modelliert werden, wodurch sich eine
parameterabhängige Massen- und Steifigkeitsverteilung ergibt. Falls es mög-
lich wird, derartige Systeme zu reduzieren, könnten die Untersuchungen des
Arbeitsraumes auf Basis des reduzierten Modells stattfinden, ohne dass für
jede Position ein vollständiges FEM-Modell berechnet werden müsste. Der
Ansatz der parametrischen Modellreduktion ließe sich auch auf Untersuchungen
verschiedener Steifigkeiten von Linearführungen oder auch von Wandstärken
kritischer Strukturbauteile ausweiten.

Darüber hinaus ist auch die Anwendung der Modellreduktion auf das gekoppelte
System aus Struktur- und Regelungsmodell, aus Struktur- und Bearbeitungspro-
zessmodell oder aus allen diesen denkbar. Beim gekoppelten mechatronischen
Modell kommt die Besonderheit zum Tragen, dass die Starrkörpermoden im
Vergleich zur übrigen Struktur verhältnismäßig hohe Dämpfungswerte auf-
grund der Reibung besitzen. Hierbei ist zu untersuchen, inwieweit sich die
betragsmäßig großen Unterschiede der Parameter in der Dämpfungsmatrix
mit den Krylov-Unterräumen 2. Ordnung reduzieren und wiedergeben lassen.
In einem gekoppelten Prozess-Struktur-Modell kommt eine weitere Heraus-
forderung hinzu, da zur Berücksichtigung der Spanungsdickenmodulation im
Zerspankraftmodell ein Totzeitglied enthalten ist. Aus mathematischer Sicht
handelt es sich damit bei diesem Gesamtsystem um ein sog. Delay-System,

197



7 Zusammenfassung und Ausblick

für dessen Behandlung in der Modellreduktion noch Forschungsaktivitäten
erforderlich sind.

Zusammenfassend ist festzuhalten, dass an der Schnittstelle zwischen den
Disziplinen der Mathematik und den Ingenieurwissenschaften noch viele Hand-
lungsfelder liegen. Damit lassen sich die Berechnungs- und Simulationsmethoden
auch zukünftig weiter verbessern und die Entwicklungszeiten von Werkzeugma-
schinen weiter verkürzen.
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Anhang

A.1 Beanspruchungsarten mechanischer Strukturen

In folgendem Bild A.1 werden diverse Belastungsfälle mechanischer Strukturen
sowie deren zeitlicher Verlauf dargestellt und erläutert.
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Bild A.1: Statische und dynamische Anteile bei zeitabhängigen Kraftverläufen
(in Anlehnung an Richard & Sander 2008, Perović 2006)
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Allgemein wird in der Mechanik zwischen statischen und dynamischen Kräften
unterschieden, wobei die Differenzierung nach dem zeitlichen Verlauf erfolgt
(Richard & Sander 2008). Bei statischen Lasten, vorwiegend durch Prozess-
oder Gewichtskräfte hervorgerufen, ist die auftretende Kraft sowie die dadurch
resultierende Spannung in der Struktur konstant. Dagegen werden unter den
dynamischen Kräften stoßartige oder auch zeitlich veränderliche und periodi-
sche Belastungen verstanden, welche die Maschinenstruktur zu unterschiedlich
ausgeprägten Schwingungen anregen können.

A.2 Parameter der Beispielsysteme

In diesem Abschnitt werden aus Gründen der Nachvollziehbarkeit die Para-
meter der in Abschnitt 4.3 verwendeten Beispielsysteme mit 20 und mit 24
Freiheitsgraden angegeben. Es handelt sich hierbei jeweils um ein Zustands-
raummodell nach Gleichung (3.32) der Dimension 20 bzw. 24, welches aus
einem Feder-Masse-Dämpfer-System mit n = 10 bzw. n = 12 Massen nach
der Transformation in das System 1. Ordnung resuliert. Die Modellierung der
Systeme erfolgte in MATLAB/Simulink® und ist so implementiert, dass damit
auch Systeme beliebiger Dimension modelliert werden können. Daher ähnelt
die folgende Beschreibung der MATLAB-Notation:

• Für die Massen gilt: m1 = m2 = · · · = mn = 0,7 kg.

• Die Einzelsteifigkeiten ki sind durch folgenden Zeilenvektor k festgelegt:
k = [10 : (50 − 10)/(n − 1) : 50] mit n = Anzahl der Massen. Damit sind
die erste Federsteifigkeit mit k1 = 10 m/N und die letzte mit ki = 50 m/N
festgelegt. Für die dazwischen liegenden Steifigkeiten wird, ausgehend
vom Startwert 10, jeweils der Wert des Ausdrucks (50 − 10)/(n − 1) hinzu
addiert.

• Die proportionale Dämpfungsmatix des Systems wird durch die Gleichung
(2.26) mit den Faktoren α = 0, 05 und β = 0, 005 festgelegt.
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A.3 Weiterführende Details zu den Bestandteilen des Reduki-
onsverfahrens

A.3.1 Block-Arnoldi-Algorithmus zur Berücksichtigung mehrerer
Ein- und Ausgänge

Bei MIMO-Systemen legen die betrachteten Ein- bzw. Ausgänge je einen Spal-
tenvektor der Eingangs- bzw. Ausgangsmatrix fest. Daher kommen bei der
Bestimmung des nächsten Krylov-Unterraumvektors für das jeweilige betrach-
tete Moment stets mehrere zu einem Block zusammengefasste Vektoren hinzu.
Mit Hilfe der Block-Version des Arnoldi-Algorithmus (vgl. Abschnitt 3.7.5)
können die Informationen der verschiedenen Ein- und Ausgänge in der Krylov-
Sequenz berücksichtigt werden. Wie bereits in Abschnitt 4.4.3 erläutert, ist
aus Recheneffizienzgründen lediglich die blockweise Orthogonalisierung des
jeweiligen neuen Blocks gegenüber den bestehenden sinnvoll. Zur Vermeidung
linearer Abhängigkeiten bietet für die hier betrachteten Modelle ein von Soppa
(2011) erweitertes Verfahren eine sinnvolle Alternative, welches zunächst die
blockweise Orthogonalisierung durchführt. Das zugehörige Strukturdiagramm
ist in Bild A.2 dargestellt. Zur Gewährleistung einer Startmatrix mit orthogo-
nalen Vektoren wird hierfür eine QR-Zerlegung der Matrix Q durchgeführt.
Im Anschluss werden alle weiteren Blöcke Z auf die bestehenden Vektoren der
Krylov-Sequenz projiziert und gegenüber den bereits berechneten Spaltenvek-
toren der Projektionsmatrix V orthonormiert.
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Bild A.2: Strukturdiagramm des Block-Arnoldi-Algorithmus mit blockweiser
Orthonormalisierung nach Sadkane (1993) und Soppa (2011)

Darüber hinaus kann auch die Berechnung von Z zu einer Matrix mit linear
abhängigen Spaltenvektoren führen, weshalb das Verfahren um eine Rank-
Revealing-QR-Zerlegung und die anschließende Auslöschung der linear ab-
hängigen Vektoren erweitert wird. Die abschließend folgende und bereits im
ursprünglichen Algorithmus von Sadkane (1993) enthaltene Reorthonormali-
sierung bleibt auch hier bestehen. Auf den Einsatz einer Deflationstoleranz kann
in diesem Fall verzichtet werden, da das Ergebnis der Reorthogonalisierung
auf vollen Spaltenrang geprüft wird und der neu berechnete Block notfalls
verworfen wird.
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Bei diesem Vorgehen ist zu beachten, dass bei der Anwendung eines zweiseiti-
gen Krylov-Unterraum-Verfahrens auf MIMO-Systeme die Basen V und W

unterschiedliche Dimensionen haben können, sofern die Anzahl der Eingänge
nicht mit der Anzahl der Ausgänge übereinstimmt. Dies kann ebenfalls ein-
treten, wenn aufgrund von Deflation für eine der beiden Projektionsmatrizen
keine weiteren Spaltenvektoren mehr durch den Block-Arnoldi-Algorithmus
erzeugt werden. Da der Dimensionsunterschied aber eine Projektion, wie sie in
Abschnitt 3.5 beschrieben wurde, unmöglich macht, wird von Olsson (2002)
hierfür vorgeschlagen, weitere Elemente des Krylov-Unterraumes der Entwick-
lungsstelle zu verwenden. Auf diese Weise wird die Projektionsmatrix mit
der niedrigeren Dimension um weitere Basisvektoren ergänzt und in ihrer
Dimension angeglichen.

A.3.2 Rationale Interpolation für die Verwendung mehrerer Ent-
wicklungspunkte

Bei der rationalen Interpolation wird die Gesamtprojektionsmatrix V aus meh-
reren Basismatrizen zusammengesetzt. Zur Bestimmung dieser Basismatrizen
wird der (Block-)Arnoldi-Algorithmus für die Krylov-Sequenz jeder Entwick-
lungsstelle durchlaufen, wodurch die Projektionsmatrix nicht nur für jede Stufe
des Krylov-Unterraumes erweitert wird, sondern auch für jede Entwicklungs-
stelle mit deren zugehörigen Stufenvektoren. Bild A.3 gibt dieses Vorgehen
als Strukturdiagramm wieder. Hierbei wird ebenfalls auf die LU -Zerlegung
zurückgegriffen, um die Recheneffizienz zu erhöhen. Neben den Koeffizienten-
matrizen des Systems benötigt der Algorithmus einen Vektor s, welcher die
Entwicklungsstellen enthält, einen Vektor m, der angibt, wieviele Momente
pro Entwicklungsstelle zur Übereinstimmung gebracht werden sollen, sowie die
Deflationstoleranz τ .

Für ein zweiseitiges Verfahren wird die zweite Projektionsmatrix W auf die
gleiche Weise erzeugt. Auch an dieser Stelle sei auf die etwaige Problematik
unterschiedlicher Dimensionen der berechneten Projektionsmatrizen V und W

hingewiesen. Zur Vermeidung werden, wie von Olsson (2002) vorgeschlagen,
weitere Elemente des Block-Krylov-Unterraumes der letzten Entwicklungsstelle
herangezogen.

Bei der Anwendung des Reduktionsverfahrens kann es unter Umständen sinn-
voll sein, komplexwertige Entwicklungsstellen, d. h. s0,i ∈ C mit Im(s0,i) �= 0, zu
wählen. Da in diesem Fall im Allgemeinen eine komplexwertige Projektionsma-
trix resultiert, ist eine ggf. gewünschte Reellwertigkeit des reduzierten Systems
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nicht gegeben. Für diesen Fall schlägt Soppa (2011) vor, die komplexwertige
Projektionsmatrix V ∈ Cn×r in ihren Real- und Imaginärteil

Vreal =
[
Re([V ](:,1)) · · · Re([V ](:,r))

]
und (A.1)

Vimag =
[
Im([V ](:,1)) · · · Im([V ](:,r))

]
(A.2)

aufzuteilen und die Spaltenvektoren der Matrizen Vreal und Vimag anschließend
z. B. mit Hilfe einer reduzierten QR-Zerlegung, die nach 2r orthogonalen Spal-
ten der Matrix V abbricht, zu reorthogonalisieren. Dasselbe Vorgehen wird für
die Matrix W vorgeschlagen, sollte ein zweiseitiges Verfahren angewendet wer-
den. Hierbei ist zu beachten, dass sich die Dimension des reduzierten Systems
verdoppelt, ohne dass dabei die Anzahl der Momente, die zur Übereinstim-
mung gebracht werden, erhöht wird. Weil dieses Vorgehen aber ein effizientes
Verfahren zur Reellifizierung des reduzierten Systems darstellt, wird es in der
vorliegenden Arbeit herangezogen.

A.3.3 Globaler Arnoldi-Algorithmus zur Vereinfachung der Ortho-
gonalisierung

Das Hauptziel des globalen Arnoldi-Algorithmus ist eine Vereinfachung der
Orthogonalisierung der neu berechneten Blöcke gegenüber den bestehenden
Krylov-Unterraumvektoren. In Bild A.4 ist der globale Arnoldi-Algorithmus
als Strukturdiagramm dargestellt.
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Bild A.4: Strukturdiagramm zur Erläuterung des Ablaufs des globalen Arnoldi-
Algorithmus nach Jbilou et al. (1999) und Soppa (2011)

Aufgrund der Verwendung der Frobenius-Norm unterscheidet sich, verglichen
mit dem Block-Arnoldi-Verfahren in Bild 3.11, auch die Überprüfung auf De-
flation. Für den Fall, dass die Norm gleich Null ist bzw. bei der numerischen
Berechnung kleiner als die Maschinengenauigkeit εM wird, bricht der Algorith-
mus ab, da hierbei ein sog. invarianter Unterraum erzeugt wird, welcher nicht
weiter zu gebrauchen ist (Soppa 2011).

Chu et al. (2006) zeigten am Beispiel von Systemen erster Ordnung die
Äquivalenz der Übertragungsfunktionen der reduzierten Systeme, für die die
Projektionsmatrix einerseits mit dem Block-Arnoldi- und andererseits mit dem
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globalen Arnoldi-Algorithmus generiert wurde. Sofern beide Verfahren auf das
selbe, geeignete Matrizenpaar (P , Q) angewendet werden, bleibt die Eigenschaft
des Momentenabgleichs erhalten und die ersten Momente der Übertragungs-
funktion stimmen jeweils mit den ersten Momenten der Übertragungsfunktion
des Originalsystems überein.

Dies lieferte die Grundlage für Soppa (2011), der diese Erkenntnisse auf Systeme
zweiter Ordnung übertrug und somit eine Möglichkeit zur Reduktion von
Systemen zweiter Ordnung auf Basis eines globalen Arnoldi-Algorithmus schuf.
Liegt die Matrix Vm = [V0 V1 . . . Vm−1], die eine Basis des Block-Krylov-
Unterraumes K(P , Q) darstellt, in F -orthogonaler Form vor, d. h. es gilt

〈Vi, Vj〉F = 0, für i, j = 0, 1, . . . , m − 1 mit i �= j

〈Vi, Vj〉F = 1, für i = j,
(A.3)

dann muss für die Projektion anstatt V ∗ die sog. Pseudo-Inverse

V † = (V ∗V )−1V ∗ (A.4)

verwendet werden. Da die Berechnung der Pseudo-Inversen numerische Insta-
bilitäten erzeugen kann, bietet sich für die hier vorgestellten Verfahren die
Berechnung einer QR-Zerlegung Vm = V R an, so dass V ∗V = Ir gilt. Damit
kann die Projektion Π = V V ∗ angewendet werden, um ein reduziertes System
zweiter Ordnung zu erhalten:

M̂ = V ∗MV , D̂ = V ∗DV , K̂ = V ∗KV ,

B̂ = V ∗B; Ĉp = CpV , Ĉv = CvV .
(A.5)

A.3.4 Detailierung des VAIRGA-Verfahrens

An dieser Stelle soll näher auf die beiden in Bild 4.20 hervorgehobenen Schritte
eingegeganen werden, da diese für eine etwaige Nachstellung des Vorgehens
von Bedeutung sind. Zunächst wird die von Soppa (2011) vorgeschlagene
Methode zur Bestimmung desjenigen Entwicklungspunktes, welcher den größ-
ten geschätzten Momentenfehler aufweist, erläutert. Für diesen Punkt wird
anschließend die Anzahl der Momente erhöht, um in diesem Bereich den Ap-
proximationsfehler zu verringern. Demnach ist der ji-te Momentenfehler εji (si)
der Übertragungsfunktion des reduzierten Systems an den Entwicklungsstellen
si bzgl. der F -Norm in der j-ten Iteration der inneren Schleife in Bild 4.20
über die Gleichung

εji (si) =
∥∥Hji (si) − Ĥji (si)

∥∥
F

= ‖hπ,j−2(si)CvRj−2(si) + hπ,j−1(si)(Cp + siCv)Rj−1(si)‖F

(A.6)
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zu bestimmen. Dabei bezeichnen Hji (si) und Ĥji (si) die ji-ten Momente der
Übertragungsfunktion des originalen und des reduzierten Systems 2. Ordnung.
Die Blöcke Rj−1(si) und Rj−2(si) werden in der (j − 1)-ten bzw. (j − 2)-ten
Iteration der inneren Schleife und die Werte der globalen Hessenbergmatrix
hπ,j−2(si) =

∏j−2
t=1 Γt und hπ,j−1(si) =

∏j−1
t=1 Γt mit

Γt =

{
‖Rt(si)‖F , falls si ein EP in der t-ten Iteration ist
1, sonst

(A.7)

berechnet. Mit Gleichung (A.7) lässt sich der Fehler für alle potienziellen Ent-
wicklungspunkte berechnen. Für den Punkt, welcher in der jeweiligen Iteration
den größten Fehler aufweist, wird ein weiteres Moment zur Übereinstimmung
gebracht, um die Approximationsqualität in diesem Bereich zu verbessern.
Da die Laufvariable der inneren Iteration j mit dem Wert 1 beginnt und
für die Berechnung des Fehlers die Informationen der beiden vorangegange-
nen Wiederholungen nötig sind, werden in den ersten beiden Durchläufen die
beiden Entwicklungsstellen, die an erster und zweiter Stelle im Vektor der
Entwicklungspunkte stehen, für den Momentenabgleich herangezogen.

Der zweite Schwerpunkt im VAIRGA-Verfahren liegt auf der Berechnung der
jeweils neu zu berücksichtigenden Entwicklungsstellen. Die Grundidee besteht
darin, als Entwicklungspunkte jeweils die berechneten Eigenwerte des in der
vorherigen Iteration bestimmten reduzierten Systems zu verwenden. Dabei
besteht die Herausforderung in der Identifikation der relevanten Eigenwerte für
die Bestimmung der neuen Entwicklungsstellen. Soppa (2011) schlägt hierzu
folgende Vorgehensweise vor:

1. Zunächst erfolgt eine Sortierung der Eigenwerte λi nach aufsteigendem
Imaginärteil. Mehrfach auftretende Eigenwerte werden nur einmal ver-
wendet. Alle k Eigenwerte, die im betrachteten Frequenzintervall liegen,
d. h. für die |imag(λ1)| ≤ |imag(λ2)| ≤ . . . ≤ |imag(λr)| ≤ 2πfmax gilt,
werden als potenzielle Entwicklungsstellen weiter verwendet.

2. Werden innerhalb des betrachteten Frequenzbereiches weniger potenzielle
neue Entwicklungsstellen gefunden als Anfangsstellen vorhanden waren,
so werden aus der Menge der berechneten Eigenwerte die mit den nächst-
höheren Beträgen der Imaginärteile verwendet, bis die Anzahl erreicht
ist.

3. Für die Bestimmung der Dominanz der Entwicklungsstellen werden die
Eigenwerte λi, i = 2, . . . , k − 1 mit Hilfe des Residuums

R(λi) = (Cp + λiCv)B
λi

(A.8)
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gewichtet. Anschließend erfolgt die Sortierung mit Hilfe der Frobenius-
Norm. Die dominanten Eigenwerte stehen somit als erste Einträge des
Vektors s der potenziellen Entwicklungsstellen fest und werden damit
berücksichtigt:

‖R(λ2)‖F ≥ ‖R(λ3)‖F ≥ . . . ≥ ‖R(λk−1)‖F (A.9)

4. Für eine gute Abdeckung des gewünschten Frequenzbereichs werden mit
den Stellen s1 = λ1 und sk = λk der kleinste und der größte im relevanten
Intervall liegende Eigenwert verwendet. Alle weiteren Entwicklungspunk-
te werden vom VAIRGA-Verfahren mit Hilfe der nach der Dominanz
geordneten Reihe berücksichtigt1.

Diese vier Schritte werden für die Auswahl der neuen Entwicklungsstellen
durchlaufen. Durch die Sortierung nach der Dominanz der Residuen wird eine
schnelle Annäherung der neu ausgewählten Entwicklungsstellen an die Eigen-
werte des Originalsystems erreicht. Dies wiederum stellt eine Voraussetzung
für eine hohe Approximationsqualität dar.

A.4 Invertierung einer Matrix des K2×2

Die Bildung der Inversen der Matrix Ă aus Abschnitt 4.5.3, Gleichung 4.7 lässt
sich mit Hilfe der folgenden Berechnungsvorschrift für inverse Matrizen des
K2×2 am Beispiel der Matrix A ∈ K2×2 nachvollziehen:

A−1 =
[

a11 a12
a21 a22

]
= 1

a11a22 − a21a12

[
a22 −a12

−a21 a11

]
(A.10)

1 In einer alternativen Variante des Algorithmus besteht die Möglichkeit, einen Distanzpa-
rameter ∆ zu verwenden, mit dessen Hilfe nur Eigenwerte verwendet werden, die einen
gewissen Mindestabstand zueinander aufweisen. Dies ist relevant, wenn auf die adaptive
Anpassung der Stufe zu dem Entwicklungspunkt, welcher mit Hilfe des Momentenfehler-
schätzers bestimmt wurde, verzichtet wird. So werden über den Frequenzbereich verteilte
Entwicklungsstellen ausgewählt, um die Approximationsqualität im geforderten Bereich
zu gewährleisten. Weitere Details dazu sind Soppa (2011) zu entnehmen.
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A.5 Ergänzende Ergebnisse

A.5.1 Approximationsqualität der Nachgiebigkeitsfrequenzgänge
des Modells der abstrahierten WZM-Struktur

Bild A.5 zeigt die Relativnachgiebigkeitsfrequenzgänge in den drei Koordi-
natenrichtungen x, y und z am TCP des proportional gedämpften Modells
der abstrahierten Werkzeugmaschinenstruktur aus Abschnitt 6.4.2. Hierfür
wurde das Übertragungsverhalten des Originalsystems mit 4983 Freiheitsgraden
berechnet.
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Bild A.5: Relativnachgiebigkeitsfrequenzgänge in x-, y- und z-Richtung am
TCP der abstrahierten WZM-Struktur

Dieses Modell wurde mit Hilfe des automatischen Krylov-Unterraum-Verfahrens
auf die Zieldimension 30 reduziert (vgl. Abschnitt 6.4.2). Als Vergleich dient ein
modal reduziertes Modell, für welches die 30 niederfrequentesten Eigenmoden
berücksichtigt wurden. Wie auch bei der Fehlergegenüberstellung anhand des
normierten Frequenzganges aller Übertragungspfade der Matrix H besitzt
das mit dem Krylov-Unterraum-Verfahren reduzierte System einen erheblich
geringeren relativen Fehler (Bild A.6). Die gleiche Tendenz zeigt das mit Hilfe
des vorgegebenen maximal zulässigen Fehlers auf Dimension 24 reduzierte
System in allen drei Richtungen.
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Bild A.6: Relative Approximationsfehler des modal reduzierten Systems (Di-
mension 30) sowie der KUV-reduzierten Systeme (Dimension 30 und
24) gegenüber dem Originalsystem
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A.5 Ergänzende Ergebnisse

A.5.2 Approximationsqualität der Nachgiebigkeitsfrequenzgänge
des Portalfräsmaschinenmodells

Bild A.7 zeigt die Relativnachgiebigkeitsfrequenzgänge in den drei Koordina-
tenrichtungen x, y und z am TCP des proprtional gedämpften Modells der
Portalfräsmaschine aus Abschnitt 6.4.2. Hierfür wurde das Übertragungsver-
halten des Originalsystems mit 88268 Freiheitsgraden berechnet.
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Bild A.7: Relativnachgiebigkeitsfrequenzgänge in x-, y- und z-Richtung am
TCP des Portalfräsmaschinenmodells

Die Gegenüberstellung der relativen Fehler des modal reduzierten Modells
unter Berücksichtigung der ersten 200 Eigenmoden mit denen des mit dem
Krylov-Unterraum-Verfahren auf Dimension 200 reduzierten Modells, berechnet
für die Relativnachgiebigkeitsfrequenzgänge am TCP in den Raumrichtungen
x, y und z, zeigt die großen Vorteile zugunsten des Kyrolv-Unterraum-basierten
Verfahrens auf (Bild A.8). Dabei fällt auf, dass der modale Fehler teilweise einen
Betrag größer 1 aufweist, was einer 100 %igen Abweichung vom Originalsys-
tem entspricht. Diese Problematik wird bei den Krylov-Unterraum-Verfahren
aufgrund der eingesetzten Fehlerschranken verhindert (siehe Abschnitt 6.4.4).
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(b) Relativer Fehler der Amplitude gegenüber dem y-Nachgiebigkeitsfrequenz-
gang des Originalsystems
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(c) Relativer Fehler der Amplitude gegenüber dem z-Nachgiebigkeitsfrequenz-
gang des Originalsystems

Bild A.8: Relative Approximationsfehler des modal reduzierten Systems (Di-
mension 200) sowie des KUV-reduzierten Systems (Dimension 200)
gegenüber dem Originalsystem
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A.5 Ergänzende Ergebnisse

A.5.3 Approximationsqualität bei Modellen mit Starrkörpermo-
den

Da bei Modellen mit Starrkörpermoden die Eigenwerte bei 0 Hz mit Hilfe
eines eigenen Entwicklungspunktes im reduzierten Modell erhalten bleiben,
stellt sich die Verteilung der Entwicklungspunkte über den Frequenzbereich im
Vergleich zur automatischen Reduktion von Systemen ohne Starrkörpermoden
leicht anders dar. Ggf. muss ein weiterer Punkt hinzugenommen werden, um
den geforderten maximalen Fehler zu unterschreiten. Dies resultiert in einer
vergrößerten Dimension, welche aber zu einem geringeren Fehler in einem
größeren Frequenzintervall führt (Bild A.9).
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Bild A.9: Vergleich des relativen Fehlers gegenüber dem Mobilitätsfrequenzgang
der Motorwelle des mittleren Beispielsystems (Bild 6.14) eines auf
Dimension 30 reduzierten und eines mit max. zulässigem Fehler von
10−3 reduzierten Systems (Dimension 40)

Mit den Krylov-Unterraum-Verfahren lassen sich auch problemlos Modelle
reduzieren, welche mehr als nur eine ungefesselte Motorwelle und somit mehr
als eine Starrkörpermode besitzen. In Bild A.10 sind die Reduktionsergeb-
nisse des Portalfräsmaschinenmodells, bei dem sowohl die x- als auch die
y-Achse ungefesselt modelliert wurde, anhand des normierten Frequenzganges
dargestellt. Mehrere Starrkörpermoden der Vorschubachsen sind bspw. für
die Simulation von Kreisformtests nötig, welche für die Parametrierung von
Reglern angewendet wird. Auf diese Weise entsteht für dieses Beispielmodell
ein 5 × 7-MIMO-System (siehe Tabelle 6.1).
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(b) Relativer Fehler der Amplitude des KUV-reduzierten (Dim. 150) Systems
sowie des modal reduzierten (Dim. 200) Systems gegenüber dem Original-
system

Bild A.10: Normierter Übertragungsfrequenzgang des Portalfräsmaschinenmo-
dells mit zwei Starrkörpermoden zur Verfahrsimulation einer x-
sowie einer y-Bewegung und zugehöriger Reduktionsfehler

A.5.4 Auswirkung der Dimensionsbegrenzung bei der Reduktion
des (9 × 9)-Systems

Ergänzend zu den Erläuterungen in Abschnitt 6.4.6 sind in Bild A.11 der
normierte Übertragungsfrequenzgang des (9 × 9)-Systems des Portalfräsma-
schinenmodells sowie die relativen Fehler des automatisch KUV-reduzierten
Systems (Dim. 216), des mit dem Krylov-Unterraum-Verfahren reduzierten,
aber auf Dimension 100 begrenzten sowie des modal reduzierten (200 Eigenmo-
den) Systems dargestellt.
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(b) Relativer Fehler der KUV-reduzierten (Dim. 100 und 216) Systeme sowie
des modal reduzierten (Dim. 200) Systems gegenüber dem Originalsystem

Bild A.11: Auswirkungen der Dimensionsbegrenzung auf den relativen Fehler,
dagestellt am normierten Übertragungsfrequenzgang des Portalfräs-
maschinenmodells
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